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§.1, Rappels : Classes de Chenn. Homofogie d'une intersection.

1. Classes de Chern.

Les classes de Chern dé&finies par M.H. Schwartz [8], a l'aide de
la théorie d'obstruction, et R. Mac—-Pherson [6], par des méthodes de géomé-
trie algébrique, généralisént les classés, définies classiquement pour les

variétés analytiques complexes, au cas des variétés algébriques complexes

singulidres.

Définition : Un ensemble constructible d'une variété algébrique

X est obtenu, & partir des sous—variétés de X, par un nombre fini de réu-

nions, intersections et complémentaires.

Définition : Une fonction constructible ¢, définie sur X, est une
fonction & valeurs dans &, telle qu'il existe une partition de X en ensem-

bles constructibles sur chacun desquels @ est constante.

Proposition [{} : I1 existe un unique foncteur F des variétés

algébriques complexes dans les groupes abéliens, tel que

(i) F(X) est le groupe des fonctions constructibles sur X,

(ii) Pour tout morphismé f:iX>Y, ona:
(1 £, 006 = xE 0w Yy e Y

olt 1 est la fonction caractéristique de WC X et ol Y désigne la



caractéristique d'Euler-Poincaré topologique,

Théoxéme [6],[3]. 11 existe une transformation naturelle Cy du
foncteur € dans 1'homologie, telle que, si X est sans singularité, on ait
(2) e (1) = ) N [x]

% X -

ol c*(X) désigne la classe de Chern cohomelogique de X et Pq la

classe fondamentale d'homologie de X,

La formule (2) exprime le fait que la clas;e dé Chern de 1la
fonction constructible IX’ que 1'on notera c*(X), ést.l‘image de 1a classe
de Cherﬁ du fiBré tangent & X, par 1'isomorphisme de Poincaré.

De maniére plus précise, le théoréme signifie que l'on fait corres-—
pondre, & toute fonction constructihle d sur une variété complexe X, un

&lément cK(a) de H*(X) tel gue 3

(i) f*c*(a)

3 (ii) c, (ot8)

c*(f¥ o) pour tout morphisme £ : X > ¥

c*(u) + c¥(8) pour toutes fonctions constructibles
o et B sur X

(iii) e, (1) = () N[X] si X est lisse.
2. Homologdle d'intensection.

Dans ce paragraphe, les espaces et sous—espaces considérés sont

des espaces P,L. ("lin2aires par morceaux"),

Définition : Une pseudovariété S, de dimension réelle 2s, est

un egpace pour lequel existe un sous-espace fermé ¥ tel que

(i) S8-I est une variété lisse, de dimension 2s, orientée, dense

dans 8§,

(ii) dim I g 2s-2.



La dimension de T est ici entendue comme maximum de la dimension

en chacun de ses points,

Remarque. Si S est munie d'une triangulation localement finie, il
est équivalent de dire que S est 1'adh&rence de ses 2s-simplexes et tout

(2s—1)-simplexe est face d'exactement deux 2s5-simplexes.

Définition [ﬁ]. On dit que la pseudovari&té § admet une strati-

fication en strates de dimensions paires, s'il existe une filtration

s=5, 28, ,28, ,D..25 25 D¢

par des sous—espaces fermés, telle que :

(i) chaque Si—Si_2 est réunion finie de variétés lisses de

dimension 1, appelées strates,

(iiy I = SZs—Z est l'ensemble singulier de S

(11i) tout point x de Sinsi_ admet un voisinage U homéomorphe 2a

2
B*x&(L ) ob
X

i .
B® est une i-boule puverte
LX est une pseudovarié&té compacte de dimension 2s-i-]

o :
c désigne le cOne ouvert (moins la base) sur L, et 1'homéomor -

phisme envoie strate sur strate.

Les variétés algébriques complexes sont des pseudovariétés admettant

une stratification en strates de dimensions paires.

Si (K) désigne une triangulation (localement finie) de §, le
complexe des chalnes simplicialés (& support compact) de S, relativement 3 la
triangulation (K), est noté CiF)(S). Le groupe des i-chaines P.L. de 8§,
Ci(S), est défini comme la limite directe des CEK)(S) pour toutes les trian-

gulations de S. On peut encore le définir comme la réunion des groupes



) CiK)(S), pour toutes les triangulations de 8, medule l'identification de
deux chaines E] de (Kl) et 52 de (KE) 19rsque, pour une sous-triangula-
tion commune (X'), leurs images canoniques dans CiK‘)(S) colncident.

Pour une chalne £ de Ci(S), le support |E| de & est défini

comme la réunion des acdhérences des i-simplexes o dont le coefficient dans

£ est non nul.

Définition. On dit qu'une i-chaine £ de C*(S) est permise si,

pour tout k, k # 0, on a :

(4) dim(|g| N s ) € i-k-1

25-2k
Définition [{I. Le groupe des i-chafnes simpliciales d'intersection,
ICi(S). est le sous—groupe de Ci(S) formé des chaines & telles que £ et

9f soient permises, Les groupes d'homologie d'intersection IH*(S) sont ceux

du complexe ICx(S).

Nous rappelons ci-dessous quelques propriétés des groupes d'homelo-

gie d'intersection :

a) Cas des singulanitis isolées [1],[2] :

i e udovariété compac admettant une singularité
S1 S est une pseudovariété& compacte, admettant singularité
isolée en p, S =~ {p} est une variété lisse de dimension 2s. Dans ce cas,

il n'y a plus qu'une seule condition (4) :

dim(|g] N {p}) ¢ i-s-1

Autrement dit, les chalnes qui ne rencontrent pas le point p
sont permises et une i-chafne qui contient p est permise si et seulement si

i » s+l. D'od



Proposition : On a :

(Hi(S - {pbH i<es
(5) I, (8) =< Im(H (5 - {p}) + B, (5) i=3s
Hi(S) : i s

oll, pour l'espace localement compact S - {p} , l'homologie est i supports

compacts.

b) Factonisation de £'homomonphisme de Poincarnd [4],[2] :

8i S est une pseudovariété de dimension 2s, le cycle fondamental
de § peut €tre défini comme somme des simplexes (orientés) de dimension 2s,

d'une triangulation de S. Sa classe, [S}, dans H, (5) est la classe fonda-

28

mentale de S§.

. HZs—i

Proposition. L'homomorphisme de Poincaré, P (s) - Hi(S),

cap-produit par la classe fondamentale [S], se factorise en :

§2571 gy « N [s]

+ H. (5)

IHi(S)

~

oi o est induit par 1'inclusion des chafnes ICi(S)°+ Ci(S), et oi B est

induit par P ([2],[4]).

3. Posdtion du probléme,

Pour une variété algébfique complexe 5, les classes de Chern de §
sont dans 1'homologie Hx(S). Si VS est lisse, ce scnt les images par isomor=
phisme de Poincaré des classes de Chern cohomologiques C¥(S). Sinon, les
classes de Chern ne sont pas nécessairement dans 1'image de 1'homomorphisme

de Poincaré.



J.L. Verdier a construit un exemple dans lequel le morphisme cano-
nique o : IH*(S) + H*(S) n'étant pas injectif, les classes de Chern de S
peuvent 8tre r€alis@es de plusieurs maniéres comme images des classes de Chern
de variétés lisses. Une variation de ce type d'exemple, faite par M. Goresky,

montre que les classes de Chern ne sont pas toujours dans 1'image de o. Dans

ces deux exemples, S est un espace de Thom sur une variété lisse B.

§.2. Espaces de Thom el homomenphiswme de Poincard.

1, Espaces de Them,

Soit B une variété lisse compacte, de dimension réelle 2n et

E fibré vectoriel r&el orienté, de rang r (pair) sur B. L'espace de Thom

S, associé 8 E, est défini comme le compactifié d'Alexandroff de E, par

adjonction d'un peint & 1'infini {p}. On peut aussi le définir comme suit :

Pour une métrique‘euclidienne sur E, notons T(E) <(resp. S(E))
le fibré en boules fermées (resp. en sphéres) associé& & E. L'espace de Thom
est défini par le quotient T(E)}/S(E).

L'espacg de Thom associ& & E est une pseudovariété de dimensicn

2s = 2n+r admettant un point singulier isolé {p}.

On rappelle (par exemple [i], lemme 18.1) que, si la vari@té B est
munie d'une décomposition cellulaire, 1'espace de Thom S est également muni
d'une décomposition cellulaire, admettant une (i+r)-cellule, pour toute i-cel-
lule de B, et une O-cellule : le point {p}.

Notons [g]' la classe fondamentale de S, dans HZS(S)’ et
e ¢ Hr(B) la classe d¢'Euler du fibré E (par exemple [j]). Soit

ue€ Hr(E,E—B) la classe de Thom du fibré E, si m:E->B désigne la

projection du fibré et j : (E,$) » (E,E-B) 1'inclusion naturelle, on a

B e) = 3w



ol
T T Y by
H" (E,E-B) < > H (E) < "* - H(B)
3 il
Proposition. On a, pour tout i, (i # 0, 2s), un diagramme
commutatif
28-1 l Bﬂ
H (8) > Hi(S)
Y v
b3 Y
(B . E
- H, (R) B, __(8)

ne
e

k4 . ne ¥
Hi(B) + H. r(B)

Démonstration : Ceci résulte du diagramme suivant, dans lequel G), @ et ©

commutent 1

. . N [s]
1571 (s) H, (5)
e
25; ¥
H H,(S,{p}
C 1
Poincaré T,
) "
4
H.(E) . ~+ H, (E,E-B)
1 J)IE r\,l
) = u-n [ ]
T X \
* C) Hinr(E) Thom
Y
= ‘ ,]T*
« N e
H. (B) . > B (B)



Dans O figurent l'isomorphisﬁe canonique entre la cohomologie de
i S et la cohomologie # supports compacts de 5 -~ {p}. Ce dernier &tant une
variété lisse, 1'homomorphisme de Poincaré, cap-~produit par la classe fondamen-
tle de S - {p} est un isomorphisme

2s—1
HC (s - {p}) — Hi(S - {phH).

Dans {2) la rétraction r : § - B > {p} et l'excision déterminent

des isomorphismes commutant avec les injections canoniques
1 : 8~ {ples et i ¢ (E,¢) > (E,E-B).

Enfin, (3 commute par définition de la classe d'Euler et par fonc-
torialité du cap-produit. La projection 7 : E - B, du fibré E, induit un iso-

morphisme en homologie.

2. Homologie d'infersection des espaces de Thom.

Proposition. Soit B une vari&té lisse, compacie, de dimension
(réelle) 2n, et S 1'espace de Thom associé& & un fibré vectoriel orienté,

de rang r et de base B, Alors on a

r 0
Hi(B) i< s
IH,(8) = J Im(H. (B) _:_CLE_a H (B)) i=s
i i _ i-r
kHi_r(B) i> s

Démonstration : Ceci résulte de (5) et de la considération des isomorphismes

du diagramme (8).
Pour un espace de Thom, 1'homomorphisme de Poincaré se transforme
donc, & isomorphisme prés, en 1'homomorphisme

L] n e
g s B (B) ——— H, (B)



et l'homologie d'intersection IHi(S) est isomorphe & Hi(B)’ Im § ou

Hinr(B) selon les valeurs de 1.

3. Cas parnticulien des espaces de Thom associis & un plongement B ek,

. k . . . .
Soit P 1'espace projectif complexe de dimension {complexe) k,
et H un hyperplan de Pk. I1 lui correspond, d'une part une classe fondamen—

. 2
tale {ﬁ] € HZk-Z(Pk) et une classe de cohomologie € H (Ek), duale de Dﬂ

M
par dualité de Poincaré, d'autre part un fibré E, de rang (complexe) un sur

o . . .. k - e
. Ce fibré, canoniquement associé& au diviseur H de P est appelé "fibré

hyperplan", sa classe d'Euler est égale & cI(EH) =1

ek ;) - z.

H et éngendre

. k e o s . . "
81 BCP est une sous-variété lisse de dimension (réelle) 2n,
la section hyperplan générique D = B M1H est un diviseur de B. On note Di

(B) .et, par dualité de Poincaré, n_ =~ sa

sa classe fondamentale dans D

0y -2

classe de cohomologie dans HZ(B). Le fibré E_, de base B, associé au divi-

D’
seur D de B est, par fonctorialité, restriction 8 B du fibré hyperplan

i
'F o 3 =
EH. Sa classe d'Euler est égale & ¢ (ED) e

L'espace de Thom § associé au fibré E = ED s'interpréte de deux

fagons :
a) Notons 1 le fibré trivial de rang (complexe) un, de base B, et

X=P(E ¢ 1) le complété projectif de 1'espace total de E.

PE @ i) = \UJ P(E, & 1)
beB b b

E s'identifie 3 un ouvert de X, de complémentaire P(E), au moyen des inclu-

sions ¢

Ebcﬁ-P(Eb ] Jb) P(Eb)ﬁﬁ-E(Eb & Jb)

an+ (a,l) a v (a,0) .



La projection canonique P(E & 1) >+ B est munie de deux sections

s et s _ définies par :

i
~—
o
b
~—r
0
o
<
m

sé(b)

est quelconque, non nul

s, (b) {(a,0) ol aekE est quelconque, non nul.

Les images en sont :

B =1Ims v (1) B = Im's00 2 P(E}.’

9] o} e
En contractant B en un point, on obtient une variété S de
dimension (réelle) 2n+2, admettant un point singulier isclé p . On vérifie

qu'elle est homéomorphe 4 1l'espace de Thom associé& 4 E, en remarquant que
' n
S - {p} =P(E 6 1)\ P(E) = E.

Oon vérifie, d'autre part, que S est une variété algébrique, &

1'aide de 1'interprétation suivante

. e k . k] :
b} on considére P plongé dans [P comme un hyperplan, et on

. . ket A k ~
cholsit un point p de P situé en dehors de P . On note S le cBne sur

k
BC P, de sommet p et X 1'éclaté de S de centre p.

s - {p} est isomorphe A& 1'espace total du fibré E, on en déduilt
d'une part que S est homéomorphe 3 1'espace de Thom et, d'autre part,'que X
est homéomorphe &4 FP(E & 1). X est lisse et le morphisme birationnel
g ¢ X-> S est une désingularisation de §. La fibre exceptionnelle, c'est-a-

dire le diviseur exceptionnel 0_](p), est homéomorphe 3 ®(E), base du cdne S.

4. Deux exemples.
On étudie deux exemples de plongements Bes Pk pour lesquels le
fibré 'E sur B est restriction du fibré hyperplan de Tk. On va calculer

la classe d'Euler de E et expliciter le morphisme g : IHi(S) > Hi(S).



._.]1....

Dans ces deux exemples, on aura dim{E §=3 et r =2, Pour i > 3,
on a donc IHi(S) = Hi(S) et o est un isomorphisme. Un cas inté&ressant, au

regard de ces exemples est le cas 1 = 2, pour lequel on a :

H!*(S) ____‘___Q__I;SJ# HZ(S)

e

v

(10)

v *Ne ' :
IHZ(S)-H2(B) _ HO(B) . .

‘g ol g
a} Considérons le plongement de Segre f P]XP & PB défini en

. coordonnées homogénes par :

1 3
fF:P %P
x Y

v
&)

" e . AT . s :'
(Xo'hl)’(yo'yl) (xoyo SRS T P x]yl)
f est un plongement de bidegré (1,1) et 1'image f(@le]) est une quadrique

PP 3 . S . .
non dégénérée § dans P . Les familles de génératrices de cette quadrique

sont données

f(E],B) oi § décrit P

It

d'une part, par d

|
B y
1

l

1 ‘ .
d'autre part, par du f{(,P7) ot @ décrit Ex.

Le fibré E est la restriction 8 Q du fibré hyperplan de P3.

81 H est un hyperplan générique de E3 et d . une génératrice de Q, on a
HNd = {point}, Le fibré E restreint & chaque génératrice de Q est le
fibré hyperplan de cette génératrice (identifiée & WI).
la classe d'Euler du fibré E, dans
Hz(T;xT;) - e o H2(E;) =70z
est donc égale & CJ(E) = (nx,ny) ol n, et ny sont les classes d'Euler
des fibrés "hyperplans" E_ et Ey de P; et T;, et engendrent Hz(Pi) = E. _
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et HZ(@;) = ¥ respectivement. 51 Bpi] et EP;] sont les classes fondamentales
]

1 i . . 1
de PX et de Ty, générateurs de Hz(?x) et Hz(Py), on a :

I
—
.

IO 1
T]xﬂ[‘Px] —1— nyﬂ[{[’y]

.Le morphisme 1 : HZ(B) > HO(B) s'écrit donc :

1 1 1 1 « Ne 11
= PRV A—- xP
Hz(EE’ ery) HZ(LP ) 8 Hz(!Py) HO(EPX y)_

Y

£ @ Z —t— ¥,

et, relativement aux générateurs précédents, on a P(a,b) = ath.

Remarque. De fagon plus générale, on peut considérer le plongement

de Segre f : p"xp" O P(n+])(m+])ul, de bidegré (1.1). On obtiendrait les

mémes résultats que ci-dessus.

2 ..
b) Le plongement de Vérondse : f : P PS, de degré 2, est défini,

en coordonnées homogénes, par :

X X
(0

' 2
: Aos :
1'X2) (xo.x x

2
. : . XA .
o I.XOX .x].x]X2 2)

2

L'image f(Pz) est une variété lisse V de degré 4, appelée surface de Véronése.
Si H est un hyperplan de PS, la section hyperplane générique H AV est un
.. 2 . - P 2
diviseur de V= [P, homologue & 2K o X désigne un hyperplan de P,
La restriction du fibr& hyperplan de TS a V est le fibré en
droites {complexes) E sur V, associé au diviseur 2K de V. Sa classe d'Euler
est Bgale 3 c](E) = ZnK oil nK = CI(EK) est la classe d'Euler de fibré hyper=-
2 ‘ . 2, 2 . L
plan de 7, Celle-ci engendre H'(P") = & et, si Eﬂ désigne la classe

fondamentale de K, générateur de HZ(@Z) =7, on a HK n [K] =1,



‘4 un systéme de génératrices de la quadrique. Soit D
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Le morphisme 1 : HZ(B) > HO(B), cap-produit par la classe d'Euler

de E s'éerit done :
2 2
Hy(®%) =2 — H_(F°) =z

et relativement aux générateurs précédents, est la multiplication par 2.

Remarque. De fagon plus générale, on peut définir le plongement de
S
S ) d o N
Véronése de degré d, f : P e P , en considérant tous les mondmes de

- - . n ‘ . .
degré d en les coordonnées homogénes de ® . Dans ce cas, ¥ devient la multi-

plication par d,

§.3. Homofogie et homologie d'intersection de £'espace de Thom, pan Les deux

exemples précidents.

Pour chacun des deux exemples, on explicite l'hoﬁologie de X et
1'homologie et l'homologie d'intersection de §. On note toujours T : X + B
la projection canonique de X = P(E ® 1) sur B, en tant que fibré, de fibre
Tl. Dfautfe part, ¢ : X+ S désigne la désingularisation de S, de fibre
exceptionnelle g-](p) = B,

a} Cas du plongement de Segre : f : PJXPJC+ @3.

Notons du = d et

| dB = dz deux droites fix€es appartenant chacune

1 (resp. D2) le plan
dans S C P4 qui porte la droiter.d1 {resp. d2) et le point p. L'éclaté
de S, de centre Dl’ est noté X;. C'est une variété lisse, désingularisation
oy ¢ X1 + S5, dont la fibre excepteionnelle g;](p) est isomorphe & @]. On
obtient de méme la désingularisation gy ¢ X+ § en éclatant D2. La désingu-—

larisation g : X > S se factorise par chacune des Oj :.Xj + 8 <car on obtient

~ . . -1 .
Xj en contractant, dans X, le systéme de générateurs de ¢ (p) qui ne con-

tient pas dj (i =1,2). On a, puisque Gj est propre, des morphismes canoni-

ques formant un diasgramme commutatif :



- 14 -

Q)
[}

HH

H (X)) — > B (S) < B (X,)

2%
dans lequel les @j sont des isomorphismes, car les .Xj sont lisses, et nous
montrons {remarque ci—dessous) que les Sj% sont dés isomorphismes.

Le calcul des groupes d'homologie peut se faire en adoptant le
point de vue combinateire : on dé&duit aisément une décomposition cellulaire de
X, & partir d'une décomposition cellulaire de B = ?ixP;. Cependant, le point
de vue algébrique sera mieux adapté quand il faudra calculer les classes de
Chern de S. Dans toute la suite le symbole + dénotera le dual du cup-produit
dans X (variété lisse compacte), ou de maniére €quivalente, le produit d'in-
tersection des cycles dans X.

Les générateurs des groupes d'homologie de X sont :.
dans H6(X> : Dﬂ classe fondamentale de X

dans HA(X) : b et bm, classes fondamentales de Bo et Boo respectivement

o

et P, et Pys classes fondamentales de ﬂ_](d]) et 'ﬂ”l(dz).
dans HZ(X) : dj = Pj . bo j=1,2

6j=pj.bw J=],2

¢, classe fondamentale de ﬂ-](b) oi b est un point de B

dans HO(X) : a classe d'un point de X.

La table d'intersection de ces générateurs s'obtient 3 partir de la

. : . . * ey . R
remarque suivante : Soit 7 E le fibré de base X, image réciproque de E

par T 3 X + B. Le fibré normal de Bo (resp. Bm) dans X est isomorphe & la
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. . * - - . . . -
restriction de W E 3 B0 (resp. & Bw). Par suite, il est de bidegré (1,1)

(resp. (=1,-1)) et on a, dans X, les autointersections

bo . b0 = d1+d2 b00 * boo = -Gl - 62

Les autres intersections dont nous.aurons besoin sont les suivantes

(évidentes) :

Les relations liant ces générateurs s'obtiennent de la fagon suivante :
. . S - 2 N
On regarde 7 : X+ B comme la projection d'un fibré en sphires §7, d'cil la

suite exacte de Gysin, pour 1 3 2, et i pair :

‘«.b hig
L12) L H (B) - H(B)— Hi(X)—*+ H(B) > H,_5(B) > ....

I |

0 0

Le morphisme VY peut s'expliciter comme suit : si ¢ est un cycle
(par exemple cellulaire) représentan; un générateur c de Hi_z(B), w(E) est
la classe du cycle ﬂ-](c) dans Hi(X)'
"P@ur' i =2, on a donc la suite exacte

v
*
0 » 1 (3) Lo u () — 1, (8) > 0

Il vient ﬂ*(ﬁ) =0 et ﬁ*(dj) = E*(gj) j=1,2, d'oi
dj - Gj e Ker m, et Rer m_  est engendré par g¢. Pour déterminer les entiers

kj tels que dj - 6j = kj.g, on calcule par exemple :
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=
_—
s
I
o
-
P
1l
o
-
~
s
i
O
—
~
I
lvn
»
o
It
o
.
o
.
av]

[
Faan
o,
[ -y
+
O
ro
S
L ]
o
1t
=N
L ]
bl
[=)
i
W

d'ou k] = ]. On obtient de méme k2

n
[ )

o

HZ(X) est donc isomorphe 23 avec, pour générateurs dl,d2 et L.

On a :

Pour j = 4, on a la suite exacte :

¥ T
0~ HZ(B)_‘“’ HA(X) —_ HA(B) + 0

- = 1~ _
et ﬂx(bo) = nx(bm), Wx(p}) ﬂx(pz) 0 d'ol bO b_ € Ker T, et Ker L

1l

est engendré par P, = w(d]) et p, w(dz). Pour déterminer les entiers n

I

et n, tels que bo-b00 =n,p, + n,p,, on peut &crire (par exemple)
nyt =A(“191+“2P2)°92 = (bgmb)py = dy = 8, = 8
o 4 = —_ » = — =
Rt = (agPy*ngpy)epy = (b b )epy = dp — 8y =4
d'oli n, = n, =1

Il vient H4(X) = Z3, avec pour générateurs b, Py et p,. On a :

bo - b, = p1:+ Pye

Homologie de X, Q.XZ.

Notons T, :-X +er le morphisme de contraction de systéme 52
dans Bm, de méme Ty P X > Xz le morphisme de contraction du systéme 61 dans
Bw. Pour tout £ e Hi(X)’ on notera g’ = Tl*(g) et f" = T2*(g) ses images

respectives dans H.(X. ) et H.(X.)). Ainsi, ona ¢§) =0 dans H,(X,) et
11 i2 ‘ -2 271
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G'; = 0 dans H2(X2). D'ol

IR N Y 3 |

(13), dl d2 6]
no_ g _ g&n

(13), ap - df = 8}

I1 vient alors :

HO(XI) = Z engendré par a'

(X)) = ¢’ engendré par d}, dj = 3 (@]-8] = 2")
H4(XI) - g2 engendré par p;, pé (b; = P;+Pé)
H6(X1) = Z engendré par [kl] |

On obtient de méme 1'homologie de X2.

Homologde de 8.
Pour tout £ ¢ Hi(X), on notera E son image dans Hi(S). Ainsi,

par contraction de B_, on obtient 1'homologie de S5 a partir de celle de X,

By ") Y

avec les relations 61 = 62 =0 et b_= 0. Il vient :

o

HO(S) = 7  engendré par
HZ(S) = £  engendré& par 4 =9 =%
H4(S) = Z2 engendré par %],.m (ﬁ =

HG(S} = g engendré par [{].

Homofogie d'intersection de S.

On 1'obtient en utilisant (9) et la remarque qui précéde (5). Un

i~-cycle E de S est permis si :

dim([g] n {pH) < i-3-1 = i-4.
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Pour 1 g 4, aucun i-cycle contenant le point {p} n'est permis.

I1 vient donc :

'IHO(S) = HD(B) =7 engendré par a
9 | NN
IHz(S) = HQ(B) = F eégendre par d]’ d2
2 . Ny
IH4(S) = HZ(B) = Z engendré par Py» Py
IH6(S) = HA(B) = ¥ engendré par -[S].

ny
Remarques. 1) le cycle £ n'est pas un cycle permis

2} les isomorphismes 8 : IH*(XJ) -> IHﬁ(S) et

J*

-~

02* H IH¥(X2) -+ IH*(S) sont évidents.
3) les morphismes du diagramme (11) s'expriment naturelle-—
ment, en fonction des géufrateurs précédents. En particulier, pour i = 2, le

diagramme

1H, (S)

ar
HIN K
a»

3 2%

B, (X)) ) (X))

devient
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"y
3] d
2 =
L, 9z, Z.. 8z,
Y ay f d d;
0% Tox
%1;32
2 5

b) Cas du plongement de Véronése f : P <> @

Les générateurs de l'homologie de X sont :
dans H6(X) : [X], classe fondamentale de X

dans H,(X) : b et b classes fondamentales de B et B
4 o o o

o0

2

. -1 - . . .
respectivement, et vy =7 {(d), ou d est une droite projective de B =P

dans HZ(X) : dO =y bo’ d =y b et 2, classe fondamentale

. [~»]
-1 .
de ® (b) oli b est un point de. B,

dans HO(X) : a, classe d'un point de X.

La table d'intersection de ces cycles est donnée par : D'une part

b0 . bo = 2do. En effet, 1'auto-intersection de Bd dans X est la classe

de Chern de son f£ibré& normal.

D'autre pal‘t, bo . bOO = O, ) do - 'Y = a

£+b =%+b =a, d *b =0

o 0 fe) oo

Les relations liant ces gé&n&rateurs s'obtiennent encore # partir de

ia suite exacte de Gysin du £ibr& en sphéres =n : X+ B (12).

Pour 1i'= 2, on a la suite exacte courte :

i
*
0 -» HO(B)—L HZ(X)——+ H2(B) + 0
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et : ﬁ¥(do) = ﬂ*(qm), ﬂ¥(£) = 0,

. — " - = .
I1 vient d0 d € Xer T, et 2  engendre Ker Mo dToti dO d_ = ke&.

Pour déterminer k, on utilise la table d'intersection précédente :

kea = k& + bo = (do—dm)_'bO = ﬂo . b0 =y e bo.bo
=y« 2d = 2a.
. . - 2 . ;
D'oi k = 2, Hz(X) est isomorphe 3 £, avec pour générateurs dO
et L. 0n a :
d -d = 24.
[s] [os]
Pour i = 4, on a la suite exacte courte
Y Ty
> HZ(B) —r H&(X) —— Ha(B) + 0
et | “*(bo) = Tr*(bm), 'rrx(y) = Q.

Il vient bo—bm € Ker m 2 et vy engendre Ker T dfod bo-—bDO = ny

La table d'intersection permet d'écrire :

nd =mny-b = (b-b)b =24,

or dO'Y =3 d'oi n= 2.

- . . p2 2=
H4(X) est donc isomorphe & &7, avec pour générateurs b0 et v,
on a :

b -b, =2y

o [s]
Pour 1 = 6, H6(X) = ¢ est engendré par [ﬁ], classe fondamentale

de X.
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Hemofogde de s,

Par contraction de B  en un point, on obtient 1'homologie de 8,
oo

v
& partir de celle de X. On notera g 1'image dans Hﬂ(S) d'une classe ¢ de

w0 «©

n,
Hx(X). On a donc : 3 = 0, b =0 et :

HO(S) = g engendré par &

HZ(S) = Z engendré par E (&; = 2%)
- v N

HA(S) = Z engendré par v (b0 = 2v)

Hﬁ(s) = Z engendré par [ﬁ]

Homofogie d'intersection de 8.

On l'obtient en utilisant (9) et en observant quels sont ceux, parmi

les cycles de 8, qui scnt des cycles permis. Il vient :

IHO(S) = HO(B) = Z engendré par 2
IHZ(S) = H2(B) =z engendré Par. EO
IHA(S) = H2(B) =z engendré par %
IHB(S) = H4(B) = F engendré par [S]

n .
Remarigues. 1) le cycle £ n'est pas uncycle permis
2} le morphisme o : IH*(S) > H*(S) s'exprime naturellement
en fonction des générateurs. On retrouve, pour i = 2, le fait que o soit la

multiplication par 2. On a , en effet :

o : 1H2(5)~——-—w+ HZ(S)

I l

L — i

n, n,
d '}
O .
a, L ~ oy
et 1'image de d0 (élément de IH2(S))’ dans HZ(S)’ est d0 = 22, oi & est

générateur de HZ(S)'
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§.4. Classes de Chesn d'un espace de Thom sur une vaniéte Lisse B.

I. Classe de Chenn de X.

On note toujours 7 : X+ B la projection de X sur B ; soit T,

X

resp. T_, le fibré tangent & X, resp. B, et T_ 1le fibré tangent vertical

v

défini par exactitude de la suite de fibrés de base X :

. %
On en déduit, dans H (X) :

* * ¥ %
(15) c (Ix) = ¢ (TV) U (n TB).

D'autre part, les fibres de 1w : X+ B sont des courbes rationnelles

. . R . s - : .
lisses, isomorphes & P . La restriction de TV & chacune de ses fibres est un

faisceau de degré 2. Par conséquent le faisceau des sections de TV est le

faisceau QX(B0+Bm) canoniguement associé au diviseur B +B_ de X, et on
o

a:
* *
(16) ¢ (TV) = ¢ (OX(Bo+Bw)) =1 + g n, -
O oo
Par dualité de Poincaré, il vient :
* r
Kt 0 [9 = [x] + b, + b,

En notant toujours .y : Hi(B)'+ Hi+ (X) 1le worphisme précédemment

2

décrit dans la suite de Gysin (12), on a un diagramme commutatif :

W sy o O [E] - H,_, (B)

-1

*

- P

e PRI N ES BN Yo
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D'oli, par dualité de Poincaré,

I

C*(ﬂ*TB) N Dﬂ ﬂ*(c*TB) N Dﬂ

]

ey N [ED

= (e, (T,)).
Des formules (15) et (16), on déduit donc :

an e, (X = ([X] +b_+1b) * ¥(c,B)

oli, pour tout cycle ¢ de Hx(B)’ Y(c) est la classe du cycle W_l(c) de

Hx(X).

2. Classes de Chern de S,

Lle morphisme de dé&singularisation o0 : X+ S est un isomorphisme
en dehors de la fibre exceptionnelle U—I(P). I1 vient, d'aprés (1)

Ox(lx(s) =1 pour tout s de S, s # p

0, (10 () = X(0™' () = X(B).

0 (1) = 1+ (-1 1p 5.
En utilisant les relations de {(3), én é alors :
-.c¥0¥({x) = oﬁcx(lx) = cx(ls) + (x(B)-1) cx(l{p})

et, puisque, par dé&finition cﬂ(lM) = Cx(M)’ pour tout M, il vient :
(18) c, (8) = o,c (X) + (1-x(B)){p}.

Les relations (17) et (18) permettent de calculer les classes de

Chern de S dans chacun des 2 cas particuliers &tudiés.



_24_

3. Application aux deux exemples.

1
a) Cas du plongement de Segre. f : P XP]‘+ P3.

e ]
La wvariété B est P]XP ..Dn a3

¥, }
= +
c (P) =1 ZnH

cx(B) = (b0+2d1) . (b0+2d2) = bO + ZdJ + 2d2 + 4a

et
Pe, (B) = [X] + 2p, + 2p, + 4.

(17) devient :

¢, (X) = ([x]+b_+b.) « ([X]+2p +2p,+40)

(19) ' e, (X) x] + (2b_+3p +3p,) + (4d +4d,) + 8a

compte tenu des relations et des tables d'intersection précédentes,

De maniére analogue & (18), on remarque qu'on a :

Tl*(lx) = lx + 16

(1)

Tox''x X 8

it
+
At

ol T, : X +‘Xl (resp. T, + X~ Xz) est le morphisme de contraction du systéme

62 (resp. 6]) dans B_. Par suite, on a :

(20) ey (X)) = T e (X = ¢, (81)

(20), Cy (Xz)

T2¥c¥(x) - gﬁ(ﬁg)

1
= t — t t " — 1 "
ol c*(ﬁj) = 61 + 2a et Cx(dz) 52 + 2a {classe de Chern de @ ).
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A 1'aide de (19), (20)j et (33)j, on obtient

1 1 1 1 1]
¢, (X)) Ex]] + (3p}#3py) + (3d}+5d)) + 6a

c, (X,) = [X,] + (3p[+3p}) + (54]+3d}) + 6a

-

Or, X et X sont isomorphes, et om a :

1 2
8_1 8 (dl) = dl! j = } 2
2% ° U1k j ’
d'autre part, dans HZ(S)
v ' 1 1m .
% = Gl¥(dj) = 02¥(dj) j=12

"
On en déduit le contre-exemple : la classe CZ(S) = 8% est image par

g.. + H (X.,) > H,(S
PP NCHES MO

de CZ(Xj)’ pour j = 1,2, et donc image par o de deux classes distinctes de

. IHZ(S), toutes deux classes de Chern de variétés lisses, désingularisations de S.

b) Cas du plongement de Véronése f : £ @& P

LT 2
la varieéteé B est P, on a :

n

ck(B) i+ SnH + 3n§ oi H est un hyperplan de Pz

i

.c¥(B) bo + 3d0 + 3a

d’oil ¢c*(B) = Eﬁ] + 3y + 3h et (17) s'écrit :

i
I

o, (X) ([X]+b0+bm) o ([X]+37+30)

I

|X| + (2b+5v) + (6d_+92) + 6a

En utilisant (18) et remarquant que Uﬁ(bm) = 0, 'Ox(dm) = 0 et

¥(B) = X(Wz) = 3, on obtient :
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\ u "y
c (8) = Is] + 5% + 9% + 4a

D'oll, le contre-exemple : cx(S) n'appartient pas & 1'image de o,

dont les €léments ont des coefficients pairs (d'aprés le §.2, &, (b))
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