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§1. INTRODUCTION

SoiT S une surface algébrique réduite plongée dans C" et soit O un point singulier
isolé de S. Soit » I'idéal maximal de @5y Considérons upe résolution de S, w:
X — S, telle que I'idéal =@y soit localement principal, autrement dit, en vertu de la
propriété universelle des éclalements, telle que 7 se factorise par [I'éclaté o: §5,— § de
centre m. Par exemple on peut prendre comme X une résolution de S,. On appelle
cycle maximal (de la résalution 7: X — §) le diviseur Z,, de X, & support dans la fibre
exceptionnelle 7~ '(0) défini par m Oy, i.e. tel qu'on ait m Oy = Gy( — Z;). Nous démon-
trons une relation entre le cycle maximal Z; et 'invariant d’Euler local Euy(S) au
point O (Théoréme 2.2). Ce dernier invariant a été introduit par R. D. MacPherson
dans sa construction de classes de Chern (homologiques) pour les wvariétés
singuliéres[9]. 11 s’agit d’'un nombre entier qui mesure 'obstruction a4 prolonger
(localement) en une section non nulle du fibré tangent de Nash relatif 4 S (lequel est
défini sur le transformé de Nash de S), le champ du vecteur radial. Pour une définition
précise de Eug(S) voir[3,9).

La relation établie entre I'invariant d’Euler local et le cycle maximal permet de
donner comme critére de lissité, pour les surfaces normales, que la valeur de cet
invariant soit 1 (Théoréme 4.1).

§2. LA FORMULE

Le point singulier O étant isolé, on a le résultat suivant de A. Dubson pour Euy(S)
(voir[2 ou 8])

Euy(S)=x(S N H N By),

ol le second membre est la caractéristique d'Euler-Poincaré topologique de I'inter-
section de la boule B; de centre (O et de rayon &> () assez petit avec une section
hyperplane de $ obtenue comme intersection de S avec un hyperplan H en position
générale assez proche de O mais qui ne contient pas O.

Soit n: §,— S, la normalisation de S,. Notons E (resp. E) le diviseur exceptionnel
dans S, (resp. S;) défini par ms, (resp. m0z), et |E| (resp. |E]) 1a courbe réduite
correspondante. Considérons la transformée stricte D (resp. D), dans S, (resp. S)),
d'une section hyperplane § N H, de S, oll Hy, maintenant est un hyperplan de €~ qui
contient O.

2.1. LEMME. Avec les notations précédentes, si H, est un hyperplan en position
générale, alors |E| et D se coupent transversalement en des points lisses de S,, de |E| et
de D.

Démonstration. La courbe réduite | E| est le schéma projectif réduit associé au cone
tangent 2 S en O. Elle est canoniquement plongée dans PV, la fibre au-dessus de O de



I'éclaté T~ de €V de centre O. Par le théoréme de Bertini, un hyperplan général de
PY! est transverse a |E|. Par conséquent, si H, est un hyperplan général de ¢V qui
contient O, el si P est un point de l'intersection |E| N D dans S, alors P est un point
lisse de |E|. Soit H, la transformée stricte de Hy dans ¢¥. La courbe D et le diviseur
H, N S, ont le méme support; et si f =0 est une équation locale de H, N S, dans un
voisinage de P dans S,, alors I'image de f dans Oz » est un paramétre iocal de |E| en
P. Or la surface S, peut étre singnliére le long de toute une composante irréductible de
IE |, et par conséquent P peut étre un point singulier de S; (et de D). Mais le normalisé
S, est lisse en codimension 1, donc si P est un point de I'intersection |E| N D (dont
'image n{P) par n: §;— S, est P), il est un point lisse de S, pour H, général. On peut
aussi supposer que P n'est pas un point de ramification de la restriction nz: |[E|— [E!
du morphisme de normalisation n a la fibre exceptionnelle (réduite) |E|, pour Hj
geénéral. Alors I'image de n*f dans €z est un paramétre local de ]El on P et par
conséquent |E| et D sont transverses en P, et D est lisse en P B

Considérons maintenant une résolution X de S, quit soit une bonne résolution de
S, m: X -8, c¢’est-a-dire telle que les composantes irréductibles du diviseur excep-
tionnel réduit 7~ '(Q) soient lisses et 4 croisements normaux; on peut obtenir une telle
résolution 4 partir d'une résolution quelconque de S, par des éclatements. Soient Z
le cycle maximal défini par m 0y, et |Z| le cycle réduit associé. Notons K un diviseur
canonique de X, et (-) la forme intersection de Pic (X).

2.2. THEOREME. Avec les notations précédentes on a I’égalité:
Euf X) = (Zy- (Zy— |1 Z,| - K)).

Démonstration. Soit H, un hyperplan de €V d’équation a;z, + ...+ ayzy = € Nous
allons calculer Euy(S)= (8 N H, N B;), avec |e|>0, 6§ >0 assez petits et H, en
position générale. On a

X(S n Hs n BE)=X("T_](S n Hs n B&))a

car 0 est une singularité isolée et par conséquent 7 est un isomorphisme d’un
voisinage de la fibre exceptionnelle #~'(Q) moins 7 '(0), sur son image. Si H, est un
hyperplan en position générale qui contient O, alors le cycle associé & =7 '(S N Hy) est
de la forme Z,+ R, ol R est le cycle associé a la transformée stricte dans X de
SN H,. En vertu du lemme précédent, on sait que R est lisse au voisinage de = '(0)
et que R et |Z| sont transverses, car X est une résolution de Sy, donc aussi de S;. Soit
M lintérieur de la variété C* de dimension 2 a2 bord M = #™'(§ N H. N B;); alors la
caractéristique d’Euler-Poincaré & support compact y.(M) est égale 2 y(M) car
x(8M) =0, ol aM est le bord de M. En vertu de la transversalité des composantes
irréductibles du cycle réduit |7~'(S N Hy)|, ’équation locale de =~ (S N H,) est de la
forme x"y" =€ ou bien x” =¢, ol x, y sont des coordonnées locales de X. Soit T
I’ensemble des points singuliers de |7 (S N Hy)| appartenant & |Zy| (i.e. les inter-
sections des componantes irréductibles de |Zy|, et les intersections de R avec les
composanies irréductibles de [Z,). Soit V, un voisinage ouvert assez petit de chague
point P € I Alors on a

xc(MJ—( S x(V 0 M)+ x(F— U Vi),

Pour chaque P £ I, V, N M est un revétement d’un cylindre, car localement






