THEORIE DES GROUPES. — Points doubles rationnels ¢t représentatiois de groupes
Nolte (*} de Gerardo Gonzalez-Sprinbery ct Jean-Louis Verdier, présentée par Jacques Tits.

Nous présenions une description géométrique de la correspondunce de McKay entre représentabions de sos-
groupes hinis de SL(2. C) et diagrammes de Dynkin,

We give a geomeirical deseriprion of the MeKay correspondence petween vepresentations of finite sungroups of
SLi2, C) wned Dynkin diagrams,

0. InTrRODUCTION. — Soit G un sous-groupe fini de SL{2,C), G=#{1},
Irr(G)= L Prs - s Py } I'ensemble des classes d’équivalence de représentations irréduc-
tibles non triviales de G. Naotons ¢ la représentation canonique de G dans C* donnée par
linclusion G o SL{2,C), el p, la représentation friviale. On  définit la
(r+1) x(r+ 1)—matrice A=((a,;}) par la formule de décomposition :

c@py=) dy; Py

ou «;; dénole la mulliplicité de p; dans ¢®p,.

Par ailleurs soil V un germe de €2 en 0, et notons S=V/G lasingulariléquolient de V par
(G, qui est un poinl double rationnel {[1], [2]). Soit ¢: X — S une résolution minimale de S.
D e X e diviseur cxeceptionnel, Irr(ID) Tensemble de composantes irréduclibles de D On
associc a G un diagramme de Dynkin I'(G) en prenant le graphe dual de D dont les sommets
sonl en bijection avee Irr (D); ce diagramme est 'un des suivants : Ay (n=1), D, (n=4). E,.
E.. E, [2]

J. McKay a remarque que la matrice 21— A (o0 [ est la matrice identité) est la matriece de
Cartan du diagramme de Dynkin compléie I'(G) de T(G) (¢f: Appendix 111 de [3]). Du point
de vue des représentations de groupes cetle propriéle a e analysée par R. Steinberg [4].

La remarque de McKay permet de déhnir de fagon purement combinataire une bijection
entre 'ensemble des elusses d équivalence de représentations irréductibles de G et 'ensemble
des sommets de T (G). qui induit une bijection de Irr (G) sur Ier(D), bijection déhnie a
automorphisme de diagramme prés

Celte bijection posséde lu proprieté suivante :les degrés des représeniations apparienant a
Irr (G) coincident avec les coelficients de la plus grande racine dans le systéme de racines de
I'(G). qui coincident aussi avee les coeiticients du cyele iondamental Z associé a X (voir
déhmition du cycle fondamental dans {2]).

Nous présentons iciun ensemble de résullats permellant peul-€ire de mieux comprendre
ces phénomenes.

1. Enoncis. — Soil A le Z-module libre cngendré par les éléments de
Irr(D)= [ dy. ....od. |, el A% le dual de A; pour chaque delir (D) soit ¢,€A I'élément
correspondant. On note {b, ) pny 12 base duale. On a un morphisme 1: A — A* déhai par la
matrice d'intersection ((d,.d;}), ot (.) dénote lc nombre d'intersection dans X.

Seit §: Pic(X) — A* [ou Pic(X) est le groupe de Picard de X] Papplication qui a chaque
Le Pic(X) associe Y deg(L], )i, .

On considére 'anneau de Grothendieek K (X) (resp. le groupe de Grothendieck K (D))
des classes de ¢ x-modules cohérents localement libres (resp. cohérents a support dans D).



8% ]

Pour towi delrr (D). ennole [d] € K (X)la classe de ¢, comme ¢ y-module: Finalement, soit
L+e, @ Pie(X)— K(X) l'application canonique. Avec les notations précédentes on a :

L1 Prorosimos. — (i) If existe une application @ : A* — K (X) et une senle télle gue pour
tout Le Pic(X) on ait ¢ (L)=@8(L). Lapplication ¢ est injective; o a K (X}=2Z.1F¢(A*)
el (@(A*))=0. _

(if) Limage de Ky (D) dans KX} est le sous-groupe @ItA)) On a [dl=wp1le,)

Dans la suile on identiiie A* 4 son image par ¢. On a done K (X)=Z. 1 +A¥*

Notons K°(V) [resp. K®(0)] le sous-groupe de K(V) des classes de ' -modules
G-équivariants (resp. G-équivariants et a support dans 0). Soit R(G) l'anneau de
representations de G. Soit p:V — §=V /G le morphisme canonique.

1.2. Proposition. — (i} L'application qui a une représentation p de G dans E, associe le
¢ y-module G-équivariant €&, E,J induit un isomorphisme danneaux R{(G)= K9 (V) gui
permet didentifier ces annedux.

i) Seir cdrg fidéal maximal aie poine singnlier de S Lu elasse du module G-équicariait
P o/ ) est le—2) Liimuge de K9 (0) dems KE (V) =R (G) est Pidéal engendrd par (c—2)

(i) Lidéal (e —2)R(G) est un L-module linre engendrd par (2—e¢)p, pelrr(Gr On a lo
relution :

c—2= 3% degp.(2—c)p.
Pl
Soit V=(V x4 X le produit ibré réduii de V et X au-dessus de S; on a le diagramme
commulali swvant :

ou Ph. P4 dénotent les projections canonigues

On censidére les morphismes canoniques suivants :

PR V)= KEV Pl KO (V) = K9X): et Inv: KE(X)» K(X) qui a M eK9(X)
associe le sous-module MY des invariants par Paction de G.

1.3 Tutortme. — Sair G un groupe dont le diagramme est uin des suicants : A, (n= 1),
D, (nz4).E,, E- Soit w: RIG)=K (V)= K(X) lapplication composée Inv + P} « P quid
M e KY (V) associe (P, P (M)

Alors ©

(1) Lapplication m est un isomorphisme de Z-modules

{ii) mllce=2)R(G))=1(A).

(Ui} Par passuye wu quorient. © induit wr isomorphisme & anneaux :
R(G)/(c—=2)RIG) = K{XVK D)K(X)

(iv) Pour tout pelrr(G) il existe wn wnique d €ler(D) rel giwe n(p)—degp=n,
Lapplication prd, est bijective



(v) mle—2) estla cliasse du ¢yele fondameiital | Z), et powr tous pelrr(G), n({2—c)p)=|d,]
Finalement on déduit de la proposition 1.2 et du théoréme :

1.4. CoroLLAIRE. — Ona:

pelrriG)

Ce théoreme a é1é démontré par des calculs expliciles sur les équations Jde S et X La
veriitcation des meémes assertions pour by est en cours '
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