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Exposé n®{ '

L'OBSTRUCTION LOCALE D'EULER ET LE THEOREME DE MAC~PHERSON

par Gerardo GONZALEZ~-SPRINBERG*

Le sujet de cet exposé est le théoréme d'existence de classes de Chern
pour les variétés singuliéres complexes de R. Mac-Pherson [5], et une formule
algébrique pour l'obstruction locale d'Euler obtenue par J,L. Verdier et le
rédacteur.

Dans cet exposé, X désigne une variété algébrique réduite sur € .,
L'homologie utilisée ici est, sauf mention du contraire, 1*homologie A support
localement fini (de "Borel-Moore") et la cohomologie est & support compacte
Si X est un espace compact et Y un sous-espace fermé on a donc

He(0,7) = B(x-Y) et HY(X,Y) = B*(-Y) .

1« Le_théoréme de Mac-Pherson, ' B

Une fonction o défihié sur " X “a‘véiéurg“aaﬁé 22”'é5f“éonétructible stil
éxi§te‘uﬁe”partition'de X ‘en ensembles'Consé;uctibles‘”Xi :telle que p| soit
cons tante sur chaque Xi .

Le groupe agélien des fonctions comstructibles sur X est noté C(X) .

Si W est un fermé de X , onnote §, la fonction caractéristique de W .

Tels PRGPOSiTIDN.- Il existe un unique foncteur covariant F des variétés

complexes dans 1lés groupes abéliens tel que F(X) = C(X) et tel que si £ & X-~3Y

est un morphisme propre, alors £, & C(X) —> ¢(Y) -vérifie 3

L)) = A omn) , ey ,

pour chaque sous-variété ¥ de X , ol x est la caractéristique d'Euler-

Poincaré topologigue,

Démons tration.~ Montrons d'abord que les fonctions caractéristiques des sous=—
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variétés irréductibles de X forment une base sur Z de ¢(X) . Soient

a € C(X) et {Wi} s 1 = 4,ees,k les composantes irréductibles de dimension

maximum du support de g . Pour tout 1 notons 3 la valeur générale de o
k

sur W, , ona dim{supp.(ev = & n Ty }) < dim(supp(&)). D'oli par récurrence
1 i

sur la dimension du support le fait que les fonctions f (ol W est irré-

W

ductible) engendrent C(X) . Soient wi y 1 £1igm des sous-variétés irré-
m

ductibles deux a deux distinctes et ng des entiers tels que EniﬁW' =0 3 en
1 .

A)

considérant la valeur générale de cette fonction en Wi , On a ni==0 s d'ol

1'indépendance,

£
En conséquence, on peut &crire & = ¢ ni‘l]w de fagon unique, et on a
; 1 i
f*(m) = gnif*(ﬂw ) , ce qui est uniquement déterminé par la condition sur £, .
1 i

On démontre la constructibilité de f*(w) et la fonctorialité en utilisant une
stratification de Y relative & £ [8], l'additivité de vy (cohomologie &
support compact) pour ua objet stratifié et la multiplicativité de y pour

les fibrations,

1.2, THEQOREME.- Il existe une transformation naturelle additive cy de F

dans 1'homolegie telle que si X est lisse, alors on a c&ﬂﬁ) = c(X)r‘[XJ R gg

c{X) est la classe de Cheen totale du fibré tangent de X , et [X] est la

classe fondamentale d'homologie de X {ou sa classe d'orientation).

En fait, l'¢noncé du théoréme de Mac-Pherson est plus précis [5] , car il
donme une consiruction de C, COonme nous verrons plus tard.
On définit la classe de Chern-MacPherson d'une variété X comme étant

c*(ﬂx) « FElle habite donc, non pas dans la cohomologie de X (comme clest le

cas pour la classe de Chern usuelle pour X lisse), mais dans 1l'homologie de X .

1+3, PROPOSITION,- La transformation naturelle ¢, est unique,

Démonstration.— Soit ¢ € C(X) . Montrons gu'il existe une famille de varié-

tés lisses Xi , des entiers my et des applications propres 9; H Xi —> X

telles que & = Qnagi (%( } . Soient Wj ., 1 <3<k , les composantes irrd-
* 71

ductibles de dimension maximum du supportdea « Pour tout j , soit gj :Xjﬁb%



une résclution de Wj (qui existe par la résolution de singularités de

Hironaka), et soif"mj 1a valeur générale de & sur wj".rhlors on a

Ty | . T
diﬁ(supp(n’ - j‘-mj gj*(‘ﬂxj))) < dim(supp(er))

et on peut falre une récurrence sur la dimension du support.

En conséquence on a

(ex) A D)

= = Lm.g.
cxle) = mmg; ‘?*(ﬂxi) “T395
d'oll 1'unicité de ¢, .

Nous - allons présenter maintenant quelques constructions nécessaires pour

1'éroncé précis et la démonstration du théoréme de Mac-Pherson.

2.1, Soit ;X rifféduéfible de dimeﬂéiéh d ; et suppdsons qu'il existé un
plongement dans une variété lisse, i : X¢“>N . Soit Uc X 1l'ouvert des
points lisses de X . Soient TN le fibré tangent de N e£ 'Grassd(i*TN) 1la
grassmannienne des  d~plans de la restriction de 'TN' A X . Soit ¢p la sec~
tion de Graséa(i*TN) " définie naturellement“sur"ﬁ. ;‘qui associe & chaque
point w € U son plan tangent,

..On'appelle.transfdrmé ¢ Nash de X 1'adhérence de 1'image de @7 dans
: Grassd'(i*TN) , et on le riote X o Il existe un morphisme canoniqge v:¥—X,

induit par celui de - Grass&(i*TN) dans X ; en plus X est muni d'un fibré

vectoriel de rang d qu'on va appeler Ffibré tangent de Nash et noter ?f qui
est obtenu par restriction du fibré fautologiquerde la grassmannienne, Sur

v-1(U) , Vv est un isomorphisme, et ?]U_1(U) est isomorphe & V*(TU) par
construction, Donc T est un prolongeﬁent du fibré tangent aux points lisses

de X -, 81 X n'est pas plongeable dans une variété 1issé, on fait cette

construction localement et on recolle les morceaux,
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2.2+ Nous allons donner une construction plus intrinséque et globale du trans~
formé de Nash. Soit Q;{ le faisceau des 1-formes différentielles de X et
T3 Grassd(ﬂ;) —> X 1le morphisme canonique de la grassmannienne des quofients

localement libres de rang d. de Q;{ s dans X , Sur U , Q;{

est localement
libre de rang d , donc 1w est un isomorphisme de ﬁ—‘i(U) sur U . Alors,
on définit ()\{J comme 1'adhérence schématique dans Grassd(Q;() de rr-1 (v .

Sur ?(J il existe un faisceau localement libre de rang d (restriction du fais~
ceau tautologique de la grassmannienne) qu'cn appelle' £fibré cotangent de Nash
et on le note EZJ ;s c'est un quotient de V*Q;Ic , oL v ¢ ’}\{J——} X est la res~
triction de é\ !}E’ « Le dual de 'd est ff . On peut faire aussi cette
construction dans IP*E (Qi) . car le morphisme de Plucker est un plongement ferme

de Grassd(Q;() dans P (Q;) o En général, le transformé de Nash n'est pas

globalement un éclatement, mais il l'est localement (wvoir [3], [6], [7D]).

2434 11 sera utile dans certains cas de considérer un transformé de Nash
hgénéralisé" X qui est une variété munie des deux structures suivantes :
1} wn morphisme biratiomnel sur X , 9 t X ~—>X ,
2} un quotient localement libre de rang 4 , noté 0 , de 3*((2)1{.} .
Le transformé de Nash v i ’}E\—H—>X muni de son fibré ’(3) y qui a &té

-

construit en 2,2 a la propriété de minimalité suivante : soit v : X =% X muni

du fibré (0 wun transformé de Nash généralisé, Alors, il existe un morphisme
- 2 . , - o~ =
p i X—>X qui factorise v, tel que . *¥(Q) =Q .
X
ok
v

G e 5

Comme éxemple de transformé de Nash généralisé, on peut considérer le

. ~ - - . M -’ - F4
normailisé du transformé de Nash minimal X , ou 1'¢éclaté d'un sous-schéma de

~d R . n
X , ou encore une résoluticon de X
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3. La classe de Mather-Cherne.

3+ Pour une variété 'ligSE' X 4 sa classe de Chern c(X) est par définition
la classe de Chern du fibré tangent TX . Pour une variété singulieére X ,

il est naturel de considérer comme substitut du £ibré tangent { qui n'existe

que sur les points lisses), le fibré tangent de Nash "I" y qui n'est pas sur X,

mais sur son transformé de Nash ‘f .

DEFINITION.~ La classe cM(x) de Mather-Chern de X .est définie par

cM(X) = v*(c("l\‘j AX]) ot v ¥ —> X est le transformé de Nash de X et

ad
ol [X] est la classe fondamentale d'homologie (ou la classe d'orientation)

~J

e X .

Remarque,~ S5i ¥ 3 X —» X est wi transformé de Nash généralisé et T le dual

. du fibré { , alors on a cM(X) = U (c(T) n [X]) . En effet, soit g t X — X

le morphisme qui factorise v {§243)% Alors, on a
w(c(B A [R]) = (M AR .

3.2. 86it o € C(X) , alors on peut ¢crire de fagon unique o =
(aémons tration de 1,1).
4
Posons @)t =¥n, incl, W, oli incl, & W. X est l'inclusion
(@) Zag J*CM( J) , j PV e

tanonique, Or cette maniére d'associer une classe d'homologie 3 une fonction

constructible n'est pas une transformation naturelle,

or

Contre—exemﬁle.-— Seit X = {yzz = x3} c:]P2 la courbe avec un point de rebrous-

sement, En ce cas X 'est lisse et c'est 1l'éclatement de 1'idéal jacobien de X ,

1

On a 5(’?-’}? e« Soit w2 l)\(’——} X le morphisme de Nash ;3 on considére la fonc-

" tion ﬁié C(f) « On va montrer que v*cM(‘lI?(-);{ ch*(‘I[i) . 0n’a

v*cM@")%) = v*cM('f) N \J*(C(TP1)) ?

dég(b;1) - ..2 , doﬂc deg\*cﬁ(ﬁ?() =2 .

D'autre part, ?f est isomorphe A v*ﬂ;( ‘modulo la torsion, et la suite exacte



I-06

des différentielles fournit

0 em— \)*Q;/Tors }Q;’(' A,Q;PS/S(——%O

ol Q%/k est un faisceau concentr au point v—1(p) , o p est le point
-~
singulier, et de longueur 1 . Donc deg(l = deg(v*Q;(/tors) = -3 et par
-~
suite degT =3 .+ En conséquence,

deg(ch*(T[fke) = deg(cM(t[%)) = deg_(cM(X)) = deg(v*(c("f)ﬁ ['f])) =3 .,

. o 1 Y
Remarque.~ On voit sur cet exemple qu'en général on a %(}-«X , méme si X

est. lisse,

4, Ltobstruction locale d'Euler.,

4,1, Définition de Mac-Pherson ([57,83).
Supposons X 1irréductible de dimension d , plongé dans une varilté

lisse N de dimension n o S0it v :f}}CJ——-}X le transformé de Nash de X .

Soit p € X et z,,...,2, des coordonntes locales dans N telles que zl.(p)=0 .

Soit ”z”2 = i‘.zi"z‘i ; c'est une fonction i valeurs réelles, donc d"z||2 est

une différentielle R-linéaire A valeurs rielles, Identifions le f£ibré IR-
vectoriel des différentielles R-linéaires A valeurs réelles avec le fibré
R-vectoriel sous—~jacent au fibré GE-vectoriel des différenticlles C-linéaires

-

a valeurs complexes. Cette identification induit sur le fibré R-vectoriel
sous~jacent & ﬁ une orientation qui est (u‘l)d fois 1'forientation induite
par la structure complexe, On considore la section r de O sur X s Obtenue
par restriction de v*d"z”Q .:

Soient Bg la boule dans N de centre p et rayon e , et Se son

bord.

PROPOSITION,- Pour ¢ £ 0 assez petit, r ne s'annule pas sur v S€ (ﬂi

sur v (B, -p)).

~}

Démons tration,- Soit %Jp . (p) 1a fibre au~dessus de p dans X , et
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soit Z 1l'ensemble des zéros de r , On a )'fpc Z o Bupposons par 1l'absurde
gu'il existe x € ffpn(Zwﬁp) . od (Z-—?fp) (adhérence de Z-ﬁ’p) est sous~

analytique réel, Donc, par le lemme de Bruhat-Whitney, il existe une courbe

analytique ’5 s [0,1] —es> (Z-—?(JP) telle que 8‘(0) = x et E(]O,t]) < Z-F}EJP .

En projetant sur X , on obtient une courbe analytique C passant par p.
Seit § une 'stratif‘ication de Whiﬁqey dé X . .Pour t assez petit non nul,
C(]D,t])‘ est entiérement contenue dans une strate de,; 5 o S0it p'Ap wn
point de la courbe C , Alors la droite sécante pp' est orthogonale & un
espace tangent limite w,, en p' (i.e, un point de fp, M ¢ qui se projette
sur p' ), Or, par la condition A de Whitney, e contient l'espace tangent
34 la strate en p* ., qui lui, contient l-a d;"oite tangente & C en p' . Donc
pp' serait orthogc_mal- 3 la droite tangente & € enp' pour tout p'€LC ,

p' 1"!? y C& qui est impossible,

~J -
L'obstruction & prolonger r comme section non nulle de {1 de v 158 a

v-1 Be , notée Eu(l,r) est une classe de cohomologie dans

2d, -1 -1 2d, -1 -1
H (v BV Ss’Z)“Hc {v B, -V Se)

car pour tout x € \J-1 Be s ﬁx est un espace vectoriel de dimension {réelle)
2d orienté et on a donc canohiquement ﬂi(?)"x- {0}) =0 pour i<2d-1 et
@ . ~1 ~1 — .
Modi Qx- {0}) =z & soit [v Be,v Se] la classe fondamentale d'orientation
w1y ~1 ~1 ) .
dans sz(v B sV Se) = Hgd(v B, =V Se) , image de [X] par la fléche de

N ] -t =1
restriction Hgd(x)——aﬂm(v B~V Se) e

DEFINITION.~ Le nombre local d'Euler de X en p , Eup(X) ; st 1'évaluation

de la classe d'obstruction Eu(f},r) en la classe fondamentale [v"1B€,v—1S€] .

4,2, Résumons, en ayant les données suivantes, D = (V,3V,(¢,T,r) ol 3V est
un sous-espace de V espace compact de dimension réelle 24 , #¢€ sz(v,a'v) .
T est un fibré vectoriel de rang réel 24 sur V et r une sectionde T

qui ne stannule pas sur 3V , on a une classe d'obstruction bien déterminée



Eu(T,r} € Had(V,BV)_ et un nombre entier Fu(D) = <Eu(T,r), 0> . On vérifie
les propriétés suivantes de Eu(T,r) et de Eu(D) :

1) Ils sount invari,_ants 'si on remplace r par une section homotopiquement
' équivalente r' {par une homotopie qui ne stannule pas sur. AV ).

2) Soient D; = (vi, oV, (Si,Ti,ri) , i=1,2 et m: (v1,avq) —> (Vz' avz)
tel que 'n‘*(9_1 = C,Q'Q y Ty o= w*T2 et r, =mr, .. Alors w*Eu(Tz,_r2)=Eu(T1,r1)
et Eu(D1) = Eu(Dg) .

3} si 3V =g , alors on a Ea(V,r) = Eu(T) ol _Eu(T) est la classe
d'Buler de T ., 7

4) soient D; = (V,, avi,cﬁa,Ti,ri) , 1=1;2 et .

D=(V1xs%4v1x BVQLJ(BW Xﬁ&,&,ﬂr)
ol (b= O x% , T=T, 8T, , 7| = (Fpazy)
V,l X av2

= (_r2,§2) avec ;ZIV =r. , 1i=1,2 .

r| i
: 2 ‘ i

?)V,] XV

v

Alors on a Eu(T,I & tfg,r) =_V_Eu(T1,‘r1) x Eu(TE,rQ) et‘ Eu(D) = Eu(]?,]).Eu(.Dz) .

. f
5) soit (v, 3V, &,T,r) et O > N >T e Q ——> 0 Une suite
exacte de fibrés vectoriels sur VV telle que feor ne s'annule pas sur PV .

Alors 1), 2), 3) et 4) impliquent Eu(T,r) = Equ) ‘U Eu(Q, £.7) .

443 Une formule algébrique pour Eup(.X) .

La construction de Eup(_x) est locale, donc on peut supposer Xc €
Pt V . PR g .
0€X , Soient v : X-~—3X le transformé de Nash de X , T.le fibré tan-

gent de Nash sur X et r}?[)o = \){(O) la fibre sur O . Soient f)\(,' 1téclaté
. ’,\.JL - . (\J . ) " e T . [ ..u.. . N ~
de XO dans X , et D le dlviseur exceptiomnel image inverse de XO .

4

Sur D on a deux fibrés vectoriels ¢ la restriction & D de l'image inverse

de T (notée aussi T ), et le £ibré normal & D dans X , noté £ .,
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T T
g /
AN A A
D 5 XY
| /
'-?0%—>f
j Lg
0 4 X -

On pose d = dimX , donc dimD =d-1 ,

THEOREME .~ mug(x) = [ e (F-2) A [D] ob, o(F- &) = c(D)/elt)
D

Démonstration,

) L . n
a) Soit E 1'image inverse par v du fibré tangent (trivial) de € . Le
fibré T peut 2tre considéré comme un sous—fibré de E (§2). Considérons la

section "radiale" P r— OB s et son image inverse @ par v , qui est une

- ~ - : . ¥ .
- section de E sur X o En munissant F  d'une forme hermitierme w , on peut

projeter p sur T et on obtient une section cy de %'-. Alors on a
Eu(d,r) = Eu(%igs) car la forme & induit un isomorphisme entre les fibrés

F . - - f - . ~2 ~ . | -
riels orientés (sous—;acents) T et () qui_transforme o, en r , 1'orien-

3 nt rd . 3 3 - L] - . -
“tation de ) ctant celle qui provient de 1l'identification du cotarigent complexe

~3 . . . N
au cotangent réel, et l'orientation de T é€tant celle qui provient de la struc-
~
ture complexe, On prendra garde au fait que 1l'orientation de () , provehant de

d . . . - o ;
la structure complexe, est. (-1)  ‘fois l'orientation ici considérée,

ne s'annule pas sur v-1se (pro-

position du §4,1), On va poser V = v_1Be et av ='v-1ss « Pour calculer

b) Soit e >0 assez petit pour que O,
m' - Y - . 3 ‘-f\J » 3

Eu(Tg%) on considére la classe d'obstruction universelle @ de T , definie

. . . ~ . ~d . a ~J

par la section canonique de P%I‘ y vi—»(wv) , 00 €T , et Py 2 T— X
. . L, 4y . S 24,0 a0

est la projection du fibré T sur X . La classec v appartient & " H™ (T,T-X)=
24d . . s o . . : ~ .

Hy (T) (en identifiant X avec la section nulle de T ), et elle se restreint

2d,~ 3

a une classe dans HV (TIV) notée aussi « . La section cé de T envoie
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la paire (V,V-—XO) dans la paire (%IV,%]V-V) , €t induit

. edes
of @ Hy (T

) —> w2 .

v 0

~ ~)
51 e %'O est assez petit, V est un volsinage de XO tel que VF-XO se

rétracte sur son bord 3V . Alors H¥ (V) = H*(V,V—ffo) est isomorphe &

0
E*(v, dV) . Considérons o*o € Hgd(v) £ Hed(v,'av) 1 ce n'est gutre que Eu(%,sg,
. X
e 0 od, . 2d o .
par la propriété universelle de & o Or on a H- (vl-H_ (X) par excision, donc
X X
0 0
- N s . 2d foy
%w peut &tre considérée comme appartenant & H (X)) .
X
En conséquence, on a

(1) EuO(X) = deg(ctw n [V, 0V]) = deg(c;‘w s [:?{)]) .

c) Le pas suivant de la démonstration est de construire une variéié au-dessus
F s . . . . ~
de X sur laguelle on va aveir une secition algébrique de T , car ¢o_ ne
- P}

. 4 P ) ’ 2 .
1'est pas. On va scinder le f£ibré E comme somme de T et d'un fibr¢ suppié-
mentaire, non pas a l'aide d'une forme hermitienne s , mais algébriquement.
Plus précistment, considérons la suite exacte de fibrés vectoriels sur

~ g J

X:0 T [0

Y -~
> 5Q—30 , 0o Q=ET , rang(i§ =d et rang(B) = n ,
~
Dans la grassmaniienne Grassn d(E) dont la fibre sur x € X est forméc par

les sous—espaces de dimension n-4 de B considérons l'ouvert U dont

- I\J i e
la fibre sur x € X est form& par les sous-—-espaces

)
supplémentaires Aa Tx dans Ex » Clest-3-dire les applications a de § dans
3
E telles que Jjoa = idQ, ; Ou encore les applications de Q dans T , La
variété U est munie d'une projection p @ U —> X dont les fibres sont des
espaces affines de dimension d(n-d) sur € 3§ c¢'est un eapace principal ho-
mogéne, Sur U considérons les images inverses de E , de sa section o et
X ‘ oo . .
de T , par p ¢t U——>»X {qu'on désignera par les mémes notatlons).

~3
Soit S le fibré supplémentaire de T , obtenu par restriction & U du

£ibré tautologique de la grassmamniemme, Soit o (resp. m) la projection de p
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0] U
~nd

sur T (resp.S) « On a @

E=T®8& , P=C+m < ¥

it v, =27 () | R

Soi o =P o)
PROPOSITION.~ Scient wu € UO y €>0C , alors il existe un voisihage W de u
dans U tel que, pour tout w € W , on ait ||o{w)[l<ella(w)]
Démons trationa

~J
Un point u de U, représente un point de X , clest-a-dire un espace

0 0

tangent limite & l'origine T , et un espace supplémentaire S dans E

Fixons une forme hermitienne @ qui donne cette dlecomposition de E, i.e, telle que

i . . ) . '
8§ =T flors sinduit une sectisn de U qui passe par u o Il suffit de démontrer la
proposition sur cette section car U o~
est un espace principal homogéne 3 et on peut identifier ¥ avec cette section,

-t ~J
Donc on est ramené i démontrer sur X 1'affirmation suivante ! soient x € XO y

’ S~ ~
¢ > 0  alors il existe un veoisinage V 'de x dans X , tel que, pour tout
N .
vEéEV , onait @

() gl < e o (W)

oll g, et mg - sont les composantes de p déterminées par $ .

 Soit {Ma} une stratification de Whitney de X . Alors il suffit de
montrer qu'il existe un voisinage V de 0 dans X , tel que pour tout & ,

et pour tout z € Mafﬁ Vv , on ait. th(Gz,TM ) < ¢ s, ou T est

o, 3 o,z

ltespace tangent a la strate Ma ark point =z .
Nous allons le démontrer par 1'absurde, Supposons qu'il existe un g tel

que pour chaque voisinage V de O il existe z € M OV tel que

2

tg2(Oz,TM ) = ¢ . Considérons l'ensemble semi-analytique réel

a Z g . -
R = {z ¢ Mal tgz(Oz,T ) = ¢®l . Alors O appartient & 1l'adhérence R de R

M

%z
Par le lemme de Bruhat-Whitney, il existe une courbe analytique réelle
c: [0,t] —» R , telle que c{0) =0 et ¢{(Jo,t]) © R . Donc cette courbe
aurait la propriété suivante : en tout point P £ 0 , P€C , tgz(OP,tgP)‘/;ze2

ce qul est impossible, car la tangente tend vers 0 quand P tend vers
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l'origine, On va montrer que par suite on a (%) . En‘effet, la donnée de
R - - . 3 . - N .
veX équivaut A la domnée de 2z = v(v) € X et d'un espace TZ” limi te d'espa—

ces tangents aux points lisses voisins. Or, par la condition A de Whitney, on

a. "\f]z D Ty llo.a doncon a
oy 2 7 |
,tg(Oz,TM )N = ltg(Oz,Tz)f =|Iﬁs(v)|L/||US(V)|| o
oy Z

ce qui implique (1) .

o(z) = p(v)

COROLIAIRE'1 (de 1la‘proposition).- L'ensemble U. est guvert et fefmé‘dans

0

ltensemble Z de zéros de o .

est l'ensemble de zéros de p , et p =20

.0

implique o =0 ., Montrons gue UO

Démonstration.- En effet, U
est ouvert, par l'absurde. Supposons qu'il

existe uné suite u, contenue dans Z- UO qui converge vers u §'U0 « Par la
proposition précédente, pour i assez grand, c(ui) = 0 implique n(ui) =0 .

Or p =g+ , donc ‘p(ui) =0, clest-a-dire w € Uy pour i assez grand
et on a une contradiction.
d) Poursuivons la démonstration du théordme. Soit Z' = z-U, la réunion des

composantes comnexes de .Z (les zéros de o ) disjointes de UO « Posons

W=U=-2' ; clest un vOiSinage'duvért de ‘UO dans U , par le corollaire 1.

. o ) D ~J < .
Notons aussi p la restriction 3 W de p : U-—-—»X ., Considérons maintenant
le diagramme commutatif suivant

T

=]
*d

-
<

0

! ——

<

<=
3

]
r‘v
.
[
>4
A
2
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ot V = v—1B€ (voir b)), et W, = p"1 (v)

Alors on a des morphismes de paires dlespaces :
P AN GS A ~
(wv,wv - UO) —_— (V,V - X)) — (T,T = X)

2dr

et par suite p*o¥w ¢ HSd(WV) ¥ H5 W) (par excision).

0]
Donc

*®( %0 T1) = pa*o :
(2)  p*(c¥o n [X]) = p¥ofe A [¥] ¢ Hgd(n_d)(uo) .
Par ailleurs, on a des morphismes de paires d'espaces
c ~ o L A A
(v,7 - UO) —_— (p*“TW ,p*trlw -y} ~—— (T, T-X)

d'oll unc classe o¥*m*w € Hf]d(w)
@]
Montrons que p*g*s*u = g¥7¥y . Notons s ¢ ?f —> U la section indulte

par la forme hermitienne, et s sa restriction & V , La paire (V,V-XO)

{v

est envoyée dans la paire (W,W-UO) par s Ce qui induit l'isomorphisme

S |V
(:: )* . H2d W}—:\J% Qd( ) . - . -
“IV H Uo W Hﬁo v y, Car on a le diagramme commutatif sulvant

B2% ) —2— 529y
Ya Yo

1(::“,)* gl_:*

LSy —— Hmdm
0

oll les fléches horizontales sont des excisions,
En fait (slv)* est llinverse de p*¥ , done 1l'égalité progrw = g*re
est équivalente & l'égalité g¥u = (SIV)*U*Tr*m + Or on a of = (SIV)*O‘*H* a

cause de la commuatativité du diagramne suivant

o o~
v > PHT
P A

g ~
v e T

d’oll 1'égalité qu'on voulait démontrer.
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En conséquence on a :
(3) p*ogw N IV] = o*rru A [W]
et aussi par projection

(4) U*(c*ﬁ*w N{v]) =7 A [o(w)] .

Cette derniére classe est donc le cap produit de la classe fondamentale de
cohomologie de W avec la classe fondamentale d'homologie de o(¥) 3 et on
sait que c'est la classe d'homologie associée au cycle intersection [W.UW]
dans A.(W N o(w)) ([1] §VI), ol on considére W plongé dans P*T par la
section nuile, On a donc

(5) ww ~ [o(W)] = [w.gw] .

e) On dispose d'une formule algébrique_pour calculer ce cycle intersection
({2]) =

la variété W plongée dans p*%} par la section nulle est localement inter—

section compléte, et son fibré normal est aussi p*? + Le schéma intersection
Wno(W) est défini par o =0 dans W , on va le noter ¥, o La dimension

Fatl
de W est d+d{(n-d) et sa codimension dans p*T est d .
e} )
¥ > D¥T
f Ji
. WO e
Alors on a
-2
6 We Wl = * T :
(6) [I.UU] (clp T!WO)!W s(v ’w))d(n—d) s
i.e. la composante de dimension d(n-d) dans A.(WO) du cap produit de la
classe de Chern totale de la restriction de p*%) a WO avec la classe de Segre

relative de W, dans ¥ ([2]) «

COROLIAIRE 2 (de la proposition),— Avec les notations précédentes, on a

S(WOvW) = S(UO:U) .

Démons tration.~ Soit U = (0'1,o¢030'n) (I‘GSP-S = (p1,ooo.0n)) 1'idéal de défi-—
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nition de WO (resp. Uo) , OU o; (resp. pi) est la i-éme composante de o
(resp. o} .

Soit £t ¥ ——>» ¥ le normalisé de 1l'éclaté de WO dans W . Posons
'j- = £*J = (ET"“’EH) (I’ESPeg = £*9 = (p‘l""’Pn)) y ol o; = f*O'i

{resp. Py = f*pi). On va montrer quej estégal 2¥. Dlune part on a ¥, car 0=0
implique ¢ =0 ; donc en a ﬁ&:iD'autre part, pmis.qué P‘= o+y €t que l}f']][ig(hkans wl voi-
dnage de U@on a Ipil < (1+-e).% chl Pour i = 1,.ee,n1 o S0it ¢ un généra-—
teur (local) de fﬁ (qui est i;lversible)° Alors pi/é est une fonction locale-
ment bornée pour tout i, donc holomorphe car ¥ est normal., Par suite, on a

<, dloh l'égalité,

(AN

Par ailleurs, les classes de Segre relatives sont invariantes par morphismes
birrationnels (prop. 3.2 de [2]). Donc on a

s(Uo,w) = f*s(ﬁo,ﬁ) = f*S(T:_JO,T.J) = s(wo,w) ,

ol ﬁ; = WO est le diviseur défini par §‘= ﬁ= . Finalement, comme UO est

aussi fermé dans U , on a s(UO,H) = S(UO,U) , d'oll le corollaire,

Il résulte du corollaire

(7)  [v.¥]= (C(P*,’F|U Yoo s(Ug U gnoa) -

@]

. S B WY
Pour finir la démonstration du théoréme remarquons que S(UO,U) = p*S(XO,X) et
par suite -

(8) [w. 7] = p*(c(’f];{O) ne(ELE),

Comme p¥* est un isomorphisme car p est une fibration principale homogéne,
il résulte des formules (1) 2 (8) que
Rag(X) = des(e(Tyg ) n s(Rp,8))
X L0
£ et s 0 . N ~ -1
Par définition de la classe de Segre relative, on a S(XO,X) = a*(c(g) ™ [D]) ?

a ~d ey ("] 2 - ~ o~ - P
ol g : X' 7> X est l'@claté de X, dans X et £ est le fibré normal du

. i~
diviseur exceptionnel D . La dimension de D est d-1 , Notons aussi T

~J

ltimage inverse de T par o y €t 3a restriction a2 D , Alors on a

aeg(c(T) N 2(X,%) = deg(e(® n Glels) A [0]) =
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= deg(c(T) U c(g)_1r\ [p]) = deg(cd_1(§t-a) A [P]) cegefod.

444, Quelques propriétés.
4o4s1. Le nombre local d'Euler EuO(X) est indépendant du transformé de Nash
(généralisé) considéré pour sa construction, Plus précisément, soient
- -— ~J
v : X-—>X (resp, v t X ~» X) un transformé¢ de Nash généralisé (resp. le
. - - -~ o~ ~1 .
trans formé de Nash minimai}, XO =v (0) (respa XO = v (0})) 1la fibre au-

dessus de 0 et D (resp, D) 1le diviseur exceptionnel dans 1'éclaté A :X'—>X
. -— . . o~ 4\). 3 S ~Jd

de X, dans X (resp. dans 1'éclatt X 3 X' —> X de X, daws X ). Notons

g (resp. £) 1le fibré normal 3 D (resp, D) . Finalement, soit T {resp. T)

le Fibré tangent de Nash de X (resp. X) ; on désignera avec la mlme notation

T ({resp. %5 et son image inverse par A (resp, A) et sa restriction & D

(resp. D) .

PROPOSITION.~ Avec les notations précédéhtes, on a
Bug(X) = deg(c, (T-8)n [B]) ,

ol 4 est la dimension de X

— od -3
Démonstration.~ Il existe un morphisme , ¢+ X —> X tel que p¥T =T et

u o= veu 5 €t un morphisme ' T P — X' ter gque le diagramme suivant soit

commutatif
- - A _
X! ———— X
lu' o lw
Y, A =
X? ........._._._...;‘.,. X

En conséquence on a @
w((T- ©) A [B]) = e(F-5) n (0] .
Donc la proposition résulte du théoréme du §4.3.
4.4.2. La construction du nombre local d'Fuler EuO(X) est locale, et on sait

o
que le transformé de Wash v ¢ X -3 X est localement un &clatement (§2).

. .
Notons J un idéal dont 1'éclaté est X {en supposant X un voisinage conve-



nable de O ). Considérons par ailleurs 1'idéal maximal m du point O . Alors

1'idéal de X, = 1(O) est mik et son éclatement est par définition X'

0

N -
soit & t X' —>» X 1le morphisme correspondant, et DC X' le diviseur exception-

Py <,

“nel, D'autre part, considérons l'éclaté de & ¢t X' —5 X de m (i.e. du point 0O}
dans X , et soit B le diviseur exceptionnel correspondant (qui est la "base"

du cBne tangent CTO en O , clest-3-dire le schéma projectif ZPCTO associé a

1talgébre graduée de CTO ). Alors X' est aussi l'éclaté de Jﬁk, dans X' %

notons ' 2 i' —3 ¥' le morphisme correspondant., On a le diagramme commutatif

suivant 3
~J
E{/7D XO
x -—--_--_%'X
! l
{

-> {0}
f ¢/7B 7

X! -~—-f£~——> X
Avec les notations précédentes on a la

PROPOSITION.- a) Soit € (resp. £') 1le fibré normal & D (resp. B) . Alors,

ped

on a & = v'¥g'

b) Il existe un ouvert dense U de B tel que v' induise un isomorphisme

-1
1]
de [v (U)]red S Upeq *

En conséquence pour chague composante irréductible 2 de B , il existe

une seule composante irréductible z de D telle gue %;ed soit birrationnelle~

ment isomorphe a Zred .

. ~ ~ . .
c) Soit m (resp. M) la multiplicité de 2 (resp. 2) , i.e. son coefficient

dans le cycle fondamental de B (resp, D) , Alors onma m = o

Démons tration,

L'affirmation a) résulte du fait que D est l'image inverse par v' de B s
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Pour démontrer b), démontrons d'abord que étant donné un point p de D s

red
~J
a’(p) = T sa projection sur XO qui est un plan tangent limite en 0O , et

vt(p) =€ sa projection sur B qui est une génératrice de CT » alors il

0
existe une suite x_ dans X qui tend vers 0 , telle que 1lim T(x_,X)=T
n reg 1 300 n

et 1lim Cx = £ {oi Cx est la sécante qui porte O et X, ) * avec les
nesoo D n
notations du §4,2, considérons le sous-fibré de rang 1 du fibré trivial E ,

~d

~J - g 2P
défini sur X-XO par la section radiale" p . Le schéma XO est définmi par

p=0 o Alors 1l'ensemble sous-jacent & la fibre exceptiomnelle D de l'¢clate-

Land

ment de XO dans X peut &tre regardé comme étant l'ensemble des positions

limites des sécantes données par p . C'est-a-dire, plus précisément, qu'étant

donné p € Dr y 11 existe une suite dans }ACJ—- 'X"O de plans tangunts limites Tn

ed

. . o~
en des points y de X- 10} (avec i yn=0) telle que lim T, =T-= Glg) et

%.Hnoo Oyn =»€= vi(p) + Par ailleurs, pour chaque 'I‘n il existe une suitc-.de polnts

m m . m
j = A X = T
dans Xreg z, telle que ml“:lirgo z, Y, et ml_l}!goT( n’ ) n °

qui

; X =Zm(n)

Donc on peut construire une suite de points dans X

reg n

tend vers 0 telle que 1lim E}Zﬁ = £ et 1im T(xn,X) =T .
n-oco . n-oo ‘

Or, par un résultat d'Hironaka {lemme 1.6 et Th, 1.7 de [4]) on sait qu'il

existe un ouvert régulier dense U de B tel que si £e Ure

du c8ne CTO' et x_ est une suite dans X qui tend vers O avec 1im Ox =0
n reg naco B

a est une génératrice

et lim T(xn,X) =T , alors on a que T est le plan tangent au cbne tangent
h—r 0O
cT, le long de € .

Soit V¥ @ Ured — XO 1'application qui associe & chaque £€¢ U 1'espace

tangent au cdne C:TO le long de la génératrice £ (qu'on peut identifier avec

o

l'espace tangent a B en f) $ 11 appartient a XO car on sait que la variété

v e -
duale B . de B, est contenue dans X, (The 1.5 de [4])+ En conséquence on

a le diagramme commutatif suivant ¢
-1 & ~
1
Do (vt (U),g — X
V'

B o Ured



