GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Une formule pour les singularités isolées de surfaces.
Note (*) de Gerardo Gonzalez-Sprinberg, présentée par Henri Cartan.

On donne ure formule de 'invariant local d'Euler pour les singularités isolées de surface; on démontre que la
valeur de cet invariant pour un point normal dune surface est inférieure ou égale 1 et gu'on a ¢galité si el seulement
si le point est lisse.

-

We give a formula of rhe local Euler invariant for the isolated singularities of surfaces and we prove that the value of
this invariant for @ normal point of a surface is less than or equal to 1, and thar there is equafity if und only if the point is
non singular.

Soit S une surface réduite plongée dans C" et soit 0 un point singulier isolé de S. Notre but
est d’obtenir une expression de 'invariant local d’Euler Euo{S) de S au point 0 en utilisant
une résolution de S. Pour une définition de Eu,(S). voir [1] et [2]. Le point singuiier 0
étant isolé, on a la formule suivante de A. Dubson pour Eugy(S) (veir {3], [4)
Euy(8)=2(S~nHn B;), ot le second membre est la caractéristique d’Euler-Poincaré
topologique de l'intersection de Ia boule B; de centre 0 et de rayon &> 0 assez petit, avec une
section hyperplane de S obtenue comme intersection de S avec un hyperplan en position

- générale H assez proche de 0 mais gui ne contient pas 0.

Soient S, I'éclaté de I'idéal maximal .# de O dans S, et S , e normalisé de S . Notons E le
diviseur exceptionnel dans S, défini par MES |E| le schéma réduit correspondant.

Considérons la transformée stricte D, dans §0, d'une section hyperplane S~ H,de S, ou H,
maintenant est un hyperplan de CN qui contient 0. Alors on a le fait suivant :

LeMME. — Avec les notations précédentes, si H, est un hyperplan en position générale alors
|E | et D se coupent transversalement en des points lisses de S,.

Considérons maintenant une résolution X de S, qui soit une bonne résolution t : X - S,
¢’est-a-dire telle que fes composantes irréductibles du diviseur exceptionnel réduit relatif 3 n
soient lisses et 4 croisements normaux. Soient Z, le cycle associé au diviseur exceptionnel
dans X défini par .#C, , et | ZO| le cycle réduit associé. Notons K le diviseur canonique de X,
et ( . ) la forme intersection de Pic(X).

LHEOREME. — Avec les norarions précedentes o a | égalité suivanie :
- Eug(8)=(Zo.(Zo~|Zo| -K)).

Démonstration. - Soit H, un hyperplan de CY¥ d'équation a, z; + ... +ay zy =¢. Nous
allons calculer y (S~ H, n B;) avec|¢| >0 assez petit, quiest égala y (n = (S~ H, 1 B;)). Si
H est un hyperplan en position générale qui contient 0, alors le cycle associé an (S Hy)
est dela forme Z, + R, ol R est le cycle associé 4 la transformeée stricte dans X de S~ Hy. En
vertu du lemme précédent, on sait que R et | Z, | sont transverses, car X est une résolution

de S, donc aussi de 50. et pour H, en position générale la transformée stricte D est déja
transverse au diviseur exceptionnel réduit |E [ dans §0. Soit M P'intérteur de la variété C* de
dimension 2 a bord M=r"*(Sn H, ~ B;); alors la caractéristique d’Euler-Poincaré &
wwppart rampact v (M)est doale i+ (M) cary (@M)=0, oi §M est le bord de M. En vertu de
la transversalité des composantes irréductibles de | " (SnHy)l, 'équation locale de
1~ '(S H,)est de la forme ou bien x™ y"=¢ ou bien x™ =g, ot x, y sont des coordonnées



locales de X. Soient 1 V'ensemble des points singuliers de |~ (S~ H,)| (i.e. les points
d’intersection des composantes irréductibles de fn (SN Hy)|) et V, un voisinage ouvert
de chaque Pel. Alors on a e

X M)=(F xe (Vo n MY+ (M| ) Vy).
Pel Pel
Pour chaque P, V, »n M est un revétement d’un cylindre, car localement ¥V, n M est défini
par X" y™=¢,|x| <r,|¥| <r.avec r>0 assez petit. Par conséquent y.(V, n M)=0. Soient

Z,=7% m;E; oules E; sont les composantes irréductibles du diviscur exceptionnel. Alors
i

ona

(M=) Vo)=Y mig (E;—(E;n 1)),
Pel
car on a déja enlevé les parties correspondant aux points de I, et ce qui reste est union de
revetements d’ordre m; de (E;—(E; n (| J V;)). Maintenant calculons
Pel .

Y(E;—(E;nI)=x(E;)—card(E;n1);
en vertu de la transversalité des composantes irréductibles de n "' (SnHg), ona

card (E;nI)=(Y (E,.E;)+(E..R).

i#i

Ftant donné que (E, (Z,+RN=0, alors (E,.R)=—(E;.Z;). Dautre part on a
*(E)=—(E;.{E;+K)). Finalement, avec les notations prises, on a | Z,| =Y E,. Par suite

ZmIX(Ei_(Einl))=zmi{_(Ei-(Ei+ K))—(Z(E.‘-Ej))"'(Ei-zo)]

P#i

= Lml(Ei.Zo)—(Ei. |Zo|)— (B KNI =(Z4.(Zo—|Zo| - K)),

d’ou le théoréme. B

CoroLLaRE. — Seit O un point normal d'une surface S, Alors on a l'inégalité Euy(S)=1,
et 0 est lisse si et seulement si Eug(S)=1.

Démonsir.:cion. — Nous allons montrer que si § est singulier alors on a Euy(S)<0, cequi
implique ce gu'on veut démontrer car si Oest lisse alors Eug (S)=1. Soutn ; X — S une bounc
résolution du point singulier O telle que . #(y soit ivednible, et 2oita,, « X, — Slartsclution
minimale. Soit X=Xnif» Xi—»...=»X,_, z-'~X,, —...— X, une suvite de contractions de
droites projectives de self-intersection —1 qui aboutit 4 la résolution minimale X,
{si Xo=X,, cette suite est vide). Notons 11, : X, — S la composition T o6 0., .00,.;.
Soit S ~ H, une section hyperplane générique passant par 0; alors le diviseur n, ' (SnH,)
estdelaforme Z,+ R, ou Z  est 4 support dans la fibre exceptionnelle de X, relative a &, et
R, est la transformée stricte. On a (Gn‘j* Z,_ =7, Notons E, la droite dans X_,_; qui est
contraciée par ¢ ,; enconséquenceonaZ,_; =c*Z,+rE,, olirest unentier non négatif (qui
est nul si . #€_est inversible au point P,=c,(E,)). Puisqu’on a supposé que 0 est un point
singulier normal, alors 1a fibre exceptionnelle d’une résolution est connexe et de dimension 1,
donc E, coupe effectivement d’autres composantes C,, ..., C, de la fibre exceptionnelle

dans X,_,. Soit Ei=c,,(Ci) et posons S=[Z mult (Ci,Pn)Iul. Par suite on a



|Zy-i|=0}|Z,| ~sE,. et s est non négatif. Si K, est le diviseur canonique de
X;(i=0, ...,m), alorsona K _,_,=c*K_ +E,. De ces trois relations on déduit
(Zar AZooy— |2, 1} — Ko
=(o¥Z,+7E, ). (c*Z,—o}|Z,| - oK, +(r+s—1E,)
A2, (Z,—|Z, | —K)—r(r+s—1).

Comme r et s sont non négatifs, alors rir+s—1)=0, d’ou
(znfl '(Zn—l_lzn—l | _Kn—l))g(zn-(zn_|zn| _Krr})v

pour n=1, ..., m. On a donc (théoréme) I'inégalité Euy(S)<(Z.AZ,—|Z,| —K,). Le
cycle Z,, — | Z,,| est effectif, donc{Z , (Z,,— | Z,,| ) £0. Soit C une composante irréductible
de genre (arithmétique) g de Z,,; sa self-intersection (C.C) est négative, donc le nombre
—(C.K,})=2-24g+(C.C)est positif si et seulement si g=0 et (C.C)=—1. Or,encecas C
est une droite projective de self-intersection —1, ce qui n'est pas possible car X, est la
résolution minimale. Donc on a ~(Z,,.K ) =90 et par conséquent Euy(S)20. W

Remarques. — On peut affaiblir ’hypothése de normalité; en effet 1l suffit de supposer

que O€e$ est une singularité¢ isolée telle que st f :S > S est la normalisation alors chaque
point de /' (0) est singulier (ce qui équivaut 4 dire que dans la fibre exceptionnelle de la
résolution minimale il n’y a pas de points isolés). En ce cas on a aussi Eug(S)<0.

Si § a une singularité en 0 qui n’est pas normale, méme si ¢’est une singularité isolée,
Eu,(S) peut étre positif. Par exemple, 515 est!’union de n plans dans C* qui se coupent en un
point 0, alors Euy (S)=n. '

Quelques exemples. — (1) Si S est une singularité rationnelle {voir [5}), alors la résolution
minimale X de S majore I'éclaté de P'idéal maximal .4, et le cycle Z, défini par . #(, est le
cycle fondamental, i. e. 'unique cycle qui est minimal parmi les cycles positifs Z a support
dans la fibre exceptionnelle satisfaisant a la condition (Z.E;}£0, Vi. Le cycle fondamental

-peut étre calculé avec la seule donnée du graphe dual pondéré associé a la résolution
minimale, et en conséquence du théoréme précédent Eu,(S) aussi. Soient ZO=Z m;E;.
(E;.E;)=—s5,et(Z,-E;)=—d,, ol s; et d; sont des entiers non négatifs. Chaque E, est une
droite rationnelle, donc la formule du genre implique (E,.K)=s;—2. Alors on trouve
Eu,(S)=) [m;{2—d;—s;)+d;]. Cette formule généralise le calcul fait pour les singularités
(uOlicie Ue sistiacis (O] '

Py 5

W Cuappeiie singulariié cyclique une singulaniié aormaie de surface dont le graphe dun!
de fa résolution minimale X forme un cycle fermé et on chaque composante irréductible de fa
fibre exceptionnelle est une courbe rationnelle lisse sauf dans le cas particulier ot il n'y a
qu'une scule composante, qui a un point double ordinaire. Ces singularités apparaissent dans
les surfaces de Hilbert-Blumenthal. Le cycle fondamental Z est réduit; sotent
Z=FE,+...+E, et {(E, . E;)=—5,. Si (Z.D)Z2 alors .#(, =C(—Z) (i.e. K, est
inversible et Z,=7Z)[7]; on a donc Euy(S)=—(Z.K), ce quiest égal a ) (2—s;)sir>1et
égala —s,sir=1.5i{Z.Z)= —1,alors .#( n’est pas inversible, et il faut éclater un point de
la résolution minimale; en ce cas on trouve Eug(S)= -1,

(3) Singularités coniques. Soit C une courbe lisse de genre g, et soit L un fibré en droites
enr O Ade deoré —4 avec d pesrtif Soit X lespace total du fibré L; C est plongée dans X
par la section nulle et sa self-intersection est —d. On considére la surface



S=Spec(@ -, H%(C, L® ") obtenue en contractant C dans X. Elle a un point singulier
isalé 0. La surface X est la résolution minimale de S. Posons

k=min { n>0]dim H°(C, L®")>0};

alors on a #Cy =(, (—kC). Si le systéme linéaire associé & H®(C, L® %) est sans points
fixes, alors .#('y est inversible et on a . #Cy =€ (— k). Par conséquent on a

Eug(S)=(kC.{(k—1)C—Ky)=k(2—2g—dk).

En particulicr si L ™" est trés ample alors on a Eug{S)=2—2g—d; par exemple si g=3,
si C n'est pas hyperelliptique et si L™!'=K,, alors Fuy(S)=0. Si le systéme linéaire
associé 4 H®(C,L®*) a des points fixes, alors Fu,(S) ne dépend pas seulement
de g. d et k. Par exemple, si L ~" est le fibré associé au diviseur effectif > m;P; sur unc
courbe C de genre g>0 avec P, #P; si‘i#j et avec Y. m;=g, et si y m;P; n’est pas un
diviseur spécial (i.e. dim H?(C, L™'}=1), alors .#Cy n’est pas inversible et on a
Euy(S)=2-3g-) (m;—1).

(*) Remise le 3 mars 1980,
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