GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Calcul de linvariant local d'Euler pour les singularités
quotient de surfaces. Note (*) de Geérardo Gonzalez-Sprinberg, présentée par Henri Cartan.

Nous calculons 'invariant local d'Euler pour les singularités obtenues comme quotient de €2 par I'action d'un
sous-groupe fini de GL (2, €). Le résultat est exprimé en fonction de la dimension de plongement ou des self-
infersections des composantes irréductibles du diviseur exceptionnel de la résolution minimale de chaque
singularité. ¢

We compute the local Euler invariant for the singularities obtained as a quotient of C* by the action of a finite
sub-group of GL(2, C). The result is expressed in terms of the embedding dimension or of the self-intersections
of the irreducible components of the exceptional divisor of the minimal reSolution of each singulariry.

L'invariant local d’Euler a été introduit par R. D. MacPherson dans sa démonstration de
I'existence de classes de Chern (homologiques) pour les variétés singuliéres [1}. 1l s’agit d’un
nombre entier Eu, (X} associé & chaque point x d’unc varic¢té algébrique réduite X. Cet
invariant local mesure I'obstruction a prolonger en une section non nulle le champ de vecteur
radial, section du fibré tangent de Nash, lequel est défini sur le transformé de Nash de X (pour
une définition précise voir [1] et [2]). On dispose maintenant de plusieurs formules qui
proviennent de points de vue différents ([2] & [7]), mais son calcul effectif est en général assez
compliqué. Nous allons étudier des exemples ou [a combinaison de plusieurs techniques rend

. ce calcul possible.

Soit X une singularité quotient de surface, i.¢. le quotient de C? par ['action d’un sous-
groupe fini Gde GL (2, C), et notons O son seul point singulier ([8]. [9]. [10]). Ces singularités
ont été étudiées par E. Brieskorn [10] en s’appuyant sur un résultat de D. Prill [9], qui
classifie plus généralement les singularités quotient en dimension n en termes des sous-
groupes petits G de GL (n, C)(i.e. tels que G ne contienne aucune pseudo-réflexion). Parmi
ces singularités quotient de surfaces, on trouve comme cas particuliers les C, , [suivant la
notation de Brieskorn (loc. cit.)], quotients par un groupe cyclique fini d’ordre n; celles-ci

- interviennent dans la méthode de désingularisation des surfaces de Jung et sont munies d'une

action du tore de dimension deux, elles sont aussi appelées singularités toriques ou
¢ventails [11]. On trouve aussi comme cas particuliers les singularités de Klein (bien que
H. A. Schwarz les ait étudiées avant Klein [12]).

Considérons plus généralement une surface X plongée dans C*, et soit O un point singulier
1s0le de X. En ce cas on a la formule suivante p.our Eug(X) (3} -

(i) - Eug(X)=x(XnHAn By,

ol le second membre est la caractéristique d Euler-Poincaré topologique de {'intersection de
la boule B, de centre O et de rayon g:>0 assez petit, avec une section hyperplane de X
obtenue comme intersection de X avec un hyperplan générique H assez proche de O mais
qui ne contient pas O. Pour calculer Eug{X) en ayant une résolution de X il faudrait
connaitre ou bien 'image inverse de X n H n B,, ou bien le diviseur exceptionnel au-dessus
de O et I'information supplémentaire donnée par la transformée stricte d’une section
hyperplane générique de X passant par O.

Revenons au cas ot X est une singularité quotient de surface; en ce cas on peut calculer
Eu, (X} a Paide du revétement ramifié qui définit X. Plus précisément, soit 7;(u, v), 1 ZiZe,
un systéme minimal générateur de 1’algébre des invariants de C [u, | par I'action de G. Le
nombre e, dimension de plongement de X en O, a été calculé par Brieskorn (ibid.}. On
dispose d'un modéle de X plongé dans C°, et d'un morphisme ¢ : C? —» X défini par les



polynomes z;(u, ¢}, 1 i<e. Larestrictionde ¢ a C* — {{0, 0)} est un revétement de X — {0}
de degré égal & |G|, oil |G| est 'ordre de G. En conséquence on a :

(i) 1XnHNB)=y(o (X HABY/|G|.

Soit H Phyperplan d’¢quation A,z;+...+A.z.=c, o0 z,,...,2, sont les coor-
données de C*, oir les ‘coefficients A; sont des nombres compléxes non nuls
* générigues et ou |c| est assez petit. Alors ¢~ '(H nX) est la courbe plane V. d'é¢qua-
tion f(u, v)=h,;z;(u, t)+...+A.z(u. th=c, et on a la formule suivante [13] :

(iii) 1V.no  (Bl=1-4p,
ou p est le nombre de Milnor de V, a I'origine. 11 résulte des formules (i), (i) et (iii) le :
LEMME. — Avec les notations précédentes on a

Euo (X)=(1-p)/|G|.

Donc on est ramené au calcul du nombre de Milnor d’une courbe plane déterminée par yn
_ systéme générateur des invariants. Le calcul complet de ces invariants pour les sous-groupes
petits G de GL{2, C) a été donné par O. Riemenschneider [14].

Soient C;, i=1, ..., r, les composantes irréductibles du diviseur exceptionnel de la
résolution minimale de X. Le graphe dual de la résolution minimale de X représente
chaque C,(quiest un P')par un sommet, et une aréte entre deux sommets représente le seul
point d’intersection des deux composantes. Notons — b, la self-intersection de C;ona b; = 2,
i=1, ..., r[10]. Dans la-proposition suivante on utilisera les notations précédentes et celles
de {14} pour les sous-groupes de GL(2, C). Pour les nombres de self-intersection —b;,
IZi=r, (voir [10], p. 348).

ProprosiTion. — L’invariant local d’Euler des singularités quotient de surfaces est le
suivant :

(a) dans les cas cycliques C, ,(0<g<n,{(n, g)=1). ona
Eug(X)=3—e=(2—b,)+...+(2—b,)  avec n/q=b,—1[b,—...—1]h,:

{b) dans les cas diédraux D, ,(1<q<n,(n, g)=1),0na,siby>2:

Eug(X)=3—-e=(2-b,)+...+(2-0,) etsi by=2:
Eug(X}=2—e=—1+(2—by}+... +{2—h)}.

by—h,—2 e? vog=b,- 1T — - 1Th,;

,’9

avec

(c) dans les cas tétraédriqgues 1,im=0(b—2j+c, 022, c=1,3,3). ociuddrigue;
O, m=12(b—-D+c. b=2, c=1, 5, 7, 11) et icosaédrigues 1, (im=30b—2+c, b=2,
c=1,711,13,17, 19,23, 29), 0na

Eug{X)=3—e=02—-b))+ ... +(2-5,) si b2
et
Euy(X)=2—e=—-1+2—-b)+...+{2-b,) si b=2.

Démonsrration. — Pour les cas cycliques et diédraux, on utilise la meéthode de
A. G. Kuchnirenko. qui permet de calculer, sous certaines hypotheses (vérifices en ces
cas), le nombre de Milnor d'une courbe en fonction du pelygone de Newton associé
a son équation [15]. Dans les cas C,, un systéme minimal générateur est donné

par @ z;{(u, t)=u"v", i=1, ..., e 00 ie couplc dexpusaiis <ot duu o partir de
Iraction continue de Jung-nirzebiuch o, {n - 2= a3 - _1_;'71 § = .- —_f_JrT : nar

P,=(n, 0), P,=(n—g. 1) et Piyy=aq;P—P_;. 2=ige—1.



On démontre que le polygone de Newton de f{u, vy=%i, z,{u, v)+ ...+, 2. (u, v) avec
les ; génériques est justement la ligne polygonale qui joint successivement les points P,
P,. ..., P, etil est immédiat de vérifier qu’il satisfait aux conditions de non dégénérescence
de Kuchnirenko. Seit A 'aire du domaine délimité par le polygone de Newton et les deux
axes. Alors la formule de Kughnirenko appliquée a notre cas donne : p=2A—-2n+1.

Plx(n. 0)

Or, on a 2A=P, AP,+...+P,_, AP, et par récurrence sur i, on montre que
P.AP, . =n,i=1, ..., e—1 Doncon trouve 2A={e—1}n, et étant donné que 'ordre de
C.. . &st n, on a en vertu du lemme précédent : Eug (X)=(1 —p)/n=3 —e. On sait par ailleurs
que e=3+(b; —2)+ ... +{b,—2), en utilisant la relation entre la fraction continue de n/q et
celle de n/{n— g} (voir aussi [10]) et que le graphe dual de la résolution est

—by —by; b, ~bh, .

d’ol le résultat.

- Pour les cas D, ,, le polygone de Newton est le bord de I'enveloppe conmvexe du
monoide engendre par les points P;=((n—q) t; +¢gs;. (n—q) t;—gs;) et Q;=((n—g)t;—qgs;,
(n—q)t;+gs) avec 2=i<e, ¢t M=(2(n—q), 2(n—q)), ou t; et s; sont definis par :
I2=a;, Hhy=ay—1, ty=as(a;—1)—1, =g t;—t;_,(4ZiZe—1) et s;=1, s53=1,
Se=d3, Si+1=G;5—s-;(4Zige—1), avec n/{n—g)=a,—1[ay—...~1[a._;. On
démontre que la suite [(n—g)t;+gs] *est strictement croissante, que la suite
[n—gyt;—gs] est strictement décroissante pour 3<i<e, el que t,=g, S,=h—g.
L’ensemble de sommets du polygone de Newton est : { P, Q;{3SiSe] sia;=2<b3>2,
et {M,P, Q/|3<ige}sia,>2esby=2.

Dans les deux cas on vérifie que les conditions de non-dégénérescence sont satisfaites. En
calculant 2 A on trouve les valeurs suivantes :

4{in—q)gle—2) st a,=2 et 4(n-g)gte—1) si a;>2.
Ep appliquant la formule de Kuchnirenko on a
i-u=4tn—qjqi3i—e) si a;=2 et 1-p=4in—-q)q(2—e) si a,>2.
En utilisant le lemme précédent ¢t étant donné que l'ordre de D, , est 4(n—gq)gq,
que e=3+(b; ~2)+... +(b,~2) et que le graphe dual de la résolution minimale est
® -2

. ® . * ...,
-2 =-hy —b, —b,

- on a le résultat annoncé. Pour les autres cas on ne peut pas appliquer en général la méthode
de Kuchnirenko, car le polygone de Newton est dégénéré (sauf pour T,(b=2 et c=1),
O,bz2ete=1).1,(b22etc=1.h=2¢t =7, b=2etc=23)). Mais on peut calculer le
nouinbie de Milner pa: Jauddes méthodes, par exemple cellie de M A'Campo (+f. [16] n 235).
Neuveallons donner A titre d’exemplle la démonstration d’un des cas; les autres sont similaires.
Considérons le cas 1,,(m=30{b—2)+17, b= 2). II faut distinguer deux possibilites suivant



que b>2 oub=2, car la forme des invariants est différente. Si b> 2, f (u, ) est un polynéme
de degré 10m, avec des composantes homogénes de degré 2m, 4m, 6m et 10m. Aprés un
nombre fini d’éclatements successifs on trouve une résolution 3 crotsements normaux avec le

diagramme suivantA :
>/ >( '8 >7 ™

éé&;

(z Om) (10w} (5-) (5-)

ol les droites représentent les diviseurs exceptionnels, les nombres entre parentheses leur
multiplicités, et les fleches les transformées strictes des branches de la courbe a 'origine. En
apphiquant la formule de N. A’Campo, on trouve 1 —p= —4m(m+43); étant donné que
m=230{b—2)+ 17 et que I'ordre de 1, est 120 m, on trouve en appliquant le lemme précédent
Euy{X)= —b.Si b=2, le diagramme est différent et on trouve Eu, (X)= — 3. Dautre part on
ae=b+3(b=2), et le graphe dual de la résolution minimale de X est en ce cas

-3 -b -2 -3

e -2

d’ou la proposition.

(*} Remise le 2 mai 1979 et acceptée, aprés révision, le 11 juin 1975,
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