GEOMETRIE ALGEBRIQUE. — Transformé de Nesh er éventail de dimension 2.
Note (*) de M. Gerardo Genzalex Sprinberg, présentée par M. Henri Cartan.

On montre qir'en peut désingulariser un éventail de dimension 2 par un nombre fini de trins-
formations de Nash normalisées. Ceci répand a une question posee par I Giraud et A, Hirschowitz,

oo shon thar ot iy possible o desingrifavize a wo divnensicoal torts cobedding by a finite wuniher
ol sormatized Noslt traasfornwtions.

Seit X un schému intégre de type fint ct séparé, sur un corps & de caractéristique 0.
On pase ¢ = dim X, Sotent Q ;, le € ;-module des dilférentielles celatives et X = P{NQ, )
le fibré projectif sur X délini par A°Q,, [of (1].

On considére Monvert U formé par les points lisses de X. Soit & : X — X ["application
canomgue., Alors m est un (somorphisme au-dessus de U

i
DicaTion L~ On appelle ransformé de Nash de X, ¢f on mote X, ladhérence
sehématigue de w~" (U) dans X,

Si X est affine, an a le résultat suivant :

ProrosiTion 2. — Soient N un entier posinif et 1 un idéal premier de k [Z,, ..., Z,].
Posons B = k [Z,, ..., Zy], A = Bfl, X = Spec (A) er Z = Spec (B). Soient d = dim (X)
et ¢ = N—d = codim, X. Soient f,, ..., [. des éléments de | rels que dfiy A ... Adf, £ 0
dans A Qy ,, @ K, oit K est lg corps de fractions de A. Alors le transformé de Nash X
de X s'obtient en éclatant idéal de A engendré par fes images dans A des mineurs dordre ¢
de la mmareice jacobienne des f,, ., f.

On notera que |'on n'exige pas que les f;, i = 1, ..., ¢, engendrent 1. Pour un énoncé
un peu plus général ol I'on suppose seulement X réduit et équidimensionnel, vair (?).

Fixons maintenant les notations pour les éventails [¢f (*)]. Soient M un Z-module
libre de rang d, M, = M ®, R, M le dual de M et M = M” ®, R

On appelle évental ['intersection d’un cone convexe rationnel polyédral dans M,
avec Z°. Soient o = {xe My [ [;(x) 2 0,i = 1, ..., n }, ol /; sont des formes linéaires
a coefficients entiers, o 1'éventail o, Z¢, 6, = {re T:i L {y,x)20,¥Yxeo,}
el & = 6, n Z°. On suppose que Gy ne contient aucun sous- c'ipace vecteriel de M, de
dimension > 0, et par suite que O, n'est pas contenu dans un hyperplan de M
On pose X, = Spec (& [G]). ol k [¢] est la k-algébre du moneide 6. Soient e,. smve i By
une famille génératrice du monoide @, et 'ZA ¢ YB,,L_,. §= 1, Ay

et ByyeN, une fanulle gsenératrice de relations. Alors on est dans la situation de la
PmPOSlUOﬂ 2 en prenant pour idéal [ 1'idéal engendeé par les polyndmes f; = ZM—Z%,
f=1 om ool A= (A, AL By = (B, ..., Bi). Remarquons que dans
ce cas X, est normal car & est saturé.

Lemme 3. - Sair H une partie de { [, ....N } de cardinal d. Alors le mineur

) a
(fre o f) = det(ai

. d=1 ., et jEH,
Xa



vaut

M M =
— e —  del(Ry) Zy x
Ly Ey

oit Z, = [| Z; et Ry, est la matrice (Ay;—=By), i =1, ..., ¢ et j¢H.
RS
Supposons que les fi, 1 =7 £ ¢ soient telles que sa matrice jacobienne soit de rang ¢

duns A (ce guon peut toujours obtenir en réordonnant les f). Alors le transforms
de Nush X de X, est Péclaid de X de centre Uidéul A7 engendré par les Iy, (fy. <. ., f)
{prop. 2. Soit 1 le monetdéal de o correspondant a. ¥, On a la ;

ProvostiioN 4 — 1 oest le monoidéal de o engendré par les ¢y = Z ¢, o H parcourr
rell
les partioy d d éléments de [ 1, ..., N} telles que les e, i€ H soiemt linéairement

independants dans M.

Il suflit done, pour calculer )ﬂ(o, de faire uwn choix convenable d'un ensemble de
aénérateurs de .

Pour les ¢éventuls de dimension 2, on peut décrire facilement "ensemble minimal de
eénérateurs de ¢ en fonction de celui de o. En effet, supposons o d'intérteur non vide,
car sinont N est lsse. Alors on peut choisic une base de M, de telle fagon que o soit
engendré par (1,O) et {p,n)avec p, neZ, 0 S p<net(nmp) =1

L entier # est un invariant de o. Soient oy I'enveloppe convexe de a—{ 0} dans M,
et foy son bord. Alors ['ensemble minimal de générateurs de o est I'ensemble des points
a coordonndes entiéres appartenant aux faces bornées de doy, et on peut le décrire avec
Palgorithme d'Euclide de nfp. On en déduit une description de 1'ensemble minimal de
générateurs de .

En général, )ﬁ(q est recouvert canomquement par des ouverts affines associés a des
monoides non saturés, et on ne peut pas appliquer 1'algorithme précédent pour déterminer
4 nouvezu les ensembles minimaux de générateurs. En conséquence, il est difficile de
caleuler les monoidéuux pour les transformés de Nash de ces cuverts affines.

Mais si on considére le transformé de Nash normalisé X7 de X . on trouve qu’il est
recouvert par des ouverts affines du méme type gue X, , et on peut démontrer le :

TuioREME 3. — On pewr désingulariser X, par un nombre fini de transformations
de Nash nermalisées.

ldée de la prewve. — On sait que X. est décrit par une décomposition polyédrale
rationnelle (abrégé : découpage) de o [¢f. (°)]. On peut le décrire explicitement :

LEMME 6. — Soit dty le bord de Penveloppe convexe de v = 1—0. Alors le découpage
de a est déterming par las droites perpendiculaires aux faces de dvg.

En avant la deseription de &6, en fonction de 5%, on peut démontrer le :
A p ] R p

Leseaie 70— Swient Pp, 1 10 2 g (o) les éléments de Pensemble minimal de générateurs
de o, avee Ppo= (10} ei | = (p, n). Soient 1, ..., 1, les droites du découpage de @.

Alors :

»
glal

(@2 2 et 1 =2 si et seulement si X, est fisse;



(5

(b) chaque droite I, (1 £i < 1) passe ou bien par un P; (| =j = g (o) ou bien par
la sonmme de deux points conséeutifs Pi+Pi,, avec 2<j<g (o)-2.

Finalement on en déduit que pour chaque o; correspondant a chaque ouvert affine

du recouvrement de X5+ le cardinal g (o) de ’ensemble minimal de générateurs de o,

est strictement plus petit que g (o) (st X, n’est pas déja lisse), d’olt le théoréme 5.

(*) Scéance du 27 oclobre 1976,
(') A. GROTHENDIECK, Eféments de glométrie algébrigue, W (Pub. Mah. I.H.ES., n°8).
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