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Une famille de représentations polynomiales
associée a une représentation donnée, et leurs caracteres

On se donne (V] p) une représentation de dimension n du groupe fini G. Dans la
suite on se donne une base B = (ey,...,e,) de V, et pour tout g € G, on note
Rg(g) la matrice de p(g) dans B.

On note A T'algebre C[X7, -+, X,], et, pour tout d € N, Hy le sous—espace
vectoriel des polynomes homogenes de degré d, de sorte que A = ®genHy. Une
base de Hy est formée des monomes X' ... X/ tels que i, € N et Y p_ i = d.
d+n—1

d
nombre de fagons de répartir d boules indiscernables dans n tiroirs).

Ainsi Hy est de dimension finie (le nombre de n—uplets (ix) est le

Proposition 1 On définit une action linéaire de GL,(C) sur A (par automor-
phismes d’algeébres) en posant: pour tous M € GL,(C) et P € A, ®(M)(P)(X) =
P(X1,..., X)), ot le vecteur ligne X' est défini comme le produit X - M.

dém: On a bien stur ®(7,,) = id4. Pour M € GL,(C) donnée, la propriété uni-
verselle de I'anneau de polynémes A assure que ®(M) est I'unique morphisme
de C-algebres qui envoie chaque indéterminée X; sur X/ = > ") my; X}, (cad.,
on copie l'action de GL,(C) sur la base canonique de C™, et on la prolonge a
tout A). Soient M, M’ € GL,(C). Montrons que ®(MM') = ®(M) o d(M’).
Pour cela, il est suffisant que ces morphismes coincident en chaque X;. Or, on
a (M) (X;) = Q(X) = > p_, my,; X}, donc par définition ®(M) o ®(M’') en-
voie X; sur (M) (Q)(X) = > -y mi (32 mueXa) = 3250, (s muwmi) Xi =
O(MM')(X;), ce qui conclut.

Or ces identités entrainent que ®(M) et ®(M ') sont inverses I'un de I'autre,
donc dans Aut(A): action ® se fait par automorphismes d’algebre.

De plus, cette action sur A envoie les X; sur des polynomes homogenes de degré 1,
et les produits sur les produits des images, donc elle stabilise chaque composante
Hy; on note ®,; le morphisme qui donne l'action induite sur H;. En posant
p5 = ®40 R, on définit donc des représentations (Hy, p5) de G, qui dépendent
du choix de la base B. Clairement p5 est triviale et p? est équivalente a p.

Proposition 2 Si B’ est une autre base de V' et P désigne la matrice de passage
de B a B', alors pour tout d € N, les deux représentations (Hy, p5) et (Hy, p5)
de G sont équivalentes, via I'isomorphisme ®4(P).

dém: Soit d € N. On a pour tout g € G: Rp/(g) = P~'Ri(g)P, donc p5 (g) =
Dy(Ri(g)) = Pa(P) ' 0 ®y(Rp(g)) 0 Pa(P) = P4(P) " 0 p(g) o ®u(P), cqfd.

On note xy,4 le caractére (commun) de ces représentations de G sur Hy (d € N).



Proposition 3 Soit g € G.
1)Ona xvo=1, xvai=xv, xval9) = 5 (xv(¢*) + xv(9)?)-

1
2) On a - = Xd, dans Dalgébre C||X|| des séries
) T =X dZ;XV,d(g) g [1X]]

formelles.

dém: Par la prop. 2, on peut choisir n’importe quelle base B de V' pour cal-
culer le caractere yyq de p5. L’élément g étant fixé, on choisit B = (e;); une
base de vecteurs propres pour p(g): pour tout ¢ € {1,--- ,n} on a p(g)(e;) =
Aiei.  Alors pg(g) envoie chaque mondéme X|'...X» de Hy sur son multiple
(A X)X X de sorte que

xvalg) = > AT

(il ----- i,L)ENn,Zk Zk:d

1) Le résultat est immédiat pour d = 0 ou 1. Pour d = 2, on a xva(g) =

Z?:l >‘22 + Zl§i<j§n Aidj = %(Z?:l )‘12) + %(Z?:l )‘i)z = %(XV(QQ) + XV(Q)Q)‘

2) La matrice de idy — Xp(g) dans B est diagonale de coefficients les 1 — X \;
(1 < ¢ < n), donc son déterminant est [[;_,(1 — X);), polynéme de coeffi-
cient constant 1, et d'inverse dans C[[X]] la série formelle produit (de Cauchy)
[T (=) = [y (ks AT X*). On obtient la série formelle Y7, ca X9, avec

o= ) ENT S, ipd NN Clest-a-dire Zd>0 xva(g) X2
Remarques 1. Pour g = 1, la formule 2) s éerit = gso dim Hg X7 (Cest

la série de Hilbert de I'algébre graduée A); on retrouve la valeur (d T 1) de

d
_X:ZXd'

d>0

dim H; en dérivant n — 1 fois la série ]

.....

polynome de Newton ZZ X7 et D(X) = H (1 -X;X). En égalant les séries
formelles (5)" et =2 >< L de A[[X]], on obtient les relations dK; = ZJ 1 SiKa;
(d>1). Apres evaluatlon de chaque X; en )\, il vient la relation de récurrence

2. Notons K le polynome symétrique >\ oyn S = _ X X S e jome

d

dxva(g) = > x(g")xva-i(g). ()
j=1
On a ainsi (ou par calcul direct) xv3(g) = %XV(Q)XV(gz) + %XV(g)?’ + %Xv(gg),..
Exercice: a) Pour G = &3 et V = C3 la représentation canonique, calculer les
séries formelles associées aux xyq(0) (une par classe de conjugaison de Gj).
b) De méme pour G = Z/27Z et V = C? ou 1 agit par —idy; montrer que
xa(1) = (=1)4(d+1) = (=1)%xq(0) (et que AY = C[X?, X2, X; X>], non factoriel).



