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I

Soient p un nombre premier tel que p � 3 mod 4, et a un inversible modulo p.
Montrer que a est une racine primitive si et seulement si �a est d'ordre (p�1)=2.

II

Soit p un nombre premier impair, distinct de 3 et 7. Caract�eriser chacune des
propri�et�es suivantes en terme de la classe de congruence de p modulo un entier
convenable :

a) p est un carr�e modulo 21;

b) 21 est un carr�e modulo p.

III

Soient n, b 2 N v�eri�ant : b est impair et b < 2n. On pose N = b 2n + 1. On
suppose qu'il existe a entier premier �a N qui v�eri�e : a(N�1)=2 � �1 mod N .

1. Soit p un facteur premier de N . Quelles sont les classes modulo p de ab 2
n�1

et
ab 2

n

?

2. Soit d le pgcd de p� 1 et b 2n. Montrer que ad � 1 mod p.

3. �Ecrivons d = b0 2n
0

, o�u b0 est impair. D�eduire de 1. et 2. que n0 = n.

4. Si N est d�ecomposable, montrer qu'il admet un facteur premier p < 2n.

5. D�eduire de ce qui pr�ec�ede que N est premier.

IV

On consid�ere l'anneau A = Z[i] des entiers de Gauss. On note N : z 7! jzj2,
application multiplicative de A dans N. On rappelle que (A;N) est euclidien et
on admettra qu'un �el�ement z de A est inversible si et seulement si N(z) = 1.
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Soit alors p un nombre premier tel qu'il existe x 2 Z v�eri�ant x2 � �1 mod p.
Dans la suite on �xe un tel x.

1. Avec le cours, donner un crit�ere simple pour qu'un nombre premier v�eri�e la
propri�et�e de p.

2. Montrer que l'id�eal (p) de A n'est pas premier.

3. Montrer que d = pgcdA(x + i; p) (qui est d�e�ni modulo A�), n'est ni 1 ni p.
Si d = a+ ib avec a; b 2 Z, montrer que p = a2 + b2.

4. L'�ecriture p = a2 + b2, o�u a, b 2 Z, d�etermine{t{elle la paire fa2; b2g de
mani�ere unique?

5. On prend p = 397, et on donne 632 = 3969 � �1 mod p. D�eterminer le pgcd
dans A de 63 + i et 397. V�eri�er qu'on obtient 397 = a2 + b2.


