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Dur�ee: 2 heures
Sans document; les exercices sont ind�ependants.
On justi�era soigneusement les r�eponses.

Question de cours

1. Soient G un groupe, H un sous{groupe distingu�e de G. D�ecrire l'ensemble
G=H, montrer l'existence de la loi quotient sur G=H et montrer que cette loi fait
de G=H un groupe.

Exercices

2. Soient � :G! F un morphisme de groupes, etX une partie deG. Montrer que
l'image par � du sous{groupe engendr�e par X est le sous{groupe de F engendr�e
par �(X).

3. Soient G un groupe et x un �el�ement d'ordre 2 dans G. On note C le centre
de G. Montrer que le sous{groupe <x> est distingu�e dans G si et seulement si
x 2 C.

4. D�eterminer, s'il en existe, tous les sous{groupes H du groupe G = Z=20Z, qui
v�eri�ent G=H ' Z=5Z.

5. Soit G un groupe. On note AutG l'ensemble des automorphismes de G,
c'est{�a{dire des isomorphismes de G dans lui{même.

a) Montrer que AutG est un groupe pour la composition des applications.

Pour g 2 G, on note ig l'application x 7! gxg�1 de G dans G. On note IntG
l'ensemble des applications ig, o�u g 2 G.

b) Montrer que pour tout g 2 G, on a ig 2 AutG.

c) Soit ' :G! AutG l'application g 7! ig. Montrer que ' est un morphisme et
�ecrire sa factorisation canonique. Quel isomorphisme de groupes obtient{on?

d) �Etant donn�es a 2 AutG et g 2 G, expliciter l'automorphisme a � ig � a�1.

e) Le sous{groupe IntG de AutG est{il distingu�e?

T.S.V.P.



6. On note G le groupe ab�elien Z=2Z�Z=6Z, et H le sous{groupe de G engendr�e
par h = (1; 2) .

a) Le groupe G est{il cyclique?

b) D�eterminer le sous{groupe H et l'indice [G:H].

c) Soit g = (1; 1) . D�eterminer l'ordre de la classe g de g dans le groupe G=H.

d) Le groupe G=H est{il cyclique?
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