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Introduction

La loi de réciprocité quadratique est un résultat remarquable qui a trait & la propriété, pour p
premier et a premier distinct de p, que a soit, ou non, un carré modulo p. Elle relie les propriétés,
pour deux nombres premiers impairs distincts, que 1'un soit, ou non, un carré modulo 'autre.

Elle fut conjecturée d’abord par Euler, puis reformulée par Legendre, et enfin démontrée pour la
premiére fois par Gauss en 1801 dans Disquisitiones arithmeticae. Cette loi de réciprocité, qui a regu
de nombreuses preuves, a, par la suite, été largement généralisée.

Le but de ce mémoire est de traiter une de ces généralisations, nommeée la loi de réciprocité
biquadratique, qui relie les propriétés, pour deux irréductibles distincts de Z[i], que 'un soit, ou non,
une puissance quatriéme modulo 'autre.

Pour ce faire, nous introduisons de nouveaux objets tels que les caractéres multiplicatifs, des
applications analogues au symbole de Legendre a valeurs dans C*, et grace a eux, les sommes de
Gauss, qui en sont des transformées de Fourier discrétes, et les sommes de Jacobi, qui prennent en
argument un nombre fini de caractéres multiplicatifs, et renvoient un produit de convolution de ces
caractéres. Ces outils permettent d’exprimer et donc, suivant André Weil, d’approximer le nombre
de solutions de certaines équations sur Fp. Ils nous fournissent au passage une autre preuve de la loi
de réciprocité quadratique, puis une preuve de la loi de réciprocité biquadratique. Nous finissons par
deux compléments autour de cette loi. D’abord, nous relions, pour deux premiers distincts congrus
a 1 modulo 4, les propriétés d’étre, ou non, une puissance 4¢ modulo l’autre, puis nous donnons
une condition nécessaire et suffisante sur p, premier positif congru & 1 modulo 4, pour que 2 soit une
puissance quatriéme modulo p.
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1 Préliminaires

1.1 Le symbole de Legendre

Définition 1.1.1. Soit p un nombre premier et a un entier.

Alors le symbole de Legendre (3) vaut :

0 si a est divisible par p.

1 si a est un résidu quadratique modulo p (c’est & dire qu’il existe k € Z tel que a = k? mod(p)) mais
n’est pas divisible par p.

—1 si a n’est pas un résidu quadratique modulo p.

Proposition 1.1.2. (Critére d’Euler) :
Soit p un nombre premier impair. On a, pour tout entier a :

—1 a
a7 = <> mod(p)
p
Démonstration. Soit a un entler

Si a est divisible par p, a B I’est aussi donc a B = = 0 mod(p).

Si a n’est pas divisible par p, a?~! = 1 mod(p), donc, en raisonnant dans le corps Fy, o’ = 41 mod(p).
Si a est un résidu quadratique modulo p, alors il existe k € Z tel que a = k? mod(p).

Donc o'z = (k2)pT_1 mod(p) = kP~ mod(p) = 1 mod(p).

Réciproquement, supposons que T =1 mod(p).

Soit g un élément de Z tel que la classe de g est un générateur de F; cyclique. Alors la classe de a

dans ]F; est une puissance, que l'on note [, de la classe de g. Or, gl(pz_l) = 1 par hypothése. Donc,
l(p2—1) divise p — 1, et donc 2 divise [.

En posant ¢’ = gé, on a g = a mod(p). O
Corollaire 1.1.3. Soient p un nombre premier, et a,b € Z.

Alors :

a) (8)(5) = (%).

b) Sia=bmod(p), alors ( ) (7)

1

‘—”E\Q

c¢) Si p impair, (71) (-1

Démonstration. :
a) C’est une conséquence directe du critére d’Euler.
b) Cela vient directement avec la définition du symbole de Legendre.

c¢) On applique le critére d’Euler & a = —1 pour obtenir (_71) = (—1)1'7_1 mod(p). Donc il existe k € Z
tel que (_?1) - (—1)1%1 = kp. Puisque p > 3, en appliquant la valeur absolue de chaque coté de 1’égalité,

on a forcément k = 0, donc (%) = (—1)pT_l. O

Définition 1.1.4. (Symbole de Jacobi)
Soit b un entier impair positif et @ un entier. On décompose b = p;...p, en produit d’entiers premiers

G- G)-G)

Le symbole de Jacobi est défini par
Lemme 1.1.5. Soient n > 2, et rq1,...,m, des entiers impairs. Alors,
n

Z (r; 2— 1) (7“1...7‘2n - 1) mod(2)
i=1




Démonstration. Par récurrence sur n :
n = 2 : Soient r et s deux entiers impairs.
Puisque (r —1)(s — 1) =0 mod(4), rs —1=(r — 1)+ (s — 1) mod(4).

T2 4 G mod(2).

En divisant par 2 de chaque c6té, on obtient - L =
Donc la propriété est vraie au rang 2.

Soit m > 2. Supposons que la propriété est vraie pour n entiers impairs.
Montrons qu’elle le reste pour n + 1 entiers impairs.

Soient 71, ..., 7,41 des entiers impairs.

On note 1’ = rq...r,,. 7’ est impair comme produit d’entiers impairs.

Et par le cas n = 2, r/r”;ﬁl = (le_l) + (T’”'Zl_l) mod(2).

/ n PR
Or, par hypothése de récurrence, @ = le mod(2).
1=

Donc, Mernai=l — nil (ri—1) mod(2) O
, 2 =2 .

Proposition 1.1.6. Soit b entier positif impair.
b—1

o) ()= (-1)'7".

b) Si a est un entier positif impair, alors

GIOREES

Démonstration. a) On décompose b en produit de nombres premiers positifs (impairs), b = p;...py.

Alors, par définition, () = (;—11)(;—11)

Par le Corollaire 1.1.3, pour tout 1 <i <mn, (;—1) =(-1)

it Z
Donc (1) = (-1)7 * .
Par le Lemme 1.1.5, 21 = 221 mod(2).

2
b—1

Ainsi, () =(-1) =z .

pi—1

b) Soit a entier positif impair. On décompose a et b en produits d’élements premiers impairs po-
sitifs, a = [[g; et b= []p;.
i J
;=171

Alors, (%) (2) = HH(%)(%) = (=1~ e d’aprés la loi de réciprocité quadratique (on l'admet
i g ‘

pour 'instant, elle est démontrée plus loin).

Or, par le Lemme 1.1.5, Z%? = 251021 1od(2). O

i’j
1.2 Puissances dans F,

Proposition 1.2.1. Soient a,n et p des entiers.
La congruence nb = a mod(p — 1) a des solutions si, et seulement si, d = pged(n,p — 1) divise a. Si d
divise a, alors il y a exactement d solutions modulo p — 1.

Démonstration. On écrit pour la suite n = n’d et p — 1 = Id Si by est solution, on écrit nby — a =

(p — 1)yo, yo € Z.
Donc nby — (p — 1)yo = a, et puisque d divise n et p — 1, d divise a.

Réciproquement, supposons que d divise a.
Par Bézout, il existe = et y entiers tels que nx + (p — 1)y = d. On pose o’ = 9 € Z et on multiplie les

4



deux cotés de 'égalité précédente par a’.
Alors, a'nz — (p — 1)ya’ = a. En posant by = a’z, on obtient nby = a mod(p — 1), donc on a trouvé
une solution a la congruence.
Soient maintenant by et b; deux solutions de la congruence. Cela implique que p — 1 divise n(by — b1),
donc [ divise n/(bg — b1). Or, I et n/ sont premiers entre eux, donc ! divise by — b1, ou encore by =
bo+kl, k € Z. On vérifie alors que chaque by + kl, k € Z est une solution et que by, by +1, ..., bp+ (d — 1)1
sont des solutions de la congruence, et qu’elles sont distinctes deux & deux.
Soit by = by + kl une solution distincte des précédentes. Alors, il existe r et s des entiers tels que
0<r<detk=sd+r.Donc by =by+rl+s(p—1), donc congru a by + rl modulo p — 1.

O
*
p’
Alors, 2™ = « a des solutions si, et seulement si, o"T =1. De plus, s’il y a une solution, il y en a
excatement d.

Proposition 1.2.2. Soit a € F_, n entier et on pose d = pged(p — 1,n).

Démonstration. Soit g un générateur du groupe cyclique F;, et on écrit a = g%, et six € F;, on écrit
x = g°. Alors, résoudre 2" = « est équivalent & résoudre la congruence nb = a mod(p — 1).

D’aprés la Proposition 1.2.1, on obtient que ™ = a admet d solutions si, et seulement si d divise a,
et 0 sirllon.

Sia"T =1,¢" 7 =1, donc d divise a.
—1 a
Si d divise a,a’@ = ga®D =1

1.3 Les entiers algébriques

Définition 1.3.1. Soit a € C.
On dit que « est un entier algébrique s'il existe P € Z[X], P # 0, et unitaire tel que P(a) = 0.

Notation. On note Q2 l’ensemble des entiers algébriques. On admet dans la suite (cf. cours de M1)
que §) est un anneau.

Proposition 1.3.2. On a QNQ =7

Démonstration. Si a € Z, alors c¢’est une racine du polynéme X — «, qui est non nul, unitaire et dans
Z[X].

Donc a € Q.

Réciproquement, soit a € 2N Q.

Puisque a € Q, il existe p et ¢ entiers premiers entre eux tels que a =
Et puisque a € €2, il existe P # 0 unitaire & coefficients dans Z tel que P(a) = 0. On écrit P =

n—1

S a; X'+ X™ avec, pour tout 1 <i < n,a; € Z.

4
q-

=1
n—1 )
Alors, > ai(g)’ + (g)” =0
i=1
En multipliant des deux cotés par ¢", on obtient > a;p'q" " = —p™.

=1
Or, ¢ divise le terme de gauche dans ’égalité, donc il divise p™. Mais p et ¢ sont premiers entre eux,
donc ¢ = £1.
O

Théoréme 1.3.3. (Frobenius)
Soient wy et wy € Q et p € Z un nombre premier.
Alors :
(w1 + w2)? = wh + wh mod(p)



p
Démonstration. (w1 + we)P=>" (z)wlfwg_k
k=0
Or,sil<k<p-—1,pdivise (112)
Donc (w1 + w2)P = Wt + wh mod(p). O

2 Le symbole de Legendre de 2

Posons &€ = e

Alors, € est une racine primitive 8¢ de 'unité.

Donc &% — 1 =0.

Or, & — 1= (¢~ 1)(e* + 1)

Puisque &* # 1 (sinon & n’est pas primitive), et puisque C est intégre, on a £ = —1.

En multipliant par £~2 de chaque coté, on a &2 4+ £72 = 0.

Le caractére quadratique de 2 va maintenant venir de la relation (¢ + ¢ 1)2 =¢2 424 ¢72 =2,
Posons 7 = £ 4 £~ ! et notons que £ et 7 sont des entiers algébriques.

En effet, d’aprés ce qu’'on vient de voir, si on pose P = X% —1et Q = X2 —2, on a P et Q non nuls
unitaires, dans Z[X], et on a P(§) =0 et Q(7) = 0.

On va donc travailler avec les congruences sur ’anneau des entiers algébriques.

Soit p € Z un premier impair. On a alors :

Tpflz(Tz)%:Q% = (%) mod(p)

On en déduit que 7P = 7P~ 17 = (%)7’ mod(p).

D’aprés le Théoréme 1.3.3, 7P = (£ + £71)P = €P + £ Pmod(p).

En se rappelant que ¢ =1, on a si p = £1 mod(8), il existe k € Z, tel que p = £1 + 8k.

Alors, EP4£ P=¢F1H8k L e=(F148F) — ¢4 ¢=1 ot de la méme facon, si p = +3 mod(p), EP+£7P = 34673,
Et en remarquant que £* = —1, on obtient que &3—=—¢~1.

Donc si p = £3 mod(p), &P + &P = —(€ + &7,

On a ainsi traité tous les cas possibles pour p.

Pour résumer, &P + 7P = { zilggziiglfjo(g()p)

En substituant ce résultat dans la relation 77 = ( %)7’ mod(p) cela donne :

(1)1 = (%)T mod(p) ol € = pQ% mod(2).
En effet :

Sip==+1mod(8) :

Il existe k € Z tel que p = +1 + 8k.

Donc : p? =1 + 16k + 64k2.

p? — 1= +16k + 64k2.

Pl 4ok 4+ 8k2 = 2 (+k + 4k2).
Z
S

Donc ”QT_l =0 mod(2).

De méme :

Si p=+3 mod(8) :

Il existe k € Z tel que p = +3 + 8k.
Donc : p? = 9 + 48k + 64k2.

p? — 1 = 8+ 48k + 64k>.

Pl 1 46k 4 8k2 = 1 4 2 (+3k + 4k7).
Z
S

Donc % = 1mod(2).
(—1)€ a donc bien la valeur souhaitée.
Et doncon a : (—1)°7 = (%)7‘ mod(p).

En multipliant par 7, on obtient (—1)°2 = (%)2 mod(p).



Or, la classe de 2 est inversible dans F, C €2 /(p) car p > 3 impair.

On simplifie par 2 pour obtenir : (—1)¢ = (%) mod(p).

Donc il existe w € €2 tel que (—1)° = (%) + wp.
(-1 - )
5 .

N———
€Q

Puisque p#£0,0ona:w=

Donc w € 2N Q.
D’aprés la Proposition 1.3.2, on a donc w € Z.
Et puisque p > 3, on a forcément w = 0.

On conclut que (—1)¢ = (1%) ole= Z’QT_I mod(2).

3 Sommes quadratiques de Gauss et loi de réciprocité quadratique

En rappelant la relation (¢ +¢&71)? = 2 de la partie précédente, on peut se demander si on a une rela-
tion similaire pour p premier impair. La réponse est oui, et, de plus, la loi de réciprocité quadratique
entiére découle de cette nouvelle relation en utilisant la méthode vue dans la partie précédente.

Pour toute cette partie, on pose p un nombre premier positif impair et £ = e2177r une racine p°™me
primitive de 'unité.

p st a =0 mod(p)

p—1
ak __
Lemme 3.0.1. 1;::05 = { 0 sinon

Démonstration. Si a =0 mod(p), il existe k € Z tel que a = pk.

p—1 p—1
Alors, £€2=1, et donc >_ &% = Y"1 =p.
k=0 k=0

p—1 o
Sinon, £% # 1, et donc on peut écrire Zf“k = 5;7__11 =0 car £P=1.
k=0

1 si x =y mod(p)

p—1
1 l k(:ﬁ—y): ) =
Corollaire 3.0.2. 5 kz::()ﬁ 0(x,y) ot d(x,y) { 0 sinon

Lemme 3.0.3. Soit p un nombre premier impair.

. p—l . *
Alors, il y a 55~ carrés dans F,.

. T, F
fo By — B C’est un morphisme de IF;, on va donc
r —
chercher son noyau et quotienter pour trouver le cardinal de son image.
Identifier son noyau revient & chercher les racines du polynéme P = X2 — 1 dans Fp.
Or, IF, est un corps et P est de degré 2, donc il admet au plus deux racines dans [Fy,.
De plus, les classes de 1 et de —1 sont distinctes (et distinctes de celle de 0) puisque p > 3 et annulent

ce polyndéme. On a ainsi trouvé toutes les racines de P, elles sont dans IF;, et au nombre de 2.

*

Démonstration. On considére la fonction

Le premier théoréme d’isomorphisme donne alors que I'm(f) est de cardinal %.
O

Corollaire 3.0.4. Il y a autant de résidus quadratiques non nuls que de résidus non quadratiques
modulo p.

C’est une conséquence immédiate du Lemme précédent.



p—1
Lemme 3.0.5. > (%) =0, avec (%) le symbole de Legendre.
k=0

Démonstration.

Par définition, (%) =0.

Pour les p — 1 autres termes de la somme , la moitié sont +1 et 'autre moitié —1, puisque d’apreés
le Corollaire 3.0.4, il y a autant de résidus quadratiques non nuls que de résidus non quadratiques
modulo p.

Cela donne le résultat attendu. O

On va maintenant introduire la notion de somme de Gauss.

p—1
Définition 3.0.6. On appelle somme quadratique de Gauss go= Y (%)5“’“.
k=0

Proposition 3.0.7. On a go = (5)91-

p—1
Démonstration. Si a = 0 mod(p), alors £€%* = 1 pour tout k, et g, = > (%) = 0 d’aprés le Lemme

k=0
3.0.5.
Sinon, (%) = #+1, donc son inverse aussi.

p—1 p—1
Bt (2)g.-(3) 2 (D)™ = X ()eek.
k=0 k=0
Or, p est premier donc I'application qui & k associe ak dans I}, est bijective, et donc, par le changement
de variable k' = ak, on trouve :
p=1
()00 = 3= (5)€¥ = g1 donc g, = (£)gr en remarquant que (2)1 =

).

T

A partir de maintenant, on va noter g a la place de g;.
D’aprés ce qu’on vient de faire, g2 = ¢
Dans la suite, on va chercher cette valeur commune.

p—1

Proposition 3.0.8. On a ¢> = (—1)"2 p.

Démonstration. : .
—
L’idée de la preuve est d’évaluer la somme > gpg_j de deux maniéres différentes.
k=0
Si k n’est pas divisible par p, alors gyg_ = (%)(%)92 = (771)92 (indépendant de k).
p—1
Donc ngkg,k =(p— 1)(%)92.
=0
p—1p—1
Maintenant, notons que gxg—r = >, > (%)(%){M”_m).

n=0m=0



Et donc on a :

p—1 p—1 p—1 p—1 m
> =3 > 3 (2) (%) e
k=0 k=0 n=0 m=0 p
p—1 p—1 n p—1
Z Z () ( ) ¢k=m) car les sommes sont finies
n=0 m=0 p k=0
p—1 p—1 n m
= Z Z () ( ) pd(n,m) par le Corollaire 3.0.2
n=0 m=0 p p

p—l m 2
:p _—
=)
Si m = 0 mod(p), (g) =0, et sinon, (‘) € {£1}, donc (%)2 =1.

p—1
Donc Y grg—r =p(p—1).
k=0

Avec nos deux calculs, on obtient p(p — 1) = (?1)( 1)g%.

De plus, par le critére d’Euler, (%) = (— 1)192;1 mod(p), et c’est une congruence dans Z, et p > 3,
donc (_?1) = (—1)?11.

Ainsi, g% = p(—l)pT. O

Proposition 3.0.9. (Loi de réciprocité quadratique)
Soient p et q deux entiers premiers positifs impairs distincts.
Alors (B)(2) = (-1)"7 7.
q/\p
Démonstration. Posons p* = p(—l)pT_l.
L’équation g% = p* obtenue dans la Proposition précédente est I'analogue désirée de I'équation 72 = 2.
Soit ¢ # p un entier premier impair.
Pour prouver la loi de réciprocité quadratique, nous utiliserons des congruences modulo ¢ dans I'an-
neau §2. Puisque Z C 2, toutes les congruences dans Z sont aussi des congruences dans §2, et donc les

Propriétés commme le critére d’Euler restent valables .
_ q-1 a—1 *
97 = (") 7 =p7 = (%) mod(q)
Donc, puisque g € 2 comme somme et produits d’éléments de 2, g? = g(%) mod(q).

p—1 p—1
Or,onag?=(> (%)fk)q => (E)qqumod(q) en utilisant le Théoréme de Frobenius.
k=0 k=0

P
Puisque ¢ est impair, (%)‘1 ( ), donc Z( yagak = $° (E)qu = g4 par définition.
=0

Ainsi, g7 = g4, mod(q). Or, d’aprés la Proposmon 3.0.7, g = (q)g.

Donc ¢g? = (%)g mod(q). On en déduit que (p)g = (& . ")g mod(q).

En multipliant les deux cotés de la congruence par g, on obtient (%)p* = (%)p* mod(q).

Et puisque p et q sont premiers distincts, on peut simplifier par p* et on a alors (%) = (%) mod(q)

En écrivant (%) — (%) = wq, w € , on remarque que w € Q, donc w € Z par la Proposition 1.3.2. Et
puisque ¢ > 3, on a forcément w = 0 en passant a la valeur absolue de chaque coté de 1’égalité.
Donc (1) = (%-).



= ( ) (p) par multiplicativité du symbole de Legendre
q

= ((—1 ) <> par le point ¢) du Corollaire 1.1.3
q

— (—1)5r Y (Z) |
(;) (5) = (-1 ]

Finalement,

O

La notion de somme de Gauss qu’on a utilisée sera généralisée par la suite. Une de ses généralisations,
nommée somme biquadratique de Gauss, nous sera utile pour prouver la loi de réciprocité biquadra-
tique.

4 Sommes de Gauss et de Jacobi

4.1 Caractéres multiplicatifs

Un caractére multiplicatif sur F}, est une fonction de F; dans C* qui vérifie Va,b € IF;,

x(ab)=x(a)x(b)

Remarque. Le symbole de Legendre (%) est un exemple d’un tel caracteére s’il est regardé comme une
fonction des classes a gauche de a modulo p.

Le caractére multiplicatif trivial est défini par : Ya € IE‘;, €(a) = 1.

C’est souvent utile d’étendre le domaine de définition des caractéres multiplicatifs a tout Fp.

Pour x = €, on prend €(0) =1.

Sinon, on prend x(0) = 0.

Dans la suite, pour les indices des sommes, on assimilera ’ensemble des entiers {1, ..., p} (ou {0, ...,p—
1}) a Z/pZ.

Proposition 4.1.1.

Soit x un caractere multiplicatif et a € IF; Alors :
a) x(1r,) = 1c. «

b) x(a) est une racine (p — 1) de l'unité.

¢) x(a™') = x(a)~" = x(a).

Démonstration.

a) x(1) = x(1.1) = () (1)

Donc x(1)(1 — x(1))=0, et puisque x est & valeurs dans C* et par intégrité de C, on a x(1) = 1.

10



b) On sait que a1 =1 car a € F,,.

Donc x(aP~1) = x(1) = 1 d’aprés a).

Mais par définition des caractéres multiplicatifs, on a y(aP~!) = x(a)P~L.
Donc x(a)?~! =1 et x(a) est une racine (p — 1)*™¢ de I'unité.

c)x(aa™t) = x(a)x(a™!) par définition et x(aa™!) = x(1) = 1 d’aprés a).

Done x(a)x(a™") = 1et x(a™") = x(a) "
D’aprés b), x(a) est une racine (p — 1)¥"¢ de I'unité, donc |x(a)|=1.

Or, [x(a)| = x(a)x(a).
Donc x(a)x(a) =1, ce qui donne x(a) = x(a)

-1
O

Dans la suite, par souci de simplification, on nommera simplement "caractére" les caractéres multipli-
catifs.

Proposition 4.1.2. Soit x un caractére multiplicatif.

P
a) Si x nest pas le caractere trivial, > x(k) = 0.
k=1

P
b) Six est trivial, Y x(k) =
k=1

Démonstration.
a)Supposons x non trivial.
Dans ce cas, il existe a € F; tel que x(a) # 1. Soit a un tel élément.

P
On pose T' = Z x(k).

Alors x(a)T )ZX( )= kilx(a)x(k)kilx(ak)-

La fonction de [, dans Fp qui & k associe ak étant une bijection, on effectue le changement de variable
k' = ak et on trouve :

x(a)T =T, donc T(x(a) — 1)=0.

Or, C est intégre, et, par hypothése, x(a) # 1.

Donc T = 0.

b) Si x est le caractére trivial, chaque terme de la somme vaut 1, et il y a p termes dans cette somme.
Done 37 x(k)=p. O

On pose les définitions suivantes :
(1) : Si x et A sont des caractéres, alors x\ est une fonction qui, & a, associe x(a)A(a).
(2) : Si x est un caractére, ! est une fonction qui, & a € IE*‘;, associe x(a)~t.

Avec ces définitions, on a :
Proposition 4.1.3. L’ensemble des caractéres forme un groupe pour la multiplication.

Démonstration.
Soient x et A deux caractéres.

P . *
Vérifions que xA est un caractére sur F,.

XA est défini sur F; et a valeurs dans C* car x et A le sont.
De plus, soient a,b € IF;.
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(ab)A(ab) par la définition (1)
(a)x(b)A(a)A

(a)A(a)x(b)A
A(a)xA(d) p

(b) car x et A sont des caractéres
(b) car C* est commutatif.
ar la définition (1).

Donc x A est une caractére multiplicatif.
Associativité :
Soit a € IF; et x, A et u des caractéres

(x(Aw))(a) = x(a
u(a)) par la définition (1)

Ju(a) par associativité de la multiplication dans C
= xA(a)p(a) par la définition (1)

= ((x\)p)(a) par la définition (1).

Donc x(An) = (xA)p
L’élément neutre est le caractére trivial.

Elément symétrique :

Soit a € IF:;.

On rappelle que, d’aprés la définition (2), x~*(a)=x(a)
Donc :

xx(a) = x(a)x(a)" = 1.

Ceci étant valable pour tout a dans IF;, on en conclut que yxy~! =e.

Dans la suite, on notera &}, le groupe des caracteres sur I, .

Proposition 4.1.4. X, est un groupe cyclique d’ordre p — 1.
Sia € ]F;, a # 1, alors il existe un caractére x tel que x(a) # 1.

re g * . 7 2
Démonstration. : F est cyclique, donc on pose g un de ses générateurs.
On voit que si x est un caractere sur [Fy,, x est entiérement déterminé par son image en g.

Donc il y a au plus p — 1 caracteéres dans A&j,.
2imk

On définit une fonction A sur Fj, par A(0) = 0 et pour tout k dans F;, MgF) =ert.
On a que, par des calculs simples, A est un caractére non trivial. On note n son ordre.
Pour commencer, A’~!(g) = A(g?~1) = A(1) = 1, donc AP~ ! =e.

On a donc que n divise p — 1.

2 2imn

Et, \"(g) = A(¢") = er. Or, par hypothése, A"(g) = 1, donc er—1 = 1.

On obtient ainsi p — 1 divise n.

On conclut que n = p — 1.

Et donc, puisqu’il y a au plus p — 1 caractéres dans &}, et qu’on vient d’en exhiber un d’ordre p — 1,
on conclut que &}, est cyclique d’ordre p — 1.

Soit a € IF;;, a# 1.
Alors, a = ¢!, avec | qui n’est pas divisible par p — 1.

12



2imn

De plus, A(a)=\(g)!=er-1 # 1.

Corollaire 4.1.5. Soit a € IE‘;, a # 1.

Alors, > x(a) =0.
XEXp

Démonstration. Posons S= > x(a).
XEXp

Puisque a # 1 , il existe A € &), tel que A(a) # 1 d’aprés la Proposition précédente.
Ainsi, Ma)S = > AMa)x(a) = > Ax(a).

XEXp XEXp
En effectuant le changement de variable bijectif x' = Ay, on trouve :
Ma)S= 3 X'(a)=5.

x'€Xp
Donc (A(a) —1)S =0, avec A(a) # 1 et C intégre.
On en déduit que S = 0.
O

Les caracteres sont utiles dans I’étude des équations sur Fy,.
s 12 2, . * oy . . .
En effet, considérons I’équation z"=a avec a € F,,. Par la Proposition 1.2.2, on sait qu'il existe une

solution a cette équation si, et seulement si ap%lzl, ot d=pged(n,p—1), et que s’il y a existence d’au
moins une solution, il y en a en fait exactement d.

Pour simplifier, on va supposer que n divise p — 1.

Dans ce cas, d=n.

On donne maintenant un critére d’existence de ces solutions qui utilise les caractéres.

Proposition 4.1.6. Sia € IE‘;, n divise p— 1 et I’équation x™=a n’est pas résoluble, alors il existe un
caractére x tel que :

a) X" = e.

b) x(a) # 1.

Démonstration. Soient \ et g définis comme dans la Proposition 4.1.4, et posons y = A5
p—1 p—1 2im

Alors, x(g9)=A "7 (9)=A(g) = —e .

Or, on sait qu’il existe [ dans Z tel que a = ¢'.

Puisque I’équation x"=a n’est pas résoluble par hypothése, on a que n ne divise pas .
2ilm
Alors, x(a)=x(g)’

=e n # 1 car n ne divise pas [.
Pour finir, y"=MP"1=e.

Pour a € F;, on note N(z"™=a) le nombre de solutions de I’équation z"=a.

Proposition 4.1.7. Sin divise p—1, alors N(z" =a) = Y x(a)
X"=e

Démonstration. D’apres la Proposition 4.1.4, &}, est un groupe cyclique d’ordre p — 1.

Puisqu’on a supposé que n divise p — 1, on sait qu’il existe un unique sous-groupe d’ordre n dans Xj,.
Dans la proposition 4.1.6, on a trouvé un caractére tel que X(g):emTﬁ.

Il suit que €,x,...,x" ! sont n caractéres distincts dont I'ordre divise n.

Pour prouver la formule, notons que 1’équation 2™=0 a une seule solution, a savoir x=0.
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Maintenant, »_ x(0)=1 puisque €(0)=1 et Vx # €, x(0) = 0.
X" =€
On suppose maintenant que a # 0 et que z"=a est résoluble, c’est-a-dire qu’il existe b tel que b"=a.

Si x"=e, alors x(a) = x(b") = x(b)" = x"(b) = €(b) = 1.
Ainsi, > x(a)=n, qui est N(z" = a) dans ce cas.
X" =€

Pour finir, on suppose que a # 0 et que £""=a n’a pas de solution.
On doit montrer que Y x(a)=0.

X"=e
Notons T'= Y x(a).
X"=e
Par la proposition 4.1.6, il existe un caractére p tel que p(a) # 1 et p™ = e.
En utilisant le fait que les caractéres dont I'ordre divise n forment un groupe, un calcul simple montre
que p(a)T=T.
Puisque p(a) # 1 par hypothése, et que C est intégre, on en conclut que 7' = 0.

On va regarder un cas particulier : supposons p impair et n=2.
Alors, la proposition précédente donne N (22 =a) =1+ (%)

4.2 Les sommes de Gauss

On avait déja défini les sommes quadratiques de Gauss plus tot.
La définition qui suit en est une généralisation.

Définition 4.2.1. Soit x dans &}, et a € Fp,.
2im

p—1
Posons ga(x) = 3 x(K)E™ on € —¢ s
k=0

9a(X) est appelée somme de Gauss associée au caractére x.

Proposition 4.2.2.

Sia# 0etx#e onaga(x)=x(a g (x).
Sia # 0 et x=¢, gq(€)=0.

Sia=0 et x # ¢, go(x)= 0.

Sia=0 et x=¢, go(€)= p.

Démonstration. Sia # 0 et x # € :
—1 —1
(@900 =x(0) DA (ke 3 v(abget

On effectue ensuite le chalngement de variable bijectif k' = ak.
On a alors x(a)ga (V)= 32 X(K)E¥=g10).
Puisque X(a)_lzx(a_lk) ,_oon a prouvé le premier point.

p—1

p—1
Sia#0,gu(e) = D e(k)E* = 3¢ =0 (somme géométrique).
k=0 k=0

Sia=0: gox) = Zg:x@)sm - Zg:xw).

Si x =€, on trouve p.
Si x # €, d’aprés la Proposition 4.1.2, on trouve 0.
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A partir de maintenant, on notera g(x) a la place de gi(x).
On souhaite déterminer le module de g(x). Cela peut étre fait facilement en imitant la preuve de la
Proposition 3.0.8.

Proposition 4.2.3. Si x # ¢, alors |g(x)| = /D

p—1 -
Démonstration. L’idée est d’évaluer la somme »_ gq(x)ga(X) de deux maniéres.
a=0

Sia # 0, on a, par la Proposition 4.2.2, g.(x)=x(a=1)g(x)=x(a)g(x)-
De plus, go(x)=x(a"")g(x), et go(x)=0.

Ainsi, gz(lx)ga(x):g(x)ggx): 1900

Donc, 3" ga(X)ga(X)= ;ga(x)m:(p —1)|g00)I*

a=0

a(X)
D’un autre ¢6té, go(x)ga(x)=>.> x(z)x (1),
Ty

En sommant sur a des deux cotés et en utilisant le Corollaire 3.0.2 qui dit que L Z £or=v) —§(z, ),

on a :

Z Z Z x(@)x(y)er* = = Z Z Z X (2)x(y)&¥ ™% car sommes finies

—pzzéwy x(y)Err

=p(p — 1)-

Ainsi, (p— 1) [g(x)]*= (p— 1)p.
Donc [g(x)[*= p, et [g(x)| =/P-

Avant de continuer, on peut se demander quelle est la relation entre g(x) et g(X)
(X est le caractére qui a a associe x(a))

g0)=22 X(OE " =x(=1) Xy x (=) =x(~1)g(x)
En effet, puisque x(—1)2=x((=1)?) =1, on a x(—1)== 1, et donc x(—1)=x(-1)

Ainsi, [g(x)|*= p peut s’écrire g(x)g(X)=x(-1) p .
Si x est le symbole de Legendre, on obtient le résultat de la Proposition 3.0.8.

4.3 Sommes de Jacobi

Considérons 1'équation z? + y? = 1 sur le corps Fp. Puisque F}, est un corps fini, I’équation n’a quun
nombre fini de solutions.
On pose N(z% +y? = 1) le nombre de ses solutions.
On va chercher a déterminer sa valeur explicite.
Notons que N(22 + 3 =1) =, N(@* = a)N(y* = b)
D’aprés le complément a la fin de la Proposition 4.1.7, on a N (22 = a) = 1+ (2).
On obtient donc en remplacant dans la somme précédente :
N@+y2=1)=p+ () + N + 3 (2)()

a b a+b=1
D’apres la Proposition 4.1.2, 3 °(%) et g(%) sont nulles.

a

p—1

Nous obtiendrons ci-dessous en 4.3.2b) que la derniére somme vaut —(—1) 2

15



I1 vient donc :

p—1sip=1lmod(4)

2.2 1y _
N(z®+vy —1>_{ p+1sip=3mod(4)

Définition 4.3.1. Soient x et A des caractéres dans [}, et posons J(x, \)=>_, 1 x(@)A(D).
J(x, A) est une somme de Jacobi.

Théoréme 4.3.2. Soient x et \ des caractéres non triviauz. Alors :
a) J(e,e)= p.

b) J(e,x)=0.

c) Jxx)= —x(-1).

: — 99N
d) St x\ # €, alors J(X;)\)*W-

Démonstration. a) 1l suffit de voir combien il y a de termes dans la somme.
Le choix de b est entiérement déterminé par celui de a, et on a p choix pour a.
Donc il y a p termes dans cette somme, et on a le résultat attendu.

b) Conséquence immédiate de la Proposition 4.1.2.

o) Jx,x )= X x(ax ') = ¥ x(ab™) =Y x(a(l-a)™).
a+b=1 Ifbégl a#1

On effectue le changement de variable bijectif ¢ = a(1 —a)™! (Si ¢ # —1, a=c(1 +¢)71).
Ainsi, JOx, X = D1 x(€) = Yo x(e) = x(=1) = =x(-1).

d) Ona:
9009\ = O _x(@)) O _Aw)eY)
= ix(a)k(y)fiy
= i( > x(@)Ay)¢! (1)
Si 1=0, alors : o
S @A) = X x@A(-a)

A1) 3" A (a)

= 0 d’aprés la Proposition 4.1.2 puisque par hypothése , YA # e.

Sit # 0, on effectue les changements de variables bijectifs o’ = ¢ et y' =

Sia+y=t,alorsd +y =1.
On en déduit que :

RaliS

a’+y'=1
= xA(t)J(x, ) par définition des sommes de Jacobi.
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En remplacant dans I’équation (1), on trouve :

909N =Y xAB) I (x, V€'
= J0GA) D XA’

= J(x, \)g(xA) par définition d’une somme de Gauss.
De plus, puisque A est non trivial, on a, par la Proposition 4.2.3, g(x\) # 0.

_ 9x)g(N)
On en conclut que J(x, \) = 00y
O
Corollaire 4.3.3. Si x, A et x\ sont différents de €, alors |.J(x,\)| = \/p-
Démonstration.
A
|J(x, A)| = ’g(x)g()‘ d’aprés le théoreme 4.3.2
9(xA)
_ lg)llg(V)]
lg(x)]
2
= ﬁ d’aprés la Proposition 4.2.3
VP
= \/]3
O

Proposition 4.3.4. Sip =1 mod(4), il existe des entiers a et b tels que p = a® + b>.

Démonstration. On se place dans le groupe A},. Il est cyclique d’ordre p — 1 par la Proposition 4.1.4.
Et 4 est un diviseur de p — 1 par hypothese, donc en particulier, &}, admet un sous-groupe cyclique
d’ordre 4. Soit x un de ses générateurs. Puisque x est d’ordre 4, il est a valeurs dans {1,—1,i, —}

Donc J(x,x) = >_ x(s)x(t) est un élément de D.
s+i=1

On écrit alors J(x,X) = a +ib,a,b € Z. On a donc |J(x, x)|* = a® + b2.
Or, par le Corollaire 4.3.3, |J(x, x)|?> = p.
On a donc p = a? + b. O

Proposition 4.3.5. Supposons que p =1 mod(n) et que x est un caractére d’ordre n > 2.
Alors g(x)™ = x(=1)pJ (x, )T (x, X?)---J (¢ X" 7).

Démonstration. Le fait de prendre p = 1 mod(n) garantit I'existence d’un caractére d’ordre n.
Puisque y est un caractére d’ordre n > 2, x? est non trivial.

En utilisant le point d) du Théoréme 4.3.2, on a g(x)? = J(x, x)9(x?).

En multipliant de chaque coté par g(x), on obtient g(x)® = J(x, x)g(x*)g(x)-

Sin=3,90* =gx") =9gX) et g(X)g(x) = x(~1)p.

Cela conclut pour le cas n = 3.

Sinon, on utilise encore une fois le point d) du Théoréme 4.3.2, et on obtient g(x)g(x?) = g(x*)J (x, x?).
Dot g(x)* = J(x, X)J (6: X3 g (x?)-

En continuant de la méme maniére, on a en n — 1 étapes g(x)"* = J(x, X)---J (06 X 2)g(x
Puisque x est d’ordre n, "' = x-* = X, donc g()g(x" ") = g(x)g(X) = x(~ 1)

Ainsi, en multipliant par g(x) de chaque coté dans I'expression de g(x)" !, on obtient g(x)" =
X(=1)pJ (x: )T (6 X3) -+ (06 X" 72).

n—l).

O
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4.4 L’équation 2" 4 y"=1 dans F,

On suppose p = 1 mod(n) et on va exprimer le nombre de solutions de 'équation z™ + y™ = 1 sur le
corps Fp,.
Ona N(@"+y"=1)= > N(z"=a)N(y" =0b).
a+b=1
Soit x un caractére d’ordre n.

D’aprés les Propositions 4.1.4 et 4.1.7, N(z" = a) = Y_ x*(a).
On obtient donc :

n—1

n—1
NE"+y" =1 = > Q_X@)Q_x' ()
atb=1 i=0 =0
n—1n—1
= 2 22X w)
atb=1i=0 j=0
n—1n—1
= Z Z Z x'(a)x? (b) car toutes les sommes sont finies
i=0 j=0 a+b=1
n—1n—1
= J(x',x?) par définition.
i=0 j=0

D’aprés le théoréeme 4.3.2, on a :
Quand i =5 =0, on a J(x%,x") = J(e,€) = p.
Quand j +i=mn, x* = (x?)7!, et donc par le Théoréme 4.3.2, J(x*, x?) = —x*(—-1).

n—1
On note S = — > x/(—1).
7=0

On va poser un Lemme avant de continuer :

Lemme 4.4.1. Les éléments du noyau de x sont les puissances n™ dans F;.

P . . . 212 . o * .,
Démonstration. Puisque x est d’ordre n, si un élément est une puissance n“"“ dans F, il est dans le
noyau.

. s1 2 7 z *

Soient [ un élément du noyau et g un générateur de F,.

2iTta

X est non trivial donc x(g) # 1. On écrit x(g) = e n , a € Z avec pged(n,a) = 1 (sinon, x n’est pas
d’ordre n).

2imak

On écrit aussi | = g*, k € Z. Alors, 1 = x(I) = x(9)F =" »
Or, pged(a,n) = 1, donc n divise k, et [ est une puissance n®" dans IF;.

O

On remarque avec ce Lemme que zg‘:—ll X/ (=1)(==S+1) vaut n— 1 quand —1 est une puissance n¢m®
dans I, et 0 sinon.
Ainsi, on a S =1 —nd,(—1) ou

5(—1) = 1si —1 est une puissance néme dans F,
" | 0 sinon.

Enfin, si i=0 et j # 0 (ou inversement), J(x*, x’) = 0.

Ainsi, N(@" +y" =1) = p+1-ndu(-1)+ ¥ JOx',x9).
1§i,§'én—1
i+j#n
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On va compter le nombre de termes dans la somme :

On a (n — 1)2 choix pour i et j tels que 1 < i,j < n auxquels il faut enlever les n — 17 (& j fixé ) tels
que i +j=n.

Ily adonc (n—1)2— (n—1)(= (n—1)(n — 2)) termes dans cette somme, et tous ces termes sont,
d’aprés le Corollaire 4.3.3, de module égal & /p.

Proposition 4.4.2. On a [N(2" +y" = 1) + nd,(-1) = (p+1)| < (n —1)(n — 2)/p.

Cette Proposition résulte de ce qu’on a écrit ci-dessus et en utilisant 1'inégalité triangulaire. Pour p
grand, l’estimation ci-dessus montre I'existence de nombreuses solutions non triviales.

4.5 Généralisation des sommes de Jacobi

Définition 4.5.1. Soient x1,...,x; des éléments de &,.
La somme de Jacobi associée a x1,...,x; est définie par la formule :

JOxa,-x)= X xalt)-xa(h)-

t14...+t;=1
Quand [ = 2, on retrouve notre ancienne définition.
On pose aussi Jo(x1,--x1) = 2. xi(t1)..xi(t).

t1+...+t;=0

Proposition 4.5.2.
a) Jo(e,....e) = J(e,...,e) = p'~L.

b) Si l'un des x;(1 < i <) est trivial, mais pas tous, alors Jo(x1,...,x1) = J(x1, .-, x1) = 0.

¢) Supposons x| # €.
0 8@ x1..-X1 F €
Alors : J, 3 = j
0(X15 - X1) { xi(=1)(p —1)J(x1, s Xi—1) sinon.

Démonstration.
a) Jo(e,...,e) = > 1.
ti+...+t;=0
Or, si on choisit arbitrairement ¢i,...,%;_; dans I, #; sera entierement déterminé par 1’équation

t1+ ...+t =0.
Il y a donc p!~! termes dans cette somme.
On effectue le méme raisonnement pour J(e, ..., €).

b) On peut supposer, sans perte de généralité, que xi, ..., xs sont non triviaux et xs11 = ... = xy; = €
onl<s<[—1.
Alors :
Jolxt,x) = Y, xalt)-x(t)
ti+...+t;=0
= 3 alt)exslts)
t1,eti—1
- (Suo) - (Sew) [ X
t1 ts tog1,enti—1

=p ! (ZM(M) (sz(ts)>

= 0 d’aprés la Proposition 4.1.2 puisque X1, ..., Xs sont non triviaux.
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On effectue le méme raisonnement sur J(xi, ..., x;) pour trouver le méme résultat.

s t1+.. 4+t 1=—s
Puisque x; # €, x;(0) = 0, donc on suppose dans la suite que s # 0
On effectue alors le changement de variable bijectif ¢, = —th Alors :

) Jo(x1s - X1) = > ( > X1(t1)--~Xl—1(tz—1)> xi(s)

> xalt)exici(tic) = xaexici(=s) Y xalth) a1 (ty)

ti+..+t_1=—s ti .t =1

= X1---Xi-1(=8)J (X1, -+ Xi—1)-

En rassemblant ces égalités, on obtient :
Jo(X1, - x1) = X1--Xi—1 (= 1) T (X1, -, xa—1) 22 xa--xa(s).

s#£0
De plus, la Proposition 4.1.2 donne :
_J Osix1..x1 Fe€
S%XL"XZ(S) - { p — 1 sinon
De plus, dans le deuxiéme cas, puisque xi..x; = € et Vx € Ap,x(—1) = %1, on a y(—1) =

Xlu-lel(_l)
On obtient donc le résultat attendu.

Théoréme 4.5.3. Supposons que X1, ..., Xr Sont non triviauz et que x1...Xr €st non trivial.
Alors g(x1).--9(xr) = J(X1y s Xr) G (XT-+-Xr)-

Démonstration. Par définition : g(x) = Y x ().
¢

Donc :

9(x1)---9(xr) = (Zm(tl)é“) (Zxr(tr)é“>
= Z ( Z Xl(tl)"'Xr(tr)) 58-

s t1+...+tr=s

Si s = 0, on reconnait Jy(x1, ..., Xr), €t puisque xi...x, est non trivial, on a d’aprés le point c) de la

Proposition 4.5.2, >, xi(t)-xr(tr) =0.
14t tr=0

Si s # 0, on effectue le changement de variables bijectif ¢; = st

Alors : S oxa(t)eexr(tr) = X1 X (8) T (XLy oves Xr)-
ti1+...+tr=s
En réunissant ces égalités, on trouve :

90x1)--900r) = T(X15 00 X0) D X1 (5)€°
s#0

= J (X1, Xr) le...xr(s)ﬁs car x1...Xr est non trivial donc xj...x,(0) =0

s

= J(x1, - xr)9(x1--Xr)-
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Corollaire 4.5.4. Supposons que X1, ..., Xr Sont non triviauz et que x1...Xr = €.
Alors g(x1)---9(xr) = xr(=1)pJ (X1 s Xr—1)-

Démonstration. Puisque Y1, ..., X, sont non triviaux et xi...x,» = €, on a x1...Xr—1 7 €.
Donc on peut appliquer le théoréme précédent a xi, ..., Xr—1 :

g(x1)--g(xr—1) = J (X105 -+ Xr—1)g(X1---Xr—1)-
En multipliant de chaque coté par g(x;), on obtient :

9(x1)--9(xr) = J(X1, s Xr—1)g (X1 Xr—1)9(Xr)

= J(X1 - Xr-1)90¢ g (xr)
= xr(—1)pJ(x1, ..., Xr—1) d’aprés la remarque qui suit la Proposition 4.2.3.

Corollaire 4.5.5. Supposons que X1, ..., Xr Sont non triviauz et que x1...Xr = €.

AZOTS J(Xla . aXT) = _XT‘( 1)J(X17 ooy Xr— l)
(0w on pose la convention : si r =2, on prend J(x1) =1).

Démonstration. Sir = 2, il s’agit du point ¢) du Théoréme 4.3.2.
Supposons r>2.

g(x1)--90xr) = < > X1(t1)---xr(tr)> ¢

s t1+...+tr=s

= Y Xl(tl)...xr(tr)+z< > Xl(tl)-"XT(tr>>§s

t1+...4+t-=0 s£0 \t1+...+tr=s
= Jo(X1s s Xr) S (1 e Xr) D€
s#0
p—1 p—
Puisque ) ¢° =0 (somme géométrique), > &° = —
s=0 s=1
Par le point c¢) de la Proposition 4.5.2, puisque xi..xpr = € on a Jo(X1,.0,Xr) =

XT(_l)(p - 1)J(Xla ceey XT—l)'
De plus, par le Corollaire 4.5.4, g(x1)...9(xr) = xXr(=1)pJ (X1, sy Xr—1)-
En réunissant toutes ces égalités, on trouve :

= Jo(X1, - Xr) — J(X1, s Xr)

Xr(=D)pJ (X1, s Xr—1) = X (=1) (2 = 1) T (X1, -0 Xr—1)
—J(X15 - Xr—1)Xr (1) (p — (p — 1))
=Xr(=1)J(X1, s Xr—1)-

Xr(=1)pJ (X1, s Xr—1
—J (X150 Xr

J(X15 s X

J(X15 s X

~— — —

Théoréme 4.5.6. Supposons que X1, ..., X SOnt non triviaut.

, r—1
a) Si x1...xr # €, alors [J(x1, .., xr)| =p 2 .
b) Si x1...xr =€, alors

|‘]0(X17"'¢X7')| ( ) L
et |J(X1y 0 Xr)| = p
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Démonstration. On rappelle que d’aprés la Proposition 4.2.3, si x # €, alors [g(x)| = /P
a) D’aprés le Théoréme 4.5.3, puisque X1, ..., xXr sont non triviaux et xi...xr # €, g(x1)--.9(xr) =

J(X15 - Xr)g (X1 Xr)- .
Et donc, d’aprés le rappel qu’on vient de faire, on obtient directement que |J(x1,...,Xr)| =p 2

b) D’aprés le point ¢) de la Proposition 4.5.2, puisque xi..xr = € on a Jo(x1,., Xr) =
Xr(=D)(p — 1)J (X155 Xr—1)-

Or, x(=1)? = (1)) = 1, done [x(~1)] = L.

De plus, x1, ..., X» sont non triviaux et xi...x, = €, donc x1...xr—1 # €.

On applique donc le point a) & X1, ..., Xr—1-

On trouve alors |J(x1, ..., Xr—1)| = p% =pz L
Finalement, |Jo(x1, ..., x»)| = (p — 1)pz 1.

D’apreés le corollaire 4.5.5, J(x1, ..., Xr) = —=Xr(=1)J(X1y ooy Xr—1)-
On a vu précédemment que |x,(—1)] = 1.

Et, x1, ..., X sont non triviaux et xi...xr = €, donc xi...xr_1 7 €.
On applique le point a) & x1, ..., Xr—1-
On trouve |J(x1,....xs)|=p 2  =p2

Nous terminons cette section par 2 applications des sommes de Gauss et de Jacobi.

4.6 Nombre de points sur la sphére de [,"

En 4.4, on avait cherché le nombre de solutions de I’équation 2" + y™ = 1 dans le corps Fp. Il est
naturel de se poser la méme question & propos de Péquation x? + ... + 22 = 1 sur Fp.

Proposition 4.6.1.
r— —1 r—
Si r est impair, alors N(m% + ...+ x% =1)= pT_1 + (—1)( 21)(177);0 21,
p—1 —1

Sir est pair, alors N(22 + ...+ 22 =1)=p" ! - (—1)% 7 p3

Démonstration. On sait que N(22 + ... +22=1) = > N(@?=a)..N@2=a,).
al1+...+ar=1
Soit  le caractére d’ordre 2 (le symbole de Legendre).
Alors, par définition de x, on a, dans le corps Fp, N(22 =a) =1+ x(a).
Donc, N(22 + ...+ 22 =1) = oo (T4 x(ar))...(1+ x(ar))-
a1 +...tar=1
En développant et en utilisant la Proposition 4.5.2, tous les produits qui n’ont pas soit que les 1, soit

que les x(a;) sont nuls, et on trouve :
N@?+. . +22=1)=p" 1+ J(x,.., X)

r termes
Puisque x est le caractere d’ordre 2, si r est impair, x" = ¥, et si r est pair, X" = €.

Supposons tout d’abord que 7 est impair.

Alors, on applique le Théoréme 4.5.3, qui donne :

9(x)" = J(X: - x)9(X)-

D’aprés la Proposition 4.2.3, puisque x # €, g(x) # 0, donc g(x)" ™! = J(x, ..., X)-
Or, d’aprés le Corollaire 4.5.4, g(x)? = x(—1)p.

Et puisque r est impair, » — 1 est pair.

r—1 r—1

On peut donc écrire : J(x,....,x) =x(—1) =z p =z .

Supposons maintenant que r est pair.
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On applique le Corollaire 4.5.5, et on trouve J(x,...,x) = —=x(=1)J( X, -, X )-

r termes r—1 termes
Puisque 7 — 1 est impair, on peut appliquer ce qu’on a fait avant au termes de droite, et on trouve :

T x) = —x(=1)x(-1) = p=

r termes

Pour finir, on avait vu dans le Corollaire 1.1.3 que x(—1) = (—1) 2 .

O]

Les équations les plus générales qui peuvent étre traitées avec la méme méthode sont de la forme
a1z + agz®? + ...+ a,z" = b, ot ay, ..., a, et b sont dans Fp, et l1,..., I, sont des entiers positifs.

Nous allons maintenant utiliser les sommes de Jacobi pour donner une nouvelle preuve de la loi de
réciprocité quadratique.

4.7 Seconde preuve de la loi de réciprocité quadratique

Soit ¢ un nombre premier impair distinct de p, et x le caractére d’ordre 2 sur F ; (symbole de Legendre).
Par le Corollaire 4.5.4, g(x)4™! = (—1)pT_lpJ(X, X)) (%)

q termes

Puisque g + 1 est pair,

p—1g+1 q+1

= ((—1)"2 2 )p 2 par la Proposition 4.6.1

Par la formule (*), on trouve :
p—1lg—1 g—1

Maintenant, J(x,....,x) = >, x(t1)...x(tg)-
t1+...+tq=1

Sit=1t =..=tg alorst =q ! et ce terme de la somme vaut x(¢~1)? = x(q)~? = x(q) car x d’ordre
2 et g est impair.
On remarque que les termes de la somme sont invariants par permutation par un g-cycle. Donc si les
t; ne sont pas tous égaux, on sait qu’on va obtenir ¢ g-uplets différents (¢4, ...,¢,) tels que leurs termes
correspondant dans la somme soi?ntlidentiques.

p—1g—

Ainsi, on a la congruence (—1)771)% = x(q) mod(q).

Puisque x(q) = (%) et p% = (%) mod(q) par le critére d’Euler, on a :
p—1lg

(~1)"7 7 (2) = () mod(q)-

Et puisque c¢’est une congruence dans Z entre nombres valant =1 et que ¢ > 3, on trouve :
p—1g—1

(—1)"5H 5 () = (9).

5 La loi de réciprocité biquadratique

5.1 Préliminaires

Dans toute la suite, D désignera ’anneau Z[i| des entiers de Gauss.

On rappelle que D est un anneau euclidien.

Donc, si, dans D, 7 est irréductible et 7w divise a3, alors 7 divise o ou 7 divise 5.

En particulier, on peut définir un pged sur cet anneau, que ’on notera pged dans la suite.
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On a aussi que D est factoriel, donc on a lexistence et I'unicité (& inversible prés) de la décomposition
de tout élément non nul de D en produit d’irréductibles.

On définit une fonction N sur D & valeurs dans N, qui & 7 dans D associe N(7) = n7w. On remarque
que N peut étre définie sur C, mais alors elle est & valeurs dans R,

On va surtout s’intéresser a la fonction N restreinte & D. Elle posséde plusieurs propriétés intéres-
santes :

Elle est multiplicative :

pour tous A, 7 dans D, N(Am) = N(\)N ().

Sim e D,N(m) =1 si, et seulement si, 7 est inversible. En particulier, les inversibles de D sont 1, —1,
1 et —i.

N(m) = 2 si, et seulement si, (7) = (1 +1).

5.2 Les irréductibles de Z[i

Lemme 5.2.1. Si 7w est irréductible dans D, alors il existe p entier premier positif tel que m divise p.
De plus, si () # (p), alors N(w)=nT=p et p=2 oup =1 mod(4).

Démonstration. On a N(m) = n7 par définition.

Mais N est & valeurs dans N, donc on peut écrire N(7) # 0 et 1 car 7w n’est pas inversible. comme un
produits de facteurs premiers.

Ainsi, il existe (p;); des entiers premiers de N tels que N(7) = py...p,.

Alors, 7T = p1...pr.

Et puisque D est euclidien, on en déduit qu’il existe 1 <4 < r tel que 7 divise p;.

Si 7 divise p, N(m) divise p?. Or, si (1) # (p), N(w) # N(p) = p?. Puisque 7 est non inversible, on a
forcément N () = p.

Ecrivons 7 = a + ib, a, b € Z. On réécrit N () = a? + b = p.

Donc forcément p = 2 ou p = 1 mod(4). O

Lemme 5.2.2. Sia € D et N(«) est premier, alors o est irréductible.

Démonstration. Comme N (a) # 1, a n’est pas inversible dans D Si v = p, alors par multiplicativité
de N, N(a) = N(u)N(N).

Puisque N(«) est premier, on a alors N(u) =1 ou N(A\) = 1.

Et donc soit A, soit p est inversible.

On conclut que « est irréductible. ]
Lemme 5.2.3. 1+i est irréductible, associé a 1—i, et 2 = —i(1+i)? est la factorisation en irréductibles
de 2 dans D.

Démonstration. (1 +1i) € D et N(1 + i) = 2, donc par le lemme précédent, 1 + i est irréductible, et
—i(1413)=1—1.
Et par un calcul rapide, —i(1+14)? = 2, —i est inversible et 14i est irréductible d’aprés ce qu’on vient
de faire.

O

Lemme 5.2.4. Soit ¢ un entier premier positif dans Z.
Si g =3 mod(4) alors q est un irréductible de D.

Démonstration. Supposons que g n’est pas irréductible.

Alors, ¢ = aff avec N(a) > 1et N(B) > 1.

En passant a la norme des deux cotés de I’égalité, on trouve N(q)
Puisque ¢ est premier, N(a) > 1 et N(f) > 1, ona N(a)=q et
On écrit a = a + ib, avec a,b € Z.

Alors, ¢ = a® + b2
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C’est une contradiction puisque la somme de deux carrés dans Z est toujours congrue a 0, 1 ou 2
modulo 4.
On conclut par ’absurde que ¢ est irréductible dans D.

Lemme 5.2.5. Soit p un premier positif dans Z.
Sip =1 mod(4), alors il existe un irréductible 7 de D tel que p = 7.

De plus, () # ().

Démonstration. Par la Proposition 4.3.4, puisque p = 1 mod(4), il existe des entiers a et b tels que
p = a® 4 b. On pose alors ™ = a + ib, et on obtient 77 = p.

Supposons que (7) = (7).

Alors, et T sont associés, c’est-a-dire qu’il existe u inversible de D tel que m = uT.

u vaut donc 1, —1,7 ou —1.

Si u =1 (respectivement —1), alors m est un réel (respectivement un imaginaire pur), ce qui contredit

p=nT.

Et si u vaut i ou —i, on trouve alors |a| = [b].

L’irréductibilité de 7 force |a| = [b] = 1.

Mais dans ce cas, p=2, ce qui est absurde puisque p = 1 mod(4). O

Théoréme 5.2.6. Les irréductibles de D.

Les irréductibles de D sont :

les 4 €léments de norme 2, +1 + 4, tous associés.

si p = 1mod(4) est entier premier positif, les 8 éléments de D de norme p, formant 2 classes d’asso-
ciation.

si p = 3 mod(4) est entier premier positif, £p et Lip.

Démonstration. Les éléments de norme 2 sont exactement £1 + ¢, donc par le Lemme 5.2.2, ce sont
des éléments irréductibles de D.

Soit p = 1 mod(4) un entier premier positif.

Par le Lemme 5.2.5, il existe un irréductible 7 tel que p = 7, 7 est irréductible et 7 et 7 ne sont pas
associés. En multipliant m et 7T par les 4 inversibles de D, on trouve 8 éléments distincts et irréduc-
tibles. Le fait que ce soient les 8 seuls vient du fait que D est factoriel.

Soit p = 3 mod(4) un entier premier positif.

Par le Lemme 5.2.4, p est irréductible et donc —p, ip et —ip le sont.

Soit maintenant 7 irréductible dans D.

Par le Lemme 5.2.1, il existe un entier premier positif p tel que 7 divise p. Soit un tel p.

Si (m) # (p), on a par le Lemme 5.2.1, N(w) =pet p=2oup= 1 mod(4).

Si p = 2, on retrouve +1 +i et si p = 1 mod(4), on retrouve un élément du deuxiéme point du
Théoréme.

Et, si (1) = (p), m vaut p, —p, ip ou —ip.

Alors, on a forcément p £ 2 car 2 n’est pas irréductible et p n’est pas congru & 1 modulo 4 car, par le
Lemme 5.2.5, un tel élément n’est pas irréductible.

Puisque p est premier positif, il ne reste plus que p = 3 mod(4).

On retrouve alors un élément du troisiéme point du Théoréme. ]

Définition 5.2.7. Soit a € D, non inversible.
On dit que a est primaire si a = 1 mod((1 +)?).

Lemme 5.2.8. Soit a = a + b un élément non inversible de D, a,b € Z.
a est primaire si, et seulement si, (a =1 mod(4) et b =0 mod(4)), ou (a = 3 mod(4) et b =2 mod(4)).
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Démonstration. Puisque (1 + i)3 = —2 4 2¢, montrer que « est primaire est équivalent & montrer que
a—l st dans D.

—2+2i
Or:
a—1 a+ib—1
—2+2i  —2+2
(@ —14bi)(—2 — 24)
(=24 20)(—2 - 2i)
_ —2a+2—2ib—2ia+2i+2b
B 8
—a+b+1 —b—a+1,
D S S
Ainsi, « est primaire si, et seulement si , —a+b+1 et —b-atl sont dans Z.

4 4
si, et seulement si, a — b =1 mod(4) et a + b =1 mod(4);
si, et seulement si, 2a = 2 mod(4) et a —b =1 mod(4);
si, et seulement si, a =1 mod(4) et b =0 mod(4), ou a =3 mod(4) et b =2 mod(4).

O

Lemme 5.2.9. Soit o = a + ib un élément de D, a,b € Z.
1+ divise a dans D si, et seulement si, a et b ont méme parité.

Démonstration. Supposons que 1 + ¢ divise a dans D.

Alors, par multiplicativité de N, puisque N(1+ i) =2 et N a valeurs dans N, N(a) est pair.
Or, N(a) = a® + b?, donc on a forcément a? et b*> de méme parité.

Mais un nombre et son carré ont méme parité.

On conclut donc que a et b ont méme parité.

Supposons que a et b ont méme parité.
On a alors que a + b et a — b sont pairs.
On écrit alors :

a+ib  (a+ib)(1—1)
T+i  (144)(1—1)
a—1tia+1ib+b
2
a+b b-a
5 T

Et puisque a + b et b — a sont pairs, on obtient que alj-iib € D, donc 1 4+ ¢ divise a. ]

Lemme 5.2.10.

a) Tout non inversible « =1 mod(4) dans D est primaire.

b) Si « est primaire, alors 1+ i ne divise pas a dans D.

c) Si q est un entier premier positif tel que ¢ = 3 mod(4), alors —q est primaire irréductible.

Démonstration.

a) Soit v non inversible dans D tel que oo = 1mod(4) dans D.
Alors, il existe d dans D tel que o = 1 4 4d. Soit un tel élément d.
On a4 = —(1+1i)* On pose d = —(1 +1i)d.

deDcarde D, —(1+41i) € D et D est un anneau.
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De plus, a = 1 +d'(1 + )3, donc a = Imod((1 +i)3) , et, par hypothése, a est non inversible.
On en conclut que « est primaire.

b) Soit @ = a + ib un élément primaire de D, a,b € Z.
D’aprés les congruences du Lemme 5.2.8, a et b n’ont pas la méme parité, donc par une contraposée
du Lemme 5.2.9, 1 4 ¢ ne divise pas a.

¢) Soit g entier premier positif tel que ¢ = 3 mod(4).

Par le Lemme 5.2.4, g est un élément irréductible de D donc —q aussi.

Puisque ¢ = 3 mod(4), —q = 1mod(4). De plus, —q est dans D et —g, comme ¢, est non inversible,
donc, par le point a), —q est primaire.

On conclut donc que —¢q est primaire irréductible dans D.

Lemme 5.2.11.
Soit o un élément non inversible de D, tel que 1 4+ i ne divise pas «.
Alors, il existe un unique inversible u de D tel que ua est primaire.

Démonstration.

Existence :

On écrit « = a + b ot a,b € Z. D’aprés le Lemme 5.2.8, a et b n’ont pas la méme parité. Et donc, il
existe v inversible de D tel que va = a’ + il avec @’ impair et b’ pair.

Et, en multipliant si nécessaire par —1 pour obtenir les congruences du Lemme 5.2.8, on conclut qu’il
existe u dans D tel que ua est primaire.

Unicité :

Soient u1 et us deux inversibles de D tels que ui« et uscr sont primaires.

Puisque 1 + i ne divise pas «, et D est euclidien donc factoriel, u; = ugmod((1 + i)%) ou encore
uy — ug = Omod((1 +14)3).

On écrit u; — up = d(1 + )3, avec d € D. En appliquant la norme de chaque coté de cette égalité, on
trouve N (u; — uz) = 8N(d).

Or, N(u1 —u2) < 4 car u; et ug sont des éléments de {1, —1,4, —i}.

De plus, N(d) € N, donc on a forcément N(d) = 0, et donc d = 0.

On conclut ainsi que u; = us.

Lemme 5.2.12.
Tout élément primaire peut s’écrire comme le produit d’éléments primaires irréductibles.

Démonstration.

Soit a € D primaire.

D est euclidien donc o # 0 non inversible admet une décomposition en irréductibles et inversible dans
D.

On écrit donc o« = wmy...m, avec u inversible et 71, ..., m, irréductibles non inversibles.

Or, les m; sont irréductibles non inversibles et 1 + ¢ ne divise pas «, donc il ne divise pas les ;.
Donc d’aprés le Lemme 5.2.11, pour tout 1 < ¢ < r, il existe un inversible u; tel que u;m; est primaire.
Soient de tels éléments, et notons pour tout 1 < ¢ < r, 7} = u;m;.

Alors, les ) sont tous irréductibles primaires et a = vr|...w., avec v = uuy *...u;
Il ne reste plus qu’a montrer que v = 1 pour conclure.

En passant a la congruence modulo (1 4 %)% dans la derniére égalité obtenue, et on obtient 1 = v
mod((1 +1)3).

L inversible de D.
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Par le méme raisonnement avec la norme qu’a la fin du Lemme précédent, on conclut que v = 1.
On conclut que tout élément primaire de D s’écrit comme le produit de primaires irréductibles.

O]

5.3 Le symbole résidu biquadratique
Soit 7 un irréductible de D. On se donne « et 8 des éléments de D.

Proposition 5.3.1.
L’anneau quotient D/ est un corps fini avec N(m) éléments.

Démonstration.

Pour commencer, puisque 7 est irréductible et D est principal, D/, ) est un corps. Nous allons donc
maintenant différencier deux cas, donnés par le Théoréme 5.2.6.

a) Sip=2oup=1mod(4) est un entier premier positif tel que p = 77 :

Ecrivons m = a 4+ b, a,b € Z, a et b # 0.

Soit gt = m + in un élément de D, m,n € Z. Puisque p = a® + b?, on a que p ne divise pas b. Donc il
existe un entier ¢ tel que cb = n mod(p).

Alors, i — em = m +in — ca — cib = m — ca mod(p).

Donc p = m — ca mod().

On a donc que la classe de tout élément de D dans D/, est celle d'un entier.

Autrement dit, on vient d’établir que le morphisme d’anneaux naturel f de Z dans D/ qui & un k
entier naturel associe la classe de k dans D/ ) est surjectif.

Or, m divise p donc f(p) = 0 et pZ C ker(f). De plus, pZ est un idéal maximal et f(1) = 1, donc
pZ = ker(f). Par le premier théoréme d’isomorphisme, on obtient qu’il y a un isomorphime entre Fy,
On conclut que D/ est un corps & N(m) = p éléments.

b) Si |7| = p, ou p entier premier positif congru a 3 modulo 4.
On pose, L={a+ibtel que 0 <a < qget 0<b<q}.
On va montrer que c’est un ensemble complet des représentants des classes de D/ p.
On écrit p = m +in, m,n € Z un élément de D.
On réalise les divisions euclidiennes de m et n par ¢ dans Z :
Il existe s1,82,71 et ro dans Z tels que 0 <11 < q, 0<r9o < q, m =381+ 711 et n =59+ 7ro.
On a alors u = 11 + ire mod(q). Ainsi, toute classe d’un élément de D est celle d'un élément de L.
Soient deux éléments de L, aj + iby et ag + iby avec 0 < a1, a9, by, by < ¢ tels que a; + iby = ag + iby
mod(q).
Alors, (a1 — ag) + i(by — ba) = 0 mod(q), donc ¢ divise a; — ag et by — ba.
Or, —q < a1 —as < ¢, donc a1 —as = 0, et ainsi a; = as. De méme, by = by. Et L contient ¢ éléments.
On conclut que D/ p est un corps & N () = ¢* éléments.
O

Corollaire 5.3.2.
Soit v € D.
Si 7 ne divise pas «, alors o™~ =1 mod(r).

Démonstration. Le groupe multiplicatif d’un corps & n éléments est constitué de n — 1 éléments.
Donc le groupe multiplicatif de D/ contient N (7) — 1 éléments. De plus, par hypothése, 7 ne divise
pas «, donc la classe de o dans D/ ) est dans le groupe multiplicatif de D/ p.

Par Lagrange, on a donc que la classe de aV(™~1 dans D/ p est celle de 1.

O]

Lemme 5.3.3.
Si () # (1414), on a N(m) =1 mod(4), et les classes de 1,—1,i et —i sont distinctes dans D /..
Elles y forment le sous-groupe multiplicatif d’ordre 4.
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Démonstration. :

Supposons (7) # (1 + 1), c’est-a-dire N(m) # 2

Comme 7 non inversible, il vient N(7) > 2.

De plus, puisque 7 est irréductible et N(7) # 2, par le Théoréme 5.2.6, on a soit m = ugq avec ¢ entier
premier positif, ¢ = 3 mod(4) et u inversible, donc N () = ¢®> = 1 mod(4), soit N(7) = p avec p entier
premier positif, p = 1 mod(4).

Dans tous les cas, N(7) = 1 mod(4), et donc N(7) > 5. Si on suppose maintenant que deux éléments
uy et ug parmi 1, —1,7 et —i sont congrus modulo 7, on a :

u1 —ug = dm avec d € D. En appliquant la norme de chaque coté de 'égalité, puisque N (u; —uz) < 4,
on trouve d = 0 et donc u; = us.

Donc les classes de 1, —1,4 et —i dans D/, sont distinctes.

O]

Proposition 5.3.4. Sim ne divise pas «, et (w) # (1 4 1), alors il existe un unique entier 0 < j <3

N(m)—1 e
tel que = 2 =4 mod().

N(m)—1
4

Démonstration. Pour commencer, par le Lemme 5.3.3, on a N(7m) = 1 mod(4), donc est un

entier.

. N(m)-1 .
D’aprés le Corollaire 5.3.2, la classe de a— 2 est racine du polynéme X* — 1 dans le corps D [z D-
Or, les seules racines de ce polynéme dans le corps D/ sont les 4 classes distinctes de 1, —1,¢ et —1,

par le Lemme 5.3.3. ]

Définition 5.3.5.
Soit 7 un irréductible de D, tel que N (m) # 2.
Si 7 ne divise pas «, on définit

xr(@) =i’ ot j est déterminé par la Proposition 5.3.4.

C’est le caractére biquadratique de «.
Si w divise «, on prend x.(a) = 0.

Dans la suite, on suppose que (7) # (1 + ), c’est-a-dire N () # 2.

Proposition 5.3.6.

a) 1l existe a € D tel que m ne divise pas o et Xr(a) = i.

b) Si m ne divise pas «, alors x.(a) =1 si, et seulement si, x
¢) xx(aB) = xr(a)xx(B).

d) xr(a) = x=(@).

e) Sim=a+ib (a,b € Z) est primaire irréductible, alors x.(—1) = (—1)a51.
f) Sion aa=p mod(r), alors xr(a) = xx(5).

g) Si(m) = (A), alors, Xx(a) = xx().

* = a mod(r) a une solution dans D.

Démonstration.

a) Puisque (7) # (1+14), N(7) # 2 et donc N(mw) =1 mod(4).

D’aprés la Proposition 5.3.1, D/ est un corps fini & N(7) éléments, donc (D/:p)* est cyclique
d’ordre N(m) — 1.

Soit g un de ses générateurs. On pose g’ = gW (possible car N(m) — 1 divisible par 4).

On rappelle que (D/;p)* est cyclique et 4 est un diviseur de N(m) — 1, donc il admet un unique
sous-groupe d’ordre 4, et donc il contient tous les éléments d’ordre 4, les seuls étant ainsi les classes
de i et —1.

29



Or, ¢’ est d’ordre 4, donc, quitte a considérer ¢'~!, on peut supposer que g’ est la classe de i.

On prend donc « = g, m ne divise pas a car g dans (D/;p)* et xx(a) = 1.
b) Ce résultat suit de la Proposition 1.2.2.

c¢) Si 7 divise o ou S, alors il divise le produit a3, donc xr(af) = xx(a)x=(8) = 0.
Si 7 ne divise ni «, ni B, alors le résultat vient de la multiplicativité des congruences.

d) xx(a) = avec j déterminé de maniére unique par = 1 = /mod(m).
xr(@) = (=i =¥,

N(m)—1 . N(m)—1 —
Et puisque «™ 1 = #mod(7),a” 1 = iJmod(T).

. N(mw)—1 Y
On obtient donc @~ 4 = i%mod(T).

Ainsi, xr (@) = x#7(@).

e) On écrit 7 = a + ib, donc N(m) = a® + b? et on va traiter les deux cas donnés par le Lemme
5.2.8.

Sia=1mod(4) et b =0 mod(4), alors on écrit a =1+ 4k, k € Z et b =4k, k' € Z.

On a: a® = (1+4k)? = 1 + 8k + 16k%,b% = 16k".

Cela donne a®? — 1 = 0 mod(8) et b> = 0 mod(8), donc (—1) M 1 Et (—1)(1%1 = (—1)# =
(=1)%k =1.

Sia =3 mod(4) et b =2 mod(4), alors on écrit a =3+ 4k, k € Z et b =2+ 4k k' € Z.
On a: a® = (3 +4k)? = 9+ 24k + 16k2,b? = (2 + 4k')? = 4 + 16K’ + 16k™

N(m)—1 a—1 344k—1
2

Cela donne a? — 1 = 0 mod(8) et b*> = 4 mod(8), donc (—=1) 1 = —1. Et (=1) 2 = (-1)
(_1)1+2k - 1.

On a vérifié I’égalité dans les deux cas, on peut donc conclure que x,(—1) = (-1) z .
f) Clair par la définition de y;.

g) Supposons que (7) = (A).
Soit a € D.
Alors A divise a et xr(a) = xa(a) = 0.

Si 7 ne divise pas « :
Soit j tel que o 4 =4/ mod(r).
N(m)—1

Puisque (7) = (\), a1 =14/ mod(\).
Donc xx(a) = xa(e).

Proposition 5.3.7.
Soit q un entier premier, ¢ = 3 mod(4).
Alors, pour tout a dans Z tel que q ne divise pas a, xq(a) = 1.

Démonstration.
Soit a dans Z tel que g ne divise pas a. On a N(g) = ¢*. Donc :

2_
Xq(a) = ot mod(q) par définition

= (aq_l)%lmod(q) car ¢ = 3 mod(4)
= %mod(q) par le théoréme de Fermat
= 1 mod(q).
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On va maintenant généraliser le caractére biquadratique.

Définition 5.3.8.
Soit a € D tel que v # 0 et 1 + ¢ ne divise pas e et 5 € D.
On écrit o = [[ A, avec Ay irréductible pour tout k.

k

Si « et 8 sont premiers entre eux, on définit x,(8) par

Xa(8) = [ [xa.(8)-
k

Quelques justifications sont nécessaires :

Comme « et 3 sont premiers entre eux, on a, pour tout k, A; ne divise pas 8. Et on a aussi, puisque

1 + 4 ne divise pas «, (Ag) # (1 +1).

La décomposition de « en produit d’irréductibles n’est unique qu’a inversibles pres.

On sait que si on a deux décompositions en irréductibles de o, & = [ [\ = [ [, alors les deux familles
; 4

(Ak) et (1;) ont le méme nombre d’éléments, et pour tout k, il existe un j tequue Ak et p1; sont associés.

Et donc, par le point g) de la Proposition 5.3.6, xx, (8) = xu, (5)-

Donc la définition est bien posée.

Et on remarque, avec le point f) de la Proposition 5.3.6, si § = « mod(7), xx(a) = x=(5).

Proposition 5.3.9.
Soit a € Z,a # 0 et b € Z impair non inversible.
Si pged(a,b) = 1, alors xp(a) = 1.

Démonstration.
On peut supposer, sans perte de généralité, que b > 0.

On écrit b = [[p;] gk, avec tous les p; premiers positifs congrus 1 modulo 4 et tous les ¢; premiers

J
positifs congrus a 3 modulo 4.

2 ne peut pas étre dans cette décomposition car, par hypothése, b est impair.
Par la Proposition 5.3.7, il suffit de montrer que pour tout 7, x;,(a) = 1.

Par le Lemme 5.2.5, pour tout j, il existe 7; irréductible tel que p; = 7;7;.
Alors, pour tout 7,

Xp; (@) = X, (a)x77(a) par définition
= Xn; (@) Xn; (a) par le point d) de la Proposition5.3.6

= Xr; (@)X, (a)”
— 1.

O]

Lemme 5.3.10.
Pour tout r € N*, pour tout si,...,8, entiers tels que pour tout 1 < i < r, s; = 1 mod(4), on a

,
sl"'ZT_l = lzlsizlmod(él).
1=
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Démonstration.
Par récurrence sur r :
L’hypothése de récurrence a r fixé est : "pour tout si,...,s, entiers tels que pour tout 1 < j < r,

T
si = lmod(4), on a 2L=5:=1 = S~ Sillmod(él)".
i=1

Initialisation :

r=1 clair

r=2 : Soient s1 et sy entiers tels que pour tout 1 <i <2, s; =1 mod(4).
Alors, il existe kq et ko entiers tels que s1 = 1 + 4kq et s9 = 1 + 4ks.

Alors s189 = (1 + 4]{:1)(1 + 4]{52) =1+ 4k + 4ko + 16k 1 ks.

Donc Slsifl _ 1+4k1+4k24+16k1k271 — 4klz4k2 +4k1k2 — % +4]{71k’2

2
Donc #1£2-1 = 3~ sjglmod(él).
j=1

Donc la proposition est vraie aux rangs 1 et 2.

Hérédité :

Soit r > 2. Supposons que 'hypothése de récurrence est vérifiée jusqu’au rang r.
Soient s1, ..., 5,41 entiers tels que pour tout 1 < j <r 41, s; = 1 mod(4)

On pose s’ = s1...8,. On a donc s = 1 mod(4).

R " 1
Or, s1...8741 = §'s,41. Donc, par le cas r=2, on trouve 22— = STl + 2= mod(4).

/ r P—
De plus, par hypothése de récurrence, % = '21 2 1 ! mod(4).
‘]:

r+1
On obtient donc 51“'81“_1 = > 5 mod(4).
j=1

Donc la proposition est vraie au rang r + 1.

Proposition 5.3.11.
Soitn € Z, n # 1, tel que n =1 mod(4).

n—1

Alors, xn(i) = (=1) 7 .

Démonstration.
Comme n est impair, 1 + ¢ ne divise pas n, donc x, (i) est bien défini. Si n est premier positif, alors
on écrit grace au Lemme 5.2.5, n = 7.

On a alors :
Xp(i) = X (i)x=(i) par définition
= ("7 )?
— ()"
—(-1)"7.
Si n est premier négatif, n = —q avec ¢ = 3 mod(4) premier, irréductible par le Lemme 5.2.4, alors :

= (1971 T car ¢ = 3 mod(4)

= (—1)% car ¢ — 1 =2 mod(4)
= (-7

= (-1)"T
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Si maintenant n = 1 mod(4) est arbitraire, puisque n # 1, on peut décomposer n en produit de facteurs
premiers. Puisque n = 1 mod(4), n n’est pas pair donc 2 n’apparait pas dans cette décomposition.
On peut donc écrire n = p1...pi(—q1)...(—¢), avec pour tout j, p; = 1 mod(4) et ¢; = 3 mod(4) et
tous les p; et les g; sont positifs.

p;j—1 —q;—1
Par ce qu’on vient de faire, on a pour tout j, xp, (i) = (—1) T et X—q; (1) = (—1) T
7A"’ts]-—l
Donc (i) = (—1)7=! ' avec sj=pjsij<tetsj=—qj_s sinon.
r+t _
Or, par le Lemme 5.3.10, 21514 L= P frtt Linod(4).
]:
rtts. 1
: I 81---Sp4¢—1 n—1
Donc (—1)7=t =(-1)" =(-1)7.
n—1

On conclut que xp (i) = (—1) 7 .

a—1

Proposition 5.3.12. Si7m=a+ib (a,b € Z) est primaire, alors x-(—1) =(—=1) 2 .
C’est une généralisation du point d) de la Proposition 5.3.6 a tous les primaires.

Démonstration. Si m est primaire irréductible, le point d) de la Proposition 5.3.6 donne le résultat.
On suppose dans la suite que 7 n’est pas irréductible.
Par le Lemme 5.2.12, 7 peut s’écrire comme produit de primaires irréductibles.
n
Soit m = [[m;, n > 2 une telle décomposition.
j=1
On écrit, pour tout j € {1,...,n}, m; = a; + ib;.

On a, par définition de y, et par le point d) de la Proposition 5.3.6, x.(—1)

|
—
0
—
~

N

On aimerait montrer que ce produit est égal a (—1)07_1.

On commence par écrire 7 = (a1 + ib1)...(an + iby), ol aj,b; € Z. On remarque que la partie réelle
de m, c’est-a-dire a, est une somme de produits de n termes, chaque produit contenant un nombre
pair de b;. Or, puisque les 7; sont primaires, les congruences du Lemme 5.2.8 donnent que pour tout
J # k,bjby = 0 mod(4).

Donc dans I'expression de a, seul le terme produit de tous les a; n’est pas congru a 0 modulo 4, c’est
lui qui détermine la congruence de a modulo 4.

On a ainsi, par opérations sur les congruences, que a = 1 mod(4) si, et seulement si, il y a un nombre
pair de a; congrus a 3 modulo 4.

n ajfl ajfl a.jfl a.jfl
Onéarit [I(-D™s = I (0% I 0% = I (1%
j=1 a;=3 mod(4) a;=1 mod(4) a;=3 mod(4)
a;—1
Si a = 1 mod(4), il y a un nombre pair de a; congrus a 3 modulo 4, donc 1 (-1 T =1=
aj=3mod(4)
(_1)a21
a;—1
Si a = 3 mod(4), il y a un nombre impair de a; congrus a 3 modulo 4, donc 1 (-7 =
aj=3mod(4)
“1= (=17
O

5.4 La loi de réciprocité biquadratique

La loi de réciprocité biquadratique peut étre énoncée comme suit :

Théoréme 5.4.1.
Soient \ et m deux éléments primaires de D premiers entre eux.
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N(Z)*l)(N(z)*l)

_1)(

2
S
3
\.CIJ
>
3
—~
>
S~—
|
>
S
3
~—

= ¢ + id sont primaires ol a,b,c,d € Z, on peut voir avec des calculs que
1 Lye (%52)(%52) ont la méme parité, donc on peut réécrire 'égalité du Théoréme :

Yr(A) = xa(m) (=)

On peut alors, avec le Lemme 5.2.8, différencier deux cas :
Si A ou 7 est congru & 1 modulo 4, alors 7 et A ont le méme caractére biquadratique, x(A) = xa (7).
Si A et m sont congrus & 3 4+ 2¢ modulo 4, alors 7 et A ont des caractéres "opposés", dans le sens

X (A) = —xa(m).

On se donne dans ce qui suit 7 un primaire irréductible, avec N(7) = p = 1mod(4) ou p est pre-
mier, et soit y, son caractére biquadratique.

Alors, xr peut étre vu comme un caractére multiplicatif sur le corps fini D/ . On rappelle que ce
corps est fini isomorphe & Z/y7,.

DéﬁnitiQ(z)Wn 5.4.2.
Si¢=evr ,onpose g(xz) = . xx(5)&, la somme de Gauss de x;.
jeD/WD
Si U = x2, alors ¥ est le caractére non trivial, d’aprés le point a) de la Proposition 5.3.6, d’ordre 2
sur D/ p = Z[yg, ¢’est-a~dire le symbole de Legendre.

Proposition 5.4.3.
On a J(Xm Xﬂ) = Xﬂ'(_l)'](X7ﬁ \II)

Démonstration. Par le Théoréme 4.3.2, puisque x2 = ¥ est non trivial, on a J(Xr, Xx) = %(7é 0).
Ainsi,
90xx)*
J(xx)? =
_ X (=1)pJ (X5 X ) (Xors X7r2)
9(¥)?

-1 2
_ X (ZUpS Oty Xm) T O X)L Proposition 3.0.8

p—1

(-1)=p
= X2 (=1 J (x> Xx)J (X, ¥) car p =1 mod(4) et x> = V.
Et, puisque X, et xx> ne sont pas triviaux, J(xr, Xx) # 0, et donc, en divisant des deux cotés de

I'égalité par J(xr, Xr), On trouve :
J(Xﬂ') XTI') = Xﬂ’(*l)J(Xﬂv \I’)

par la Proposition 4.3.5

Proposition 5.4.4.
On a g(XW)4 = pJ(Xm X7r)2'

Démonstration.

g(xﬂ)4 = Xw(—l)pJ(Xﬂ,xW)J(XW,Xﬂg) par la Proposition 4.3.5
= J(Xr, xx)? par la Proposition 5.4.3.
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Lemme 5.4.5.

Tout inversible de D est congru a 1 modulo 1 4 1.

Démonstration.

Ona—-1=14+1—-49)(1+4),i=1+i1+7) et —i=1—(1+1). O

Proposition 5.4.6. — x;(—1)J(xx, Xx) est primaire.

Démonstration.

J(XmXx) = Y. Xx(t) Xx(s) par définition
t+s=1

tsED/ﬂD

_ZXW Xﬂl_t)

1\2
=2 Z Xr(t) Xx(1 —t) + xx (p; ) en regroupant les termes par symétrie.

Puisque p = 1 mod(4), p = 1 mod(2 + 21).

De plus,
2
p+1
(25 e

(

(2)°2

~(2)? car x, d’ordre 4
A(—i(1414)?)% car 2 = —i(1 +)?
(—i)? X (1 +1)* par multiplicativité
(—i)? car x, d’ordre 4

(
(=

+((=1)?) par multiplicativité
1).

De plus, chacun des termes de la somme est un produit d’inversibles donc est inversible, et par le
Lemme 5.4.6, est congru a 1 modulo 1+ i. Donc la somme est congrue & son nombre de termes (5= 3)
modulo 144, et en la multipliant par 2, elle est congrue a 2 fois son nombre de termes modulo 2 + 2i.
On obtient donc :

J (X Xr) = 21%3 + X (—1) mod(2 + 2i)

=p—3+ xx(—1) mod(2 + 21i)
= -2+ xx(—1) mod(2 + 2i) car p = 1 mod(2 + 2i)
Et done, — xx(=1)J (X, Xx) = 2 X (—1) = xa(—1)% mod(2 + 2i)
=2 —1mod(2+ 2i) car x(—1) =1 mod(1 +1) et xz(—1)* = xx(1) =1
=1 mod(2 + 2i).

Or, 2+ 2i = —(1414)3, donc — xx(=1)J (x> Xx) = 1 mod((1 +i)3).
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Lemme 5.4.7.
Soient k € N et p premier positif.
Si p— 1 ne divise pas k, alors 1¥ 4+ ... + (p — 1)* = 0 mod(p).

Démonstration.
]F; est cyclique, on pose donc g un de ses générateurs. On remarque que p > 3, donc g # 1.

p=2
La classe dans F, de 1¥ + ... + (p — 1)* est > g% .
i=0

-2
. _gk(p—1) , L, . .
Et, Y ¢ = lﬁf comme somme géométrique puisque g # 1.
—

; g
p=2
Or, par Lagrange, ¢*®~1) =1, donc Y ¢** = 0.
i=0

Proposition 5.4.8. On a — xz(—1)J(Xx, Xx) = 7.

Démonstration. D’aprés le Lemme 5.2.11, si on a un élément a de D qui n’est pas divisible par 1 + i,
alors il existe un unique inversible u de D tel que u« est inversible.

7 est irréductible par hypothése donc en particulier, il n’est pas divisible par 1 4+ 7. De plus, il est
primaire par hypothése et — x(—1)J(xx, Xx) est primaire d’aprés la Proposition 5.4.6.

11 suffit donc de montrer que — x(—1)J(Xxr, Xx) et 7 différent multiplicativement d’un inversible.

p—1
J(Xm XTI') = t; er(t) XTI'(]- - t)

p—1l -
Donc J (X, Xx) = thTl(l - t)%mod(ﬂ) car N(m) =p
=1

Par le Lemme 5.4.7, on a donc J(xx, Xx) = 0 mod()

Donc il existe v dans D tel que J(xr, Xx) = v7. Soit un tel élément.

De plus, par le Corollaire 4.3.3, puisque X, et x> ne sont pas triviaux, |J (X, Xx)| = NG

Done N(J(xr, X)) = |7 (xr» Xo)| = p premier.

Donc par le Lemme 5.2.2, J(xr, Xx) est irréductible.

Et ce résultat donne que v est inversible.

On a donc — xr(=1)J(Xxs Xxr) = — Xax(—1)vm. Et — xx(—1)v est inversible puisque c’est un produit
d’éléments inversibles.

O
Proposition 5.4.9. On a g(x:)* = ©°7.
Démonstration.
9(x=)* = pJ(Xx» Xx)? par la Proposition 5.5.4
= p(— Xx(—1)7)? par la Proposition 5.4.8 et x(—1)"' = xx(—1)
= p7r2 car X7r(—1)2 =1
= 137 car p=T7T.
O

Lemme 5.4.10.
Soit m dans D et ¢ = 3mod(4) un entier premier positif.
Alors, 71 =7 mod(q).
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Démonstration.
Ecrivons m = a +ib, o a,b € Z

On a 7? = (a+ib)?
a? + (ib)? mod(q) par Frobenius
a? —ib? mod(q) car ¢ = 3 mod(4)

= a — ib mod(q) par le théoréme de Fermat

=T mod(q).
O

Nous allons maintenant prouver deux cas particuliers de la loi de réciprocité biquadratique qui nous
serviront pour montrer le cas général.

Proposition 5.4.11.
Soit ¢ un entier positif irréductible dans D.

Alors, Xx(=q) = Xq(T)-

Démonstration.

Puisque g est irréductible dans D, il ’est dans Z et est donc premier.
Dongc, en utilisant les Lemmes 5.2.5, on a forcément ¢ = 3 mod(4).
On a donc :

p—1
g(xx)? Z Xr(j 5]) par définition

7j=1
= Z Xx(7)7€% mod(q) par Frobenius dans Z[¢,1]
= ZX 15‘” mod(q) car x. est d’ordre 4 et ¢ = 3 mod(4)
= Z X (@) X (@) " X (5)71€Y mod(q)

j=1

p—1
q) wa(qj)_lﬁ‘” mod(q)

Z Xr( 1§] mod(q) via le changement (car q et p premiers distincts) j' = qj

Zx ¢ mod(q) car xx(j")"" = xx(j")

=(q g(xﬂ) mod(q) par définition

Ainsi, (g(x)") 7 =

On a maintenant :
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(g+3)(g+1) a(g+1) 3(g+1)
a T4 g 4

(q+1)

= Wq) (7T
(7r )q4 od(q) par le Lemme 5.4.10

—~

1
3

1

)55 mod(q)

—~

1

)4)% mod(q) par la Proposition 5.4.9

Il
—
K
—
>
3

= x=(9)9(xx)9(3(x) mod(q) d’aprés ce qu’on a fait précédemment
= xrx(q) Xz (—=1)g(xx)g(xx) mod(q) d’aprés la remarque qui suit la Proposition 4.2.3
= X (@) X (= 1) |9 (xx) [ mod(q)
= xx(—q)p mod(q) par la Proposition 4.2.3
= Xrx(—q)7T mod(q)
= x(—q)7"™! mod(q) par le Lemme 5.4.10.
Et puisque ¢ est irréductible, D /q p est un corps fini, donc en particulier intégre.
(g43)(a+1) 2
Puisque 7 q+34(ﬂrl — 79t on a d’aprés ce quon vient de faire :

2
it (et *er( q)) =0dans D/yp ,
Puisque ¢ et 7 sont irréductibles, et ¢ # 7, on a w4t #£ 0 dans D /q D, donc par intégrité, m 4 -

Xr(—q) =0 dans D/, p.
2_
Done 75 = xx(~q) mod(q)

Mais, par définition, = Xq(m) mod(q)
On a donc x(—¢q) = xq(m) mod(q). Donc x(—q) — xq(7) = dg, avec d € D.
Et en passant a la norme de chaque coté, puisque Xxr(—q) et xq(m) sont inversibles, N(xr(—q) —
Xq(m)) <4 et g >3, donc N(q) > 9, on trouve d = 0, donc x-(—¢q) = xq(7).
O

_ 2 oy . .
Notons que —q est primaire irréductible et % = %. Ainsi, la Proposition précédente est un cas

particulier de la loi de réciprocité biquadratique.

Proposition 5.4.12.
Soit q premier positif tel que ¢ =1 mod(4) et q # p.
Alors X=(q) = xq(T).

Démonstration. p # q, donc pged(m,q) =1, et x4(7) a un sens.
p—1
9(xx)? = Zxﬂ(j)%‘” mod(q) par Frobenius
j=1

-1
= Zxﬁ(j)qu mod(q) car ¢ = 1 mod(4)
j=1

= xx(9) Y Xx(44)6%¥ mod(g) en multipliant par 1 = xx(q) xx(q)
j=1

= Xx(q)9(xx) mod(q).
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Done g(xx)"** = xx(2)g(xx)* mod(q). »
Puisque ¢ = 1 mod(4), la Proposition 5.4.9 donne (737) % = y.(q)m7 mod(q).
Puisque les deux membres de cette congruence sont dans D et que pged(q, ) = pged(q,7) = 1, on

peut diviser par ™7 des deux cotés, et on trouve :

(m37) T = Y (q) mod(q).

q est premier positif, ¢ = 1 mod(4), donc, par le Lemme 5.2.5, ¢ = A\, avec ) irréductible.

On a donc x(73)xA(T) = xx(q) mod()\) par définition de .

Comme dans la Proposition précédente, en passant & la norme, on conclut que x(72)x (%) = xx(q).
Or, xa(7%) = xa(m)* = xa(m) ™" = xa ().

Donc

XA (T (w) = XA(T)

)
)x(T) par le point d) de la Proposition 5.3.6
)

x(
(7
Xq(T

par définition.

On obtient xr(q) = x4(7), donc en passant au conjugué de chaque coté de I’égalité, on conclut que
X7r<Q) = Xq(w)'
O

Proposition 5.4.13.
Soit a # 1 un entier tel que a =1 mod(4) et X primaire tel que pged(a, \) = 1.
Alors, xa(A) = xa(a).

Démonstration.

A est primaire (donc non inversible et 1 4 ¢ ne divise pas \) et pged(\, a) = 1, donc x(a) existe.

De plus, A est primaire donc, par le Lemme 5.2.12, il existe une famille (\;); d’éléments primaires
irréductibles telle que A = []\;.

J
Et, en utilisant le méme raisonnement que la Proposition 5.3.11, on a a = p1...ps(—q1)...(—¢q,), avec

pour tout 1 < k < 't, p; premier positif et pr = 1 mod(4) et, pour tout 1 <[ < s, ¢; premier positif et
q = 3 mod(4).

Donc,
a) = HX,\j(a)
j
= HX)\j (p1--pe(—q1)---(—¢r))
= HXA- p1)--xn; (P) X, (1) X, (—gr) ot Vi, k, pged(Aj, pr) = 1

= HXp1 - Xpe (X)X (Aj)---Xgr (Aj) par les Propositions 5.4.11 et 5.4.12

= H Xpr1.-piar-ar (Aj)
J

= Xpl.--ptql---qr(/\)

Mais pi...p¢q1...qr et a ne différent multiplicativement que d’un signe, donc (p;...ptq1...qgr) = (a) et
done Xp;..pigr..qr (A) = Xa(A)-
On conclut que xa(a) = xa(N).

O]

Proposition 5.4.14.
Soient m = a +1b et A = c+1id, avec a,b,c,d € Z deux éléments primaires et premiers entre eux.

Si pged(a,b) =1 et pged(c,d) =1, alors x-(\) = )Q(ﬂ')(—l)(agl)(cgl),
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Démonstration.

Comme pged(a,b) = 1, il existe u et v dans Z tels que au + bv = 1. Soient deux tels entiers.

Alors, (vi+ u)a — ivm = via + ua — via + vb = au + bv = 1.

Donc pged(a, ) = 1. De la méme fagon, on a pged(b, ) = pged(e, N) = pged(d, ) = 1.

On a aussi cm —ib\ = ac+bd, donc e = ac+bd mod(N), et, de la méme maniére, aX = ac+bd mod(r).
Soit § un diviseur commun a A et ac + bd. Alors, d’aprés ce qu’on vient de faire, § divise cm.

Or, pgcd(m, ) = 1 et pged(c, \) = 1, donc, pged(\, em) = 1.

Or, par hypothése, § divise A et § divise ¢, donc d inversible.

Ainsi, pged(ac + bd, \) = 1, et de la méme maniére, pged(ac + bd, ) = 1.

Ces égalités justifient I'existence des éléments qui vont suivre.

On a xx(cm) = xa(ac + bd) d’aprés la congruence donnée plus t6t, donc xx(c)xa(7m) = xa(ac + bd).
De méme, xr(a) xx(A) = xx(ac+ bd).

En multipliant la premiére égalité par le conjugué de la seconde, et en utilisant le point d) de la
Proposition 5.3.6, on obtient la relation :

xa(e)xa(a)xa(m)xx(A) = xaz(ac + bd).

Et, en utilisant que 'inverse de ces éléments est en fait leur conjugué, et en appliquant encore une fois
le point d) de la Proposition 5.3.6, on a :

XA (M) XA (A) = xx(e) xx(a)xax(ac + bd).

Supposons que ni ¢, ni @, ni ac 4+ bd n’est inversible.
On pose, pour tout entier n impair, €(n) = (—1)@.

On remarque que que si n = 3mod(4), e(n) = —1 et si n = 1mod(4), e(n) = 1, donc, pour tout n
impair, €(n)n = 1mod(4).

Et puisque A et 7 sont primaires, on a par le 5.2.8 que b et d sont congrus a 0 ou 2 modulo 4, donc bd
est congru a 0 modulo 4.

De plus, toujours par le Lemme 5.2.8, a et ¢ sont impairs et donc ac + bd est impair.

Ainsi, e(ac + bd) = (=1)* 3 = (=1)*F (=1)% = (=1)™F" car bd = Omod(4).

Et, par un calcul facile, on a que ac — 1 = (a — 1) + (¢ — 1)mod(4).

Donc (ac + bd) = €(a)e(c). Et €(n)? = 1 pour tout n impair.

On écrit donc :

xa(e) = xale(o)’e)
= xa(e(e))xa(ce(e)) par multiplicativité
= Xa(€(€))Xce(e)(A) d’aprés la Proposition 5.4.13 puisque ce(c) = 1 mod(4)
— a(e(@)xe(N) car (6) = (ee(c).

Done x5(c) = xa(c) = x5(e(c))xc(A). De méme, xx(a) = xx(e(a))xa(r) et xx7(ac+bd) = xxz(e(a)e(c)) Xac+pa(AT).
On remarque que XX(E( c)) vaut 1 ou —1 au vu de la définition de €, donc x5(e(c)) = xx(e(c)).

Donc xx(¢(¢)) = x3{(c))

De méme, x»(e(a)] = xx(e(a)).

Par la Proposition 5.3.12, xr(e(c)) = xa(€e(a)), donc xr(e(c)) xa(e(a)) = 1.

Bt donc, x3(e(0)) x(e(a) xae(e(a)e(©)) = xae((e(@)e(0))?) = 1.

Ainsi, x5(¢) X (@) xaz(ac + bd) = Xe(A)Xa(T) Xac+a(AT)-

A
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De meéme, Xa(ﬂ') - Xa(i) et Xachbd()‘ﬁ) - Xac+bd(i)~

Donc, X)\(W)Xﬂ()\) = Xc(i)Xa(i)Xac—I—bd(i) = Xac(ac+bd) (Z)

Or, d’aprés les congruences données par le Lemme 5.2.8, on a a®> = 1 mod(4),c? = 1 mod(4) et
bd = 0 mod(4).

Puisque ac(ac + bd) = a®c? + acbd, on a ac(ac + bd) = 1 mod(4).

—_— ((ac+bd)ac—1)
4 .

Donc, on peut appliquer la Proposition 5.3.11, et on trouve x(7)xx(A) = (—1)
Et en utilisant les congruences données par le Lemme 5.2.8, par une démonstration similaire a celle
du Lemme 5.3.10, on trouve :

(M=) = (),
Puis en utilisant que x(A) = x»(A)~!, on conclut que x.(\) = X)\(ﬂ')(—l)(agl)(%).

Supposons maintenant que a ou ¢ ou ac + bd est inversible.

En distinguant les valeurs 1, —1 et non inversible, au premier abord, il semble qu’il y ait 26 cas a
traiter (3% —1). Mais on remarque que les roles de a et ¢ sont symétriques. De cette maniére, on réduit
le nombre de cas a traiter a 17. De plus, le fait que, quelle que soit la situation, bd = 0 mod(4) rend
certains cas impossibles. Par exemple, si a = ¢ = 1, on ne peut pas avoir (1 4 bd =)ac + bd = —1. Et,
par exemple, pour le cas a = ¢ = ac + bd = 1, on remarque que cela implique b = 0 ou d = 0, donc
7 ou A inversible ce qui est absurde par définition d’un élément primaire. De cette maniére, on enléve
les 6 cas ou les trois sont inversibles, et cela nous raméne & 11 cas a traiter.

On rappelle qu’on a la formule

XA(M)x(A) = X3(€) X (@) xor(ac +bd). (%)

Et, on peut réutiliser le travail effectué précédemment dans la preuve dans le cas ol un élément n’est
pas inversible.

Cas 1:a=c=1, ac+ bd non inversible

On a x5(1) = xa(1) = 1

xaa(ac +bd) = x1464(1) = (—1) S puisque 1 + bd non inversible et primaire

Or, par les hypothéses a = c=1, on a b=d = 0 mod(4), donc % est pair, et xza(ac+ bd) = 1.
On obtient donc par la formule (*) xx(7) = xx(N).

Et (-1)7 2 =1.

Donc l'égalité reste vraie.

Cas 2:a=1,c= —1,ac+ bd non inversible

On a x~(1) = 1. Puisque X est primaire, on a, par la Proposition 5.3.12, x5(—1) = (—1) 2

X7a(—1+0d) = xzr(—1) xzr(1 — bd)

= (-1 =R (—1)%1)(1_1,(1(1') puisque 1 — bd non inversible et 1 — bd = 1 mod(4)

)
(D)7

= —1 car b= 0 mod(4) et d pair.

On obtient avec la formule (*) xx(7) = x=(A).
a—1c—1

Et (-1) 2 2 =1.
Donc I’égalité reste vraie.

Cas 3 : a=c= —1, ac+ bd non inversible

a—1 c—1

(D) = () = et gD = ()T =1

Et xma(1+bd) = x140a(i) = (=1) 5 car 1+ bd = 1mod(4).
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Or b =d =2 mod(4), donc bd = 4 mod(8), et (—1)% =—1
Donc xzx(1 4 bd) = —1 = xx(—1) x5:(=1) xmr (1 + bd), et par la formule (*), xA(7) = — xx(A).
a=1e¢-1

De plus, (-1)2 2 = —1.
Donc I’égalité reste vraie.

Cas 4 : a = ac+ bd = 1, ¢ non inversible
¢ =1 — bd par hypothése, donc ¢ = 1 mod(4).
. c—1
Xr(1) = xma(1) = Let x5(c) = xe(i) = (-1) 7.
Or, %1 = _de, et puisque a = ¢ =1 mod(4), b = d = 0 mod(4), et donc Z’4—d est pair et xx(c) = 1.
On a donc avec la formule (*) x(7) = xx(A).
Et (-1) % =1.
Donc I’égalité reste vraie.

Cas 5 : a = 1, ¢ non inversible, ac + bd = —1
¢ = —1 — bd par hypothése, donc ¢ = 3 mod(4).

a—1
=-1

Xa(1) = 1 et xma(~1) = (=1) 7 (=1)2

Xx() = xx(=1) xx(=¢)
=(—1) 2 x_c(i) parla Proposition 5.3.12

= —(-1)"T
Or, —c = 1 + bd, donc _‘34_1 = % et puisque b = 0 mod(4) et d pair, on a (—1) = 1, donc
Xx(c) = —1.
Le produit des trois résultats obtenus et la formule (*) donnent x»(7) = xx(A).
Bt (—1)7 T =1.

Donc I’égalité reste vraie.

Cas 6 : a =1, c et ac + bd non inversibles

Pour commencer, x,(1) = 1.

Pour le reste, xx(c) xzx(ac + bd) = xx(e(c)) xma(e(c)) xx(ce(c)) xma(e(c)(c + bd)).

Or, xma(€(e)) = xalele)) xx(€(c)) et xa(e(c)) = xx(e(c)) done x5(e(c)) xmale(c)) = xale(e))? xx(e(c)) =
X (€(€)).

Si €(c) = 1, on obtient xx(e(c)) xza(e(c)) = 1, et si €(c) = —1, on a par la Proposition 5.3.12
xr(e()) = (=1)7 = 1, done xz(e(€)) xma(e(e)) = 1.

Dans les deux cas, xx(c) xma(ac + bd) = xx(ce(c)) xmr(€e(c)(c + bd)).

En utilisant les manipulations faites dans la premiére partie de la preuve, on trouve xx(ce(c)) xza(€(c)(c+
b)) = Xe(ernay () = (—1) "5 car c(c+bd) = 1 mod(4).

Or, b = 0 mod(4) et d impair, donc bd = 0 mod(8) et ainsi, ¢bd = 0 mod(8).

Et, quelle que soit la congruence de ¢ modulo 4, (1 ou 3), on remarque par des calculs simples que
c? =1 mod(8).

En rassemblant ces résultats, on obtient (—1)C(c+?1d>71 = 1, donc x5x(c) xmr(ac + bd) = 1 et par la
formule (), (1) = x=(A).
Et (-1) 7 =1.

Donc I’égalité reste vraie.
Cas 7 : a = —1, ¢ non inversible, ac + bd = 1

Par les hypothéses, ¢ = —1 4 bd, donc ¢ = 3mod(4).
Ainsi, b =d = 2 mod(4) et bd = 4 mod(8).
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a—1

Xr(—1) =(=1) 2 =—let xm(l) =1

xx(€) = xx(=1) x5(—0)
= (—1)C;2IX_C(i) par la Proposition 5.3.12
= —(—1)%71 car ¢ = 3 mod(4)
= (~1)7*
=1 car bd =4 mod(8).
Dongc, par la formule (*), xx(7) = — xx(A).

a—1c—

De plus, (—1) 2 2 = —1 car a et ¢ sont congrus a 3 modulo 4.

Donc I’égalité reste vraie.

Cas 8 : a = ac+ bd = —1, ¢ non inversible
Par les hypothéses, ¢ = 1 + bd donc ¢ = 1 mod(4).
Ainsi, b = 2 mod(4) et d = 0 mod(4), donc bd = 0 mod(8).

a—1
=—1.

Xe(=1) = (1T = —Let xma(-1) = (17 (-1
x5(€) = xe(i) = (—1)%1 car ¢ = 1 mod(4).

Or, c — 1 = bd = 0 mod(8), donc xx(c) = 1.

La formule (*) donne donc x(7) = xx(A).

Et puisque ¢ = 1 mod(4), (—1)%651 =1

Donc l'égalité reste vraie.

Cas 9 : a = —1, c et ac + bd non inversibles

xr(-1) = (-1)7 = -1

On rappelle que ¢? = 1 mod(8).

Sic=1mod(4) :

On a b= 2 mod(4) et d =0 mod(4), donc bd = 0 mod(8) et cbd = 0 mod(8).

X5(€) xmr(—c 4 bd) = xc(7) xma(—1) Xce—ba (%) par le travail effectué en premiére partie de preuve
. c=1,a—1
= Xc(c+bd) (Z)(_l) z
c(ct+bd)—1
=—(=1) 1 car ¢ = 1 mod(4) et c(c+ bd) =1 mod(4)

=-1 car ¢ = 1 mod(8) et cbd = 0 mod|(8).

1c—1

Et puisque ¢ = 1 mod(4), (—1)z 2 =
Donc I’égalité reste vraie.

Donc la formule (*) donne x(7) = xx(A)
2 1.

Sic=3mod(4) :
On ab=d=2mod(4), donc cb = 2 mod(4) et —cbd = 4 mod(8).

X5(€) xmr(—c 4 bd) = x—c(@) X5(=1) X —c4pa(?) par le travail effectué en premiére partie de preuve

. et
= X—c(—c+bd) (’L)(_l) 2
—c(—c+bd)—1
=—(-1) 1 car ¢ = 3mod(4) et — c(—c+bd) =1 mod(4)
=1 carc? = 1mod(8) et cbd = 0 mod(8).
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a—1c—1

Donc la formule (*) donne x(7) = — xx(A), et puisque ¢ = 3 mod(4), (—1) z =z = —1.
Donc l'égalité reste vraie.

Cas 10 : a et ¢ non inversible, ac + bd = 1

Puisque ac + bd = 1, ac = 1 mod(4) on remarque par calculs simples que a = ¢ mod(4).

Et donc, b = d mod(4).

xma(1) = 1 et x5(c) xn(a) = xx(e(a)) x5(€(c))Xac(i) = Xac(i) car a et ¢ ont la méme congruence
modulo 4.

Or, ac = 1 mod(4), donc xac(i) = (—l)aczf1 = (—1)%.

Si a et ¢ sont congrus & 1 modulo 4, b et d sont congrus a 0 modulo 4 donc % est pair, et donc
x5(0) xnla) = 1.

La formule (*) donne alors x(m) = x=(A), et puisque ¢ = a = 1 mod(4), (_1)a;1 T =1

Donc I’égalité reste vraie.

Si a et ¢ sont congrus & 3 modulo 4, b et d sont congrus a 2 modulo 4 donc bd = 4 mod(8), et % est
impair.

Donc, x5(¢) xx(a) = —1.

La formule (*) donne alors x)(7) = — xx (), et puisque ¢ = a = 3 mod(4), (—1)(17_“;21 =-1.

Donc I’égalité reste vraie.

Cas 11 : a et ¢ non inversibles, ac + bd = —1

Cette fois, ac = 3 mod(4) donc a et ¢ sont de congruences opposées modulo 4.
On va supposer, sans perte de généralité, que a = 1 mod(4) et ¢ = 3 mod(4).
Donc b = 0 mod(4) et d = 2 mod(4), donc bd = 0 mod(8).

m(—(})) = ()T ()T = 1 xx(@) = xali) et x3(0) = xx(-Dx—eli) = (~1)F x—(i) =
—X—c\?)-
Donc xza(—1) xx(a) x5x(¢) = xa(i)x—c(i) = (—1)_(12_1 car —ac = 1 mod(4). Or, ==L = % quj est

pair car bd = 0 mod(8).
Donc xza(—1) xx(a) x5(c) = 1, et la formule (*) donne xx(7) = xx(A).
a—1c—1

Et puisque a = 1 mod(4), (-1) 2 2z =1
Donc I’égalité reste vraie.

O]

La loi générale de réciprocité biquadratique suit de cette Proposition.

Soient w et A deux éléments primaires premiers entre eux. On suppose qu’aucun des deux n’est entier
(ce cas a déja été traité dans la Proposition 5.4.13, car par le Lemme 5.2.8, tout entier primaire est
congru & 1 modulo 4)

On écrit m = m(a + ib), A = n(c + id) avec n = m = 1 mod(4), pgcd(a,b) = pgcd(c,d) = 1. On peut
faire une telle décomposition car si m = a’ + i/, avec a’, b’ € Z, pged(a’, V') est impair puisque a’ et v/
ne sont pas de méme parité par le Lemme 5.2.8.

Donc pged(a’,b’) est congru a 1 ou 3 modulo 4. On obtient le résultat voulu en factorisant 7 par
pgcd(a’,b') ou —pged(a’,b').

On va supposer dans la suite que m et n # 1.

Par la Proposition 5.4.13, puisque n et m sont congrus a 1 modulo 4, A et 7 primaires et pged(n, 7) =
pged(A, ) = pged(A,m) =1, on a xx(n) = xn(7) et Xa(m) = xXm ()

Et puisque a + bi = 1 mod((1 +)3), ¢ + di = 1 mod((1 + 7)3) et aucun des deux n’est inversible
(puisque ni 7 ni A n’est entier), ils sont primaires.
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On a donc

Xn (@ + ib)Xcyia(a + ib)
Xa-+ib(n) Xativ(c + id)(—l)(aT_l)(c%l) par la Proposition 5.4.14
a—1

= xm (M) xaris(N) (1) (%2 () par multiplicativité
= (W) (1),

N(7) =m?(a® +b%) et m = 1 mod(4), donc m? = 1 mod(8) et N(?_l et ‘12*411271 ont la méme parité.
Or, on l'avait déja dit au début de la section sur la loi de réciprocité biquadratique, en utilisant que

. . 2,42 _ . iy

a + b est primaire, on a %bl et “Tl de méme parité.
N(m)—1 _ A o

Donc (Wf) et aTl ont méme parité.

De méme, puisque n = 1 mod(4), N(Z)_l et % ont méme parité.

N(m)—1 )(N(A4)—1)

On conclut que y(7) = xx(A)(=1)(" 4

Il reste & traiter le cas ou soit m soit n vaut 1. Par symétrie, il suffit de traiter le cas m # 1 et n = 1.
Alors, les calculs effectués précédemment restent les mémes, en enlevant certains termes.

Dans les lignes 2 et 3 du dernier calcul, il suffit d’enlever les termes x,(a + ib) et xq+i(n) puisque
n = 1, et on retrouve les valeurs voulues et les résultats annoncés.

6 Pour aller plus loin...

6.1 Reéciprocité biquadratique rationnelle

On utilise ici le caractére biquadratique pour relier les propriétés, pour p et ¢ premiers distincts congrus
a 1 modulo 4, que 'un soit, ou non, une puissance 4°™¢ modulo 'autre.

Tout au long de cette section, p et ¢ désigneront des entiers premiers positifs distincts congrus a 1
modulo 4. Le groupe F; est cyclique d’ordre p— 1 et 4 divise p — 1 par hypothése donc IF; a un unique

sous-groupe d’ordre % qui consiste en les puissances quatriémes des classes d’entiers.
On considére le caractére biquadratique y, ou m irréductible qui divise p.

Soit n un entier premier a p.

Par le point b) de la Proposition 5.3.6, x(n) = 1 si, et seulement si, 2 =
dans D.

n mod(m) a une solution

Lemme 6.1.1.
Soit n un entier premier a p.

Xx(n) =1 si, et seulement si, x*

=n mod(p) a une solution dans Z.

Démonstration. Par la Proposition 5.3.1, le corps D/, est isomorphe a Z /p 7.
La classe de n est une puissance quatriéme dans D/, ) si, et seulement si, c¢’en est une dans Z /p 7. O

Soit W, le symbole de Legendre modulo p.

Lemme 6.1.2. Soit n un entier premier a p.
St W,(n) =1, alors x-(n) = £1.

Démonstration. Puisque, par hypothése, n'r =1 mod(p), il vient que x.(n)? = (np4;1)2 = n'7
1 mod(r).
Ainsi, x(n)? = 1, donc x.(n) = %1. O
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Supposons que ¢ est un carré modulo p. Alors, ¥,(q) = 1 et, par la loi de réciprocité quadratique,
VU,(¢g) = 1, donc, par le Lemme précédent, xr(g) vaut 1 ou —1. Plus précisément, x.(¢) vaut 1 si ¢
est une puissance quatriéme modulo p et —1 sinon. Par la loi de réciprocité quadratique, puisque p et
g sont congrus & 1 modulo 4 et xx(q) =1, on a ¥,(p) = 1.

On note que x-(q) ne dépend que de p et ¢, pas du choix de l'irréductible 7 qui divise p.
Contrairement & ce qu’on pourrait croire, la relation entre x(q) et xa(p) ( ou A irréductible divise q)
n’est pas une simple conséquence de la loi de réciprocité biquadratique.

Pour la suite, puisque p et g sont congrus & 1 modulo 4, on écrit p = a® 4+ b? et ¢ = ¢® + d? avec a et
c impairs et b et d pairs.

On admet le Théoréme suivant, démontré par Gauss en 1805 qui précise la Proposition 3.0.8 (voir la
preuve dans [1], pp 74-75).

Théoréme 6.1.3. Soit ¢ un entier premier impasir.
On note ¥, le symbole de Legendre modulo q.
La valeur de la somme de Gauss g(¥,) est donnée par :

B si g =1 mod(4)
9(¥q) = { ;/6(1 sz‘qq = 3 mod(4)

Proposition 6.1.4. Soit m primaire irréductible divisant p.
-1
Alors g(xx)? = =(=1)" /pr.

Démonstration. p = 1 mod(4) donc p est primaire, et donc par le Lemme 5.2.12; p se décompose en
produit de primaires irréductibles, d’ou I'existence de .

On a J(xr, xx) = — Xx(—1)7 par la Proposition 5.4.8

2
= 9(xx) par le Théoréme 4.3.2 et ¥, non trivial.
9(¥p)
Or, par définition, yx(—1) = (=1)"F et on a aussi g(¥,) = \/p par le Théoréme 6.1.3. O

q—1

Proposition 6.1.5. Si 7 est primaire irréductible divisant p, alors x(q) xa(p) =7 2 mod(q).

Démonstration.
On a dans 'anneau Z[¢,i] D Z[i], g(xx)? = (Z X=(5)&7)"
= Z]: xx(5)&7 mod(q) par Frobenius
J
= Xa(0) ™' 3 Xn(a7)€" mod(a)
j
= Xr(0) " X ()67 mod(q) (avee 7' = jq )
= XW(Q)ingXW) mod(q)

= X (0)9(xx) mod(q) car xx(q)* =1

En multipliant par g(xx)® , on obtient g(xx)*9(xx)""" = xx(¢)g(xx)* mod (q)

Donc g(xx)*(9(xx)""" = xx(q)) = 0 mod(q).
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Or, par la Proposition 4.3.5, le terme a gauche de la congruence est dans Z][i] et par la Proposition

4.2.3, N(g(xx)*) = p*.
Puisque ¢ et p sont premiers distincts, on peut donc simplifier la congruence pour obtenir g(x, )9~ ! =

X (q) mod(q).
. a1 a=1 g-1 g—1 g-1
De plus, la Proposition 6.1.4 donne (g(x+)?) 2 =p 272 =pim 2.
Et, par définition, pq%l = xa(p) mod(X), et puisque les deux cotés de cette congruence sont des réels

et que pged(\, \) = 1, on obtient p% = xa(p) mod(q).

En réunissant tous les calculs effectués, on trouve x /\(p)ﬂ'% = xx(q) mod(q).
Le fait que x(p)? = 1 permet de conclure.
O
Lemme 6.1.6. On a VY (ad — bc) = Y, (ad + be).
Démonstration. ¢ + d* = q donc ¢? = —d*mod(q).
On a ¥, (ad — be)¥,(ad + be) = U, (a?d* — b*c?)
= Uy (P (a® + 1))
= \I’q(d2p)
= \I/q(dQ)\I’q(p)
= U,(p) car ¥,(d*) =1 (¥, dordre 2)
= 1 par hypothése.
O

Dans la Proposition suivante, m n’est pas supposé primaire.

Proposition 6.1.7. On a = U, (d)V,(ad — be) mod(q).

Démonstration. dm = da + idb = da + idb — bA = ad — bc mod(\).

Donc (dw)% = (ad — bc)% mod(A).

Et donc, \qu(d)7rq2;1 = ¥, (ad — bc) mod(X).

De la méme maniére, dr = ad + bc mod(\), donc \Ilq(d)wq%l = U, (ad + bc) mod(N).

En utilisant le Lemme précédent et le fait que pged(\, A) = 1 (par le Lemme 5.2.5), on peut conclure.
O

Lemme 6.1.8. Sig=c?+d? ¢>0, c=1mod(2), V,(d) = (-1)"7 .

Démonstration. Posons ¥, le symbole de Jacobi.
Par la Proposition 1.1.6, on a ¥, (c) = V.(q) = V.(d?) = 1 car ¢ = 1mod(4) et avec la loi de réciprocité
quadratique.
Mais ¢ = —d? mod(q), donc 7 = (—l)q%ldq%l mod(q).
Ainsi, Uy(c) = 1 = (—1)"T ¥,(d).
0

Le Théoréme suivant permet de relier les propriétés que p et ¢, qui sont des carrés I’'un modulo 'autre,
soient chacun, ou non, une puissance quatriéme modulo 'autre.
Dans un premier temps, on n’y suppose pas m primaire.

q—1

Théoréme 6.1.9. On a x-(q) xa(p) = (—1) % Yy(ad — bc).
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Démonstration. On commence par remarquer que, puisque ¥y(—1) = 1, le Lemme 6.1.6 donne ¥, (ad—
bc) = Uy(ad + be) = W4(—ad + be) = Yy(—ad — be).

Donc, on peut supposer, sans perte de généralité, que 7w est primaire.

Alors, par la Proposition 6.1.5, x-(q) xa(p) = 5 mod(q) et par la Proposition 6.1.7, T =

U, (d)¥,(ad — be) mod(q). Et, par le Lemme 6.1.8, en prenant ¢ comme désiré pour appliquer la
q

formule, on a ¥,(d) = (—1)%1.
En rassemblant ces égalités et ces congruences, et en utilisant le module et le fait que ¢ > 3, on conclut

que xx(q) xa(p) = (—1)"F ¥, (ad - be). O

Exemple :

On étudiele casp=13 et ¢ =17 :

Alorsa=3,b=2,c=1et d = 4. Donc ad —bc = 10 et (%—g) = (%)(%) =1x (1%) = (%7) = (%) = —1.
On a donc que ¥, (ad — bc) = —1.De plus, (—1)% = (—1)4 =1.

7—1

Et, 1371 = (—4)* = (—=1)2 = 1 mod(17) donc 13 est une puissance quatriéme modulo 17, et donc
Xetid(p) = 1. .

D’autre part, 17" 1 = 43 = 12 = —1 mod(13), donc 17 n’est pas une puissance quatriéme modulo 13,
et donc xg+in(q) = —1.

On retrouve la formule du Théoréme 6.1.9.

6.2 Le caractére biquadratique de 2

Soit p un entier premier positif, p = 1 mod(4), et m primaire irréductible avec p = 77, m = a + ib, a
impair et b pair.

On va étudier sous quelle condition 2 est une puissance quatriéme modulo p.

On commence par remarquer que puisque p est premier, a et b sont tous les deux non nuls, et donc
pged(a,b) =1 (car 7 irréductible).

Lemme 6.2.1. On a x,(1 +1i) = it

Démonstration. xp(1+1) = x=(1+14) x7(1 + 7).

Or, x7(1+1) = xx(1 — 1) = xx (1 —1)3 car x, est & valeurs dans le sous-groupe engendré par la classe
de i (d’ordre 4) dans D/ p.

Ainsi, xp(1+1) = X2 ((1+9)(1 = 0)°) = xx(2(~ 210)) X (—=4) X (4).

1

Or, —4 = (1+4)* donc xr(—4) = 1 et Xﬂ( )=1i 1 r définition. O

Lemme 6.2.2. Soit ¢ un entier positif premier, ¢ = 3 mod(4).
g+1 .—g—1

Alors xq(14+1) = (—i) ¢ =i 4

2

Démonstration. D’aprés le Lemme 5.2.4, ¢ est irréductible, donc x4(1 +14) = (1 + i) o= (14
g+1
)91 T mod(4).
De plus, (14 9)7 =1+ i? mod(q) par Frobenius, et ¢ = 3 mod(4), donc (1 +4)? =1 — i mod(q), donc
(1+4)((1+4)971 + i) = 0mod(q).
Et puisque 1+ 7 est un irréductible qui ne divise pas ¢, on obtient (14 i)?~! = —i mod(q).
2_
Et done (1 4+ z)qu = (—z)% mod(q).
La derniére égalité du Lemme s’obtient en remarquant que —i = i~ 1. O

Lemme 6.2.3. Sin # 1, n =1 mod(4), alors xn(1+1) = T

Démonstration. On écrit n = p1...pr(—q1)...(—¢s), ou les p; sont premiers positifs congrus & 1 modulo
4 et les ¢; sont premiers positifs congrus & 3 modulo 4 (nombre pair de g; si, et seulement si, a positif).

On a Xa(1+17) = Xp, (1 +4)--Xp, (1 + 0)X—qu (1 + Z)l X—qs (1 +17).
Par le Lemme 6.2.1, pour tout j, xp, (1 +1i) =1 T
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—qp—1

De plus, pour tout k, x—q, (1 +1@) = xq, (1 +7) =1 ¥ par le Lemme 6.2.2.
Donc xn(1 +1i) = S i o

Et, par le Lemme 5.3.10, L;l + ...+ p—rzl + 7—(1}1—1 4+ ...+ 7‘1271 = pl"'pr(fqlzl)“'(*qs)fl =n-l

Lemme 6.2.4. )
a) Sim=1mod(4), alors xr(a) =i"7 .
b) Si =3+ 2i mod(4), alors x(a) = —i 2

Démonstration.
a) Sim=1mod(4), a =1 mod(4) et b =0 mod(4).
On commence par remarquer que si a = 1, 'égalité est vraie.

Sia#1:

Donc, on a xr(a) = xq4(p) par la Proposition 5.4.13

=14 2 d’aprés la Proposition 5.3.11

b) Si m =3+ 2i mod(4),a = 3 mod(4) et b = 2 mod(4).
Sia#—1:

Xr(a) = Xx(—1) Xx(—a) = (—1)(17_12%_1 par le point d) de la Proposition 5.3.6 et le méme raisonne-
ment qu’au calcul précédent puisque —a = 1 mod(4).

Or, a = 3 mod(4), donc (—1)%1 = —1, et donc xr(a) = —iT.

Sia=-1:
Par le point d) de la Proposition 5.3.6, x.(—1) = —1 = i

3(a+b—1)
4 .

Lemme 6.2.5. On a x(a) x=(1+1i) =1

Démonstration. Sia+b# 1 :

X (a(l +1))
= Xr(a+b+im)

Xr(a) xx(1+1)

= Xasb(1)®>Xats(1 + i) par la Proposition 5.3.9 car pged(a + b,b) = 1 et a + b impair

,3a+b—l.a+b—1
=1 2

i 4 en utilisant la Prop 5.3.11 et le Lemme 6.2.3

+b—1
Za+b71+3aT

3(atb—1)

=i 4  cara+b—1=0mod(4).

Si a+b=1, les 3 premiéres égalités restent vraies, et on trouve xr(a)x-(1+1i)=1= B O
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La=b=b2-1
4

Lemme 6.2.6. On a x-(1+1) =1
Démonstration. Par le Lemme 6.2.5, x-(1 + 7) xx(a) = B
SiT=1mod(4) :

D’apres le Lemme 6.2.4, x.(a) = iaT_l, donc

qatb—1_a-—1
23 4 2

3b+a—1

Xr(141) =

4b+b2 a—b2—b—1
=1 4 4

]

. a—b2—b—1

=i 1 car b= 0mod(4) donc b* = 0 mod(16).

Si =34 2i mod(4) :
D’aprés le Lemme 6.2.4, xr(a) = —i 7a271, donc

xr(l ) = =¥
2 2
I
2
Or, a = 3 mod(4),b = 2 mod(4), donc 4b = 8 mod(16) et b*> = 4 mod(16), donc T S
a—b2—b—
Donc x.(1+1i) =1 . O

Théoréme 6.2.7. Soit p premier positif tel que p = 1 mod(4)
2 est un résidu biquadratique modulo p si, et seulement si, p s’écrit sous la forme p =X24164Y2. X,V € Z.

Démonstration. Par le Lemme 6.1.1, 2 est un résidu biquadratique modulo p si, et seulement si,
2-2a—b—b? b(b+1)

xx(2) = 1. Or, 2 = i3(144)2, donc x(2) = xx(1)® xx(14+3)2 =i 2 (=i'7% 2 ) en utilisant
le Lemme 6.2.6.

Pour conclure, il nous reste & montrer que 1 — a — w = 0 mod(4) si, et seulement si, 8 divise b.
Supposons que 8 divise b.

En reprenant les étapes de la congruence du Lemme 5.2.8, on a qu’il existe x et y entiers tels que
a+b= 144z et a—b = 1—4y. Alors, par des calculs sur ces deux équations, on obtient a—1 = 2(x —y)
et b = 2(z+y). Alors, puisque 8 divise b, on a forcément que 4 divise x +y. De plus, z —y = z+y — 2y,
donc a — 1 =2(x +y) — 4y = 0 mod(4) car x — y pair et  + y et © — y ont méme parité.

Et puisque b = 0 mod(8) par hypothése, g =0 mod(4), et donc 1 —a — @ =0 mod(4).
Supposons maintenant que 1 — a — @ =0 mod(4).

On remarque par des calculs simples que, quelles que soient les congruences de a et b modulo 4 données

par le Lemme 5.2.8, 1 —a — g = 0 mod(4).

Donc, par hypothése, fg = 0 mod(4), et donc 8 divise b.
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