Chapitre 2

Applications et champ de vecteurs

Dans ce chapitre on considére une dynamique déterministe sur un espace de phase
différentiable (une variété différentiable). On parle de « dynamique différentiable ». La
dynamique est & temps discret (application) ou continu (champ de vecteur et flot).

On étudie les point fixes et leur stabilité linéaire, i.e. I’étude de la dynamique a l'ordre
1 dans leur voisinage.

2.1 Applications

2.1.1 Définitions et exemples

Deéfinition 2.1.1. Soit un entier d > 1 et une application C'*®
¢ R* - R%
Cela définit un systéme dynamique par la relation de récurrence :
z(t+1)=¢(x(t), teN (2.1.1)

La trajectoire issue d'un point z € R? est la suite des points z (), avec t € N. On a
z(t) = ¢' (z) avec
i=¢ogo...p (2.1.2)

qui est I'application ¢ composée t fois.

Exemple 2.1.2. en dimension d = 1, pour la variable x € R. On considére I'application
linéaire

o (r) =
avec A € R fixé. Le systéme dynamique est x (¢t +1) = ¢ (z (£)) = Az (t). On observe que
¢ (0) = 0 donc z* = 0 est un point fixe. On a = (t) = ¢' (2 (0)) = A (0). On déduit que
si |A| < 1 alors |z (t)] el 0 donc 2* = 0 est un point fixe stable. Si |A\| > 1 alors
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42 CHAPITRE 2. APPLICATIONS ET CHAMP DE VECTEURS

|z (1) 3 +00; 2" = 0 est un point fixe instable. Si |\| = 1, on dit que 2* = 0 est un
—r+00

point fixe neutre (ou elliptique).

y y = X

a — , _ )\
o(1) [ S y = ¢(x) z
x(2) |- ,/// ‘
r(3) | o

FIGURE 2.1.1 — Systéme dynamique linéaire z (t+ 1) = Az (t) avec 0 < A < 1. Partant
d’un point x (0) arbitraire, la suite x (¢) — 0 pour ¢t — oc.

Exemple 2.1.3. en dimension d = 2, pour la variable x = (71, 75) € R% On considére
I’application linéaire

avec la matrice diagonale M = ( 0 1/2 ) e systéme dynamique est

e (t+1) =6 (z(t) = Mz (1)

(
{m ) = 21, (t)
zo (t+1) = Loy

Donc z (t) = 2tz (0) et a5 (t) = 5722 (0). Observer que le produit z; (t) 3 (t) = x; (0) 22 (0)
ne dépend pas du temps (constante du mouvement) et donc le point x (t) appartient a
I'hyperbole z1x9 = cste = z;1 (0) 22 (0) pour tout t. Voir figure 2.1.2. On observe que
¢ (0,0) = (0,0) donc z* = 0 est un point fixe hyperbolique ou la direction x; est
instable et la direction x4 est stable.

t+1
t+1

\}

Exemple 2.1.4. en dimension d = 1, on a vu 'application logistique en Section 1.3
qui est non linéaire et ayant un comportement extrément complexe pour certaines valeurs
du parameétre pu.

Exemple 2.1.5. En section 1.5.1 on a vu 'application de Belousov-Zhabotinsky qui
modélise certaines réaction chimiques. C’est une application en dimension N? (trés grande)
et non linéaire. Son comportement est assez complexe.
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X1

FIGURE 2.1.2 — Systéme dynamique linéaire z (t +1) = ¢ (z(t)) = Mz (t) € R? avec

M = ( (2) 132 ) Les trajectoires des points sont sur des hyperboles.

2.1.2 Rappels sur la différentielle

Ox;
aussi appelée matrice Jacobienne. Rappelons d’apreés la formule de dérivée de fonctions
composées que si on considére une trajectoire étant la suite de points x (t + 1) = ¢ (z (1)),
pour t € N, cad la suite z (0),2 (1),,z (t — 1),z (t) alors la différentielle

On note D¢ (z) = (‘%—m> la différentielle de P’application ¢ au point x
ij=1..d

D¢’ (x) oin P (pogo...¢)(x) =Do(x(t—1))...Dp(x (1)) D (x(0))  (2.1.3)

est le produit des différentielles le long de la trajectoire. Attention ce produit de matrices
est non commutatif.

Rappelons aussi que det (AB) = det (A) det (B) donc

det (D¢* (z)) = det (D¢ (z (t — 1))) ... det (D¢ (z (0)))

— [ et (Do ()

2.1.3 Applications conservatives ou dissipatives

Sur R?, on note dx = dz1dxs . . . dxy I'élement de volume.
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,xeU}

Proposition 2.1.6. Si U C R? est un ensemble de points, on note ¢ (U) = {¢ ()
(¢(U)) =

qui est [’ensemble des points de U transportés par le flot. Son volume est Vol
f¢(U) dx. 1l s’écrit ausst

Vol (¢ (U)) = /EU |det Do ()| dz.

Par conséquent on a les équivalences suivantes :

— Vol (¢ (U)) < Vol (U) pour tout U (i.e. le volume diminue)< det |D¢ (x)| < 1, V.
On dit que 'application est dissipative.

— Vol (¢ (U)) > Vol (U) pour tout U (i.e. le volume augmente)<> det |D¢ (x)| > 1, Vz.
On dit que 'application est expansive.

— Vol (¢ (U)) = Vol (U) pour tout U (i.e. le volume est conservé)< det |D¢ (z)| =
1,Vx. On dit que 'application est conservative.

Démonstration. On a Vol (¢ (U)) := f¢(U) dz. On effectue le changement de variable y =
o1 (2) & = ¢(y) donc do = det 22 dy ou 99W) ogt 1a différentielle de ¢ en y. On a
oy oy
re@(U)ex=0¢(y) avec y € U. Donc Vol (¢ (U)) = fyeU ’det%fyy)

dy. O

Exemple 2.1.7. Sur R?, x = (x1, z3), considérons I'application linéaire ¢ () = (¢ (z) , o (7)) :

¢1 ()
P2 (2)

0o, (2 0
dri) ;. \0 03
0; _

(qui est indépendant du point x = (x1, z3) car ¢ est linéaire). La dynamique est dissipative.
Voir figure 2.1.3.

Remarque 2.1.8. Cependant ’axe ;1 est instable, c’est une matrice hyperbolique.

X

1
.3272

2
0

La différentielle est la matrice




2.1. APPLICATIONS 45

X1

(2 0
-\ 0 03
Le volume ici en rouge diminue, méme si la taille augmente selon ’axe instable z;. Voir
exemple 2.1.7.

FIGURE 2.1.3 — Par exemple, I'application sur R? ¢ () x est dissipative.

2.1.4 Opérateur de transfert

Motivation : En physique on ne connait jamais précisément 1’état initial x (0) d’un
systéeme a 'instant ¢ = 0. Il est donc interessant d’étudier I’évolution d’une distribution
quelconque d’états initiaux, éventuellement localisés prés d’un point  (0). Voir par exemple
les sections 1.3 et 1.4.2. Parfois cette distribution s’étale dans I’espace des phases. Ce dernier
cas traduit une situation ”imprévisible”. On observe alors un comportement complexe mais
instructif. Dans d’autres cas, la distribution reste concentrée prés d’un point qui évolue.
Ce dernier cas traduit une situation ’prévisible”.

Par exemple pour les prévisions météorologiques, les ingénieurs simulent numériquement
le comportement de I'atmosphére sur quelques jours, en partant de plusieurs conditions
initiales proches de celle de I'instant présent observé. Les résultats sont parfois concordant
(si un anticyclone stable est présent par exemple) mais parfois trés différent, ce correspond
a des situations et événements “imprévisibles”.

Dans cette Section nous présentons la définition et quelques propriétés de 'opérateur de
transfert £ qui permet de faire évoluer une distribution d’états initiaux par une dynamique
quelconque.

Définition 2.1.9. Si ¢ : R — R? est une application C*, on considére 'opérateur qui
agit sur les fonctions sur 1'espace :

. {cm (BY) - O~ (R
| u(2) — u(¢(z))

appelé opérateur de composition, ou opérateur de transfert.
Voir figure 2.1.4.
Considérons 'opérateur £* adjoint & £ dans I'espace L> (Rd), c’est a dire que L* est
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t

FANIPEAN

FIGURE 2.1.4 — Schéma de I'action de I'opérateur de transfert £ sur une fonction wu.

définit par
(u|L*) 2 = (Lulv)r2, Yu,v € CF° (R,

avec le « produit scalaire L2entre fonctions » :

(uvy == /MU (x) du.

L’intérét de 'opérateur £* vient de la propriété (ou remarque) suivante qui montre que
L* permet d’étudier I’évolution des distributions de probabilité.

Proposition 2.1.10. Si ¢ : RY — R? est un difféomorphisme (c’est a dire inversible),
DUopérateur adjoint L* : C* (Rd) — '™ (Rd) est donné par

(L) (y) = |det (D) (y)] v (7" (), (2.1.4)

ot Dot = (%) est la différentielle de Uapplication ¢~. En particulier si ¢ est
K

conservalif alors (E*v)](y) =v (o7 (y)).

L* est un opérateur qui préserve et fait évoluer les distributions de probabilité correspon-

dant & la dynamique de ¢. En effet si v (x) > O et [v(z)de =1 (i.e. v est une densité

de probabilité), alors (L*v) (xz) > 0 et [ (L*) (z)dx = 1 (z e. L*v est aussi une densité

de probabilité), et si 6, est la distribution de Dz'mc en x alors

L70z = 0p(a)

On appelle L* 'opérateur de Perron-Frobenius.
Voir figure 2.1.5.

Remarque 2.1.11. L£* est aussi appelé opérateur stochastique ou opérateur de Ruelle
ou opérateur de Liouville associé¢ a la dynamique de ¢ : R? — R?

Remarque 2.1.12. Si Papplication est conservative alors det|(D¢~!) (y)] = 1. Sinon ce
coefficient Jacobien compense les effets de expansion ou contraction de sorte que 'on a
conservation de la probabilité totale.
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ﬁ*t
U L
¢~ (m) ot m M

FIGURE 2.1.5 — Schéma de l'action de I'opérateur de transfert £* sur une fonction v (x).

Démonstration. On écrit

(u|L*v) = (Lulv) = / (Lu) (x)v (z) dz
- [WT@ @)

Posons le changement de variable y = ¢ (), soit * = ¢~ (y), donnant dz = det |(D¢™) (y)| dy.
Alors

(ul£70) = / T (67 () det | (D6) ()] dy

Par identification avec (u|L*v) = [u(y) (L*v) (y) dy, on déduit (2.1.4).
Notons 1 la fonction u (x) = 1,Vz. On a

L1=10¢=1
donc

/(E*v) (x)dx = (1| L") = (L1]v) = (1]v) = /v(x) dx

D’autre part, pour tout u € C* (S') (fonction test), on

(u[ £702) = (Luldg) = (w0 ¢|ds) = u (¢ () = (uldy())

donc L*éz = (5¢(m). O
Exemple 2.1.13. Sur R? = = (z1, x5), considérons l'application linéaire ¢ (z) = (¢1 (z) , ¢2 (z)) :
¢1 (I) = 2%‘1
1
g2 () = 352

Si u (1, x2) est une fonction alors

(€0} (@) = (0 a) = u (201, 32

On a det ((%) . ) = % <let ¢~ (my,20) = (%x1,3x2) donc
J5?

3 (1
(L) (21, 12) = 2V (§x1,3x2) .
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2.1.5 Point fixe et stabilité

Définition 2.1.14. Le point z* € R3 est point fixe (ou point d’équilibre) du systéme
dynamique si

L’étude de la stabilité d’un point fixe consiste a étudier la différentielle de ’application
sur l'espace tangent au point fixe. Cela correspond a étudier les trajectoires prés d’un
point fixe x* a l'ordre 1. Rappelons de la Section 2.1.2 ot on a définit la différentielle de
Papplication ¢ au point fixe z*,

Do) = (52 <x*>)m

aussi appelée la “matrice Jacobienne”. Comme x* est point fixe alors

D¢ (z*) = (D¢ (x"))".

(2.1.3)

Il est donc naturel de diagonaliser (si possible) application linéaire D¢ (x*) :
Dé (%) = ANA™Y,

A1 0
A2

avec N = ] et des valeurs propres \; € C (sinon N est une forme

0 Ad
normale de Jordan, voir Section A.1.1). Alors on a I'expression :

D¢ (2") = (D¢ (a") = AN'A™
2.1.3

avec
A 0
N' = %

0 AL

Proposition 2.1.15. Si D¢ (x*) est une matrice diagonalisable alors
Alors, avec les changements de coordonnées x — z donné par

z=A"1(x — %)

la dynamique est donnée par z (t +1) = Nz (t) + O (2%) et donc au premier ordre (négli-
geant O (2%)) :
z(t) = N'2 (0) (2.1.5)

ce qui correspond o d équations découplées : z; (t) = A

alors |z (t)] v 0.

£2;(0). Conséquence : si |\;| <1
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Remarque 2.1.16. Avec les coordonnées z, 'application linéarisée et itérée s’exprime comme
¢ = N". (2.1.6)
Démonstration. Notons y I’écart au point fixe x* :
y =2 —z" €RL

(Cela revient a faire changement de coordonnées x — y tel que le point fixe est en y = 0).
Le developpement de Taylor de I'application ¢ au point x = x* et au premier ordre s’écrit

0 2
d(x) =0 (x")+ <8_i) (") (z —2")+ O ((a: — ") )

x*

=a"+ My+ O (v°)

La loi d’évolution (2.1.1) s’écrit z,11 = ¢ (2;) = %+ My, +O (y?) soit yi11 = My, +O (y7).
Si on néglige les termes O (y?) on obtient le systéme dynamique linéaire (“approximation
linéaire”) :

y(t+1)=My(t) (2.1.7)

Donnant y (t) = M'y (0). Pour exprimer M" pour tout ¢, il est utile de diagonaliser la
matrice M = ANA~!. En posant le changement de coordonnées y — z :

z=A"1ly eR?
Eq(2.1.7) s'écrit Az (t +1) = ANA 1Az (t) & 2 (t+ 1) = Nz (t) donnant
z(t) = N*2 (0)
N 0
avec Nt = .
0 Y

Remarque 2.1.17. Ne pas oublier que cette expression xy, () est solution du systéme linéa-
risé (2.1.7) et non pas solution (exacte) du probléme de départ (2.2.2).

Définition 2.1.18. D’apres le résultat z; (£) = A;2; (0) de la proposition 2.1.15, on dit que

— le point fixe 2* est stable si |\;| < 1, V}.

— le point fixe z* est instable si il existe [A\;| > 1.

— le point fixe z* est expansif si |\;| > 1, V.

— le point fixe z* est elliptique si |\;| =1, V.

— le point fixe z* est hyperbolique si |\;| # 1, Vj. Les vecteurs propres pour |\;| < 1
forment une base de 'espace linéaire stable F; (z*). Les vecteurs propres pour
|Aj| > 1 forment une base de 'espace linéaire instable £, (z*).
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(*)Variétés stables et instables d’un point fixe hyperbolique

Pour la définition et propriété suivante, voir Pesin p.31 “Stable manifold theorem” [32].

Proposition 2.1.19. Suposons que x* € R est un point five hyperbolique de ’application
¢. La variété stable W (z*) du point fize hyperbolique x* est définie par

o - t *
Wi (2%) = {x t.q. ¢ (x) vt }
On montre que c’est une sous variété lisse de R? et dont l'espace tangent en x* est
Pespace linéaire stable Eg (x*).
La variété instable W, (z*) est

t——o0

Walw) = {o ta. 8 0) o_o'|

On montre que c’est une sous variété lisse de R? et dont l'espace tangent en x* est
Uespace linéaire instable E, (z*).

En général il est difficile (ou impossible) de calculer les variétés stables ou instables
analytiquement. On peut les calculer numériquement dans le voisinage de z*.
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2.2 Champ de vecteur

2.2.1 Définitions : champ de vecteur, équations du mouvement,
flot

Définition 2.2.1. Notons x = (z1,...14) € R? un point de R%. Supposons une fonction

R? — R?
V'{a: = V()= Wi (2),...Vs(x)) (2.2.1)

considérée comme un champ de vecteur sur R? de composantes V; (z), j =1...d. On
considére les équations de mouvement

— =V (z) (2.2.2)

ol I'inconnue est une trajectoire z (t) € R? dépendant du temps ¢t € R. Pour un point
initial x € R* donné, on note ¢’ (xr) = z (¢) la trajectoire issue de ce point au temps

t € R. Ainsi
¢' R = R
vérifie ot
Vo € R% Vt € R, ¢d§$> =V (¢' (2)) (2.2.3)

et Papplication ¢! : R — R? est appelé le flot au temps t € R.

" -\i(x)
o “ \ Champ de vecteurs
NN
[
3
.
/ Flot au temps ¢
(t) = ¢'(x)

R.‘

Si 'expression du champ de vecteur V () est connue, expression du flot ¢' (x) n’est
pas connue a priori et difficile ou impossible a trouver en général. La théorie des systémes
dynamiques consiste a étudier les propriétés du flot ¢'.
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Exemple 2.2.2. En dimension d = 1. On considére le champs de vecteur V (z) = 2z et
I’équation de mouvement

Z—fZV(I)=2x(:)d—x:2dt@dln(x):d(2t+0)®ln(x):2t+0@x(t):62t+c
x

avec C' € R. on a z (0) = e donc z (t) = e*z (0). Le flot au temps ¢ est donc ¢' (z) = e?z.

Exemple 2.2.3. En dimension d = 2. On considére le champs de vecteur V (xq1,25) =
(2x1, —2x5) et 'équation de mouvement

dx

—=V(z
drn _ 9

ol N o' (21, m9) = (e¥w1, e p)
d_t2 == —2$2,

On a réussi a résoudre cet exemple car on a obtenu deux équations linéaires indépendantes.

2.2.2 Flot conservatifs et dissipatifs

On note

(2.2.4)

d
(divV) (z) := Z 81;;533)

appelée divergence du champs de vecteur. Sur R?, on note dov = dzdzs .. .dzg
I’élement de volume.
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Proposition 2.2.4. Si U C R? est un ensemble de points et ¢' (U) est ensemble de
points transportés par le flot alors son volume est

Vol (¢ (U)) == /@tw) dr = /GU det

et la variation du volume (4t =0) est donnée par

<%’?:<U)))t:0 _ /x (@) ) da

Par conséquent on a les équivalences suivantes :

Dot

d
(9yy

— Vol (¢* (U)) (t) diminue pour tout U< det ‘aa%t‘ < 1& divY (z) < 0,Vz. On dit
que le flot est dissipatif.

— Vol (¢* (U)) (t) augmente pour tout U< det ‘%%t‘ > 1l divV (z) > 0,Vz. On dit
que le flot est expansif.

— Vol (¢* (U)) (t) est constant pour tout U< det ‘%i;‘ = 1< divV (z) = 0,Vz. On

dit que le flot est conservatif.

Remarque 2.2.5. Voir aussi |30, p.5|. En mécanique des fluides, on emploie le terme “in-
compressible” pour dire “conservatif”.
De ce qui précéde, on déduit que pour tout t et tout U on a

et
N OO) _ [ () o ‘agbt ddet |32 (y)|
— = divV) (¢ (y)) det |— (y dy:/ —dy
e [ @) (6 ) et )|y = |
et donc la formule suivante
ddet‘%(y)’
dt

At

= div (V) (¢’ (y)) det ‘a—y ()|, Yy, Vt.

ou plus simplement en ¢t =0 :

ddet

815
2% ()]

o =div (V) (y), V.

t=0
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Démonstration. OnaNol (¢' (U)) := [,y 4% = [ocpa fu (67" (x)) dzott fy (y) =1siy €
U, fu(y) =0siy ¢ U, est la fonction caractérisque de ’ensemble U. On a

MCICICHEY BN ACHEIES

La fonction fy n’est pas dérivable mais peut s’approcher (par la norme L) par une suite
de fonctions dérivables a support compact. Si la fonction f est dérivable, on a d’aprés la
formule de dérivée de fonctions composées

S et @yan= [ L@ /Z(ayj) (@) (df;) (2) dr

Or d’aprés (2.2.3), on a (ﬁ?) (x) = =V; (¢ (x)) et $7° (2) = = donc

(o) =[5 L)

parpartlcs/ Z aCL’J

= [T @dr @)

On déduit que cette formule est valable pour la fonction f; (par passage a la limite f — fy)

et donc
d
(dtV01 (gbt > /fU )div (V (z)) dx

= /er div (V (z)) dx

En faisant le changement de variable z = ¢'(y) donc dx = det ‘%i;‘ dy ou %i;t est la

différentielle du flot @' en y, on obtient Vol (¢! (U)) = [, ., dt = [, det ‘%i;‘ dy. O

2.2.3 Opérateur de transfert

On a déja introduit 'opérateur de transfert pour les applications dans la Section 2.1.4.
Cette définition convient aussi pour les flots :

Définition 2.2.6. Si ¢' : R? — R? est un flot C™°, généré par un champ de vecteur V,

I’opérateur
9] d 00 d
Lt {C (RY) = O (RY) (2.2.5)

u —uog

appelé opérateur de composition, ou opérateur de transfert au temps ¢.
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Voir figure 2.1.4. Rappelons, d’aprés la proposition 2.1.10, que 'opérateur L?-adjoint
de L', noté (L")" est donné par

(£ v) (y) = det | (Do) ()| v (67" () , (2.2.6)

et (£')" transporte les mesures de probabilité par le flot. En particulier pour un flot conser-
vatif, on a

(LY v=voo™" (2.2.7)

Proposition 2.2.7. La famille d’opérateurs de transfert (L'),.p forme un groupe :
,Ctl o £t2 = Etl—HQ th tg

généré par le champ de vecteur V considéré comme un opérateur différentielle d’ordre 1
d
sur R® :

Et — etv’
avec
d )
V= ;Vj (x) oz, (2.2.8)

ot (Vj ()1 4 € R? sont les composantes du champ de vecteur introduit en (2.2.1).

Démonstration. Considérons I'équation d’évolution infinitésimale (2.2.3) d¢;§x) =V (¢ (x)).
On a (L'u) (z) 0o u (¢' (x)) donc
2.2.5

d (L) (z) E:mw%deLm

dt - o, dt
L@ @)
(253) Z 3xj VJ (¢ ( ))

= S0V (64 @) gL (@)
)

On a donc dd—f = VL' et £° = Id. La solution de cette équation différentielle est £! =

etV. O

Lemme 2.2.8. L’opérateur L*-adjoint de Vest

V= -V —div(V). (2.2.9)

tV*

Par conséquent 'opérateur de Perron Frobenius est (L')" = eV = t(=V+div(V)),
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Démonstration. Par définition de ’adjoint

(u|V*) = (Vulv) = / (Vu) (x)v (z) dx

_Z/ ©) v (2) dz
_ _Z/ 8% V, (x)0) () dz

:—Z/ < 6xj)(x)v(x)+Vj(x)§—;(x)>dx

_ / 7 (2) ((divV) (z) v (2) + (Vo) (2)) da
—(ul (divV) v + V)
On déduit (2.2.9). -

Remarque 2.2.9. En géométrie différentielle [16], on montre qu’il est naturel de considérer
un champ de vecteur comme un opérateur différentiel (2.2.8).

Démonstration. L’équation d’évolution infinitésimale (2.2.3) d¢ ("” =V (¢" (z)) peut aussi

s’écrire

it di %) _ iy (¢ (z)) = H¢'
avec 'opérateur H = ihY et un paramétre A > 0 arbitraire. Cette derniére équation a la
méme allure que 'équation de Schrodinger en mécanique quantique. L’opérateur d’évolu-
tion £! = eV = e "H! 3 ]a méme expression que I'opérateur d’évolution en mécanique
quantique. Il y a cependant des différences notables :

— ici H est un opérateur différentiel d’ordre 1 (alors que en mécanique quantique
H = —m2A +V (z) est dordre - 2).

— Si le flot est conservatif alors H* = H est autoadjoint, sinon ce n’est pas le cas (en
général V* = -V + divV).

— Les fonctions u (z) sont ici des fonctions sur espace des phases (ot a lieu le flot ¢'),
alors que en mécanique quantique, les fonctions d’ondes 1) (¢) sont des fonctions sur
I’espace de configuration.

Cette correspondance entre évolution classique et quantique via 'opérateur de transfert
est sujet de recherches actuelles [15, 21]. O
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2.2.4 (*)Théoréme fondamental qui garantit les solutions aux EDO

Rappel : par définition la fonction V : R? — R? est Lipschitz si il existe C' > 0 tel que
Va,y,[|[v —y| < 1= |[V(z) = V)l < Cllz—yll.

Autrement dit si 1'écart ||V (x) —V (y)|| s’annulle comme |z — y|| lorsque y — x. Par
exemple une fonction C* avec k > 1 est Lipschitz.

Théoréme 2.2.10. “Cauchy-Lipchitz”. Si le champ de vecteur V : v € RY — V (x) € R?
est C1 (ou méme seulement Lipchitz) alors pour toute condition initiale v € R, il existe
un intervalle de temps [t1,ta] avec t1 < 0 < ty tel que la solution o 'EDO Z—f =V (x),
existe et est unique sur cet intervalle de temps.

Démonstration. Voir [39]. O

Remarque 2.2.11. Parfois il existe une solution unique sur ¢t € R mais pas toujours comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple 2.2.12. Sur R, on considére ’'EDO

dx 3
—_— = pumy :1.
V@) =2 2(0)
()
Y
‘M—&{‘{%\
(&) —>

La solution est obtenue en écrivant

dx—x?’@d‘”:dt@id(i):dt

dt 3 (—=2)" \ 22
1
—t— R
@_%2 t—C, CeR,
1
sz ()= ——, CeR
2(C'—1)

On prend C' = 3 de sorte que z (0) = 1. Il y a donc une solution sur I'intervalle ¢ € [—o0, 1]
mais pas plus car le point x (f) — oo atteind Uinfini en temps fini t = 3.
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Remarque 2.2.13. Comme le suggére le théoréme, si V n’est pas C! (ou pas Liptchitz) il
peut ne pas y avoir d’unicité. Voir I'exemple suivant.

Exemple 2.2.14. Sur R, on considére 'EDO

d
oy =va, 2(0)=0.
dt

V(&) \

- o)
/-"’/
a—_ Y ——D JC

Pour la résoudre, on écrit

de 5  dx 1/2
a:x/@m:dt@w(x/):dt
t+C\?
202 =t +C, CGR,@Q;:(%), C' = 0 pour avoir x (0) = 0,
t2
sal)=7, t20.

Mais il y a une autre solution évidente qui est x (t) = 0 pour ¢ > 0.

xX
&

2

Conclusion : dans cet exemple, le champ de vecteur V (x) n’est pas Lipschitz en z =0
et on a observé que ’'ODE a deux solutions.
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2.2.5 Point fixe et stabilité

Définition 2.2.15. Le point z* € R3 est point fixe (ou point d’équilibre) du systéme
dynamique £ =V (z) si

V(z*) =0,
c’est a dire que c’est le zéro du champ de vecteur V. Par conséquent x* est un point fixe
pour le flot :

o' (x*) = x*,Vt € R.
L’étude de la stabilité d’un point fixe consiste a étudier la différentielle du flot (ou

du champs de vecteur) sur l'espace tangent au point fixe. Cela correspond a étudier les
trajectoires prés d’un point fixe x* a 'ordre 1.

Proposition 2.2.16. Notons la différentielle du champ de vecteur V au point fixe x* :

n=(Ge)

7

On suppose que m est diagonalisable (sinon voir Section A.1.1) :
m = AnA™",

71 0

Y2
avecn = ] et des valeurs propres v; € C. Alors, avec les changements

0 Vd
de coordonnées x — z donné par

z=A""(z — %)

la dynamique est donnée par dZ—(f) =nz (t) + O (2?) et donc au premier ordre :

z(t) = €™z (0) (2.2.10)
ce qui correspond & d équations découplées : z; (t) = €%'z; (0),Vj. Conséquence : si
Re (v5) < 0 alors |z; (t)] N 0.

—+o0

Démonstration. Notons y I’écart au point fixe x* :
y:=x—a" R

Le developpement de Taylor du champ de vecteur V (z) en # = z* au premier ordre
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s’écrit
oV
V(z)=V(z")+ (—) (*)(x —2*)+ O ((x — x*)g)
—— ox

0
=my + O (y*)

Iz
"= (axi (@ )>z]

appelée la “matrice Jacobienne”. L’'EDO (7.3.4) est % =V (z) = my + O (y?) avec z (t) =

z* 4y () done 2 = 9 Si on néglige les termes O (y?) on obtient PEDO :

avec la matrice

dy _

— 2.9.11
o =My ( )

*99

appelées les “équations de mouvement linéarisées en x*”. On peut facilement résoudre
les équations linéarisées (2.2.11) en diagonalisant la matrice m (supposant pour simplifier
que m est diagonalisable, sinon voir Section A.1.1) :

m = AnA™,

avec n matrice diagonale ayant ; € C sur la diagonale. On pose le changement de variable :

z=A1ly eR?
Alors y = Az avec z = (z1,...24) et
dy dz dz
= = A= = AnA~'A — =
a W A T A A gy T e
dz; .
@d—tj = ")/ij,VJ.

Ces derniéres équations étant découplées (grace a la diagonalisation) on peut les résoudre
explicitement :

2 (t) = €72 (0) , V5.

]

Remarque 2.2.17. Ne pas oublier que cette expression xy, () est solution du systéme linéa-
risé (2.2.11) et non pas solution (exacte) du probléme de départ (2.2.2).
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Définition 2.2.18. Si v; = a + ib avec a = Re(v;),
proposition 2.2.16, |z; ()| = e™ |z; (0)| et donc |z; (¢)
Ainsi on dit que :

— le point fixe * est stable si Re (v;) < 0, V.

— le point fixe z* est instable si il existe ; > 0.

— le point fixe z* est expansif si Re (v;) > 0, Vj.

— le point fixe z* est elliptique si Re (v;) = 0, V.

— le point fixe z* est hyperbolique si Re(y;) # 0, Vj. Les vecteurs propres pour
Re (y;) < 0 forment une base de l’espace linéaire stable E (2*). Les vecteurs
propres pour Re (7;) > 0 forment une base de ’espace linéaire instable E, ().

Avec les coordonnées z, le flot linéarisé s’exprime comme

gbfin = etn = (en>t

Si on compare (2.1.6) on observe que N = e" et donc \; = €7. Ainsi les critéres de stabilité
(2.1.18) et (2.2.18) sont identiques.

b =Im(y;) € R, alors d’aprés la
| e 0 si et seulement si a < 0.

Variétés stables et instables d’un point fixe hyperbolique

Pour la définition et propriété suivante, voir Pesin p.31 “Stable manifold theorem” [32].

Proposition 2.2.19. Suposons que x* € R? est un point fize hyperbolique du champ de
vecteur V (). La variété stable Wi () du point fize hyperbolique x* est définie par

*) t .
Witable (27) := {:c t.q. ¢' (x) v }
On montre que c’est une sous variété lisse de R? de dimension n et dont [’espace
tangent en x* est l’espace linéaire stable Es (z*).
La variété instable Wiystaple (%) est

t——o0

Winstable (W*) := {x t.q o' (x) — a:*}

On montre que c’est une sous variété lisse de R de dimension d — (n + 1) + 1 et dont
Pespace tangent en x* est l'espace linéaire instable E, (x*).

En général il est difficile (ou impossible) de calculer les variétés stables ou instables
analytiquement. On peut les calculer numériquement dans le voisinage de z*.




