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TD 3. Moulin de Lorenz et son attracteur étrange

1 Le moulin de Lorenz. Equations du mouvement

Les questions (*) sont indépendantes des précédentes.
Le moulin de Lorenz est un dispositif physique imaginé par Malkus et Howard en 1973 suite

à l'article de Lorenz 1963 qui présentait une étude de la dynamique chaotique. Voir �gure. Il y a
N ≥ 2 gobelets percés numérotés j = 0, . . . N − 1 disposés sur une roue de rayon R et sans masse.
Le gobelet j est à la position angulaire θj (t) = θ0 (t)+2π j

N , où θ0 (t) est inconnue mesurée depuis
l'axe vertical. On note mj (t) la masse d'eau contenue dans le gobelet j à la date t. On note Q (θ)
le �ux d'eau entrant à la position angulaire θ. Q (θ) est une fonction connue indépendante de t.
K > 0 est le taux de fuite de chaque gobelet, c'est à dire que Kmj (t) est le �ux d'eau sortant du
gobelet j à la date t. Chaque gobelet subit son poids (uniquement celui de l'eau qu'il contient).
γ > 0 est le coe�cient de frottement de la roue (donnant une force −γ.v où v = Rω est la vitesse
tangentielle et ω = θ̇0).
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1. (*) On pose M (t) :=
∑N−1
j=0 mj (t) la masse totale d'eau dans les gobelets à la date t.

Ecrire les équations de mouvement pour les variables dynamiques θ0 (t) , ω (t) ,mj (t) avec
j = 0→ N − 1 sous forme d'une Equation Di�érentielle Ordinaire (EDO) du premier ordre
en temps.

2. On note Q̃k := 1
2π

∫ 2π

0
e−ikθQ (θ) dθ ∈ C les coe�cients de Fourier de la fonction Q (θ) avec

k ∈ Z. On suppose Q (−θ) = Q (θ) (fonction paire) donc Q̃−k = Q̃k ∈ R. Inversement
Q (θ) =

∑
k∈Z Q̃ke

ikθ. Dans la suite on supposera 1 que Q̃k = 0 pour |k| ≥ N − 1.
Montrer que 2

dM (t)

dt
= NQ̃0 −KM (t) .

Résoudre cette équation : déduire M (t) en fonction de t et des données initiales. Quelle est
la limite M (∞) := limt→∞M (t) et le temps caractéristique de cette convergence ? Dans

la suite, on supposera t assez grand de sorte que M (t) =M (∞).

1. Par exemple Q (θ) = Q̃0 + Q̃12 cos θ avec 1
2
Q̃0 ≥ Q̃1 > 0.

2. Aide : utiliser que pour k ∈ Z on a
∑N−1
j=0 e2πjk/N = Nδk=0modN que l'on pourra montrer en remarquant

que c'est une série géométrique.
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http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/systemes_dynamiques


3. On note (XG, ZG) les coordonnées du centre de masse G des gobelets dans les axes (X,Z)
(voir �gure). Exprimer XG, ZG en fonction de M (∞) et des mj (t) , θj (t).

4. A partir des équations de mouvement (1), exprimer dωdt ,
dXG

dt et dZG

dt à partir de ω (t) , XG (t) , ZG (t)
et de constantes :

dω

dt
= − γ

M
ω (t)+

g

R2
XG (t) ,

dXG

dt
= −KXG (t)+ωZG (t) ,

dZG
dt

=
RN

M
Q̃1−KZG (t)−ωXG (t) .

5. (*) On e�ectue le changement de variables (ω (t) , XG (t) , ZG (t)) ⇔ (x (τ) , y (τ) , z (τ))
avec une renormalisation du temps τ := Kt et

x (τ) := αω (t) , y (τ) := βXG, z (τ) := λ1ZG + λ2

Trouver les constantes α, β, λ1, λ2 convenables pour obtenir les équations de Lorenz

dx

dτ
= σ (−x+ y) ,

dy

dτ
= rx− y − xz, dz

dτ
= xy − bz (1)

avec σ, r que l'on exprimera et b = 1.

6. (*) Trouver les points �xes du champ de vecteur (1) et étudier leur stabilité selon les
paramètres σ, r, b.

7. (*) Optionnel : en langage informatique python ou C++, résoudre numériquement les équa-
tions de Lorenz, et faire une animation du point (x, y, z). Observer l'attracteur étrange.
Dans son article de 1963, Lorenz a étudié ces équations pour les paramètres σ = 10, r = 28,
b = 8/3. Faire une animation du moulin. Aide en python, Aide en c++.
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https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/c++/cours_c++/cours_1/cours_1.xhtml#magicparlabel-2787

	Le moulin de Lorenz. Equations du mouvement

