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1 Matrice d'adjacence d'un graphe et entropie

Si Γ est un graphe �ni orienté avec m sommets, sa matrice d'adjacence L est dé�nie par
Lj,i = 1 si i→ j (i.e. une arête relie i vers j), et Lj,i = 0 sinon.

1. Montrer que le nombre de chemins reliant les sommets i à j au temps t ∈ N est donné par 1

] { chemins i→ j au temps t} =
(
Lt
)
j,i

Exemples de graphes :

2. Supposons la matrice L mélangeante. On dé�nit l'entropie topologique du graphe par

htop (Γ) := lim
t→∞

1

t
log ] { chemins i→ j au temps t}

c'est à dire le taux de croissance exponentiel de la compléxité des chemins, car on peut
écrire : ] {chemins} = ethtop+o(t). Montrer que

htop (Γ) = log λ

où λ est la valeur propre dominante de la matrice d'adjacence. Calculer htop (Γ) pour
l'exemple précédent.

2 Internet Google rank

ref : Brin [1]p.104, Page rank sur Wikipedia. L'algorithme de Brin et Page a été breveté pour
Google en 1997 et a pris �n en 2011.

On considère le graphe G où les sommets i sont les pages webs qui existent sur le réseau
internet, i = 1→ N , et avec une arête i→ j si la page i possède un lien html vers la page j. On
note L (i) ≥ 0 le nombre de liens de la page i vers d'autres pages.

Le graphe modi�é G̃ est le graphe G auquel on rajoute un sommet noté {0} et des arêtes 0→ i,
i→ 0 , ∀i = 1 . . . N . Soit 0 < p < 1 un paramètre appelé damping (amortissement).

On dé�nit la matrice L = (Li,j)i,j=0→N par

Li,0 =
1

N
, L0,i =

{
1 si L (i) = 0

1− p si L (i) ≥ 1

Lj,i =

{
1

L(i)p si i→ j

0 sinon

1. Montrer que la matrice L est stochastique et mélangeante.

1. Le signe ] veut dire �cardinal� c'est à dire �nombre de ..�
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http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~faure/enseignement/systemes_dynamiques
https://fr.wikipedia.org/wiki/PageRank


2. Lorsqu'un internaute fait une requête de recherche à �google search� avec des mots clefs, le
classement envoyé par google des pages web (�Rankpage�) est donné par l'ordre décroissant
des composantes (ui)i de l'état d'équilibre de la matrice P (et après application d'un �ltre
relatif aux mots clefs demandés). Pourquoi cette ordre est pertinent ?

3. Google calcule les composantes de l'état d'équilibre ui régulièrement (tous les quelques
jours). Quel algorithme e�cace proposez vous pour faire ce calcul ?

3 Algorithme de MonteCarlo pour le modèle d'Ising

On considère un réseau N × N périodique dont les sites sont notés X = (x, y) et dont les
variables sont fX = ±1 et modélisent des spins (up/down). Si deux sites sont voisins on note
X ∼ Y . Une con�guration des spins est un champ donné : f = (fX)X . Son énergie ferromagnétique
est :

E (f) :=
∑
X

∑
Y tq X∼Y

(−fX .fY )

1. Combien y a t-il de sites ? Combien de con�gurations possibles ? Quelles con�guration
donnent l'énergie minimale ? et maximale ?

2. L'algorithme d'évolution suivant est appelé algorithme de montecarlo. β ≥ 0 est un
paramètre �xé qui est l'inverse de la température : β = 1/ (kbT ).

(a) A l'instant n = 0, on part d'une con�guration f choisie au hasard.

(b) On choisit un site X au hasard, et on note f ′ la con�guration identique à f sauf au site
X où le spin est opposé : f ′X = −fX (spin opposé).

(c) A l'instant n+ 1,

i. Si E (f ′) < E (f) on choisit la con�guration f ′

ii. Si E (f ′) ≥ E (f) on choisit la con�guration f ′ avec la probabilité
Pf→f ′ = exp (−β. (E (f ′)− E (f))) (et on reste donc avec f avec la probabilité
complémentaire).

(d) On revient en (b) pour poursuivre l'évolution du champ de spins.

Montrer que cet algorithme correspond à une matrice 2×2 concernant seulement les 2 états
f, f ′, qui est stochastique et réversible pour la mesure de Boltzmann :

u (f) =
1

Z
exp (−βE (f))

3. Dans cette description de toutes les con�gurations en terme de graphe, quels sont les som-
mets du graphes ? il a combien de sommets ? et quelles sont les arêtes et leur probabilité ?

4 (Optionnel) Puissances d'une matrice de Jordan

Considérons le bloc de Jordan m×m :

J =


λ 1 0

λ
. . .

. . . 1
0 λ


Calculer J t pour t ≥ 0. (Aide : poser J = λId + J1, calculer J

k
1 ).
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