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TD 1. Dynamique dans les billards

Exercices 1 et 4 à préparer (les autres sont optionnels).
Dans les exercices 1,2,3, il ne s'agit pas de dynamique chaotique, puisque il n'y aura pas de

�sensibilité aux conditions initiales� ni de propriété de �mélange�. On étudie une propriété �plus
faible� appelée (unique) ergodicité. Dans les exercices 4,5, on étudie la propriété de sensibilité
aux conditions initiales (ou l'hyperbolicité) qui est la cause du comportement chaotique du
système (propriété de � mélange �).

Exercice 0.1. Unique ergodicité dans le billard circulaire. On considère un billard de bord
circulaire (rayon 1). Une particule se déplace à vitesse constante dans le disque et rebondit de façon
parfaite sur le bord. On note q0 ∈ [0, 2π] la position angulaire d'un point sur le bord, i0 ∈

[
−π2 ,

π
2

]
l'angle du vecteur vitesse par rapport à la normale. (q0, i0) détermine l'état initial d'une particule
qui suit ensuite une trajectoire dans le billard.
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i0
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(1) L'état initial (q0, i0) sur le bord détermine la suite des rebonds caractérisés par (qt, it) ∈
[0, 2π]×

[
−π2 ,

π
2

]
pour t = 0, 1, 2, . . . Exprimer (qt, it) à partir de (q0, i0).

(2) Tracer un exemple de trajectoire périodique (fermée) qui fait m = 3 rebonds en n = 1 tour
autour du centre. Tracer un exemple de trajectoire périodique qui faitm = 5 rebonds en n =
2 tours autour du centre. Montrer plus généralement que une trajectoire est périodique
si et seulement si i0 = π ab où a, b sont des entiers premiers entre eux (on dit que a

b ∈ Q est
rationnel). Exprimer le nombre m de rebonds et le nombre n de tours e�ectués en une
période en fonction de a, b ?

(3) Si I est un intervalle donné du bord et i1 = πx avec x ∈ R\Q irrationnel, on note κt (I) ∈
[0, 1] la proportion de points qt′ de la trajectoire avec t′ ∈ [0, t− 1], qui appartiennent à
l'intervalle I :

κt (I) :=
1

t
] {t′ ∈ {0, . . . t− 1} , t.q. qt′ ∈ I} .

Montrer que pour toute condition initiale q0, κt (I) converge vers la longueur relative
|I| / (2π) de l'intervalle lorsque t → ∞. On dit que la dynamique est uniquement ergo-
dique. Aide : utiliser la fonction caractéristique l'intervalle χI (q) = 1 si q ∈ I et χI (q) = 0
sinon. Observer que κt (I) = 1

t

∑t
t′=1 χI (qt′) et que |I| =

∫
χI (q) dq. Décomposer χI en

séries de Fourier ϕn (q) = exp (nq).

(4) (Optionnel) Sans utiliser la question précédente, montrer que si i = πx avec x ∈ R \ Q
irrationnel alors les points q1, q2, . . . de la trajectoire (non périodique) sont denses sur le
bord (i.e. il n'y a pas d'intervalle du bord non touché). Aide : procéder par l'absurde en
supposant qu'il y a un intervalle non touché. Retrouver ce résultat comme conséquence de
la question précédente.
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Exercice 0.2. (Optionnel) Exercice sur les nombres rationnels et irrationnels
Montrons que �les nombres rationnels sont exceptionnels parmi les réels�. Soit x ∈ [0, 1] que

l'on écrit en base deux x =
∑
k≥1 bk2

−k = [0, b1b2b3 . . .]base 2 avec bk ∈ {0, 1}.
(1) Montrer que x ∈ Q si et seulement si la suite (bk)k≥1 est périodique à partir d'un certain

rang.

(2) Montrer queQ∩[0, 1] est dénombrable, c'est à dire que l'on peut numéroter tous les élements.

(3) Montrer que (R\Q) ∩ [0, 1] est indénombrable (Cantor 1874 qui a montré l'existence de
plusieurs �in�nis�). Aide : procéder par l'absurde, faire une liste m = 1, 2 . . . de x(m) =

0.b
(m)
1 b

(m)
2 . . . et considérer la diagonale 0.b

(1)
1 b

(2)
2 . . ..

Exercice 0.3. (Optionnel) Loi de Newcomb-Bendford
Observer le tableau 0.1. Suivant Newcomb et Benford 1881, on va étudier un modèle mathé-

matique qui peut aider à expliquer pourquoi la proportion pc décroit avec c. On considère la suite

Premier chi�re c 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Nombre de pays 49 36 23 24 13 14 13 10 12

Proportion observée pc 0,253 0,186 0,119 0,123 0,067 0,072 0,067 0,051 0,062

Table 0.1 � Répartition du premier chi�re signi�catif des e�ectifs de population de 194 pays du
monde selon l'édition 2010 du CIA World Factbook

un = 2n avec n ∈ N. On note cn le premier chi�re de un en base 10. Voici les premières valeurs de
cn marquées en gras :

un = 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512, 1024, 2048, . . .

Montrer que dans cette suite cn : 1, 2, 4, 8, 1, 3, 6, . . . un chi�re donné c ∈ {1, 2, 3 . . . 9} apparaît
avec la probabilité pc =

log(1+ 1
c )

log 10 (plus précisément si Nt (c) est le nombre d'apparition de c dans la

séquence {c0, c1, . . . ct−1}, montrer que κt =
Nt(c)
t →

t→∞
pc). Par exemple p1 = 0.301, p7 = 0.06 . . ..

(Voir �Loi de Bendford� sur wikipedia et son utilité pour détecter les fraudes �scales).
Aide : écrire cn10

rn ≤ un < (cn + 1) 10rn et prendre le log pour se ramener à une dynamique
de translation de log 2

log 10 modulo 1. Montrer que log 2
log 10 est irrationnel. Montrer l'unique ergodicité

de la dynamique (même démarche que dans la question 5 de l'exercice précédent).

Exercice 0.4. Chaos, hyperbolicité d'un billard dispersif.
Le but du problème est de montrer que la dynamique d'une particule dans un billard à obstacles

convexes (par exemple des disques) est � complèteïent chaotique � au sens précis : � sensibilité
aux conditions initiales � ou plus précisément � uniformément hyperbolique �. Un tel billard
est appelé � billard dispersif � ou �billard de Sinaï�. Voir simulations numériques.

L
R

Pour montrer cela on remarque que la dynamique dans un billard plan est une succession de
propagations en ligne droite et de ré�exions sur des obstacles.
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(1) Traitons d'abord la propagation, voir �gure (a). On considère une trajectoire de référence
(c'est l'axe z) et on note x l'axe orthogonal, qui sert de section de Poincaré : une trajectoire
voisine coupe l'axe x à la position x et avec un angle i. On supposera x, i� 1. Après une
longueur L donnée, exprimer les nouvelles valeurs (x′, i′) en fonction de (x, i) sous forme
matricielle (cad au premier ordre).

(a)

x x′

i
i′

x
x′

0 L
z

trajectoire

traject. vois.

(b)

O

β

R

x′
x

traject.

traject.
vois.

α

(2) On considère maintenant la ré�exion avec un angle d'incidence α sur une paroi ayant un
rayon de courbure R au point de ré�exion, voir �gure (b). Avec les même dé�nitions de
(x, i) que précédemment, on admettra (ou on montrera) qu'au point de ré�exion, au premier

ordre, on a

(
x′

i′

)
=

(
1 0
2

R cosα 1

)(
x
i

)
. Pour une propagation de longueur L suivie

d'une ré�exion (comme sur la �gure ??), déduire que la matrice qui transforme (x, i) en
(x′, i′) en fonction de L,R, cosα est

M =

(
1 L
2

R cosα
2L

R cosα + 1

)
. (0.1)

(3) On souhaite étudier la stabilité de la trajectoire périodique verticale OA dans le
billard sur le schéma (a) suivant. On appelle L = OA et R > 0 le rayon de courbure de la
partie supérieure. Noter que R < 0 signi�erait une courbure dans l'autre sens (i.e. obstacle
concave, �gures (b), (c)).

L

A

R
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q
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L

R

(c)

L

L

R

R

(b)

En utilisant la question (2), montrer que si (q1, p1 = sin (i1)) un �état initial� sur le bord
inférieur, alors l'état suivant (q2, p2 = sin (i2)) au premier ordre en q, i� 1 est donné par(

q2
p2

)
=M2

(
q1
p1

)
avec une matriceM2 que l'on exprimera à partir deM (Noter que la matriceM2 : (q1, p1)→
(q2, p2) est le linéarisé de l'application de Poincaré au voisinage de l'orbite périodique).
Calculer les valeurs propres 1 de la matrice M2 et déduire la stabilité de l'orbite périodique
OA.

1. Aide : si M =

(
a b
c d

)
est une matrice avec T = Tr (M) > 2 et Det (M) = 1 alors ses valeurs propres sont

λ± = 1
2

(
T ±
√
T 2 − 4

)
.
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(4) Dans les billards (b) et (c) où R < 0, déduire la stabilité de l'orbite périodique verticale
selon les valeurs de L/ |R|. Remarques : avec des miroirs, ces géométries sont utilisées dans
des cavités optiques Laser par exemple.

(5) Pour un billard dispersif, trouver les valeurs propres et vecteurs propres de la matrice M
(0.1) et déduire qu'il y a une instabilité uniforme de la dynamique.

Exercice 0.5. (Optionnel) �Applications hyperboliques et elliptiques de SL (2,R)�. Soit

M =

(
a b
c d

)
une matrice réelle qui représente une application de Poincaré linéaire dans le

plan (q, p) ayant (0, 0) comme point �xe (= point d'équilibre). La conservation de l'aire dqdp est
équivalente à la condition Det (M) = ad− cb = 1 que l'on supposera. (On dit que M ∈ SL (2,R)).
Soit T = Tr (M) = a+ d la trace de la matrice. Montrer que

(1) Si |T | > 2 alors on peut écrire M = PDP−1 (qui s'interprète comme un changement

de base) où D = ±
(
eλ 0
0 e−λ

)
est diagonale contenant les valeurs propres et λ =

log
(
T+
√
T 2−4
2

)
> 0 appelé coe�cient de Lyapounov. Chaque trajectoire (qn, pn) =

Mn (q0, p0) est sur une hyperbole. Les vecteurs propres donnent les directions instable et
stable. Déduire que le point (0, 0) est instable. On dit que la matrice est hyperbolique.

(2) Si −2 < T < 2 alors M = PDP−1 avec D = ±
(
eiω 0
0 e−iω

)
et la fréquence ω =

arg
(
T+i
√
4−T 2

2

)
. On dit que la matrice est elliptique.

(3) Si |T | = 2 alors M = PDP−1, avec D = ±
(

1 0
0 1

)
ou D = ±

(
1 1
0 1

)
. On dit que la

matrice est parabolique. Que dire de la stabilité de (0, 0) ?

Figure 0.1 � En bleu, une trajectoire dans le billard de Sinai (tore T2 avec des obstacles convexes
circulaires). Sur le recouvrement R2, la trajectoire semble suivre une marche aléatoire.
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