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Examen de systèmes dynamiques, janvier 2016.
Partie II, notée sur 10.

Documents interdits. Calculatrice autorisée. 1 feuille manuscrite autorisée. Encadrer les

résultats demandés. Rendre vos réponses sur des feuilles à part intitulées �Partie II�.

1 Instabilité d'un modèle spatio-temporel

Ce modèle à une dimension concerne une fonction u (x, t) ∈ C sur le domaine spatial
x ∈ R et le temps t ∈ R. On connait les valeurs u (x, t = 0) pour tout x et son évolution
est régie par l'équation suivante :

(∂tu) (x, t) = au (x, t) +
∂2u

∂x2
(x, t) + ib

∂u

∂x
(x, t)− |u (x, t)|2 u (x, t) (1)

avec des paramètres a, b ∈ R. Ce modèle peut servir comme modèle simpli�é pour étudier
la morphogénèse en physique ou biologie.

1. Trouver les solutions homogènes et stationnaires u (x, t) = p ∈ C.
2. Linéariser l'équation (1) près de la solution homogène stationnaire u = 0 en sup-

posant |u (x, t)| � 1. Obtenir une équation aux dérivées partielles à coe�cients
constants.

3. Résoudre l'équation linéaire du (2) à l'aide de la transformée de Fourier et obtenir
la relation de dispersion.

4. Discuter la stabilité/instabilité des modes de Fourier selon les paramètres a, b ∈ R.
Au seuil d'instabilité, il apparait une onde u (x, t) ayant quelle fréquence ξ et quelle
longueur d'onde λ ?

2 Chaos déterministe

Pour les énoncés suivants lorsque c'est demandé, choisir une (ou plusieurs) réponse(s)
parmi les réponses proposées et commenter rapidement votre choix.

1. Expliquer en quelques lignes (3 ou 4) ce qu'est �un système dynamique déterministe
et chaotique�. Donner un exemple en physique et justi�er.

2. Un système dynamique à temps continu dé�ni sous la forme d~x
dt

= ~F (~x), dé�nissant
un �ot noté φt (x) = ~x (t) est dit conservatif si

(a) div ~F (~x) = 0 en tout point ~x.
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(b) det (Dφt (~x)) > 0 en tout point ~x.

(c) det (Dφt (~x)) = 1 en tout point ~x.

3. Les géodésiques sur une surface S ⊂ R3,

(a) sont des courbes fermées.

(b) sont les courbes qui rendent extrémales la longueur.

(c) sont sensibles aux conditions initiales si la courbure est négative. Le �ot est
chaotique.

4. On considère une dynamique

(
qt+1

pt+1

)
= M

(
qt
pt

)
dé�nie par une matrice M ,

2 × 2. Parmi les matrices suivantes, lesquelles dé�nissent une dynamique sur le

tore

(
q
p

)
∈ T2 ? Lesquelles conservent l'aire ? Lesquelles génèrent une dynamique

chaotique sur le tore ?

M1 =

(
0 1
−1 0

)
, M2 =

(
5 3
3 2

)
, M3 =

(
2 1
1 2

)
, M4 =

(
2 0
0 1

2

)
.

5. Dans un système chaotique déterministe, une condition initiale détermine t-elle l'état
futur ? l'état passé ? Pourquoi utiliser des probabilités ? Quel est l'expression du
temps de prédictibilité en fonction de l'incertitude initiale ε et du coe�cient d'in-
stabilité de Lyapounov λ ?

2


	Instabilité d'un modèle spatio-temporel
	Chaos déterministe

