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∂ρ

∂t
+ div(ρ~v) = 0 (1)ou enore : dρ

dt
+ ρdiv~v = 0, ave la dérivée partiulaire. On suppose que l'air est quasi-inompréssible : dρ
dt

= 0. Cela est justi�é pour des vitesses d'éoulement faibles par rapport à lavitesse du son. Dans e as (1) donne div(~v) = 0.1



On va aussi supposer que l'éoulement se passe dans le plan vertial (x, z). Alors 0 = div~v =
∂vx

∂x
+ ∂vz

∂z
don ∂vx

∂x
= −∂vz

∂z
, et il existe don une fontion appelée fontion ourant V (x, z) telleque

vx =
∂V

∂z
(2)

vz = −
∂V

∂x
(3)Cette fontion ne dépend pas du temps, ar on suppose aussi que l'éoulement est station-naire, e qui signi�e que si on prenait une série de photos de l'éoulement à di�érents instants,on ne verrait pas de hangement.Ces équations montrent que ~v est tangent au lignes de niveau de V , don V = constante surles lignes de ourant, et la onnaissane de V en tout point du plan (x, z) permet de déterminerla vitesse ~v en tout point.L'éoulement est dit irrotationnel si rot~v = ∂vz

∂x
− ∂vx

∂z
= 0. Cette hypothèse signi�e queles lignes de ourants (ligne tangente à ~v en haque point, à un instant t donné) ne se refermentjamais ; il ne peut y avoir de tourbillon.On déduit diretement que

∆V =
∂2V

∂x2
+

∂2V

∂z2
= 0 (4)2.2 Résolution du problème d'éoulementDès à présent nous pouvons trouver (numériquement) les lignes d'éoulement de l'air au dessusde la montagne, ainsi que le hamp de vitesse ~v, en résolvant eq.(4).Considérons le domaine D représentant une portion de Ciel et de Terre. Ce domaine arréaura une largeur L (x = 0 . . . L et z = 0 . . . L) et sera su�samment grand pour qu'aux extrêmitéssupérieure et lattérales il n'y ait plus d'in�uene de la montagne. La forme de la montagne estdéterminée par une fontion que l'on se donne z = f(x) qui peut être une Gaussienne par exemple.
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2.2.1 Valeurs aux bords imposées pour la fontion V (x, z) :Les lignes de ourant suivent la forme de la montagne et sont horizontales en haut pour z = L.Par onséquent, V est onstante le long de la montagne et en haut. On peut �xer V = 0, le longde la montagne. 2



Sur les otés x = 0, x = L, la omposante horizontale de la vitesse est suposée horizontale etonstante vx = v∞ ; alors d'après eq.(2), V roit linéairement sur les otés :
V (0, z) = V (L, z) = v∞ zPar onséquent, en haut, V (x, L) = v∞ L.2.2.2 Méthode de résolutionOn disrétise tout d'abord l'espae (x, z) en (N + 1) × (N + 1) points :

xi = i.h

zj = j.have
i, j = 0, ..., Net

h =
L

Nest l'espaement entre les points du réseau.
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On va herher les valeurs de V (x, z) seulement sur les points (xi, zj) du réseau. On les stokeradans un tableau :
V [i][j] = V (xi, zj)Exerie 1 : Donner une expression approhée de ∆Vi,j = ∆V (xi, zj) qui ne fait intervenirque les valeurs V [i + 1][j],V [i − 1][j],V [i][j + 1],V [i][j − 1],V [i][j].1Ensuite l'algoritme de résolution de l'équation de Poisson (4) par relaxation onsisteà partir de valeurs de V [i][j] quelonques, et de les modi�er progressivement, a�n de onvergervers la solution. Voii les étapes :1. On démarre ave un tableau V [i][j] remplit de zéros, sauf au bords (i = 0 , i = N et j = N),où on met les valeurs au bords imposées.2. On parourt tous les points intérieurs au domaine (tels que i = 1 → (N−1) et j = 1 → (N−1)et zj > f(xi)) et en haque point, on alule ∆Vi,j (en utilisant la formule approhée). Si

∆Vi,j est non nul, on modi�e légèrement la valeur de V [i][j] a�n de diminuer ∆Vi,j .Exerie 2 : quelle formule suggérez vous pour modi�er V [i][j] ?2Ainsi, après être passé en haque point du domaine D, le ontenu du tableau V [i][j] s'est1Solution : ∆Vi,j = 1

h2
(Vi+1,j + Vi−1,j + Vi,j+1 + Vi,j−1 − 4Vi,j)2Solution : V [i][j] = V [i][j] + εh2∆Vi,j , ave ε > 0 assez petit.3



un peu approhé de la solution reherhée. On peut aluler �l'erreur� qui subsiste après unpassage :
S =

∑

i,j

|∆Vi,j |3. On reommene l'étape (2) plusieurs fois jusqu'à e que S soit �assez petit�.2.3 ProgrammationLe programme à érire doit reproduire les étapes 1,2,3 i-dessus.3 Condensation de l'eau3.1 ThermodynamiqueFaisons quelques rappels de méanique des �uides. A�n de pouvoir mener les aluls, nousallons onsidérer l'air omme un �uide parfait (sans visosité ni éhange de haleur).Le �uide est plaé dans le hamp de pesanteur ~g. Montrer que la relation fondamentale de ladynamique s'érit :
ρ
d~v

dt
= − ~gradP + ρ~g (5)ave P la pression, et d~v

dt
l'aélération d'une partiule (à ne pas onfondre ave ∂~v

∂t
). Rappel :

d~v =
∂~v

∂t
dt + ~∇~v d~rCei permet d'obtenir l'équation d'Euler (1755)

∂~v

∂t
+ (~∇~v)~v = −

1

ρ
~gradP + ~g (6)L'air est un très mauvais onduteur de haleur. On peut don supposer le transport de l'airomme adiabatique (pas d'éhange de haleur) :

δQ = 0L'enthalpie H est la fontion d'état bien adapté ii : H = U+PV, Or dU = δQ−PdV = −PdV ,don dH = V dP. On onsidère aussi l'enthalpie par unité de mase h. On a don :
dh =

V

m
dP =

1

ρ
dPAlors ~gradh = 1

ρ
~gradP , et (6) peut s'érire :

∂~v

∂t
+ (~∇~v)~v = − ~gradh + ~gOr

1

2
~gradv2 = ~v ∧ ~rot~v + (~∇~v)~vdon

∂~v

∂t
+

1

2
~grad v2 − ~v ∧ ~rot~v = − ~gradh + ~grad (gz) (7)On a supposé l'éoulement stationnaire, don ∂~v/∂t = 0. L'éoulement est dit irro-tationnel si ~rot~v = 0 Cette hypothèse signi�e que les lignes de ourants (ligne tangente à ~v4



en haque point, à un instant t donné) ne se referment jamais ; il ne peut y avoir de tourbillon.L'équation (7)devient alors
~grad

(

v2

2
+ h + gz

)

= 0ou enore
v2

2
+ h + gz = B (8)

B s'appelle la onstante de Bernouilli (1700-1782). Nous l'évaluons i-dessous.Nous avons supposé que l'air était un gaz parfait (75%N2, 25%O2). Son énergie interne nedépend don que de la température :
U =

3

2
nRT + 2 ×

1

2
nRT =

5

2
nRToù le premier terme orrespond aux degrés de liberté de translations et le seond aux degrés deliberté de rotation (gaz diatomique). De plus on a PV = nRT don l'enthalpie H = U + PV =

7

2
nRT et don

h =
H

m
=

7

2

RT

Mair (9)ave Mair = 0.029kg/mol.On alule la valeur B dans la plaine, loin de la montagne (x → ±∞), au sol :
B =

v2

∞

2
+ h∞, h∞ =

7

2

RT0

Mair

. (10)où T0 = 283 K est la température au sol, et v∞ ≃ 20 m/s est la vitesse du vent à l'in�ni. Alors :Arrivé à e point, la fontion V (x, z) permet de onnaitre ~v2 en tout point (x, z) grâe àeq.(2), et de déduire l'enthalpie h(x, z) grâe à eq.(8,10).L'équation (9) permet ensuite de aluler la température T en tout point, onnaissant
h.Lors d'une transformation adiabatique (δQ = 0), pour un gaz parfait diatomique l'expressionsuivante est onstante :

PT−
γ

γ−1 = C0 ≃ P0T
−

γ

γ−1

0
ou−

γ

γ − 1
= −

7

2
(11)où P0 = 105 Pa est la pression au sol.Cei nous donne don la pression P onnaissant T .3.2 Diagramme de phase de l'eauLa proportion de vapeur d'eau dans l'air est donnée par le rapport :

r =
ρeau

ρair seque l'on supposera onnu. (Par exemple r = 1%. Voir i-dessous pour une amélioration). Lapression totale est P = Pa + Pe où Pe la pression partielle d'eau ontenue dans l'air et Pa lapression partielle d'air se.De l'équation PV = nRT , pour l'air se et l'eau on déduit que
r =

ρeau
ρair se =

Meau
Mair Pe

P − Pesoit
Pe =

r P
Meau
Mair + r

(12)5



On a don obtenu Pe onnaissant P et r.On peut maintenant déduire si un nuage est réé grâe au diagramme d'état de l'eau. Soit
Pω(T ) la ourbe de tension de vapeur saturante à la température T . La ourbe Pω(T ) est onnue :

Pω(T ) = 103

(

T − 273

40
+ 1

)2 (13)ave P en Pasal, et T en Kelvin.
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Si Pe(T ) > Pω(T ) alors l'eau se ondense (soit sous forme de gouttelettes liquides soit sousforme de ristaux de glae) : il y aura alors formation d'un nuage, au point (x, z) onsidéré.Remarque : la répartition d'humidité n'est pas homogène. Pour ommener on pourra la sup-poser onentrée (par une Gaussienne) près d'une ertaine ligne de ourant : r(V ) est une fontiondonnée.3.3 ProgrammationExerie :En (i, j), donner l'expression approhée de v2 à partir de V [i][j], V [i+1][j], V [i][j+
1], h.Compléter votre programme déjà existant. On pourra par exemple utiliser un tableau : intnuage[N℄[N℄; ontenant les valeurs 0 : montagne, 1 : iel bleu, 2 : nuage.4 Améliorations1. Le taux d'humidité peut dépendre de l'altitude de la trajetoire en x → ±∞. Par exemple
r(z) sera maximum à une ertaine altitude zr.2. Le taux d'humidité peut dépendre aussi du temps r(z, t). Faire alors une animation.3. On peut simuler la pluie, en déhargeant un nuage de son humidité. Celle-i se dépose surle sol. Observer alors l'e�et de foen, et les lieux où la végétation sera la plus luxuriante.Référenes
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