Annexe B

Solutions des exercices

B.1 Chapitre 1

Exercice [1.1.2| page

1

1
< Xo, Po, 0 |x0, po, 0 >= — 7 /dxexp (= (z - z0)° /o) = —1/2/dXexp (-X*) =1
(m0?) (m)

C’est une intégrale Gaussienne, voir eq. 1 , avec le changement de variable X = #=%2.

Exercice [2| page Il y a une infinité d’autres possibilités plus ou moins explicites. En
voici un exemple simple. (W}), défini par

Wo =W

1 1
We=—WVi+ Vi), Woa=—Vi-Vy), sik>0

On remarque que Wy, () = \/%cos (B2m2), W_y (z) = \/%sin (%272) pour k > 0.

Exercice [ page Vérifions la relation < z|Z|¢ >= z < z|¢p >. On a en effet
(ol [ o o >< a/|da’ 16) = [ 2/ 6(x' — )(@|6) = 7 (xl).
Remarque : une telle écriture n’est pas correcte mathématiquement car |z) ¢ H. L’outil

mathématique approprié est le théoréme spectrale. L’idée est d’introduire le projecteur
P, =" ["_|x)(z|dx” et d’écrire de fagon équivalente & = [z dP,.
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Exercice [5| page on a

;EWO,U(p) =< plzo, po, 0 >= /dm < plr >< x|xg, po, 0 >

- 217rh (mi)l/‘L /dx o ( @O_Tp)> o <_%>

- i () e (58 o (%) o1

ot I'intégrale Gaussienne se calcule par la formule ). Remarquer la similarité de
Pexpression obtenue pour 1, ,,.-(p) avec celle de 1/}104,0’0(95), mis a part facteur de phase
constant.

Exercice [1.6.5] page
1. Partant de (A4) () = (Y(t)|A(t) |y (t)) = <¢|U(— )A(t)U(t)w) avec U(t) = exp (—iﬁt/h).
On dérive en ¢ = 0 : 40 o 0 — <¢\’HA AlH |1/1> donnant le résultat souhaité.

2. Pour A = H supposé indépendant du temps, cela donne % = 0 qui montre la
conservation de I’énergie moyenne au cours du temps

3. On a d(z) /dt = <[x H} = 1 ([2,p%]) = + (p) ou la derniére égalité utilise
une relation de la page [363, De méme d (p) /dt = = <[ ]> = = ([p,V (2)]) =
- (% (@)

B.2 Chapitre 2

Exercice [2.1.5 page par définition, < z|T\|[¢) >=< z — Aj¢p >, Y|y >. Donc <
z|Ty =< z — A|l. Donc Ty |x >= |z — X\ >. Ensuite, T) est un opérateur unitaire, et
Ty =Ty =T, donnant T_ )|z >= |z — X\ >.

Exercice 2.1.7| page
1. U(ty) = exp ((%’) flto). En effet si on dérive |¢ (t +to)) = U (to)
port a to, on obtient LCHO) — (=0) AU (1) [¢ (1)) = (F)
I’équation de Schrodinger. Par ailleurs pour 3 = 0, on a bien
2. On a
O{x|1hgy) 0 0 0 0

dxy 8mow (x — @) = __mw (v = 0) = _£wxo @) ="

_ (%) (—m%) (2[1)g,) = (%@) (2[ptay)
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car p = —ih2. Donc a‘w”°> = (F) Pltbay)- Notant [h,,) = Ty, |tb), comme dans la
question (1), on déduit que &0) (F) pT (z0) et donc T (zo) = exp ((F) po).

d

3. Soit 9 (p) = (p[t)). En suivant le méme calcul que ci-dessus, le générateur des
boosts est b = —zhd Or on sait que = = iha% (cela se vérifie sur 1’équation
<p|a:]x> = z(p|lz) = x Cste e #"/" = inZ 5 {z[p)). Donc b = —&. On déduit que
B (po) = exp (') (=) po)-

4. On déduit que edeB = eBef‘e[A’B] et donc que e ~Ag=BeAcB — [AB] Dapg le cas
qui nous interesse, eA = T (xg) = exp(( i)p:co), soit A = (%’) Py, et e =
B (py) = exp ((5%) (=2) po), soit B = (F) (—2) po. Dapres [&,p] = ikld, on ob-
tient [/1, E} = — (%) ( )po [p, 2] = —izopo/h = —iS/h, donnant la relation

recherchée.
S/ (2mwh) est le nombre de cellules de Planck (27h) contenues dans la surface S. Ce
nombre intervient dans la formule de Weyl, voir cours.

Exercice [2.2.7| page [111| (voir aussi [DGLR89| p.378).
1. Ona E, =hw(n+3)

1 1
P,=—exp(—E,/(kgT)) = Ee—a(nﬂ/?)

A

avec

hw  ©

kKT T
Calcul de la constante Z : il faut Y~ P, = 1 (normalisation des probabilités). On
a la série géométrique S, = (En>0 e_a”) = 1—2*& donc

1= Z P, *a/2s
donc
P 67(1/2
l—e@

Alors

> Fiw Caln 1
:;PnEn=7Zn:e (n+1/2) (n+§>
_ %ea/2 (Zﬂ: ne—om 4+ % Zn: ecm)

Il nous faut calculer

ne O‘":—— Sa) = ——5
Z (Sa) (1 —e@)

n>0



372

ANNEXE B. SOLUTIONS DES EXERCICES

- (%) () - (5) o () = (5) o (37)

Donc

. Pour I'énergie moyenne d’un atome a 3 dim :

<E> = <Ex> + <Ey> + <EZ>

() ()

Pour une mole d’atomes, I'énergie moyenne est (U) = N (E) avec N' = & nombre

d’Avogadro. Alors
3RO S

et donc la capacité calorifique molaire est

o AU) 3RO (-1) (—@)ZBR(@>2 1

1.2 (O 2 o 1.2 (O
dTl’ 2 sinh (ﬁ) 2T 2T ) sinh (ﬁ)
3 i
. [+] _-.9.-—_'-'—0_‘
/,//
2 //
}9
cp/R :/ 4
d./
1 5 i
09' t
g
o/ i
V4
0 P
0 0,2 04 0.6 0,8 1,0
' T/@g '

Pour T < ©, on a C' ~ e 9T — 0. On remarque que

ol K est la “constante de raideur” de la liaison entre atomes. Donc Corps dur
(diamant)< K élevé <O élevé.

Pour T'> © on a C' — 3R. Cette valeur s’obtient aussi par le théoréme d’équiparti-
tion de I’énergie (valable en mécanique classique pour des Hamiltoniens quadratiques
seulement).
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Exercice [2.2.8| page (119

1. Ona A\, =2L/a, \, = 2L/b, X\, = 2L/d, avec a,b,d € N* entiers. Donc k, = i_’T —

Za, etc.... La fréquence de ce mode (a,b,d) est wopa = ck = ¢ (k2 + k2 + kg)l/2 =

1/2
mc (Z—z + /l'i_i + 7—22) . L’énergie du vide quantique dans la boite est alors (en pen-

sant aux deux états de polarisations possibles)

1
E()=2> 5 aba

a,b,d>0
La divergence de £ () est due aux hautes fréquences w ; appelée divergence ultra-
violette.

. On a
E)y=nh Z we W/

a,b,d>0

1 \\L
des variables continues dans la somme (approximation de Riemann d’une intégrale),

et donc
E()~hY / da dbwe™*/

d>0

1/2
et Wepg = "¢ ((L)2 (a® 4+ b%) + d2> . Comme (I/L) < 1, on peut traiter a, b comme

Ensuite, on utilise des coordonnées polaires (a,b) — (u, #), ¢’est a dire (a® + b*) = u?
et dadb = ududf, et 6 = 0 — /2. Alors

(1) ~ h(g) Z/Ooo duuwe /e

d>0

1/2
Finalement, le changement de variable u — w = Z¢ ((%)2 u? + d2) , donne wdw =

7
udu (’%)2 et

&)

12

1(3) (L)' [ awree
— — wwe
2 TC/ am0 Jwo
hLQ d2 o] o
- g dee
d>0 wo
d2

hL? L
= R — —e€ )
272 do? \ «
d>0
meNd -

avec wy = %d, et @ = 1/w.. Ensuite Y, e = 3 (e7*T)" = =€ ™ =
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(suite géométrique). Donc

£l) = hL? d* (1 1 >

o2rc2da? \ae®T — 1

 henL? &2 1
2B da? \x (et —1)

avec z = amc/l = me/(wel).

3. Ensuite
1 11 1 1,
e —1) 2 2z 12 30x24" T (+")
donc
d> 1 6 1 1 +0 ()
— =— - — - T
dx? \x (e* — 1) zt 3 15 x 24
et

hen? L2 w\* fwd\? 1
£l = 213 <6<7rc) _<7rc> _15><24+O<1/wc)>

- hCW;LQ (6 (:_2)4l a (%)3 15 >1< 24113 - O(l/w"’)>

4. On a
U() = EW+E(L—1)="TE 6(2) Lt ()
B 2 me 15x24\03  (L—1*) 7
her?L? We\ 4 1 1
~ 6 <—C> L— — e,
2 ( e 15><24(l3>+ )
pour L > [. Donc¢ Fegsimir (1) = —% = —w (15i24zl4 + ) et pour w, — 00, les
termes suivants s’annullent, donc
hem?L? 1
F, asimir l)=— A
Casimir (1) 240 14

Exercice [2.2.13| page [126
1. Utiliser la relation (A.2.1), qui s’applique car [§, p] = ik Id, [a,at] = Id.

2. Utiliser les expressions ([2.2.29)), et pour montrer la derniére ligne, le fait que a|0 >=
0, donc exp(—za)|0 >= > (’2?) 0 >= 0 >.

3. Calculer d(e®*|gp >)/da en o = 0.




B.2. CHAPITRE 2 375

Exercice [2.2.15| page 128
1. On vérifie que cette représentation par des matrices 3 x 3 vérifie bien les régles

[2-2.15). APar exemple, on calcule : [p(a),p(a™)] = ¢(a)p(at) —p(at)p(a) =
L= ([) ; ete...

010
2. OnaQ = \% (a+at), donc ¢ (—ia’@) = (—id’) \/Li 00 1 |,etep (exp <—io/@>> =
0 00
1 (—id)/V2  —a/4
exp (go (—io/@)) =10 1 (—ia') /v/2 |. Pour cette derniére égalité,
0 0 1
010 0 0 1
on utilise le fait que, posant M = | 0 0 1 |,ona M2 = [ 0 0 0 | et
0 00 0 00
M™ = 0 pour n > 2. Donc exp (AM) = 3, oo (AM)" = M° + AM + $X2M? =
1A X\2/2 -
01 A . On procéde de méme pour les quatre autres expressions. Finale-
0 0 1

ment, on calcule le produit de matricesﬂ :

© (exp (—iy’f)) © (exp <—ia'@)) © (exp (—zﬁ’P)) ¢ (exp (—i6n))
1 A B
=| 0 ™
0 O 1

r = —if ’r . 1 12 i(x 2 r

A'=—-Ze B =—iy —|—§\zl —§\s<z >,C =z

que l'on identifie avec ([2.2.37)), pour obtenir (2.2.34)).

Exercice [2.3.2| page [133| Ep ~ 3eV, Vi ~ 10°n/s.

Exercice [6] page 133
1. Un mode occupe le volume élémentaire A3FA3k = (2r)° dans I'espace de phase
(f, %) Considérons un intervalle de fréquence dv. D’aprés w = 27v = ck, cela

correspond a

2
dk = —dy
c
et & un volume dans 'espace k de
Yy, = drk*dk

1. Pour ces produits de matrices, ainsi que ces exponentielles de matrices, on aura intérét & utiliser un
logiciel de calcul formel (comme Maple, Mathematica ou Xcas qui est un logiciel gratuit et libre).
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(volume de la sphére de rayon k et épaisseur dk). Donc dans un volume V' et un
intervalle de fréquence dv contiennent

dn =2V V) /(2r)°

modes. Le facteur 2 tient compte des deux états de polarisation possibles d’un mode
(droite/gauche). Donc

2V <4Wk2@dl/> B 87V 12
G

dn = dv

. On a (Nimode) = > o PN, avec la probabilité Py = %exp (—En/ET). Comme

1 =5y Pn, on déduit que la constante Z est donnée par

Z = Zexp(—EN/k:T) = Zexp(—a (N +1/2))

N N
e—/2 Z e~
N>0
——
S
o P , P _ —aN _ 1
avec a = (hw) /KT et la série géométrique S = >y e™ " = ;== . Alors

<Nmode> - Z PNN

—_ =

Z

_ L ep (@S L 45y 1
- e/28 do) S do) e —1

1
chv/(KT) _ |

= ZNexp(—a(N—i—l/Z))

appelée distribution de Bose-Einstein. Ensuite

dv  dndv ™% du
3. u(v) = & (hv) & = B’

= 7o
dv c3 <e%—l)

Exercice [7] page 135
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1. Un mode occupe A3ZA3k = (2m)°. Considérons un intervalle de fréquence dv. Pour
les ondes S, cela correspond a dk = z—gdu, et un volume dans I'espace k de Vi =
4rk*dk (volume de la sphére de rayon k et épaisseur dk). Donc dans un volume V
et un intervalle de fréquence dv = 2dk contiennent dng = 2 (V' Vy) / (27)° modes.
Le facteur 2 tient compte des deux états de polarisation possibles d’un mode. Donc

2 (4 2d
dng = (4) ‘3/1/ v
/US
de méme pour les ondes P :
47 Vvid
dnp — (47) 3V v
Up

2. D’aprés ’hypothése d’équidistribution entre les modes, le rapport d’énergie est égal
au rapport du nombre de modes :

Ep  dnp 1(1}5)3 1 1

j— ~

©2(1,73)° 10

Es  dng 2 \wp

Exercice [9) page [136
1. On a T, B, = exp (—igp/h) exp (ipi/h). Utiliser , avec A = —igp/h, B =
ipi/h, [A, B] = (qp/h?) (—ih) donnant e4e? = ePelelhBl done T, B, = e /"B, T,
avec S = gp qui est la surface du carré dans ’espace de phase concerné par les
translations. En terme de mécanique analytique, c’est une action. Les opérateurs
commutent lorsque S = nh, n € N c’est a dire lorsque la surface contient un nombre
entier de cellules de Planck.

2. Utiliser (A.2.1) :e4eB = eA+BeslABl On a B = i(Py — Py) (Q — Q1> —i(Qe —
Q1) <P—P1); A =i(Py — P) <Q—Q2) —i(Q3 — Q) <]5—P2)7 et 5[A, B] =
—L(P—P1)(Q3—Q2)+2(Q2— Q) (Ps—Ps) = —%ﬁ/\ﬁ = —i S/h :produit vectoriel

et S est la surface hachurée (dans les unités ¢, p). Ona S/h = % (PoQ3 — PiQs + PiQs — Q2P5 +
On a donc

Dy3Dio=e"Mexp(A+ B) = e /Mexp (z‘(Pg — P1)Q —i(Q3 — Ql)P) exp (i (—P2Q1 + Q2P — Ps(
. Par ailleurs,
Dz = exp (i(Ps - Pp) (Q - Ql) —i(Q3 — Q1) <15 - P1>>
= exp (i(P = P)Q —i(Qs = Q)P) exp (i (- P3Q1 + Qs 1))

. Finalement, D2’3D172 = D1’367i5/h6i25/h = €+is/hD173.

3. Par récurrence.
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Exercice page 137

1. H(q,p) = H(go,p0) + (¢ = q0) -G + (p — o) .G + o(Aq, Ap), avec Ag = ¢ — qo,
Ap =p — po.

2. H|qo, po > (H(qo,po) Id+ (G — q) .92 o+ (D —po)- %—g) |g0,p0 >. (On a remplacé
q et p par les g et p).

3. Ainsi

U(AD)lgo,po > = exp (—iHAL/R) a0, po >

OH

(
=ewp (i (Han 10+ G- a0 5

OH
D — — A
B4 + (p — po) 8p> t/h) lq0, po >

donc U(At)|q0,p0 >= exp(—iEAt/h)lA?O,ﬂqo,po >, avec q — qp = %—;IAt et p; —
Po = —%—I:At sont les déplacements du point (go, po) par la dynamique classique, et
E = H(qo, po) est I'énergie du point classique, conservée au cours du temps. Sur la
durée At infinitésimale, le paquet d’onde est donc translaté dans ’espace de phase,
comme le point classique.

4. Alors en sommant des déplacements infinitésimaux,
U(t)\qo,po >~ exp (—iEt/h) Hi]i_olﬁi,i+1|qo,po >=exp (—iEt/h) exp (iS/h) DO,M(t)‘QOvPO >

, ou M (t) est I’évolution classique.

5. Ona Ut)|¢ >= [ ePE=OME(t + t)lgopo >= e~ "P*/" St e (1)l go, po >
dt = e~ "B'/M¢ >, & condition que eET/*U(T)|qo, po >= |qo, po >, car alors

T4t/ v -
/ BN [T U(t)|go, po > dt = / GiEt/h U(t)|qo, po > dt
0

T

6. D’apreés ci-dessus, la condition s’écrit : exp (i.S/h) 1507M(T)|q0,p0 >= |qo,po >, o S
est la surface de la trajectoire (action). Or M(T") = M(0), donc il faut exp (iS/h) =
1, soit
S=hn, neN

appelée régle de quantification de Bohr-Sommerfeld : la surface doit contenir
un nombre entier de cellules de Planck.

Pour 'oscillateur Harmonique, cela donne (voir section précédente) E, ~ hwn. (Il
manque l'indice 1/2).

Exercice [2.3.3|page (140 (Voir [CBE] p571). Ona J = ["=° [* Laxvdp |z, p,0)(z,p, 0| =
S5 I shide dp D()|0) (01D (2). Or D(2)|0) = exp (=) exp (za*) exp (~za) |0) =
exp (1) e 10). Or 27 10) = 2,00 247 10) = S50 Zl)-
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Done J =3 dmhdp Z?,;:‘e"zﬁm)( '|. Mais d’une part d‘”Ad” = dQAdP et [ dQdP z"7" e el =

[ dpaf e~ prtn gif(n—n’) — n!d, , en coordonnées polaires (p, 0) et intégration sur p par
parties. Donc J = ) |n)(n| = I. De fagon plus élégante, cette relation de fermeture est
une simple conséquence du lemme de Schur (théorie des groupes) voir [Per86] p.15.

Exercice [8| page @@ revoir, voir correction de JJB @Q
1. Le Hamiltonien classique est :
7 2

(7m___ .

2m  4mwegr

Soit une valeur E/ < 0 fixée. On cherche le volume de I'espace de phase des points :

Yp =A{(7p)/H(Tp) < E}

On utilise naturellement les coordonnées sphériques : p'= (p, ¢p, 0,) et & = (1, ¢, 0).
Alors (utilisant dZ = r2dr sin 0dfdy)

V(E) = Vol (Sp) = /E dzdp

= (477)2/ . r2p® drdp
E>P e

=2m  4dmeqr
et > 1
= () 2/ pdp————
(4meg)” Jo <2p_m _ E)
(47)? et ( m3/2x ) e*m? 2
= (4r
3 (4meo)® \4V2(—E)32)  12¢/2(—E)*?¢2
Ensuite d’aprés (2.3.2),
V(E) e*m??r

W 122 (—E)? e2ns

dN __ etm3/2q
dE 8\/5(,];)5/25%;@’
est une expression valable lorsque les niveaux deviennent denses, c’est a dire pour

2. On déduit la densité de niveaux semi-classique ps. (E) = qui

E—0".

3. A partir de I'expression ES™ = —%4 avec €1 = g’f; = 13,6 eV, on a (sans oublier
la dégénérescence du niveau E, qui est n?) dN = n?dn donc dN/dE = n?dn/dE =
1 m3/266

223/213(—E)5/2"

Q@
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B.3 Chapitre 3

Exercice [3.1.2 page [149] on a ¥ = R~'7 et la valeur de la fonction d’onde n’est pas
changée lors de la rotation : ¢/(Z') = ¢ (&), donc
(&) = p(R'F) (B3.1)

(situation semblable au cas de la translation, figure (2.1.1))).

On peut obtenir le méme résultat avec la notation d’opérateurs : /(') =< Z'|R|¢) >=<
RTT | >=< Ry >= ¢(R717), o on a utilisé le fait que l'opérateur rotation est
unitaire.

Exercice[3.3.1| page[169] Electrons bidimensionnels dans un champ magnétique
constant, avec un potentiel périodique : le spectre fractal de Hofstadter.E]

—

1. B=rot (ff) = (9,A, — 8,A,) & = Be.. Alors

1 /. N2
H(z,ps,y,py) = %(p—efo +V(z,y)
1 eB \? eB \?
- T R = 174
5 ((p + 3 y) +<py 5 1?) >+ (z,y)
2. Pour les unités, [Q)] = [’;L?Z]B] = ﬁ = 1 (pensant a d—ﬁ = el A B) et
ql = bl = Pl = 1 Donc Q,P,q,p) sont sans dimension. A partir de
[eBX] ([pz]/m)m

[z, ps] = ih et [g,p,] = ih, on calcule
[Qﬁ} =i, (4, p] =ihesy

et les autres commutateurs sont nuls. On a finalement :

%o

27T7’_Leff = ¢

3. On obtient

TP @) +V (=X (4 Vi P) X (04 VAsQ)

2. Ce spectre a été étudié dans D. Hofstadter, “Energy levels and wave functions of Bloch electrons in
rational and irrational magnetic fields” Phys.Rev.B 14,2239, (1976). 11 est (partiellement) observé expé-
rimentalement dans : Albrecht et al. “Evidence of the Hofstadter Fractal energy spectrum in the Quantized
Hall Conductance “ Phys.Rev.Lett. 86,147 (2001). Chercher “hofstadter butterfly” dans Google.

H(Q,P,q,p)=
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4. SiV = 0, alors H (Q, P, q,p) = % (P?+ @Q?) est un oscillateur harmonique. Ses
niveaux d’énergie (niveaux de Landau) sont donc :

1
En:hw<n—|—§>, n=0,1,2,...

mais les variables (q,p) n’interviennent pas. Cela montre que chaque niveau est
infiniment dégénéré (comme la dimension de 1'espace de Hilbert des opérateurs
Q. D).

(La suite est facultative)

5. La périodicité est 1 selon ¢ et selon p. Les générateurs des translations sont respec-
tivement (p, —q), et [¢, p] = i hesy. Par conséquent

T, = exp(—ip/hess), T, = exp(iq/heyy).

—i27T

6. La relation de Glauber donne Tqu = e[_iﬁ/heff”"j/h@ff]Tqu = 2"heffTT Donc
[Tq, Tp} = 0 si et seulement si

2hor; = N &€ N :entier

% _ _1
(;50 27’I’h€ff
quanta de flux & travers la surface élémentaire X?2.

AN.: N = X8 avec X = 2.107"m, B = 0,217, h = 6,6.107%Js., ¢ =

14 19
1,6.1079C, N = 1% g;ﬁ(}% 021 ~ 9.

Cela donne = N . Autrement dit, il doit y avoir un nombre entier de

7. Avec cette condition, on peut (comme dans la théorie de Bloch), chercher les états
stationnaires parmi les vecteurs propres communs de T et T qui vérifient, T V) =
ey et T,ly)) = e®]y)). Les états stationnaires ainsi trouvés |1, (61,6)) vont
dépendre des paramétres continus (61, 60) et d’un indice discret n. Cela donnera un
spectre en bandes. Chaque bande est indicée par n.

8. Avec les notation ci-dessus, appelons H (01,65) 1 espace des fonctions de Bloch véri-
fiant T,[¢) = e |1)) et T, W} = e2[y)). Comme T, 1) = €1]¢)), la fonction d’onde
¥(q), est périodique (& une phase prés), de période 1. Par conséquent, sa transfor-
mée de Fourier @(p) est discréte, avec un pas Ap = h.py = % Or pr) = e'%2y)),
ce qui signifie que @(p) est elle méme périodique, de période 1. Dans l'intervalle
p € [0,1]il y a 1/Ap = N composantes, et ’état|t)) n’a donc que N composantes
indépendantes. L’espace des fonctions de Bloch H (01, 6;) est donc de dimension N.
Avec la perturbation V, le premier niveau de Landau perd sa dégénérescence et il
apparait donc N bandes de Bloch. (Cela est aussi vrai pour les autres niveaux de
Landau).
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0 [ I

\ T
1/51/4 1/3 172 2/3 3/4

9. La condition 27h.sy = % est exceptionelle. Par contre, si 2nh.p; = 63% = % =
7 € Q, on considere une cellule de base de cotés X et Y = aX, donc de surface

XY = aX?. Pour cette cellule de base, la constante effective 27/, = 2 — 1

eB(XY) b
Donc (27rh’eff)71 = b € N est entier, les résultats précédents s’appliquent et on

déduit que le spectre est formé de b bandes. Ainsi lorsque ¢/¢, varie continuement,
le dénominateur b (et donc le nombre de bandes) varie discontinuement, ce qui
explique I'aspect fractal du spectre obtenu. Voir figure.

B.4 Chapitre 4

Exercice page le résultat (4.5.1) montre que cette relation est vraie pour les
trois vecteurs de base e; de R?, ce qui peut s’écrire [S’ei,ﬁe]} = ihS’eiAej = the; A ej.g.

~
—

Alors S5, 85| = S0, [UiSe, Ui, | = S0, U0 80 8| = in S, Uillje ;.S =
ih ((7 A 17) S

Exercice 4.4.1| page 77

1. Soit un état de spin 1/2 quelconque noté :
| >=a|+, > +b|—, >

avec a,b € C. Si b # 0, alors on écrit |¢p >= blp) avec |p) = z|+, > +|—, >
et z = a/b. De facon trés générale, les probabilités associées au résultat d’une
mesure sur un état quantique, ne change pas si I’état est multiplié par une constante
complexe. Plus précisement, si [1) >= b|p), et A est une observable (opérateur) :

W[Al) [ (elAle)  {plAle)
(¢lw)

Wy b (ele)

Par conséquent |1)) et |p) décrivent les méme “états physiques”

Flux magnetique

I
1

T
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2. On calcule

C @IS 1 ko (0 1) (@) _h2R()
T W) _la\2+|b|22( ’ b)(l 0><b)‘21+|212

de méme :

WIS,y h2S(z)  (@IS,e) _ hlP—1

Sy =~

Wy 214 ] T @) 214 2P

Donc s? = fi + 55+ 52 = (2)2 (Ne pas confondre s2 = (S,)* + (Sy)2 + (S.)? avec
(5%) =h*(3) (3 +1))-

3. En coordonnées sphériques (s, 0, @), s, = g sinf cos ¢, s, =
on obtient

h

3sinfsing, s, = gCOSQ,

1+2% 14 cosd 50
1—2%_1—0056’

27 =

et

donc z = cotgle .

4. D’aprés les schémas :

Exercice page [189

1. On a vu en cours, que les générateurs S, Sy, S, s’expriment respectivement dans la

base o.n. (|4), |—)) par les matrices de Pauli (30,, %0,,25.) ; ce sont des matrices

hermitienne 2 x 2 de trace nulle. Par conséquent, I'opérateur 5’[7 =U,S, + Uygy +

U.S5,=USeRrR, U=, U,,U.) € R? (générateur des rotations du spin 1/2)

) : : h
s’exprime par la matrice 507 avec

05 = U0y + Uyo, + Uso. = U.6 = ( V. U —ily >

U, +iU, —U.
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2. Soit M € SU(2). On a (a) : M+ = M~! et (b) : det(M) = 1. Ecrivons M =
exp (—iAG), avec A € R, et G matrice 2 x 2 qui est un “générateur” ji.e. élément de
'algébre de Lie su(2). Pour A — 0, la relation (a) donne (14 iAGT) = (1 +iAG),
soit G = GT. La relation (b) donne 1 = det(M) = exp (—iATrace(G)), donc
Trace(G) = 0. (La relation matricielle trés générale det(M) = exp (—i) Trace(G)),
se démontre en écrivant G dans une base propre, ou elle est diagonale). Ainsi I’al-
gebre de Lie su(2) du groupe SU(2) est formé par les matrices hermitienne 2 x 2 de
U, Uy — LUy

Uy + Ty —U,

u.0, et donc les matrices de Pauli forment une base de cette algébre.

trace nulle forme. Comme expliqué en (1), G est de la formeG = (

3. Soit ¢ : O — M lapplication qui a un opérateur de H,y;, associe la matrice 2 x 2,
qui est son expression dans la base (|+.),]|—.)). On a vu que ¢ (§U> = Lo et
que ¢ : Rypin — Su(2) est un isomorphisme d’algébres de Lie. Pour R e Rgpin, on
a (R) = (exp <%)> = exp (gp (#fa)) = exp (—%aﬁ) qui montre que
¢ : Rypin = SU(2) est un isomorphisme de groupes.

Exercice 13| page Voir eq(B.4.1)). Cette fois ci 'opérateur de rotation agit a la fois
sur lespace ordinaire et sur le spin : ¢/, (') =< &', £|R|¢), § >=< RYZ,R" £ |¢,§ >=<
R, R™' £ 11,5 >, cest a dire :

(R} .7

espace

:ﬁ-&-(Res%Jacef/) ) (B41)

B.5 Chapitre 7

Exercice Diffusion nucléon-pion page On avuque D;/y®@D; /2 = Dy®D;
qui est la décomposition de Clebsh-Gordan. Si H est un opérateur vérifiant [f], 5] =0 (in-

variance par rotation) alors d’aprés le Lemme de Shur, H exprimé dans la décomposition
Do @ D, est de la forme bloc:

X A 0

H = [
0 ul , ApelR
Do D1

Or on a vu que Vopérateur A.J + B.S;.S, = A+ Bp? (J(J +1) — 2) sexprime dans cette
méme décomposition par
Eo=A— 2B 0
0 By = A+ iBR
11 suffit donc de prendre A, B tels que A — 3BR? = X et p = A+ {BR*.

Plus généralement, pour le couplage D; ® D,, = 69;1;%2271'1\1)3” un opérateur invariant

)
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s’exprime comme )\jf sur chaque espace D; de la décomposition. Il y a donc N = js + j; —
|jo — j1| parameétres indépendant ;. Comme Popérateur de Casimir S? est h%j (j + 1)1

sur un espace D; (et distingue donc les espaces D;) on déduit que un opérateur invariant
. . . o\ 2 _\N-1
peut s’exprimer sous la forme H = pol + 1.5 + 1o (52) + .+ N <SQ) . Il est

L\ k
possible de relier les (1), et les (A;);. De fagon équivalente on pourrait utiliser (Sl.52>

N\ k
a la place de <52> , les coefficients seraient différents.

Exercice Diffusion nucléon-pion page [283|
1. OI] a Hj:l ® Hj:1/2 = Hj:1/2 ) szg/g, de dimensions IxXx2=2 + 4=6 (d’aprés
dimH; =25+ 1).
2. On obtient :
33
+y o 2.2
prt) = 15:5)

) = VIRl ) — ViRl )
) = VIS —2) — V2Blgi—)

31 11
+ — 1 .- 2 .-
[nm™) /3|2,2>+ /3|272>
31 1 1
Inm®) = v2/3|§;§>+v1/3\§;—§>
. 33
Inm™) = !5, 2>

3. Dans un espace de représentation irréductible, U doit agir comme l'identité & une
constante complexe prés (Lemme de Shur). Donc dans la décomposition H;—1/o ®
szg/g : R

U =ty)0m 5 ( A362]4 A1?2j2 )
avec Asja, Aijs € C.
4. On obtient :

N 2
o(pr =) = |0l 7| = |Agpel’
2
- S V2 V2
U(PW —>717TO) = |(n,7[Ulp,77)| = ?AS/Q_TAUQ
2
_ _ PN 2
o(pr” —pr”) = |{p,7 |Ulp,7 )‘ =342 + A1
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2

3

(a) si ‘Ag/gl > ‘AI/Q
o(pr™ —pr) ~ ¢ |Asp

, alors o (prt — prt) = | A3

|2
|2

, o (pr™ = nr0) ~ 2| Ay

(b) si }A3/2|2<< |Aij2], alors o (prt — prt) ~ 0,0 (pr~ — na®) ~ 2 ‘AI/Q‘Q, o(pr~ = prn7) ~
4
g A1l

(C) si A3/2 = A1/2; alors o (p7'('Jr — p7T+) = |A3/2

‘o (pr~ = nn®) ~ 0,0 (pn~ — pr~) =~
2
[As/2|

5. L’expérience donne :

+ +
oWT 2 PT) sy
o (pr— — nn0)

- +
oort =P gur g
o (pr= — pr~)

On est donc proche de la situation ‘A3/2| > |A1/2|.

6. Durée de vie 7 ~ & = 6.510"%*s. L’espace de degré interne d’isospin de cette

particule A est H,_3/2, de dimension 2j + 1 = 4. D’aprés 'écriture |j = 3/2,m =
3/2) = |pt,mT), etc... on déduit que |[ATT) = |j = 3/2;m = 3/2), |AT) = |j =
3/2;m =1/2)|A% = |j =3/2;m = —1/2),|A7) =|j = 3/2;m = —3/2).



