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TD n°®6 Solutions
Plustieurs particules

1 Etats quantiques Fermions et bosons

1. Cela donne

1

1) A Jhe) = —= (|11) ® [th2) — [2) ® [4b1))

2
=7 (lp1) ® |p2) — l2) @ 1)) ® (|S)1 ® [S)2)

La partie spin est symétrique. La partie spatiale est antisymétrique. La fonction d’onde (spinorielle) est
définie par

Y (71, 72) = ((T1| @ (Z2]) @ (|Y1) A lb2))

- (Z1le1) @ (Talpa) — (Tilw2) © (T2|p1)) @ (|5)1 @ 5)2)

S

La partie spatiale est donc

o (T, T2) = ¢1§ (1 (F1) @2 (T2) — 2 (1) 1 (22))

On rencontre cette situation lorsqu’un fort champ magnétique polarise I'état de spin des électrons dans 1’état
|S) par exemple. On remarque que ¢ (Z,Z) = 0, la probabilité de trouver les 2 electrons au méme endroit est
nulle.

Dans un matériau ferromagnétique, la fonction d’onde de deux éléctrons est antisymétrique, car cela permet
de minimiser ’énergie de répulsion électrique. Par conséquent la partie de spin est symmétrique comme ici.
Les spins sont alignés. Le ferromagnétisme est donc un effet indirect de la répulsion électrostatique sur les
spins, via I'antisymétrie des électrons.

2. Alors

1) A l2) = ([) @ |9)) ® —= (I51) @ |S2) — |S2) @ [51))

1
V2
Cette fois ci, la partie spin est antisymétrique. Cette situation se rencontre dans un atome hydrogénoide,
lorsque deux électrons sont sur la méme orbitale (1s par exemple).

2 Paradoxe avec plusieurs particules : inégalité de Bell et non localité de la
mécanique quantique
1. Etat général de polarisation :  |P) = a|z) + bly), a,beC
|0) = cos@|z) +sinf|y) : polarisation rectiligne selon 6
2. On décompose ’état quantique |P) dans la base d’interaction :

[P) = (alz)) + (bly)
Passage Absorbé

Le hasard décide si le photon passe ou est absorbé :

lalz) ] |l
Proba(passage)= T = — 5 et aprés passage, |P) = a|z)
[P lal™ + 0]
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Proba(absorbé)= )P = PERRTIER et apreés passage, |P) = bly) (absorbé)

Pour un photon dans I’état |#) = cos f|x) + sin @|y), alors Proba(passage)= cos? f et Proba(absorbé)=sin? 6.



. Envoyer un faisceau de photon sur un filtre orienté dans la direction 8. A la sortie, les photons sortants sont

dans I'état |6).

. On peut supposer que le premier filtre est selon x, et le second selon 6. Un faisceau non polarisé est composé
de 50% d’états |z) et 50% d’états |y). Aprés le premier filtre selon x, seuls les états |r) passent, donc
Uintensité est Iy/2. Aprés le deuxiéme filtre, la proba de passage d’un photon est cos? @, donc I'intensité est

I = (Ip/2) cos? 6.
i |P) = al) + bly).

(P|A|P)
(P|P)
. Ona
Alors
|Pr2) =

. On a d’apres (6)

T Pl>||2 (alal +Bly]) (a(+1)]2) + b (~1) |y))
B 1 P 17 PPN

ey Uy TV =

lx) = cos@\:v'}—sinﬂy’)

ly) = sinf|z’) + cosfly’)
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(lz1)ly2) = ly1)|=2))

\)

1

((cos %) — sinBly})) (sinBlz5) + cos b))
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(sinf|a]) + cosBly;)) (cosB|xy) — sin|ys))

(|x’1)|y§> — |y’1>|$’2>) :  méme écriture

| P12) (|z1)y2) — [y1)]z2))

(Jun) ) = ) uz)

Sl =Sl

Dans la base |u), [ut) on a A, = ( (1) _01 > et B, = R(6) ( (1) _01 >R(9) avec 0 = 0, — 0, et R () =
cosf —sinf ~ [ cos20 sin20
( sind cosf > donnant B, = < sin20 — cos 26 > Alors
(AuBo) = o (PolAuBy|Pio)
uv - <P12‘P12> 12| Ay Py [L712
1 A ~ ~ A PN
= 5 (gl AuBufur,up) + (ut usl Ay Bt uz) = (ur us | Au Bt us) — (ut wal A Bufur, )
1 . R
= 5 (W3 1Bufug) = (uz| Bofuz) ) = —cos (26)
. Donc

Aquant. (¢)

(AuBy) = (AuBuw) + (AuBy) + (AyBu)
—cos (@) + cos (2¢) — 1 — cos (¢p) = cos (2¢) — 1 — 2 cos (¢)

Pour trouver le minimum, on calcule

dA uant. . . .
quTt = —2sin (2¢) 4 2sin (¢) = —2(2cos¢p — 1) sin ¢
donnant un minimum en cos (¢min) = % S0it Ppnin = 5. Alors Aguant. (Pmin) = cos (2%) —1—2cos (%) = —2.5.



9.

10.

La localité est dans ’hypothése que le résultat A ne dépend pas de 'angle en B, donc que dans (A, B,) et
(AyBy) on utilise le méme symbole A. On note A = A,, A’ = A,, B=B,, B = B,. On a

|[Aioe (A4, 4B, B')| < [(AB) - (AB")| + [(A'B) + (A'B')
(A (B-B))|+ (4 (B+B))|
< (|B=-B|+|B+B|)=2

(Pour la derniére égalité il suffit d’essayer les 4 possibilités B, B’ = +1.)

Conclusion sur la non localité de la mécanique quantique : d’apres la figure, la mécanique quantique (vérifiée
expérimentalement) viole I'inégalité de Bell |Aj,.| < 2. Donc la théorie quantique n’est pas locale (il n’existe
pas de théorie locale & variables cachées).

Essayons de suivre le méme calcul mais en mécanique quantique, afin de majorer Agyant. (¢) (quelque soit
létat |P)). On a

[Aguant. (6)] < [(AB) — (AB")| + [(A'B) + (A'B')|
_ ’<p|A (é - B') |P>] + )<P\A' (B + B’) |P>\

L’inégalité de Schwartz pour un produit scalaire entre vecteurs est |[(¢|p)] < ||| |l¢]|- Ici cela donne
\<p\21 (3 - B') \p>\ < ‘A\P>H H (B - B') yP>H. Or ||A|P) ( < HAH I|P)]| = 1. On déduit

Bguant. @) < |[(B-B) 1P| + [ (B+5) 1)

Or pour a,b € Ron aa+b < /2 (a2 + b2) (en effet (a + b)* = a2+b2+2ab et 2ab = a?+b>—(a — b)* < a®+b>
donc (a +b)* <2 (a®+b?) ). On déduit

[Bauant. ()] < \/2 (H (B-5) !P>H2 + H (B+5) |P>H2>

Finalement, on écrit
~ N 2 N N 2 N AN\ 2 R AN\ 2
H(B—B’) |P>H +H(B+B’) |P)H — (P| (B—B/) P + (P| (B+B/) P)
N N2
= 2(P|B%|P) + 2(P| (B'> Py <242 =
donc

’Aquant. (¢)‘ < \/ﬂ = 2\6 ~ 2.82

Remarquer qu’avec I’état | Py2) considéré dans ce probléme on n’atteind pas cette borne (seulement |Agyant. (¢)] =
2.5). Alain Aspect dans sa thése a montré que en utilisant quatre polarisations distinctes on pouvait obtenir la
borne choisissant |Aguant. ()| = 2v/2 (voir http ://tel.archives-ouvertes.fr/docs/00,/06,/10/78/PDF /1983ASPECT 1
pages 34-36).



