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et elle se décomposera dans les deux suivantes :
AP = [— Q'+ a)psind,
AQ={-+P' +8)psind.

Puisque le module de a 4+ 8¢ est inférieur & r tant que la
valeur absolue de d reste au-dessous d'une certaine limite

2z et & seront compris entre —r et --r. D'ailleurs r est
aussi petit que l'on veut; donc si P’ et (' ne se ré-
duisent pas i zéro, les quantités AP et AQ) seront res-
pectivement de méme signe que —Q’sind et +- P’ sind.
De 1a résultele théoréme suivant:

Tatorkme II. — Soit f(z) une fonction enticre de
la variable imaginaire z=p (cosw +isinw); posons
f(z2)=P--iQ, P et Q étant des fonctions réelles et
entieres de p qui dépendent aussi de l'argument w, et
désignons par ¥, Q' les dérivées des polynémes P et Q
prises par rapport au module p. Si Uon attribue & ce
module p une valeur déterminée et que l'on fassecroitre
l'argument w de o & am, la fonction Q croitra tant que
P sera positive et elle décroitra tant que P’ sera néga-
tive. Au contraire, la fonction P décroitra tant que Q'
sera positive et elle croitra tant que (' sera négative.

Théoréme de Cauchy .

53. La variable imaginaire
(1) = - iy

peut étre figurée géométriquement (n® 44) par un point
mobile M ayant pour abscisse x, et pour ordonnée y, re-
lativement a deux axes rectangulaires fixes Oxet Oy. Si
p et w désignentles coordonnées polaires du méme point,

on aura
r—=pcosw, y=psine,
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et, par suite
(2) z==p{cosw 4 isinw),

en sorte que p est le module et @ I'argument de la va-
riable 1imaginaire z.

En outre, si f(z) désigne une fonction entiére de z
d’un degré quelconque m dans laquelle les coefficients
solent des quantitésréelles ou imaginaires données, on
aura, en remplagant z par la valeur (1),

f(z) =P +Q,
P et Q étant des fonctions réelles et entiéres des coor-

données x et y; d’ou il résulte, comme nous l'avons
déja dit, que la recherche des racines de I'équation

fz)=o

équivaut & celle des points pour lesquels on a simul-

tanément

P—o, Q=—o,
et auxquels nous appliquons, pour abréger, la dénomi-
nation de racines.

Enfin, si le polynéme f(z) est divisible par la n**™°
puissance de z— z,, sans I’étre par une puissance supé-
rieure du méme binéme, nous sommes convenu (n® 43)
de dire que I’équation f(z)=o0 a n racines égales  z;
on a, dans ce cas,

f(zﬂ):07 f’(zo):_‘ov fll——i(zo):(),
mais la dérivée du n'*™¢ ordre, f”(z), ne s’annule pas

pour z = z,.

54. Ces notions rappelées, nous nous proposons d’éta-
blir ici une proposition importante due & Cauchy et qui
constitue I'un des plus beaux théorémes de I'’Algébre.
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La démonstration que nous allons présenter sera fondée
sur le lemme suivant :

Lemme. — Soient z=ux+iy une wariable imagi-
naire et f(z)=P -+ iQ une fonction entiére de z,d un
degré quelconquem P et Q étant des quantitésréelles.
Supposons que ' équation f(z)=o ait n racines égales
& xo+1Lyo, n pouvant étre égal & 1, et considérons le
point G dont les coordonnées sont x, et y,, relative-
ment & deux axes rectangulaires Ox, Oy. Décrivons
une circonference du point G comme centre, avec un
rayon p suffisamment petit, et désignons par w l'angle
Sformé, avec la direction Ox, par la direction du
rayon GM, de maniére que cet angle soit nul quand GM
a la direction de O x et qi’il croisse quand le rayon GM
se meut toujours dansle méme sens, en s élevant de Ox
vers Oy. Cela posé, si le point mobile M, partant
d’une position guelconque, décrit la circonférence en-
tiere pour revemir i sa position premiére, ¢ est-a-dire

st l'angle w augmente de aw, le rapport q’ qui, pour

chaque position du point M, a une valeur déterminée,
s'annulera précisément autant de fois gu’il y a d'unités
dans le nombre an, et, en s'annulant, ce rapport pas-
sera toujours d’une waleur positive & une valeur né-
gative.

. . P . . .
On pourrait ajouter que le rapport — devient infini

un nombre de fois égal a an, et qu'a chaque fois il
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passe d'une valeur négative & une valeur positive ; mais
nous avons voulu réduire notre lemme 4 ce quil a
d’essentiel pour l'objet auquel nous le destinons. Il
P ] q
donnera d’ailleurs le complément dont nous venons de
P
parler, si on Papplique a la fonction ¢ f(z). Faisons
¢ncore une remarque importante . pour que le rapport

P . ) ) )
— ait en chaque point de la circonférence une valeur

Q

déterminée, il suffit que le rayon p ne soit pas égal a
la distance du point z, 4 I'un des autres points racines
de I'équation f(z) = o0; mais rien ne limite la petitesse
de p, et ce rayon se trouvera assujetti, dans notre dé-
monstration, & étre moindre que la plus petite des dis-
tances dont nous venons de parler.

Posons
2 =2z4+ h;

comme on a, par hypothése,
SFlz) =0, f'z)=0, ..., f* ' (z)=0,

et que f7(z,) n'est pas nulle, la valeur de f(z) or-
donnée suivant les puissances de A sera

DRNIP Eepr AL YRR AL

Si 'on désigne par p et » le module et l'argument
de la variable %, on aura

kh—=p(cosw + isinw);

représentons en outre par C, et «, le module et 'argu-

. {3 . .
ment de la quantité M, de maniére que l'on ait,
1.
pour toutes les valeurs n, n+4-1,..., m de g,
S*(z)

L ) —C,.(cose, -+ isina, );
1.2...p w * )i
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I'expression de f(z) deviendra

JS(3) = Cpp"[cos(nw + a,) +isin(ne + a,)]+...
+Cppp™[c0s(me -+ @y ) -+ isin (me-+ ay)],

(2)

et 'on aura, en conséquence

(3)

P = C,p"cos (rw - a,) + ... 4+ Cpp™cos(ma —+2,,),

Q = Cpp*sin (rw + a,) +... +Cpp™sin(mo —+ay, );

on aura aussi, en désignant par Q' la dérivée du poly-
néme Q par rapport a la variable p,

(4) Q =nrC,p* 'sin(no—ta,)+...--mC,p™ 1 sin (mo-ta,,).

Cela posé, quel que soit 'angle w, on peut faire
(5) nm+an:Kg+ns,

en désignant par K un entier positif ou négatif et parne

un angle compris entre — T et-T. Supposons d’abord

N A
que le nombre K soit impair, et posons
K=2%f+1,

les formules (3) et (4) deviendront alors

(—1)fP=—GC,p"sinne +...,
(6) (—1)"Q =+ Cup" cos ne +. . .,
(—1*Q'=+ nC,p"'cosme +. ...

Soit maintenant § un angle positif déterminé, inférieur
. T . TN ,
a— et aussi petit d’ailleurs quel’on voudra; on pourra
n

(n°®40) assigner une quantité positive r telle, que dans
chacun des polynémes

T Crp”sinnb +C,p p"+ ...+ Gpp™,
=+ Cpp® cosnb 4+ Cppy p" 4 ... +Cpp™,
EnC,rp"c05726 +(n 4-1)Cppy p™*t -+ .. 4+ mC,,p™,
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le module du premier terme soit supérieur au module de
la somme de tous les termes snivants pour toutes les va-
leurs de p comprises entre o et 7. Nous donnerons 3p une
valeur déterminée au-dessous dela limite r, et cette valeur
seralerayon du cercle que nous avons a considérer.

\ . , . I3 fid .
D’aprés cela, € étant COmpris entre — -— et - -—, s1
n 4 /3

cet angle tombe en dehors des limites —0 et -0, la
valeur absolue de sin re sera supérieure a sin nf, et, en
conséquence, le module du premier terme du second
membre, dans la premiére des formules (6), surpassera
le module de la somme des termes suivants; donc P ne
peut s’annuler que si ¢ est compris entre — 6 et + 6.
Mais, pour les valeurs de & comprises entre — 6 et -8,
le premier terme du second membre, dans chacune des
deux derniéres formules (6), est supérieur au module de
lasomme des termes quisuivent; par conséquent(—1)¥Q
et (—1)kQ’ sont positifs. Alors le polynéme (—r1)*P dé-
croit constamment (n°® 52) quand ¢ croitde —6 a +6;
ce polyndme a d’ailleurs le signe + pour ¢ ==—89, etila
le signe — pour ¢ == —+6; donc 1l s’annule une fois, et
seulement une fois, quand ecroitde —6 a4 + 6. On voit
aussi que (—r1)% P passe en s’annulant d’une valeur posi-
tive A une valeur négative; et, comme (—1)* Q) reste po-

. } P, .
sitif, on peut dire que le rapport Q s’annule une fois en

passant du positif au négatif, quand ¢ croit de —6a 6.
Si le nombre K est pair et que l'on ait

K —24%,

la premiére des formules (6) devra étre remplacée par la

suivante :
(—1)fP =+ C,p®cosne +...;

: 1l en est de

I’angle 6 défini plus haut est inférieur a 4%1 ;
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méme de la valeur absolue de ¢; d’ou il résulte que
cosne est supérieur i sinzf, et, en conséquence, la

. . ™
fonction P ne s'annule pas quand e varie de — —

4n

. T
a i

Maintenant, si, en partant d’une valeur quelconque
de ®, on veut décrire la circonférence entiére, de ma-
niére & revenir au point de départ, il sera nécessaire
et suffisant de donner a entier K 4n valeurs entiéres
consécutives quelconques o, 1, 2, 3,..., (4n—1) par
exemple. A chacune des 27 valeurs impaires de K corres-
pondra une valeur de € comprise entre —§ et -- 0, pour

laquelle le rapport g s'annulera en passant du positif

au négatif, ce qui achéve la démonstration de la propo-
sition énoncée. Nous aurions pu abréger cette démon-

A Tr : ’ ’
stration en prenant § = 47; mais le procédé que nous
avons sulvi a avantage de montrer que les valeurs de

P, ..
nw -+ an, pour lesquelles a s'annule, ont pour limites les

multiples impairs dega quand on fait décroitre indéfi-

niment 'angle 6.

553. Au moyen du lemme que nous venons d’établir
et en faisant usage de considérations ingénieuses que
nous empruntons & une Note de MM. Sturm et Liou-
ville (1), on démontre trés-facilement le théoréme de
Cauchy, qui consiste dans la proposition suivante :

Trtorkme. — Soient z une variable imaginaire
x +1y, f(z)=PR+1Q une fonction entiére de cette

(') Journal de Mathématigues pures et appliquées, 17¢ série, t. 1, p. 278.
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variable, P et Q étant des fonctions réelles et entiéres
des wariables x et y. Tracons dans le plan des axes
rectangulaires Ox, Oy un contour fermé quelconque
qui ne passe par aucun des points racines de I'équation

f(z) = o, auquel cas le rapport P aura, en chaque

point du contour, une valeur déterminée. St l'on suit
le contour ABCD en partant d’un point quelconque A
et en marchant toujours dans le méme sens ABCD jus-
qu'a ce qu’on soitrevenu au point de départ, le rapport

P . . :
— prendra diverses valeurs, et il passera par zéro
Q

chaque fois que P sera nul, tandis qu’il deviendra in-
fini lorsque Q s'annulera. Cela posé, soit k le nombre

. P )2 .
de fois que le rapport Q’ en s'évanouissant et en chan-

geant de signe, passe du positif au négatif, K le
nombre de fois que le méme rapport, en sévanouis-
sant et en changeant de signe, passe du négatif au
positif; le nombre k ne sera jamais inferieur & ¥ et
Uexcés k—K = A sera toujours égal au double 2p. du
nombre p. des racines égales ou inégales de I équation
f{(z)=o0, comprises dans la portion du plan limitée
par le contour ABCD.

Y

Le contour fermé ABCD est quelconque, convexe ou
non convexe; pour bien fixer le sens dans lequel ce
confour doit étre parcouru, imaginons un cercle d’un
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rayon aussi petit que I'on voudra, qui touche le con-
tour au point de départ A et qui soit entiérement situé
dans I’espace limité par ce contour; en méme temps sup-
posons que 'on ait transporté les axes Ox et Oy pa-
rallélement 4 eux-mémes au centre du cercle. Si l'on
parcourt la circonférence du cercle en marchant de I’axe
des x vers I'axe des y, lorsqu’on atteindra le point A,
la direction du mouvement sur le cercle seraaussicelle du
mouvement que nous considérons sur le contour ABCD.

Remarquonsencore que, d'aprés I'énoncé du théoréme,
on n'a point a considérer les changements de signe que

. P . . . .
peut offrir le rapport 9 quand 1l devientinfini; en outre,

il peut arriver que ce rapport s’annule sans changer de
signe, mais il n'y a pas lieu de se préoccuper de cette
circonstance. Ajoutons que, pour abréger le discours,
I'excés A sera dit 'exceés relatif au contour donné ABCD.

La démonstration que nous allons présenter se com-
posera de quatre parties:

1° S8i le théoréme énoncé a lieu pour deux contours
ABCA et ADBA gui ont une partie commune AB, il a

¥

lieu aussi pour le contour total ADBCA Sormé par leur
réunion.
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En effet, soient p le nombre des racines égales ou
inégales comprises dans le contour total ADBCA, et A
I'excés relatif a ce contour; soient aussiy’ et &', p” et A"
les quantités analogues pour les contours respectifs ABCA

et ADBA. On a, par hypothése
A':Q,‘U./, A":2y.”;

mais la somme &' -+ A” se compose évidemment de
Pexcés A augmenté de la somme des deux excés qui ré-
pondent 'un & la partie AB du contour partiel ABCA et
l'autre a la partie BA du second contour ABDA; il est
évident que ces derniers excés sont égaux et de signes
contraires; donc on a

A=A+ A",
d’ailleurs
p=¢ +p
donc
A=—=a2p,

II résulte de la que :

Si le théoréme énoncé a lieu pour un nombre quel-
conque de contours juxtaposés, il a lieu aussi pour le
contour formé par leur réunion.

2° Le théoréme énoncé a lieu lorsqu’il 'y a aucune
racine de l'équation f(z)=o, dans lespace limité par
le contour donné. En d’autres termes, si 'on a p==o,
on a aussi A ==

En effet, il peut y avoir dans l'intérieur du contour
donné comme sur le contour méme des points pour les-
quels on a soit P=o, soit Q =o; mais, par hypothése,
il n’en existe aucun pour lequel on ait a la fois P=o
Q =o. Il résulte de la que l'on peut toujours décom-
poser I'espace limité par le contour donné en plusieurs
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parties telles, que chacune ne renferme dans son inté-
rieur ou sur son contour aucun point pour lequel on ait
P =0, ou aucun point pour lequel on ait Q =o. En
outre, d’aprés ce qui précéde, le théoréme de Cauchy
subsistera pour le contour donné, s'il a lieu pour les di-
vers contours partiels dont nous venons de parler; il
suffit donc de considérer ces derniers.

Si, dans 'intérieur d'un contour et sur ce contour, on
n’a jamais P==o0,il est évident que 'on a A=o, puisque

P, . .
le rapport — ne s’annule pas. Si, au contraire, la fonc-

Q
tion P s’annule, mais que P'on n’ait jamais Q =o, la
fonction Q conservera le méme signe aux divers points

du contour et le rapport g ne pourra changer de signe

qu’en s'évanouissant. D’ailleurs, comme ce rapport re-
prend sa valeur primitive quand on a parcouru le con-
tour entier, il est évident que, s'il s’est annulé k fois en
passant du positif au négatif, il s'est annulé pareille-
ment k fois en passant du négatif au positif. On a donc
encore A==o0.

30 Le théoréme énoncé a lieu lorsque I'équation

, , ; , , ;

f(z) = o n'a qi’une seuleracine, d’un degré de multi-
plicité quelconque n, dans Uespace limité par le con-

tour donné. On a, en conséquence, A= 2an.

Yy

Soient ABCD le contour donné et G le point racine
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du degré n de multiplicité. Si du point G comme centre,
avec un rayon suffisamment petit, on décrit la circon-
férence MINK, puis que l'on joigne respectivement les
deux points M et N de cette circonférence & deux points
P ¢t Q du contour donné, le théoréme de Cauchy aura
lieu, d’'aprés ce qui précéde et d’apres le lemme du
n° 54, pourles trois contours juxtaposés KNQDAPMK,
MINKM et IMPBCQNI ; done il a lieu pour le contour
proposé ABCD qui résulte de la réunion des trois pré-
cédents. Les deux premiers des contours dont il vient
d’étre question ont la partie commune NKM, et leur
réunion forme le contour NQDAPMIN; celui-ci a, avec
ledernier destrois considérés, la partie commune PMINQ,
¢t leur réunion forme le contour ABCD.

4° Le théoréme énoncé a lieu, quel que soit lenombre
des potnts racines compris dans le contour donné.

En effet, on peut décomposer I'espace limité par le
contour en plusieurs parties qui ne contiennent chacune
qu'un seul point racine; le théoréme aura liea pour
chacun des contours partiels que l'on obtiendra ainsi,
et en conséquence il aura également lieu pour le con-
tour proposé qui résulte de leur réunion.

Le théoréme de Cauchy est donc complétement dé-
montré.

56. 11 faut remarquer que la démonstration précé-
dente ne suppose en aucune fagon 'existence du prin-
cipe d’aprés lequel toute équation a une racine, et
J’ajoute que ce principe n’est qu'un corollaire du théo-
réeme de Cauchy, lequel peut étre regardé dés lors
comme le fondement de la théorie des équations. Voici,
en effet, une démonstration nouvelle du principe du
n° 44, qui est analogue & celle du lemme du n°® 54.
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Etant donnée I'équation f{z) =0, tra¢gons deux axes
rectangulaires et décrivons de leur origine comme centre
un cercle dont le rayon p soitaussi grand quel’on voudra.
Soit

(1) Sa) == Aga™ - Az - A g2 Ay

si I'on désigne par C, et o, le module et 'argument du
coefficient A,, et que I'on pose
z==p (cosw +isinw),
on aura
J(z)=Cop™[cos (mw —+ a) -+ isin{me 4 2o} ] +. ..

4 Crpe1 p 08 (00 4=y} == 8IN {@ 5 @ppy ) ]

+ C,, (cos a,, - isingy, ) ;
en faisant, comme précédemment,

Flz) =P +Q,

il viendra

P=—=Cyp™cos(mew—tay)+ ... = Cpypcos{@ — apy) -+ C,, cOSAp,,

Q =Cop™sin{me +og) +... +Cpypsin{e-tea, ) + Cpsinay

et, en désignant par Q' la dérivée de Q par rapportap,
on aura ainsi

(3) Q =mCop™sin{me +ap)+ .. . - Cppy Si0 (0 4y ).

Quelle que soit la valeur de ®, on peut faire
™
(4) mw—l—aozK;—{—\me,

K étant un entier et me étant un angle compris entre

— T et+ 2. 8i K est un nombre impair 2k -1, les

formules (2) et (3) deviendront

(—1)f P = — Cop™sinme + ...,
(5) (—1)*Q — 4~ Gy p™cosme + . . .,
(—1)*Q == - m Gy p™tcosme 4 . . ..
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Soit 8 un angle positif déterminé, inférieur ﬁf’ﬁ et
aussi petit d’ailleurs que I'on voudra; on pourra assigner
une quantité positive r telle, que dans chacun des po-

lynémes
2z Cypmsinm0 +-Cypm - ... - Cpyp+ G,y
= Cop™cosml 4-Cyp™ '+ ...+ Cpyp +Cp,

FTmCpmteosm+ (m—1)Cp™ 24 .. 4+ Cp,

le module du premier terme soit supérieur & la somme
des termes suivants, pour toutes les valeurs de p supé-
rieures 4 r; nous supposerons que la valeur choisie pour
p soit supérieure A cette limite.

™ k3
4m fm
angle tombe en dehors des limites — 6 et +- 8, la valeur
absolue de sinme sera supérieure i sin m6, et, en consé-
quence, le module du premier terme du second membre,
dans la premiére formule (§), surpassera le module de

Cela posé, € étant compris entre — -— et -+ -—; sl cet

la somme des termes suivants; donc P ne peut s’annuler
que si € est compris entre — @ et + 6. Mais, pour les
valeurs de e¢ comprises entre —8 et 4~ 6, le premier
terme du second membre, dans chacune des deux der-
niéres formules (5), est supérieur au module de la
somme des termes qui suivent; par conséquent (— 1)¥Q
et (—1)¥Q’ sont positifs. Alors le polyndéme (—1)*P
décroit constamment (n° 52) quand € croit de—6 a =+ 8;
ce polynéme a d’ailleurs le signe + poure = — 6, etila
le signe — pour ¢ = + 6; donc il s’annule une fois, et
une fois seulement, quand ¢ croit de — 8 a + 8. On voit
aussi que (—1)*P passe en s’annulant du positif au né-

gatif, et, comme (—1)*Q reste positf, le rapportg

s'annule une fois en passant du positif au négatif.
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Si K est un nombre pair 2k, la premiére des for-
mules (5) devra étre remplacée par

(—1)*P = Cyp™cosme + .. .;
on a évidemment cosme >sinmf, et, en conséquence,

. . ™
la fonction P ne s’annule pas quand ¢ varie de — m
m
k13
4m
Maintenant, sil’on veut décrire la circonférence entiére
de rayon p, il sera nécessaire et suffisant de donner a

a--

I'entier K, dans la formule (4), 4m valeurs consécutives
quelconques, par exemple o, 1, 2,3, ..., (4m—1). A
chacune des 2m valeurs impaires de K répondra une
valeur de ¢ comprise entre — 6 et + 0, pour laquelle le

P .. .
rapport (—2 s’annulera en passant du positif au négatif. On

a donc, pour le cercle considéré, A — am, et, commele
rayon p peut étre choisi aussi grand que 'on voudra, on
voit que :

Une équation du degré m a précisément m racines.

Transformation des équations.

57. Le probléme général dont il s’agit ici consiste a
déduire d’une équation donnée,

(1) f(z)=o,

une nouvelle équation dont les racines aient avec celles
de la premiére une relation donnée. Le cas le plus simple
est celui ot chaque racine u de I'équation demandée est
exprimable par une fonction rationnelle donnée d’une
racine z de la proposée, c’est-d-dire par une fonction
égale au quotient de deux fonctions entiéres ¢ (z), § (z).
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On a alors
_g({z)
(2) “= 4

Si I'équation proposée est du degré m, elle aura m ra-
cines Zg, Zy, + - ., Zm_y, €t il en résultera, pour u, m va-
leurs correspondantes ug, %y, - .., Un_s, d’ott Pon peut
conclure que I'équation en u doit étre, comme la pro-
posée, du degré m. Nous reviendrons, dans la deuxiéme
Section de cet ouvrage, sur I'importante question de la
transformation des équations; ici nous nous bornerons a
examiner le cas particulier ot les polynémes ¢ (z) et  (z)
sont du premier degré; la formule (2 ) devient alors

(3) az= o,

a, b, a', b’ étant des constantes données. On tire de la

formule (3)
b'u—b
) o= et
a—au
et, en substituant cette valeur de z dans 1'équation (1),
on obtient I’équation demandée, savoir :

bu-—5
— | = 0;
F2imt) =o
il ne reste plus qu’a chasser les dénominateurs, pour
mettre cette équation sous la forme

(5) Flu) =0,

F(u) désignant une fonction entiére de u.

11 faut remarquer que la transformation exprimée par
laformule (3) peut étre réalisée en exécutant successl-
vement plusieurs transformations plus simples qui se
présentent trés-fréquemment dans 'Algébre. En effet,
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si @’ n’est pas nul, la formule (3) peut étre mise sous
la forme

ba' — ab’

a'? a
u——‘T4->a7)
Z -+ —

a

et I'on voit qu’elle résulte de I'élimination de z’, z”, z"

entre les quatre équations

b

Z TEL o,
I
{—
20— 5
7 !
I!V_ba —ah ”
z I 9 1

a
u==z" 4 —.
a

Lorsque a’ est nul, la formule (3) résulte de I'élimina-
tion de z’ entre les deux

,_d
3 —*172,

. b
u—z 4+ -

b/

Il résulte de 1a que les trois formules

qui sont comprises dans la formule générale (3), expri-
ment des transformations élémentaires dont la combinai-
son produit le méme effet que la transformation linéaire
la plus générale.

58. La transformation u — «z a pour objet de former
une équation dont les racines soient égales a celles de la
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proposée multipliées par un nombre donné «; I'équation
proposée étant f(z)==o, la transformée sera

f(;);—-:o ou f<§> —=o,

en écrivant z au lieu de u.

On peut toujours supposer que le coefficient de la
plus haute puissance de z dans f(z) soit égal & 1; alors
s1, dans I'équation proposée,

Sflz)=—=0 ou 2”--Az™ . A, 4z 4,0,
les coefficients A,, As, ..., A, sont des nombres com-
mensurables ou des expressions algébriques de forme
fractionnaire, la transformation précédente permettra de
ramener ces coefficients 4 la forme entiére, en disposant
convenablement de 'indéterminée «. Effectivement, aprés
avoir chassé les dénominateurs, la transformée devient
2 Ajaz A ezt - L A, 2T a A a0,
et il suffira, pour remplir I'objet demandé, de donner
4 o une valeur telle, que les produits A, «* ne ren-
ferment plus de dénominateur.

Il faut remarquer le cas de @ = —1; alors la transfor-
mation a pour objet de changer les signes des racines de
I'équation proposée. Pour avoir la transformée en — z
de 'équation f{z)==o, il suffit de changer les signes
de tous les termes de degrés impairs ou, si l'on veut,
les signes de tous les termes de degrés pairs. En faisant
le premier changement, si I'’équation est de degré pair,
et le deuxiéme, si I'équation est de degré impair, le
premier terme sera toujours le méme dans la proposée
et dans la transformée.

59. La deuxi¢me des transformations élémentatres

dont il a été parlé plus haut, savoir u = —» a pour objet
Z



¥ N
136 COURS D ALGEBRE SUPERIEURE.

de former une équation dont les racines soient les in-
verses des racines de la proposée. Si celle-ci est

(1) Aga” - Azt A, z+ A, =o0,

. I .
la transformée s’obliendra en remplacant z par —» ou, si
u

I . . .
I'on veut, par —; faisons ce changement, multiplions en-
Z

suite par z™, et ordonnons par rapport aux puissances
descendantes de z, il viendra

(2) A" A, @ L FA 2 - A== 0.

C’est ici 'occasion de présenter une remarque impor-
tante relalivement aux racines qui peuvent devenir infi-
nies. Supposons que les coefficients

AOv -A11 sz LR | Am

dépendent d’une quantité ¢ susceptible de recevoir di-
verses valeurs, et que, pour lavaleur t = #,, les modules
des n derniers coefficients deviennent nuls. Alors, parmi
les m racines de 'équation (1), il y en a n qui se rédui-
sent & zéro pour £ ==t,y, et par conséquent les modules
de leurs inverses deviennent infinis; donc, quand ¢ tend
vers la limite £y, les modules de n des m racines de 1'é-
quation (2) tendent vers I'infini;  la limite, cette équa-
tion (2) se réduit au degré m —n, et elle n’a plus que
m — n racines finies.

60. 11 peut arriver que les équations (1) ¢t (2) du nu-
méro précédent coincident. Dans ce cas, I'équation pro-
posée est dite réciproque; I'inverse d'une racine quel-
conque est aussi une racine.

D’aprés ce qui précéde, si f(z) == o est une équation
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réciproque du degré m, on aura identiquement
fla =2 (3

A étant un facteur indépendant de z. Faisant z = +-1,
puis z = —1, 1l vient

FE =0 it = (i f (),
Si f(x) et f(—1) ne sont pas nuls, c’est--dire si f(z)

n’est divisible par aucun des binémes z 41, z—1, on
voit que X =1 et que le degré m de 'équation est un
nombre pair 2. L'identité

() fzi ==/ (3)
montre que 1'on a alors

Sflz) =A 2 A i

A, g A A, 3 R A T R Ay,

(2)

en sorte que les coefficients de deux termes également
éloignés des extrémes sont égaux et dc méme signe.

Supposons maintenant que ¥ (z) == o soit une équa-
tion réciproque pouvant admettre les racines -1 et —1,
et soit

(3) Fie)= (s — 1) (= + 1)1 (2],

!

f(z) n’étant pas divisible par z =z 1; 1l est évident que
I'équation f(z) = o est réciproque, et en conséquence
le premier membre f(z) a la forme indiquée par la for-
mule (2). Maintenant, 4 cause des formules (1) et (3),
on a l'identité

F(z) =(— 1)1'z2'r‘+1'+qF<i_> 5

il en résulte que, si p est pair, les coefficients des termes
également distants des extrémes dans F (z) sont encore
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égaux et de méme signe. Mais, lorsque p est impair, les
coefficients des termes également distants des extrémes
sont égaux et de signes contraires; dans ce dernier cas,
lorsque ¢ est impair, I'équation proposée est de degré
pair, et le terme du milieu doit avoir un coefficient nul.

61. Les équations réciproques sont susceptibles d’a-
baissement, c'est-a-dire que leur résolution peut se ra-
mener 4 la résolution d’équations de degré moindre.
Comme on peut toujours supposef qu'une équation réci-
proque ait ¢té débarrassée des racines + 1 et — 1 qu’elle
peut avoir, clle sera nécessairement d'un degré pair 24,
et I'on pourra lul donner la forme

1 10 1
L —1 o ) o o Lo N —
A, (zL ‘ z*‘> - A, (zl‘ : z?‘—1> A, (z-r z)-rAP#o.

Cela posé, sil'on fait

zZA —=x

1

|-

et généralement

1
Vn:Z"’—’f— ;L,

I

. , . q- I
puis que on multiplie V,,_, == 27— + i parr= Z—%—;v

on trouvera

1) ) I
¥V, = <z” = ) -+ (z”—z - z—n_z)

Vo=V —V,

ou

Ona

et, en faisant usage de la formule précédente, on pourra
exprimer successivement Vg, V3, V,, ... par des fonc-
tions de x; il est évident que V, sera une fonction en-
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tiére de xx du degré n. On trouve
V,—=a*— 2,
V; =2 — 3=,
V, =2 —fx*+ 2,

V,=x*— 513+ 5=,

5

D’aprés cela, I'équation proposée pourra étre ramenée
4 une équation du degré p en x, et les racines z de la
proposée seront données par la formule générale

2
). x T
22—xz4+1=0, dou z—=—-—"2¢\/> —1-
2
I1 faut remarquer aussi que le premier membre de 1'équa-
tion proposée est égal au produit

(2 —zpz+1) (BP— x5 +1). . (P — >y 5 +1),

Loy Lyy - .-, Xuy désignant les p racines de 1'équation
en x.

62. La transformation u = z + « a pour objet de for-
mer une équation dont les racines soient égales a celles
de la proposée augmentées d'une quantité donnée «;
I’équation proposée étant f(z) = o, la transformée sera
f(u—a)=o0 ou f(z—a) =0, en écrivant z au lieu
de u. Silon ordonne par rapport aux puissances de z,
cette transformée sera

fr(—ea)

! ” .
f(»—-a)z—!—f ( a) 22—t g" 0.
I 1.2 1.2...m

Sl—a)—+

On pourra disposer de I'indéterminée « de maniére a
faire évanouir I'un des termes de cette équation. Ainsi
U'on fera disparaitre le terme en z~* sil’on détermine a
par l'équation

f’""‘(—a):o.
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Supposons, par exemple, que I'équation proposée soit

2 +Pz"+ Qz+ R —o;

on a
S(2) =224-Pz*+ Qz + R,
f l(z) =324 2Pz + Q,
S gy,
1.2
(Z)
1.2.3
L’équationf”(z) o donne z = — §’ st donc on veut
. . . P
faire disparaitre le terme en z2, il faudra prendre o = -

3
Les formules précédentes donnent

P\ _ 2P PQ B

! P _— P2 .
J <—§>v—§+Q——P,
et la transformée sera
22+ pz+qg-—o.

63. La transformation linéaire générale exprimée par
la formule

az -+ & u—=5
U— 54— ou zZ =
az-—+ b a—au

fournit le moyen, a cause des indéterminées a, &, . . .,
de faire disparaitre deux termes d’une équation. Consi-
dérons, par exemple, I'équation du troisiéme degré,

22+ Pz22+ Qz + R =o;
la transformée en u sera

Ajud + A+ A u+ A, —o,
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en posant, pour abréger,
Ay=108"—Pa' b2 Qa'?d' —Ra'},

Ay =0'[— 388 + P ab + bd') — Qaa']
“+a [Pbb’ —Q(ab + ba') + 3Raa’],

Ay== —b[—3b0' + P(ab + ba') — Qaa']
—a[Pbb' —Q(ab' + ba') + 3Raa’ ],
Ay = — &+ Pab®>— Qa?b -+ Rad.

Déterminons maintenant les arbitraires a et ¢’ de ma-
niére que I'on ait
A —o, A,=o;

comme on ne peut admettre que ab’ — ba’ soit nul, puis-

qu’alors u ne dépendrait pas de z, les deux éguations
précédentes se réduiront

— 386 + Plab’ + ba') — Qaa’ — o,
Pbb — Q(ab' + ba') + 3Raa’ = o;

si on les résout par rapport & 65’ et ab’ -~ ba', on trouvera
P PP ;

b __3PR—Q b ¥ _  PQ-_9R
ad P-3Q 2@ T P_3Q’

. b b . iy .
en conséquence, — et — sont les racines de I'équation du
a a

deuxiéme degré
(P2—3Q) 2 — (PQ —gR) ¢+ (Q2— 3PR) =

Désignons par ¢ et ¢’ les racines de cette équation et
par f(z) le premier membre de I'équation proposée; les
quantités a et a’ restant indéterminées, nous ferons

@' = a==—1; la transformée en u se réduit alors a
o 710
Sy
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ses trois racines seront exprimées par la formule

0]
f(t')’

et celles de la proposée seront données par la suivante :

Cette formule peut étre ramenée a une expression plus
simple, mais nous n’insisterons pas sur ce sujet, qui sera
plus tard I'objet d’une étude approfondie; il nous suffitici
d’avoir montré comment la transformation linéaire peut
conduire i la résolution générale des équations du troi-
siéme degré. Ajoutons que laméme transformation fournit
aussi la résolution générale des équations du quatriéme
degré, car elle permet de faire disparaitre la premiére
et la troisiéme puissance de l'inconnue, au moyen d’'une
équation du troisiéme degré. La proposée se trouve alors
remplacée par une transformée que I'on sait résoudre,
puisque celle-ci peut étre abaissée au deuxiéme degré.
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CHAPITRE 1V.

DES EQUATIONS SIMULTANEES ET DE L'ELIMINATION.

De Uélimination.

64. Aprés avoir exposé les propriétés générales des
fonctions entiéres d’'une variable et des équations & une
seule inconnue, nous devons parler des fonctions en-
ligres de plusieurs variables et des équations algébriques
simultanées.

Une fonction entiére de plusieurs variables est un
polynéme entier et rationnel relativement & chacune des
variables, et 'on nomme éguation algébrigue toute équa-
tion qui peut étre ramenée a la forme V = o, V dési-
gnant une fonction entiére.

Un systéme de n équations algébriques admet, en gé-
néral, comme on le verra, un nombre limité de solutions,
quand le nombre des inconnues est égal & n. Mais, si ce
dernier nombre est seulement »—1, les équations pro-
posées n’admettront point de solution, 4 moins qu'une
certaine équation de condition ne soit satisfaite : les pro-
cédés par lesquels on parvient & former cette équation
de condition constituent ce qu’on nomme I'élimination,
et I'équation obtenue est dite équation finale.

Supposons que l'on ait n équations algébriques entre

n inconnues
Ty 39y By v v vy Zp—1»

et que ces n équations solent satisfaites par les valeurs
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simultanées

Z—a, Zy T ay, Z9 — a,,

9 P

Zp g — Qp_y;

regardons z comme une quantité connue, les équations pro-
posées ne renfermeront plus que n— 1 inconnues; elles
admettront d’ailleurs un systéme de solutions communes
st 'on donne a z la valeur de a; donc I'équation finale
en z obtenue par I'élimination de z,, z,, ..., z,_, entre
les proposées devra admettre la racine a. D’aprés cela, on
peut dire que I'équation finale qui résulte de I’ élimina-
tion de n—1 inconnues z,, zq, ..., Za_, €ntren équa-
tions, contenant en outre l'inconnue z, a pour racines
les diverses valeurs de z qui concourent, avec des va-
leurs convenables des autres inconnues, & Jormer les
systemes de solutions des égquations proposées.

Il faut remarquer que 'élimination n’a pas d'autre ob-
jet que la formation de 'équation finale; la résolution
d’un systéme d’équations simultanées constitue un pro-
bléme distinct. A la vérité, pour traiter ce dernier pro-
bléme, on peut et 'on doit méme en général faire usage
de I'élimination ; mais on congoit aussi que 'on puisse
aborder la solution par d’autres voies.

Sur le nombre des termes que peut contenir une fonction
entiére d’un degré donné.

65. Considérons d’abord une fonction homogéne et
entiére des n -+ 1 variables

‘
Z1y D2y Bgy o 0wy Zpy Zrp+1

et du degré m. 5i cette fonction est la plus générale de
son degré, elle renfermera tous les termes qui, abstraction
faite d'un coefficient constant, seront de la forme

-3 o o, o,
P At | 3 &l -1
zrz . L L g,
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la somme des exposants a,, a,, . . ., opp étant égale & m.
Le nombre total des termes dont il s’agit est précisément
celui des combinaisons complétes m am des n + 1 lettres
Z4, B3, + - -, Znga, combinaisons dans lesquelles une méme
lettre peut figurer plusieurs fois. On sait que le nombre
de ces combinaisons complétes est égal au nombre des
combinaisons simples de n -+ m lettres m 4 m, et voici
d’ailleurs comment on peut établir 'égalité de ces deux
nombres. Supposons que 1'on ait écrit toutes les combi-
naisons complétes des n +1lettres z,, 25, . . ., 2,4, mam,
de maniére que dans chacune d’elles I'indice d'une lettre
ne soit jamais supérieur a I'indice de la lettre suivante ;
désignons par A 'ensemble de toutes ces combinaisons

Supposons que I'on ait formé en méme temps toutes les
combinaisons simples des » +-mlettres z,, z, ..., Zpym,m
am, de maniére que dans chaque combinaison les indices
des lettres forment une suite croissante, ct désignons par
B I'ensemble de ces combinaisons. Il est évident que si,
dans chaque combinaison B, on retranche respectivement
les nombreso, 1, 2,3, ..., (m—1) des indices des lettres
successives, on obtiendraune combinaison A ; réciproque-
ment, chaque combinaison A se changera en une com-
binaison B, si 'on augmente respectivement les indices
des lettres successives des nombres o, 1, 2, ..., (m—1).
D’ailleurs, par 'opération dont il vient d’étre question,
deux combinaisons différentes de I'un des systémes A et
B se changent en deux combinaisons nécessairement dis-
tinctes; donc les deux systémes renferment le méme
nombre de combinaisons.

Il résulte de 1a qu’une fonction entiére et homogéne du
degré m dépendant de n - 1 variables a, dans le cas le
plus général,

(n+1){r+2)...(n+m)

1.2.3...m
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termes.Si, dans cette fonctionhomogéne,on pose z, ., =1,
on obtiendra la fonction entiére la plus générale de n va-
riables et du degré m; le nombre total des termes d'une
telle fonction est donc aussi représenté par I'expression
précédente.

66. Nous désignerons généralement par le symbole
N(n, m)le nombre des termes contenus dans la fonction
entiére la plus générale de n variables et du degré m; on
aura alors
n+1)(n+2)...(n+m),

1.2.3...m ?

() Nimm=

le second membre de cette formule ne change pas quand
on échange entre elles les letires n et m, car on peutlui
donner la forme
1.2.3...(r+m)
1.2.3...n<X1.2.3...m’

on a donc aussi
(m-+1)(m+2)...(m+n)
1.2.3...n

(2)  N(am)=

L’expression (1) se réduit & 1 pour 7 = o, et la méme
chose a lieu a I'égard de l'expression (2), quand on y
fait 2 = o; on a donc

(3) N{o, m) =1, N{(n,0)=1,

ce qui est conforme i notre définition du symbole
N (n,m); on doit admettre que les formules (3 ) subsistent
quand on fait m = o dans la premiére, et = o dans la
seconde, et nous aurons

N(o,0)=1,

ce qui exprime simplement une convention. Enfin, dans
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ce qui va suivre, I'entier m pourra recevoir des valeurs
négatives, et nous conviendrons que, pour de telles va-

leurs, on a
N(n, m)=o,

lors méme que 7 aurait la valeur zéro.
Sil'on remplace m par m — 1 dans la formule (2), on

aura
m-+1)...(m+n—r1)
1.2.3...n

N(n,m—x):m(

et par suite, en supposant n >1,

m-1){m-+2)..(m+n—1)
1.2.3...(n—1)

N(n, m)—N(n,m—l)_—_(

ou
N(r,m) —N(n,m —1)=N(rn—1,m).

Cette formule a été établie dans ’hypothése de m posi-
tif et de n > 1; mais, d’aprés notre définition du symbole
N, on reconnait qu’elle subsiste quand m est pul ou né-
gatif, et quand 7 est égal 41. Sil'ony remplace m suc-
cessivement par m, m —1, m—2, ..., (m—m; +1),
et qu'on ajoute les m, équations résultantes, il viendra

N{r,m)—N(r,m—m)=N(r—1,m)+N(r—1,m—1)+ ...
+N(r—1,m—m +1),
formule qui subsiste évidemment, quel que soit le nombre

entier m, supposé positif.
Si I'on pose
(4) A, N(r,m)=N(r, m) —N(n, m — my),
la formule précédente pourra s'écrire comme il suit :
p=m—1
(5) Ap N(n, m)= N{r—1,m—p),

# =0



6 g
By Bpgyeo B N(mm) =8, By Ny —By, .8, Nn,m—m,).
Si l'on suppose que k ne soit pas supérieur & n, on
aura, en appliquant successivement k fois le théoréme
exprimé par la formule (5),
(7) AmkAmk_p“AmaAm.N(”1m) — EN('Z'—A) m—py g — ... __F‘k)a
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le signe 2 dusecond membreindiquant qu’il faut donner

successivement a g, lesvaleurs o, 1, 2, . .., (m, — 1) dans
Vexpression N (n—1, m—p,), et faire ensuite la somme
des résultats.

Soient my, m;,. .., my des nombres positifs quelcon-
ques, et posons encore

By B N(7, m) = Ay N(n, m) — Ay N(n,m —m,),

Dy Bopy Ay N(,m) = A, Ay N(n, m)— Ay, 8,0, N7, m — m,),

le signe 2 exprimant qu’il faut faire la somme de toutes

les valeurs que prend N (n—k, m—p; —pa—. . . —pux),
quand on emploie successivement tous les systémes de
valeurs nulles ou positives des indéterminées g, o, ...,
pz, tels que Pon ait

pr<my, <y, ..y pg <y

Le nombre des termes contenus dans le second membre
de la formule (7) est ainsi égal au produit m, ms,...my.
Si le nombre k est égal & n, chacun des termes dont nous
venons de parler se réduira & 1 ou & o. Supposons qu'ils
se réduisent tous a 1, la formule (7) donnera

(8) By By - B, N2, m) =mymy. . .y,

Mais, pour que cette formule (8) subsiste, il faut que la
quantité m ——py —pra —. . .—fp, qui figure sous le
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signe 2 dans la formule (7), ne soit jamais négative, et
la condition pour qu'il en soit ainsi est
(9) m=—ou>>{my—1)+ (my—1)+...+(mg—1).

Si cette condition n’est pas satisfaite, comme les indé-

3

terminées [y, fa,... varient de o & m;—1, de o A
my—1,..., respectivement, la somme gy -t 4. .. +ptp
prendra au moins une fois chacune des m -1 valeurs
., m; donc, dans le second membre de la for-
mule (7), ot 'on suppose k==n, il y a plus de m termes

égaux &4 1, et l'on a alors

(’10) Ay B v B N(n, m) > m,

0,1,2,.

67. J'établirai encore ici une inégalité qui nous sera
utile dans ce qui va suivre, et que 'on conclut trés-faci-
lement des formules (4) et (6). Le nombre que représente
le symbole N n’étant jamais négatif, il en est de méme des
expressions dont la valeur est fournie par la formule (7);
alors les formules (4) et (6) nous donnent

N(n,m)> A&, N(n,m)>8,, 4, N(r,m)>>....
Ainsi on aura généralement
N{r,m)>Ap Ay - B, N(2, m);

en changeant m en m — my, et en écrivant dans le second

membre
N(n,m) — A,,, N(n, m),

au lieu de N (», m — my), on aura
N(r,m—mg) Ay _ ...8pn, N(n,m)—A,, ... .8, N(n,m).
Cela posé, on a l'identité
N(r,m —m) =N{(n, m}) — &, Nz, m),

et en donnant a £ les valeurs 2, 3,. . ., k, dans l'inégalité
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que nous venons d’obtenir, il vient

N{n,m--my) >4, N(n,m)— A, A, N(n, m),
N{r,m—my) >80, 0, N(n, m) — Ay, Ay, Ay, N(n, m),

Si l'on ajoute ces inégalités avec l'égalité qui les pré-
céde, on aura

N{n,m —m;) + N(n,m —my) +—. ..+ N(n, m — m,)
>N(n,m)—A8p,...0n 48, N(r,m),

ce qui est le résultat que nous avions en vue. Il faut
remarquer que le signe ~> n’exclut pas ici 'égalité.

Du nombre des termes d’une fonction entiére, qui ne
sont pas divisibles par des puissances données des
wvariables.

68. Soit V une fonction entiére et compléte du degré
m des n variables

21, Zay ceea Bp,

et cherchons combien il y a, dans le polynéme V, de
termes qui ne sont divisibles par aucun des mondmes

My a3y e, oz
my, my, ..., my étant des exposants entiers quelconques
dont le nombre £ est égal ou inférieur 4 n.

51 m, est inférieur a m, la partie de V qui est divisible
par z™est égale au produit de ce mondéme par une fonc-
tion entiére du degré m —m,, laquelle doit étre un po-
lvndme complet, car autrement la fonction V ne serait
pas compléte; donc le nombre des termes de V qui sont
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divisibles par z™ est
N{r, m—m),

et ce résultat subsiste quand m, est supérieur a m, puis-
qu’alors I'expression précédente est nulle. Il résulte de
la que le nombre des termes de V qui ne sont pas di-
visibles par z™ est

N{r,m) —N{(n,m— m)
ou, d’aprés notre notation,
Ay, N(n, m).

Représentons, pour un moment, par J% (7, m) le nombre
des termes de V qui ne sont divisibles par aucun des
mondmes

my na me—1 .
Z 3 Z 9 * -9 z/t—l‘ 3

lapartie de V qui estdivisible par z7* est le produit de z7*
par une fonction entiére du degré m — my, et dans cette
fonction il y a 9 (n, m—m;) termes qui ne sont divi-
sibles par aucun des mondmes z™, ..., z7*; ce nombre
exprime aussi comblen il y a, dans V, de termes qui ne
sont pas divisibles par les mémes mondmes, mais qui
le sont par z7*. Il résulte de 1a que le nombre des termes
de V qui ne sont divisibles par ancun des mondmes

my ms my__ mg
A I A Y T

est égal A
X (n, m) — Oo(n, m — my)

ou, st 'on veut, a
8y o (m, m).

Mais nous avons vn qu'il y a, dans la fonction V,
A, N(n m) termes non divisibles par z7+; doncilyen a
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Ay, An N (n,m) qui ne sont divisibles ni par z7 ni par
272 pareillement A, Ay, Ay, N (12, m) est le nombre des
termes non divisibles parl'un des trois monémes z™, z7,
z7e, et ainsi de suite, en sorte que 'expression

Bpye Ay, Ap Nn, m)

représente le nombre des termes de la fonction V qui
n’admettent pour diviseur aucun des mondmes

my ”my g
z ? z/c :

Réduction d’une fonction entiére de plusieurs quantités
assujetties a satisfaire aun pareil nombre d’équations
données.

69. Soient
(1) V,=o0, Vo=o0, ..., V=0

kéquations algébriques desdegrésrespectifsmy,ms, ..., mg
entre les variables

19 B2y v oy Zpy

dont le nombre n est au moins égal a £.

Nous supposerons non-seulement que ces équations
solent complétes, mais encore que les coefficients de
chacune d’elles demeurent indéterminés, en sorte qu'il ne
puisse exister entre eux aucune relation. Cela posé, nous
établirons la proposition suivante : Soit S une fonction
entiere quelconque des variables z,, z,. .., il sera tou-
jours possible de tirer des équations (1) les valeurs des
puissances

Z
m m my
(2) 2, 'y 3.ty eren zZ,

qui seront ainsi exprimées par des fonctions entiéres ne
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contenant z,, zs, . . -, 2x qu avec des exposants inferieurs
amy,my,..., myrespectivement. En outre, par la substi-
tution de ces waleurs, on pourra faire disparaitre de la
Jfonction S tous les termes divisibles par 'un des mo-
némes (2).

Cette proposition est évidente quand le nombre & est
égal & l'unité; dans ce cas le systéme (1) se réduit & une
seule équation de laquelle on pourra tirer la valeur de
z™; la substitution de cette valeur abaisserale degré de
S; si ce degré reste supérieur a m,, de nouvelles substi-
tutions pourront évidemment le réduire au-dessous de m,.
Au surplus, la réduction peut éire opérée immédiatement
en divisant S par V,; si Uon désigne par — T, le quo-
tient de cette division et par &' le reste qui est de de-
gré inférieur & m,, on aura

S +T,V, =8,

en sorte que, pour atteindre le but proposé, il suffira
d’ajouter &4 S le produit T, V,.

Lorsque le nombre £ est supérieur a 1, siles degrés
my, My, ..., mydes équations (1) sont égaux entre eux, on
voit tout de suite que 'on pourrarésoudre ces équations
par rapport a z7, 27, ..., z;*, puisque nous leur suppo-
sons la plus grande généralité possible ; mais on apergoit
moins facilement, méme dans ce cas particulier, lamarche
quil faut suivre pour faire disparaitre de la fonction S les
termes divisibles par I'un des mondmes (2). Le procédé
est pourtant le méme que dans le cas de & = r1; mais il
faut I'appliquer d’une maniére convenable, afin qu’au-
cune des substitutions qu’on exécute ne fasse reparaitre
des termes déja disparus par des substitutions précédentes.

Quelsquesoientlenombreketlesdegrésmy,m,,..., my,
je dis qu’on peut trouver des polynémes T, Ty, ..., T
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tels que la somme
(3) S+ T, Vi +TyVy+...+T; V=8

ne renferme plus aucun terme divisible par I'un des mo-
némes (2); J'ajoute qu'en général ces polyndmes ne se-
ront pas complétement déterminés et qu’ils pourront
en conséquence étre choisis de plusieurs maniéres dif-
férentes. En effet, désignons par m.e degré de la fonc-
tion S et prenons pour T,, T,,..., Ty les fonctions
entiéres les plus générales des degrés respectifs

m—my, m-—my ..., m—my,

chacune de ces fonctions devant toutefois étre réduite
a zéro, lorsque le nombre qui doit exprimer son degré
est négatif.

Le nombre des coefficients arbitraires contenus dans

le premier membre de la formule (3} sera évidemment
(4) N(r,m — m,) +N(n,m —my) +...+ N(n, m — my);
d’ailleurs ce premier membre est un polynéme complet
du degré m qui renferme N (n, m) termes, et parmi
ceux-ci il y en a (n°® 68)

B By, A, N{m, m)

qui ne sont divisibles par aucun des monémes (2). Le
nombre des termes de 'expression (3 ) qui sont divisibles
par I'un des monémes (2 ), termes que nous voulons faire
disparaitre, est donc

(5) N(n,m)—AmkAmk_l...A,,,’N(n,m).

Or on a vu au n° 67 que le nombre (4) n’est jamais in-
férieur au nombre (5); donc les arbitraires contenues
dans la formule (3) seront toujours en nombre suffisant
pour I'évanouissement de tous les termes divisibles par
I'an des monémes (2).
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La fonction S est quelconque; si on la réduit succes-
sivemnent aux mondmes(2), on voit, par ce qui précéde,
que chacun de ces mondmes sera exprimable par une
fonction entiére quine contiendralesvariables z,, z,...,2x
qu’avec des exposants inférieurs & m,, my, ..., my res-
pectivement.

Elimination de n — 1 inconnues entre n équaticns algé-
briques. — Théoréme de Bezout relatif au degré de
U'équation ﬁnale.

70. C’est en partant des considérations qui précédent
que Bezout est parvenu a établir, comme nous allons
I'expliquer, le principe fondamental de la théorie de 1'¢-
limination.

Soient

(1) V,—o, V,=o0, ..., V,=o0

n équations algébriques des degrés m,, my,. . ., m, res-
pectivement et contenant 7 inconnues

21y %95 -9 Zni

nous supposerons, comme au n® 69, que chacune des
équations proposées est la plus générale possible, et
qu'il n’existe aucune relation entre les coefficients.

Considérons les n —1 premiéres équations (1); d'a-
prés ce qui a été dit au n° 69, on pourra tirer de ces
équations les valeurs de

"y ms ~Mn—y
z "y Z, %y ey 3,
et ces valeurs seront exprimées par des fonctions entiéres
qui ne renfermeront les inconnues z,, 2y, ..., Zap_a
qu’avec des exposantsinférieurs dm,, m,,. . ., m,_; res-
pectivement.
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Cela posé, soit T, un polynéme complet d'un degré
indéterminé que je représenterai par m-—mp,. Si l'on
multiplie par T, la derniére des équations (1) qui est du
degré m,, elle deviendra

(2) T,V,=o,

et je dis qu'on peut réaliser 1'¢limination des » —1 in-
connues zy, Z3, ..., Zn_1, par le moyen des arbitraires
contenues dans T, et avec le secours desn — 1 premiéres
équations (1). Les arbitraires ayant été ainsi déterminées,
I'équation (2) deviendra I'équation finale et le nombre m
exprimera son degré.

Le premier membre de I'équation (2) est un polynéme
complet du degré m, et il renferme, en conséquence,
N (n, m) termes; mais quand, au moyen des 7 —1 pre-
miéres équations (1), on aura fait disparaitre (n° 69)
tous les termes divisibles par 'un des mon6mes

M —
(3) S G ek

il n’en restera plus que
Ay oo B8, N(r, m);

par conséquent, pour quel’élimination puisse s’exécuter,
il faut que, par le moyen des arbitraires contenues dans
T,, tous ces derniers termes disparaissent, a I’exception
des m -1 qui ne renferment que la seule inconnue z,.
Ainsi le nombre des termes qu'il faut faire évanouir est

(4) By o B8, N, m) — (m 1),

Le polyndéme T, étant complet et du degré m — m,, il
renferme N (r, m —m,) termes; mais le nombre des
coefficients dont on peut disposer pour I'élimination est
beaucoup moindre. En effet, il est évident qu’avant d’ef-
fectuer le produit T, ><V,, qui doit former le premier

SECTION I. — CHAPITRE IV. 157

membre de 'équation (2), rien n’empéche de faire dis-
paraitre de T, tous les termes divisibles par 1'un des
mondmes (3); il 0’y aura d’arbitraires dans T, que les
coefficients des termes restants dont le nombre est

Ay oo B, A, N(n,m—m,),

en sorte que, pour plus de simplicité, on doit supposer
tous les autres nuls, puisqu’il est possible de les faire
disparaitre. Enfin on peut choisir arbitrairement 'un
des coefficients du polynéme T, ainsi réduit, car cela
revient a multiplier 'équation (2) par une constante;
donc le nombre des arbitraires utiles pour I'élimination
est seulement

(5) Ao+ By B8 N2y e — my, ) — 1.

On voit d’aprés cela qu’on pourra faire disparaitre les
inconnues zy, Z, - - ., Zp_y de U'équation (2}, en résol-
vant simplement un systéme d’équations du premier de-
gré entre un pareil nombre d'inconnues, si les expres-
sions (4) et (5) sont égales entre elles. En écrivant que
ces expressions sont égales, il vient

m—=B8,  Bm, By, N(ﬂ, m) Ay B By, N (”, m—“mn)

on
m=—Ay, A, .. ..An, A,,“N(n, m);

or, le second membre de cette formule n’étant pas su-
périeur & m, il est nécessairement égal au produit
mymy. ..My, d'aprés la formule (8) du n°® 66; car la
condition (9) que suppose cette formule sera évidem-
ment remplie. On a donc

m=—=mymy...Mm,,

et I'on peut dés lors énoncer le théoréme suivant :

Le degré de U'équation finale qui résulte de U élimi-
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nation de n — 1 inconnues entre n équations & n incon-
nues est égal au produit des degrés de ces équations,
lorsque celles-ci sont complétes et que leurs coefficients
demeurent indéterminés.

71. La démonstration que nous venons de présenter
repose sur ce fait, que les coefficients arbitraires du po-
lynéme T, sont complétement déterminés par les équa-
tions du premier degré auxquelles ils doivent satisfaire.
Or, bien que le nombre de ces équations soit égal a celui
des arbitraires, et que les équations proposées aient la
plus grande généralité possible, on pourrait craindre de
se trouver ici dans l'un des cas d'incompatibilité dont
I'existence est bien connue; il est facile de montrer qu’il
n’en peut étre ainsi.

En effet, supposons que les équations proposées se
réduisent &

3 J— mp _—
—29==0, ..., Zn —Zp1=—0,

zm.

o ms . m
L a0, Z, " —3 =0, 3

3

a étant une constante donnée. Dans ce cas, on a
my
Vn =2, — Zp—1y

et la fonction qui réalise I’élimination peut étre déter-
minée a priori. Si, en effet, on pose
m

’
m—_—mymy...m,, M :'—n——,
n

le polynéme T, aura pour valeur

(m'—2)m,

_ . m'—1)m,
T, = Zp n

+ ™
tZpyz T et

car, en employant cette valeur de T,, on a

ml

m
ToVo=2, — 3, ,

b
ou, & cause des n——1 premiéres équations proposées,

T,LV" prre z;”— a.
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Il est évident que, si 'on applique & ce cas particulier
la méthode générale du n° 70, on obtiendra cette méme
valeur de T, que nous venons de former; il en résulte
que les équations qui déterminent T, ne peuvent offrir
d’impossibilité en général, puisqu’elles n’en présentent
pas quand on donne certaines valeurs particuliéres aux
cocfficients des équations proposées.

Nous ajouterons encore une remarque fort importante.
Le raisonnement du n° 70 a conduit, par I'élimination de
n— Iinconnues entre 7 équations, 3 une équation finale
dontle degré est égal au produit des degrés des équations
proposées; mais on peut se demander si ce degré ne serait
pas susceptible de s’abaisserpar I'évanouissement de quel-
ques termes, ou s’il ne serait pas possible, en suivant une
voie différentey de déduire des équations proposées une
équation finale de degré moindre. Il est aisé de voir qu'il
n’en est rien, tant qu’il s’agit d’équations générales;
effectivement, dans I'exemple que nous venons de consi-
dérer, on reconnait a priori que I'équation finale est

m
z—a=o,
n

et son degré est égal au produit des degrés des proposées.
Or ces derniéres sont comprises dans les équations gé-
nérales du n° 70; donc I'équation finale qui en résulte
est nécessairement comprise dans I'équation finale qui
se rapporte au cas général.

On arrive alaméme conclusion en considérant équa-
tions des degrés m,, m,, ..., m, respectivement, dont
chacune soit décomposable en facteurs linéaires de la
forme

a2y +ag sy —+ ...+ a,z,+ a,
4, @y, ... étant des coefficients indéterminés. Le systéme
de ces équations peut évidemment &tre remplacé par
M==rm, my ... my, systémes formés de n équations du pre-
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mier degré ; chacun de ceux-ci fournit une équation finale
du premier degré, et le produit des m équations finales
ainsi obtenues est I'équation finale relative au systéme
proposé.

Dans les deux cas que nous venons de citer, il est évi-
demment impossible de tirer des équations proposées
une équation en z,,

9 (2n) =0,
dontle degré soit inférteur a m; donc la méme chose est
également impossible dans le cas des équations géné-
rales.

72. L’analyse que nous venons de développer montre
qu’on n’obtiendrait pas la véritable équation finale, dans
le cas ot le nombre des équations est supérieur & 2, si
au lieu d’éliminer les inconnues & la fois, comme nous
Pavons fait, on voulait procéder par éliminations succes-
sives; car supposons le cas des trois équations générales
des degrés respectifs m,, m., m; entre les inconnues
24y Z3, Z3. 5ilon élimine z; entre la premiére équation
et chacune des deux autres, on obtiendra deux équa-
tions finales des degrésm, m, et m, mj, puis I'élimination
de z, entre ces deux derniéres fournirait une équation
dontle degrépourraits’éleverjusqu’am? m,m;, tandis que
la vraie équation finale est seulement du degré m, myms.
Le cas des équations du premier degré estle seul ot 'on
puisse procéder par éliminations successives.

Sur la résolution des équations algébrigues simultandes.

73. Lorsqu’on sait former I'équation finale qui résulte
de I'élimination de n— 1 inconnues entre n équations
données, on peut aussi, d’aprés une remarque due i
M. Liouville, déterminer les valeurs des inconnues éli-
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minées qui répondent & chaque racine de I'équation fi-
nale. C’est ce que nous allons développer.
Reprenons les n équations

(l) V1:01 V2:01 A | Vn:o’
des degrés respectifs my, ma, ..., m,entrelesinconnues
Zy, B2, - -+, Zp, €L supposons, comme nous l'avons fait

Jusqu’ici, que ces équations aient la plus grande généra-
lité possible.
Posons

(2) BTy 3 Ry By TGy By T 2,

Gy, oy ooy g 6tant des coefficients mdéterminés, et
prenons z pour inconnue 4 la place de z, ; il faudra, dans
les équations (1), remplacer z, par la valeur

T, = — (a3 F oy Zy .2y 2, )

cetle substitution ne changera pas le degré des équations,
et celles-ci deviendront

(3) Uy=o, Uy=o0, ..., U,—o.

Silon élimine z,, 74, . . ., 3,y entre les équations (3 ),
on obtiendra une équation finale en z dont le degré m

scra
m=—m m,y...ny,,

et qui contiendra dans ses différents termes les n — 1 in-
déterminées a,, as, ..., @p_;. On peut chasser les dé-
nominateurs qui seraient fonctions de oty, s, ... et, en
ordonnant le premier membre par rapport a ces indéter-
minées, I'équation finale en z sera

(4)f(2)+[2,Fi{z) +a;Fy(z) +... +ap Fry(z)]+... =0.

On retrouvera I'équation finale relative aux équations
proposées en attribuant la valeur zéro aux indéterminées
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a; on a effectivement alors z = z,, et I'équation (4) se
réduit &

(5) f(zu,}—*_—‘o;

mais 'indétermination des quantités « va nous fournir
des résultats plus étendus. Si, dans I'équation (4), on
remplace z par sa valeur tirée de la formule (2) et que
Pon fasse usage des formules connues

X 23 F@gZy A Ay B

S(3)=f2.) + Y (z) s

il viendra, en ordonnant par rapport aux «,

S (za) +f e [2f (2a) + Fi(2a) ]+ -

6) i [ 2 S (20) + Fpy (24) ] }—I—...:o.

Cette équation (6)résulte de la combinaison des équa-
tions (1) entre elles, etelle est nécessairement satisfaite,
quelles que soient les indéterminées «, par tous les sys-
témes de valeurs des inconnues susceptibles de vérifier les
équations proposées. S1 'on suppose que ces indétermi-
nées solent nulles a 'exception d’une seule «,, le premier
membre de la formule (6) se réduira a un polynéme or-
donné suivant les puissances de «,, et il ne pourra étre
identiquement nul, 4 moins que les coefficients des di-
verses puissances de @, ne soient nuls. Ainsi, en parti-

¢

culier, on aura, outre 'équation (5),
2" (20) + Fy(2,) =0,

pour toutes les valeurs 1, 2, ..., (n—1) de I'indice u,
ce qui donnera

F (z,;), . — _Fz(z,,)’ g :_Fn_i(zn]'
‘f,(zn) 2 f! (zn) ? An—i

(7) 2=~
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Dans le cas particulier ou le premier membre de cha-
cune des équations (1) est un produit de facteurs du pre-
mier degré & coefficients indéterminés, I'équation (5)n'a
point de racines égales, et par suite elle n’en peut avoir
dans le cas général. Donc, sil’on remplace z, par I'une des
racines de I'équation finale (5), la dérivée f'(z,,) ne sera
pas nulle, et les formules (7 ) ne deviendront point illu-
soires, & moins que I'on n’attribue des valeurs détermi-
nées aux coefficients des équations proposées.

74. La méthode précédente conduita d’autres formules
qu’il convient de remarquer et qu’on obtient en égalant &
zéro les termes que nous n’avons pas considérés dans la
formule (6) et qui contiennent en facteur soit une puis-
sance supérieure & la premiére de 1'une des indétermi-
nées «, soit un produit de puissances de plusieurs de
ces indéterminées. Par exemple, si I'on représente par
F,.(z) le coefficient de ey, dans le premier membre
de I’équation (4), les indices ¢ et v pouvant étre égaux,
et quon égale & zéro les coefficients de o, et de a,a,
dans |'équation (6), il viendra

” ,
8) f—x(—zf‘—)z; - 5‘—(12"—) zy+ Fyu(2,) =0,
S (20) 2a2, - [F’;L(zn)zv+ F, (2n)26] + Fyn(zn)=o0.
La seconde de ces formules (8) donne cette valeur de z,,

. z,,F: (2a)+ Fu(2a) )
2,/ (%) +Fo(2a)

Les formules (8) et (g) sont plus compliquées que les
formules (7); mais, quand on passe du cas des équations
générales 2 celul des équations particuliéres, les for-
mules (7) peuvent devenir illusoires, et dans ce cas les
formules (8) et (g) les suppléeront. Celles-ci peuvent &

(9) 7=
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leur tour: devenir illusoires et exiger I'emploi d’autres
formules qu'on pourrait pareillement tirer de I'équa-
tion (6); mais il n'est pas utile d’insister davantage sur
ce sujet.

75. Les équations (5) et (7) sont, d’aprés notre ana-
lyse, une conséquence nécessaire des équations propo-
sées; soit V.= o l'une quelconque de celles-ci, et dési-
gnons par V, le résultat que l'on obtient quand on
remplace dans V,, z, zs,..., 7, par les valeurs (7).
La fonction V| sera de la forme

- d’u. z
V = /I ( 3 )”l ?
* [f (zn)] 4
P, (z,) étant une fonction entiére. Effectuons la division
de @, (z,) par f(za), de maniére a obtenir un reste @, ( z,)
de degré inférieur & m, et désignons par ¥, (z,) le quo-
tient de cette division, on aura
v Fl2) Yl ()
[ [f/(zn)]lnp.

Cela posé, puisque les équations (7) résultent des propo-
sées, il en sera de méme de 1'équation V, = o, laquelle

se réduit a

qu(2n) =o0.
Or celle-ci ne peut avoir lieu que si g, (z,) est identique-
ment nul, car ce polynéme est au plus du degrém —1, et
nous savons qu’on ne peut tirer des équations proposées
une équation finale en z, d’'un degré inférieur & m. La
précédente valeur de V,, se réduit donc &

__¥y(2a) 7
vll*_ f’(zn)]m!*f( n)?

d’ou il résulte que les équations proposées sont satisfaites
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par tous lessystémes de valeurs des inconnues tirées des
équations (5) et (7); ce quiest la réciproque de la pro-
position établie au n°74. Ainsi se trouve démontré cet
important théoréme :

Le nombre des systémes de solutions communes & plu-
sieurs équations renfermant un pareil nombre d'incon-
nues est égal au produit des degrés de ces équations,
lorsque celles-ci sont complétes et que leurs coeffi-
cients demeurent indéterminés.

En particulier, deux lignesdes degrés m, et myse cou-
pentenm, mq points;trois surfaces des degrésm,,m;, my
se coupent en m,, My, mz points.

On dit qu'une courbe algébrique plane ou gauche est
de I'ordre m, lorsqu’elle est rencontrée en m points par
un plan quelconque. L'intersection de deux surfaces des
degrés m, etm;, est donc en général une courbe de 1’ordre
m, my, car le nombre des solutions communes 4 trois
équations des degrés m,, m, et 1 est m, ><m,>< 1. Ainsi
I'intersection de deux surfaces du deuxiéme degré est en
général une courbe du quatriéme ordre; mais il peut arri-
ver, dans les cas particuliers , que cette courbe se réduise,
soita une courbe du troisiéme ordre et & une droite, soit
a deux courbes du deuxiéme ordre, c'est-a-dire 3 deux
coniques.

Remarque sur la méthode d’élimination de Bezout. —

Méthode d’ Euler.

76. La méthode d’élimination de Bezout, exposée au
n° 70, consiste 3 multiplier I'une des équations pro-
posées,

(l) V,=o0, Vy—o, ..., V,—o,

par un certain polyndme, et i employer les autres équa-
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tions pour faire disparaitre quelques-uns des termes con-
tenus dans le produit; I'élimination s’achéve ensuite en
disposant convenablement des arbitraires que renferme
le polynéme multiplicateur. Mais, d’aprés ce qu’on a vu au
n°® 69, cette maniére d’opérer revient i ajouter entre elles
toutes les équations, aprés les avoir multipliées par cer-
tains facteurs ; donc, si I'on représente par

(2) Jlz,) =0

I'équation finale qui résulte de I'élimination de z,, z4,...,
Z,—y entre les équations (1), on aura identiquement

f(zn):T1V1+T2V2+' +T,V,,

T,, T,,..., T, étant des fonctions entiéres des inconnues
convenablement choisies.

71. Dans 'Introduction & U’ Analyse infinitésimale,
Euler a indiqué, pour le cas de deux équations, une mé-
thode qui revient au fond a celle de Bezout. Représentons
les deux inconnues par x et y et supposons que les équa-
tions soient l'une du degré m, 'autre du degré n; ces
équations ayant été ordonnées par rapport 3 y, représen-
tons par

V‘ — P ylll + Q J-Ill—l + R y?ll—z + s -},m——s _|_ e
V-) — P,]'L —+- QI yn—l +RI yn—z . Sl )’n_3 “+...
leurs premiers membres. La méthode d'Euler consiste a
multiplier respectivement les polyndmes V, et V, par les
facteurs indéterminés
My=P y"!' + Ay 2By Oyt 4,
M2: P),m-l +A]rn—2 -+ B},m—z _|_Cym—-4 “+ .,

aexprimer ensuite que les coefficients des mémes puis-
sances de y sont égaux dans les produits M, V,,M,V,, et
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a éliminer enfin les m -+ n — 2 indéterminées A, B,...,
A, B',..., entre les m -+n—-1 équations du premier
degré
PA" + QP =P'A+PQ/,
PB’ 4 QA’ +RP’ = P’B-- Q'A - R'P,
PC' + QB'+RA’ -+ SP' =P'C—+ Q'B+R'A + P,

ainsi obtenues.

Les m + n— 2 premiéres des équations précédentes
donnent pour les indéterminées A, B,..., A/, B,...,
des valeurs fractionnaires auxquelles on peut supposer
le méme dénominateur A; les facteurs M, et M, auront
donc la forme

T, — T,

I\Il:‘K, M‘ZI A_,

T, et T, étant des fonctions entiéres de x et y, et il est
évident que notre équation finale sera

T, V, +TyV,=—=o.
78. S'il s’agit, par exemple, d’éliminer y entre les deux
équations du deuxiéme degré
Py +Qr+R —=o,
P’fz -+ Q’_}’ + R = o,
on sera ramené par le procédé d’Euler & éliminer A et A’
entre les trois équations
PA' — P'A = (PQ' — QP'),
QA' — Q'A=— (RP'—PR’),
RA'—R'A—o,
ce que l'on peut faire en ajoutant ces équations aprés
les avoir multipliées respectivement par les facteurs

QR' —RQ/, RP’—PR/, PQ — QP';
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il vient ainsi
(PQ'— QP') (QR’ — RQ') — (RP' — PR’)*=o.

Si T'on tire des équations qui précédent les valeurs
des indéterminées A et A/, on en conclura, comme il a
été indiqué plus haut, les polyndémes par lesquels il faut
multiplier les équations proposées, pour obtenir I'équa-
tion finale d’aprés la méthode de Bezout. Ces polyndémes
sont respectivement

— (PQ' — QP’) (P'y —+ Q' ) — P'(RP' — PR")
ct

-+ (PQ'-—QP') (P]—i—Q) -+ P(RP'——PR').

Remarquons encore que I'équation finale peuticis’ob-
tenir immédiatement en résolvant les équations propo-
sées par rapport 4 y et & y?, ce qui donne
o RP' — PR’/ 2. QR’ RQ’
TTR@ T TR

et en égalant ensuite la seconde expression au carré de
la premiére.

Cas de trois équations du deuxiéme degré
a trots inconnues.

79. Pour donner un exemple des simplifications que
comportent les applications de la méthode de Bezout,
nous considérerons le casde troiséquations générales du
deuxiéme degré entre les trois inconnues x,y, z. Soient

a y*+2byz + ¢z 4+ ady+2ez+ f=o,
(1) Ayt 42 yz4- 'z +o2d y+o2ez+f =o,
a’yt +ob” yz+ "2 +o2d"y+2e"2+f" =o

les équations proposées ordonnées par rapport a y et a z;
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dans chacune d’elles les trois premiers coefficients sont
des constantes, les deux coefficients suivants sont des
fonctions linéaires de x; enfin le dernier terme est une
fonction entiére de x du deuxiéme degré.

Nous poserons

(2) H=a(bt — b”c') +a (b”c— bc”) -+ a" (b’ — b'c)

et
D=al(dc —b'c +d’(b”c—bc”)+d”(bc bc),

( <)
E ""e(b’ "¢ )+ (b c— be”) + € b — c),
f(bl ” b”CI)-—}—f’(b”C-—-bL”) f”(bc )
=d(c'a" —"a' ) +d' ("a—ca" )+ d"(ca’ — ¢ a),
(3) =e(ca" —c"a')+¢€ ("a—ca”)+[f"(cd — a),
fCItZ” I/ I)+f/ c”a (‘a”)—l— )’
)

(

( S

( ( fr(ed '
( Ibl/ I/b ) ’(a b_{lb”) d’/(abl alb ,
e( Ibll I/ bl) I( abll) + el/ (ab,—' al b),
‘I/ f( lb” I/bl) +f ( ) fllabl__alb).
Alors, en éliminant successivement deux des quan-

tités 2, yz, z* entre les équations (1), on obtiendra les
suivantes :

ablll

{ Hy*+2D y+2E z2+F —o,
4) 2Hyz+ 2Dy 4+ 2Ez2 +F =—o,
} Hz? +2D"y+2E"z 4+ F"—o,
qui pourront suppléer les proposées ; mais nous leur don-

nerons une autre forme qui permettra de faciliter les cal-
culs ultérieurs. Sil'on pose, pour abréger I'écriture,

(R =HF +2(D'E —DE') + (E’2—4EE"),
(5){ R" =HF’ + 4(D"E —DE”) — 2 (D'E'—2D"E—2DE"),
R":HF"+2(D"E'—D'E")+(D'2—-4DD”),

et que on multiplie les équations (4) par H, on pourra



