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Oft schon hatte er so empfunden, oft schon so gedacht, so gefiirchtet.

(...) und nach Wochen oder Monaten, nach Qual oder Betiubung war die
Auferstehung gekommen, neuer Brand, neuer Ausbruch der unterirdischen
Feuer, neue glithendere Werke, neuer glinzender Lebensrausch.

So war es gewesen, und die Zeiten der Qual und des Versagens,

die elenden Zwischenzeiten waren vergessen worden und untergesunken.
Hermann Hesse, Klingsors letzter Sommer

Einleitung

Die mathematische Untersuchung von Knoten beginnt in der ersten Hélfte
des 19. Jahrhunderts mit C.F. Gaul und seinen Studien zur Elektrodynamik. Sie
wurde fortgefiihrt von seinem Schiiler J.B. Listing, dem wir auch die Bezeichnung
Topologie verdanken. Als eigenstindiges Gebiet wurden Knoten von P.G. Tait,
T.P. Kirkman und C.N. Little behandelt, die gegen Ende des 19. Jahrhunderts eine
empirische Klassifikation einfacher Knoten unternahmen. Mit der Entwicklung
von Topologie und algebraischer Topologie, initiiert durch H. Poincaré, nahm auch
die Knotentheorie nach und nach ihre heutige, topologische Gestalt an.

Der klassische Blickwinkel. In der ersten Hilfte des 20.Jahrhunderts
wurden die heute klassischen Konzepte zur Untersuchung von Knoten entwickelt,
allen voran die Fundamentalgruppe und das Alexander-Polynom. Diese wurden
durch die Untersuchung topologischer Rdume motiviert und mit groem Erfolg
auf Knoten angewendet bzw. darauf zugeschnitten. Hierzu waren die Arbeiten
von M. Dehn, J.W. Alexander, K. Reidemeister, E. Artin, H. Seifert und E.R.van
Kampen grundlegend (um nur einige zu nennen).

In den folgenden Jahrzehnten bestéitigte sich die zentrale Stellung der Kno-
tentheorie in der niedrig-dimensionalen Topologie. Sie fand Anwendungen bei der
Untersuchung von Singularititen eingebetteter Flichen im ®* durch R.H.Fox
und J.W. Milnor, ebenso bei der Chirurgie-Darstellung von 3-Mannigfaltigkeiten
durch W.B.R. Lickorish, R.C. Kirby und andere, und schliefllich bei der Untersu-
chung hyperbolischer 3-Mannigfaltigkeiten durch W.P. Thurston.

Das Jones-Polynom und seine Folgen. Seit 1984 hat die Knotentheorie
eine stirmische Entwicklung erlebt. Nach der Entdeckung des Jones-Polynoms
entstand eine erstaunliche Vielfalt weiterer Knotenpolynome. Sie wurden zwar
auf verschiedenen Wegen entdeckt, gemeinsam ist ihnen jedoch, dass sie aus de-
formierten Darstellungen der Zopfgruppen gewonnen werden konnen.

Die von V.A. Vassiliev entwickelte Idee der Knoteninvarianten endlichen Typs
bietet hierfiir einen allgemeineren Rahmen und wurde innerhalb weniger Jahre
zu einer weitverzweigten Theorie ausgearbeitet. Dabei wurden Briicken zu an-
deren Gebieten der Mathematik und zur theoretischen Physik geschlagen, zur
Theorie der Lie-Algebren und Quantengruppen ebenso wie zu topologischen Feld-
theorien. Diese Wechselwirkungen gaben der Knotentheorie wesentliche Impulse
und pragen heute einen groflen Teil der Forschung auf diesem Gebiet.

Eine topologische Interpretation des Jones-Polynoms und anderer Vassiliev-
Invarianten ist hingegen noch nicht gelungen. Das Alexander-Polynom bildet
bislang die einzige Verbindung zwischen der Knotengruppe und der Klasse der
Vassiliev-Invarianten.
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Zum Aufbau dieser Arbeit

Diese Arbeit besteht aus zwei Teilen und folgt damit der historischen Ent-
wicklung der Knotentheorie: Der erste Teil widmet sich der Knotengruppe und
ihren Darstellungen. Hierzu wird die Klasse der Farbungspolynome eingefiihrt
und eingehend untersucht. Der zweite Teil behandelt Vassiliev-Invarianten und
entwickelt das Konzept der geometrischen Folgen von Knoten. Damit gelingt ei-
ne Charakterisierung von Vassiliev-Invarianten als Polynome auf geometrischen
Knotenfolgen. Die Handlungsstriange beider Teile fithren im letzten Kapitel zu-
sammen, in dem ich zeige, dass die Anzahlen von Knotengruppen-Darstellungen
und Vassiliev-Invarianten zwei getrennte Klassen bilden.

Teil I: Knotengruppen-Darstellungen

Das erste Kapitel behandelt die Grundlagen zu Knoten, Verschlingungen,
Tangles und Zopfen, wie sie in den folgenden Kapiteln benotigt werden. Kapitel 2
widmet sich der Knotengruppe =(K) = m(S?\ K) und stellt die grundlegenden
Techniken fiir die Untersuchung ihrer Darstellungen zusammen. Hierzu wird die
Wirtinger-Prisentation erklédrt und ihre Interpretation durch Knotenfarbungen
diskutiert. Diese Betrachtung nutzt aus, dass fiir Knotengruppen-Darstellungen
nicht die gesamte Gruppe, sondern nur die Konjugationsklasse der Meridiane
wesentlich ist. Zur allgemeinen Behandlung von Fiarbungen wurde von D. Joyce
der Begriff des Quandels eingefiihrt, der die Eigenschaften von Konjugations-
klassen axiomatisiert. Konjugationsklassen sind Quandel, umgekehrt ldsst sich
aber nicht jedes Quandel in eine Gruppe einbetten. Ich zeige jedoch:

SATZ 2.34. Fiir jeden Knoten gibt es eine Bijektion zwischen Fdarbungen mit Quan-
deln und Fdarbungen mit Gruppen.

Dies rechtfertigt, sich im Folgenden auf Gruppen zu konzentrieren.

Farbungspolynome. Darstellungen in endliche Gruppen sind ein Standard-
Werkzeug der Knotentheorie, denn sie erlauben in besonderem Maf3e die Berech-
nung von Invarianten, vor allem die Homologie-Invarianten von (verzweigten)
Uberlagerungen. Je nach Anwendung wurden dazu auch die Bilder von Meridian
und Longitude als charakteristische Elemente betrachtet. Zur Systematisierung
werden in Kapitel 3 Farbungspolynome eingefithrt und eingehend untersucht.
Hierzu sei 7 eine Gruppe und = ein Element mit endlicher Konjugationsklasse.
Fir jeden Knoten K ist das Farbungspolynom definiert als

P(K) =Y plx) € 7G.

Summiert wird dabei iiber alle Darstellungen p : 7(K) — (7, die den fest gewahl-
ten Meridian mx des Knotens auf das Element » in (7 abbilden. Das Bild p(/x)
der Longitude ist ein Charakteristikum der Darstellung p. Durch die Summation
uber alle Darstellungen erhalten wir eine Knoteninvariante.

BEISPIEL 3.2. Fiir die alternierende Gruppe Alt(5) mit FuBBpunkt » = (12345)
ist das Farbungspolynom der linkshéndigen Kleeblattschlinge 1 + 5z, das der
rechtshindigen hingegen 1 + 5. Dieses Beispiel zeigt bereits, dass die beiden
Kleeblattschlingen chiral sind.
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Symmetrien. Die Invariante P(K) ist kein echtes Polynom, sondern ein Ele-
ment im Gruppenring 7.(7. Die moglichen Bildwerte und ihre Symmetrien wer-
den in den Abschnitten 3.3 und 3.4 untersucht. Erfreulicherweise verhalten sich
Farbungspolynome wie die bekannten Knotenpolynome:

SATZ 3.32. Farbungspolynome sind multiplikativ, das heifit, fiir die verbundene
Summe von Knoten gilt P(Ki t K1) = P(K1)P(K>).

Meridian und Longitude codieren sowohl die Orientierung des Knotens als
auch die des umgebenden Raumes S”. Eine Orientierungsumkehr der Sphire
kommt einer Spiegelung gleich und iberfiihrt einen Knoten K in sein Spiegel-
bild K *. Die Orientierungsumkehr des Knotens ergibt den reversen Knoten K.
Beide Orientierungen umzukehren, fithrt zum inversen Knoten K*.

SATZ 3.33. Bei der Inversion von Knoten gilt P(K*) = P(K)*, wobei * : 7.G — 7.(
die lineare Fortsetzung der Inversion g — ¢~ ' in (i ist.

Spiegelung und Reversion lassen sich ebenso behandeln, wenn die Gruppe ¢
die nétigen Symmetrien besitzt: Einen Automorphismus * : (¢ — G mit X =z~
nennen wir Obversion von ((7, ). Komponiert mit der Inversion entsteht daraus

ein Anti-Automorphismus ' : ¢ — G mit ' = x, den wir Reversion nennen.

SATZ 3.38. Wenn die Gruppe (7, x) eine Obversion besitzt, dann gilt fiir Farbungs-
polynome bei Spiegelung P(K*) = P(K)* und bei Reversion P(K') = P(K)"

Auch Perioden des Knotens spiegeln sich in seinem Farbungspolynom wider
— hier gilt eine dhnliche Formel wie fiir das Alexander-Polynom:

SATZ 3.45. Sei K ein Knoten mit Periode p und Faktorknoten K. Fiir die Férbungs-
polynome gilt dann P(K) = P(K)") 4 r mit einem Rest r > (. Ist dariiber hinaus
p eine Primzahl, die |Tnn(()’| nicht teilt, dann gilt p|r.

Hierbei ist (*) : 7(3 — 7. die lineare Fortsetzung der Potenzierung ¢ — ¢” in
der Gruppe (i. Fir mogliche Perioden bedeutet dies ein zusétzliches Kriterium,
das tber die Information des Alexander-Polynoms hinausgeht.

Nicht-reversible Knoten. In vielen Beispielen erweist sich die Mathieu-
Gruppe M, als niitzlich. Sie besitzt keinen Automorphismus, der ein Element
der Ordnung 11 auf sein Inverses abbildet. Diese Asymmetrie der Gruppe hat
eine interessante Asymmetrie der Farbungspolynome zur Folge:

BEISPIEL 3.7. Der Knoten 8,7 aus Abbildung 1.1 ist der kleinste nicht-reversible
Knoten. Zur Farbung wihlen wir die Mathieu-Gruppe M;; und ein Element = der
Ordnung 11. Der Knoten 8,7 hat dann das Farbungspolynom

P(817) =14 112" + 1125
sein reverser Knoten hingegen hat triviales Farbungspolynom 1.

Dies ist der bislang einfachste Beweis, dass dieser Knoten nicht-reversibel
ist. Einem Knoten diese Asymmetrie nachzuweisen, gilt als schwierig, da alle
ublichen Invarianten unempfindlich gegeniiber Reversion sind.
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Zentrale Erweiterungen. Das vierte Kapitel widmet sich dem Verhalten
von Farbungspolynomen bei zentraler Erweiterung der Farbungsgruppe.

SATZ 4.11. Sei G,# —» (., x eine zentrale Erweiterung. Dann lisst sich jede
Knotengruppen-Darstellung p : m(K),mg — G,z eindeutig zu einer Darstellung
p:m(K), mg — G, % hochheben.

Die Anzahlen der Knotenfirbungen sind demnach fiir ¢; und (i die gleichen.
Beispiele zeigen jedoch, dass das hochgehobene Férbungspolynom P mehr Infor-
mation enthilt als P: Longituden, die in (& gleich sind, kénnen in  aufspalten.
Dieses Phinomen wirft die Frage auf, wie sich eine Konjugationsklasse Q = = in
verschiedene Gruppen einbetten ldsst und wie sich die Farbungspolynome dabei

verhalten. Hierzu beweise ich folgenden Satz:

SATZ 4.32. Jede endliche Konjugationsklasse Q lasst sich in eine endliche Gruppe
T'(Q) einbetten, sodass das Farbungspolynom maximale Information enthdlt.

Fir die Untersuchung von Farbungspolynomen kann man sich demnach auf
endliche Gruppen beschrinken. Die Gruppe T'(@)) nennen wir die universelle Far-
bungsgruppe zu Q.

BEISPIEL 4.39. Zu der Gruppe (G = Sym(4) mit FuBBpunkt » = (1234) sind die
Farbungspolynome der beiden Kleeblattschlingen K und K* gegeben durch

P(K)= P(K*) =1+4z”.

Die hier auftretenden Bilder 1 und 22 sind fiir alle Knoten die einzig moglichen
Longitudenbilder in (. Die zur Konjugationsklasse Q = »“ gehorige universelle
Farbungsgruppe T" entsteht durch eine zentrale Erweiterung

Zoa — T —» Sym(4).

Sei # ein Urbild von x. Die Konjugationsklasse ) = #" wird bei dieser Erweite-
rung bijektiv auf ) abgebildet. Die Gruppe der moglichen Longitudenbilder in T’
ist jedoch grofler als in (5: Sie wird von einem Element ¢ der Ordnung 4 erzeugt.
Fir die Farbungspolynome der beiden Kleeblattschlingen gilt

P(K)=1+4 und  P(K*) =144

Dieses Beispiel erstaunt vor allem durch seine Kleinheit: Die Konjugationsklasse
von # hat nur 6 Elemente, aber das zugehorige Farbungspolynom kann Knoten
von ihren Spiegelbildern unterscheiden.

Komplexitit der Berechnung. Um ein Farbungspolynom zu berechnen,
miissen zuerst alle Darstellungen von (r(K), mg) in (G, ) gefunden werden. Die
tbliche Vorgehensweise ist die Minimierung der Briickenzahl: Liasst sich der Kno-
ten durch ein Diagramm mit » Briicken darstellen, dann wird die Knotengruppe
7(K) von den zugehorigen b Meridianen erzeugt. Ist Q = = die betrachtete Kon-
jugationsklasse, dann miissen |Q|"~' mogliche Abbildungen gepriift werden.

In den Beispielen haben die Konjugationsklassen bis etwa 1000 Elemente,
und kleine Knoten haben Briickenzahl » = 2 oder » = 3. In einfachen Fillen fiihrt
der Standard-Algorithmus daher zu akzeptablen Ergebnissen, ist aber schon fiir
groflere Konjugationsklassen zu langsam. Fiir Knoten mit vier und mehr Briicken
ist die Situation verheerend. Diese Schwierigkeit hat die Verwendung groferer
Knotengruppen-Darstellungen seit jeher stark eingeschrankt.
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Effiziente Berechnung. In Kapitel 5 erklére ich einen Algorithmus, der die
erschopfende Suche von Knotengruppen-Darstellungen drastisch verkiirzt. Dies
ist von allgemeinerem Interesse, da Knotengruppen-Darstellungen in endliche
Gruppen auch in anderen Zusammenhéngen genutzt und berechnet werden.

Zur Optimierung dieses Farbungsproblems nutzt man geeignete Unterdia-
gramme, rationale Tangles im Sinne von J.H.Conway, und l6st das Teilproblem
hierfiir separat. Der Erfolg dieses Vorgehens beruht auf folgendem Satz:

SATZ 5.14. Bei der Farbung eines Knotendiagramms kann das Teilproblem eines
rationalen Tangles von linearem auf konstanten Aufwand reduziert werden.

Aus dieser lokalen Optimierung lassen sich optimierte Losungsverfahren fiir
alle Knotendiagramme aufbauen. Am wirkungsvollsten ist diese Technik bei alge-
braischen Tangles; das sind diejenigen, die sich rekursiv aus rationalen Tangles
zusammensetzen lassen. Fiir sie ldsst sich das Farbungsproblem typischerweise
mit linearem Aufwand losen. Fiir Knoten bedeutet das:

ERGEBNIS. Die Klasse der Knoten, die mit linearem Aufwand gefirbt werden
konnen, enthdlt nicht nur die Zweibriickenknoten, sondern die meisten arbores-
zenten Knoten, insbesondere Brezel-Knoten und Montesinos-Knoten.

Die meisten Knoten mit geringer Kreuzungszahl sind arboreszent. Dariiber
hinaus gibt es arboreszente Knoten mit beliebig hoher Briickenzahl, wie etwa
die Familie der Montesinos-Knoten zeigt. Die Existenz eines Algorithmus mit
typischerweise linearem Zeitaufwand ist daher hochst erstaunlich.

Der hier entwickelte Algorithmus ist auf alle Knoten und auf alle Gruppen
gleichermaflen anwendbar. Als generischer Algorithmus ist er die bisher effizien-
teste Methode zur erschopfenden Suche nach Knotengruppen-Darstellungen.

Software. Kapitel 5 ist auf die Erkldrung der Grundideen ausgerichtet und
bleibt dabei so wenig technisch wie moglich. Dariiber hinaus habe ich den Al-
gorithmus in C++ implementiert. (Alle groeren Beispiele dieser Arbeit wurden
damit berechnet.) Das Programm ist von mir frei erhéltlich. Da es bereits regen
Zuspruch gefunden hat, wird eine Weiterentwicklung mit Dokumentation und
Beispielbibliothek demnéchst 6ffentlich zur Verfiigung gestellt.

Teil II: Vassiliev-Invarianten

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden Vassiliev-Invarianten betrachtet, und
Kapitel 6 erklart die hierzu nétigen Grundlagen. Besonderes Augenmerk habe
ich dabei auf den Vergleich zu den Farbungsinvarianten aus Teil I gerichtet.
Hier ergeben sich vor allem zwei Berithrungspunkte: Vassiliev-Invarianten und
Farbungszahlen lassen sich gleichermalflen aus linearen Darstellungen der Zopf-
gruppen gewinnen. Die verwendeten R-Matrizen sind jedoch grundverschieden,
und die Invarianten verhalten sich entsprechend unterschiedlich.

Als zweite Quelle von Vassiliev-Invarianten erldutere ich die Artin-Magnus-
Darstellung der Zopfgruppen. Diese entspricht der Farbung von Zoépfen mit Ele-
menten einer freien Gruppe. Kombiniert mit der Magnus-Darstellung der freien
Gruppe erlaubt dies, Zopfe in Potenzreihen zu entwickeln. Thre Koeffizienten sind
Vassiliev-Invarianten und klassifizieren Zopfe vollsténdig.
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Der Kontsevich-Isomorphismus ist Inhalt von Kapitel 7. Zu seiner Formu-
lierung gebe ich eine Zusammenfassung zur Hopf-Algebra der Knoten und der
Sehnendiagramme. Der Satz von Kontsevich besagt, dass diese Hopf-Algebren
uber Q) isomorph sind.

Geometrische Knotenfolgen. Kapitel 8 untersucht geometrische Folgen
von Knoten, also Folgen der Form K, — si"u fiir n € N. Dabei sind s und «
zwei Tangles und ihre Komposition su ein Knoten — dies ist das Folgenglied
Ko = soid ou. Das Tangle ¢ sei in der angegebenen Weise mit s und » komponier-
bar und homotop zur Identitét. Vassiliev-Invarianten werden durch ihr Verhalten
auf geometrischen Folgen charakterisiert:

SATZ 8.9. Eine Knoteninvariante v : K — Q ist genau dann eine Vassiliev-
Invariante vom Grad < m, wenn sie auf jeder geometrischen Folge ein Polynom
vom Grad < m ist.

Dies erlaubt die ,Lokalisierung” von Vassiliev-Invarianten und erweist sich
bei ihrer Untersuchung als niitzlich. Die folgenden Anwendungen geben davon
einen Eindruck.

Nicht-reversible Knoten. Bislang ist unbekannt, ob Vassiliev-Invarianten
alle Knoten unterscheiden, und die Erkennung nicht-reversibler Knoten ist ein
wichtiger Priifstein. Geometrische Folgen er6ffnen neue Ansétze, ein Knotenpaar
zu finden, das von keiner Vassiliev-Invariante unterschieden werden kann:

KOROLLAR 8.19. Angenommen ein Knoten K ist Teil einer geometrischen Folge,
die unendlich viele reversible Knoten enthdlt. Dann kénnen Vassiliev-Invarianten
in Charakteristik O den Knoten K nicht von seinem Reversen K' unterscheiden.

Bislang ist leider kein Knoten K # K' mit dieser Eigenschaft bekannt, aber
seine Existenz auch nicht ausgeschlossen. Wenn wir umgekehrt wiissten, dass
eine Vassiliev-Invariante vom Grad m die Knoten X und X' unterscheidet, dann
lasst sich dieses Ergebnis so interpretieren: In jeder geometrischen Folge, die den
Knoten K enthilt, sind hochstens m Knoten reversibel, alle anderen hingegen
nicht-reversibel.

Anwendung auf Brezelknoten. Brezelknoten bildeten das historisch erste
Beispiel nicht-reversibler Knoten und sind seitdem eingehend studiert worden.
Die Technik der geometrischen Folgen ldsst sich hier besonders gut einsetzen.
Insbesondere kann man statt rationaler Vassiliev-Invarianten auch solche mit
Werten in einer beliebigen abelschen Gruppe behandeln. Allein aus den Symme-
trien der Brezelknoten gewinnen wir folgende Aussagen:

SATZ 8.16. Bis Grad 8 kann keine Vassiliev-Invariante Brezelknoten von ihren
Reversen unterscheiden.

Nach Ergebnissen von J. Kneissler gilt die Aussage tiber Q und % sogar bis
Grad 12. Fir endliche abelsche Gruppen aufler & war bislang nichts bekannt.
Satz 8.16 lasst sich noch verschérfen:

SATZ 8.17. Sei A eine abelsche Gruppe ohne 2-Torsion. Bis Grad 10 kann keine
Vassiliev-Invariante v : K — A Brezelknoten von ihren Reversen unterscheiden.
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Anwendung auf Zopfgruppen. Aufgrund der Artin-Magnus-Darstellung
lassen sich je zwei Zopfe durch eine geeignete Vassiliev-Invariante unterscheiden.
Dies erlaubt Folgerungen tiber die Struktur der Zopfgruppen:

KOROLLAR 8.23. Sei o ein Zopf und (3 ein reiner Zopf gleicher Strangzahl. Wenn
o mit einer Potenz 3" fiir ein n > 2 kommutiert, dann kommutiert o auch mit j.

Man beachte, dass dieser Satz nicht gilt, wenn man fiir 5 einen beliebigen
Zopf zuldsst: Der Zopf 5 — 105 - -0, 1 liegt nicht im Zentrum der Zopfgrup-
pe Br(n), die Potenz 3” hingegen schon. Als weitere Anwendung gebe ich einen
neuen und sehr kurzen Beweis fiir einen bekannten Satz tiber Zopfgruppen:

KOROLLAR 8.24. Die reinen Zopfgruppen sind torsionsfrei.

Sequentiell beschrinkte Invarianten. Die einfachsten geometrischen Fol-
gen sind Twistfolgen und wurden zuerst von J. Dean und R. Trapp untersucht. Sie
konnten damit zeigen, dass viele klassische Invarianten nicht von endlichem Typ
sind. Dieses Ergebnis vertiefe ich in Kapitel 9, indem ich zeige, dass Zopfindex,
Briickenzahl, Geschlecht und Entknotungszahl auf Twistfolgen beschréinkt sind.
Dies fiihrt zu einem allgemeinen Beschréanktheitskriterium:

SATZ 9.9. Sei v : K — N entweder der Zopfindex, die Briickenzahl, das Geschlecht
oder die Entknotungszahl und ¢ : N — N eine beliebige Funktion. Wenn eine
Knoteninvariante F : K — C die Ungleichung |F(K)| < ¢(v(K)) fiir alle Knoten K
erfiillt, dann ist F entweder konstant oder nicht von endlichem Typ.

Farbungszahlen. Das Beschrianktheitskriterium ldsst sich gut auf die im
ersten Teil dieser Arbeit diskutierten Farbungszahlen anwenden:

SATZ 9.10. Die Anzahl F;(K) der Knotengruppen-Darstellungen =(K) — ( ist
entweder konstant oder nicht von endlichem Typ.

Dies beantwortet eine Frage von D. Altschuler, der diese Aussage zuvor nur
fiir wenige Gruppen zeigen konnte. Auch die Frage, fiir welche Gruppen  die
Farbungszahl F; konstant ist, konnte ich kldren:

SATZ 9.15. Die Invariante F ist genau dann konstant, wenn (3 nilpotent ist.

Bezeichnungen

Wie iiblich bezeichnet N, 7., Q, R, C die Menge der natiirlichen, ganzen, ra-
tionalen, reellen bzw. komplexen Zahlen, 7.,, = 7./n7 die zyklische Gruppe der
Ordnung » und T, den Koérper der Ordnung p. Weiterhin steht T = [0, 1] fir
das Einheitsintervall, " fiir die n-dimensionale Einheitskugel und S” fiir die
n-dimensionale Einheitssphére. Das Zeichen [J zeigt das Ende oder die Auslas-
sung eines Beweises an. Angaben in eckigen Klammern beziehen sich auf das
Literaturverzeichnis am Ende dieser Arbeit.






Warum scheuen Sie sich auch so sehr, etwas zu wiederholen,
das schon vor Thnen gesagt worden ist?

In Verbindung mit Ihren eigenen Gedanken erscheint das Alte
selbst doch immer von einer neuen Seite.

Moses Mendelssohn an Immanuel Kant

KAPITEL 1

Grundbegriffe der Knotentheorie

Die Gegenstidnde der Knotentheorie sind neben Knoten auch ihre nahelie-
genden Verallgemeinerungen, Verschlingungen und Tangles. Allen gemeinsam
ist das Konzept der stetigen Deformation durch Isotopie, welches wir als erstes
erkldren. Nicht dem einzelnen Knoten gilt das Interesse, sondern seiner Isotopie-
klasse, seinem Knotentyp. Diese Begriffsbildung tibertrigt sich auf Verschlingun-
gen, Tangles und Zopfe. Das erste Kapitel fiihrt diese Objekte ein und erldutert
die grundlegenden Beziehungen zwischen ihnen.

Knoten, Verschlingungen und Tangles lassen sich durch Diagramme in der
Ebene darstellen — alle hier gezeigten Bilder sind von dieser Art. Die Bewe-
gung durch Isotopie tibersetzt sich dabei in Reidemeister-Ziige, wie in Abschnitt
1.4 erldutert. Daran anschlieend werden verbundene Summe, Symmetrien und
Perioden von Knoten erkldrt, und das Kapitel schlieffit mit einer Diskussion des
Invarianten-Begriffs.

1.1. Knoten und Verschlingungen

Um pathologische Verwicklungen zu vermeiden, nehmen wir im Folgenden
stets an, dass alle Rdume trianguliert und alle Abbildungen stiickweise linear
sind. Zur Diskussion dieser Voraussetzung und fiir weitere Erlduterungen emp-
fehle ich die Lehrbiicher von Crowell/Fox [22], Rolfsen [85], Burde/Zieschang [17]
und Lickorish [70].

Isotopie. Sei X ein topologischer Raum und T = [0, 1] das Einheitsintervall.
Zu einer Abbildung H : X x I — X bezeichnen wir mit H, : X — X die Abbildung
Hi(#) = H(x,t) und mit H : X x T — X x T die Abbildung H(z,1) = (H:(z),1).
Wir nennen H eine Isotopie wenn sie bei der Identitdt H; — idx beginnt und o
ein Homoéomorphismus ist. Insbesondere ist dann fiir jeden Parameterwert  die
Abbildung 7, : X — X ein Homoéomorphismus. Wenn 7, (x) = « fiir alle t € T gilt,
dann sagen wir, der Punkt » wird von der Isotopie fest gelassen.

9
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Knoten und Knotentypen. Ein Knoten ist eine Einbettung f : §' — §3
der Kreislinie §' in die dreidimensionale Sphére S®. Genauer nennen wir f einen
parametrisierten Knoten und f(S') das Bild des Knotens.

Zwei Knoten f, ' : S' < $? heillen isotop, wenn
es eine Isotopie 7 : S$? x T — S3 mit f/ = Hiof
gibt. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der

Menge der Knoten. Eine Isotopieklasse von Knoten f—\
nennt man Knotentyp, die Menge der Knotentypen

bezeichnen wir mit K.
Wir denken uns die Kreislinie S' mit ihrer Stan-

dardorientierung ausgestattet. Diese tibertréigt sich
auf das Bild f(S'), das wir im Folgenden stets als Abb. 1.1. Ein Knoten
solcherart orientiert ansehen. Beim Ubergang von
einem Knoten f zu seinem Bild f(S') geht keine wesentliche Information ver-
loren: Die Isotopieklasse von f ist bereits durch das orientierte Bild f(S') fest-
gelegt. Dies rechtfertigt die verbreitete Nachlidssigkeit, zwischen einem Knoten,
seinem orientierten Bild und seiner Isotopieklasse sprachlich nicht zu unterschei-
den und jedes dieser Objekte einen Knoten zu nennen.

Knoten lassen sich in vielerlei Hinsicht verallgemeinern, zum Beispiel lassen
sich Knoten S”~? <+ S” in Dimension n > 4 betrachten. Die vorliegende Arbeit
behandelt ausschliefllich den klassischen Fall von Knoten in drei Dimensionen.

Verschlingungen. Bei der Untersuchung von Knoten ist es oft niitzlich oder
gar unerlésslich, den Blickwinkel etwas zu erweitern: Die Parametermenge S'
kann durch eine andere, kompakte 1-Mannigfaltigkeit ersetzt werden und der
umgebende Raum S? durch eine beliebige 3-Mannigfaltigkeit.

Sei M eine zusammenhédngende 3-Mannigfaltigkeit, nicht notwendig kom-
pakt und eventuell mit Rand. Ferner sei F eine geschlossene 1-Mannigfaltigkeit,
also die disjunkte Vereinigung von endlich vielen Kopien der Kreislinie S'. Wir
schreiben hierfiir kurz ¥/ = p-S', wobei y die Komponentenzahl angibt. Eine Ver-
schlingung in M mit Komponentenzahl ;: ist eine Einbettung f : ¥ — M \ oM.

Wiederum betrachten wir Verschlingungen nur bis auf Isotopie. Da die Pa-
rametermenge F nun mehrere Komponenten hat, erlauben wir auch Umnum-
merierungen der Komponenten, das heilt Umparametrisierungen von F. Zwei
Verschlingungen f : ¥ — M und f’' : ¥/ — M heillen isotop, wenn es einen orien-
tierungstreuen Homoéomorphismus A : / — F und eine Isotopie H : M x T — M
mit /' = Hyofoh gibt. Ein Verschlingungstyp ist eine Isotopieklasse von Verschlin-
gungen. Diese ist bereits durch das orientierte Bild f(F) festgelegt. Die Menge
der Verschlingungstypen mit Komponentenzahl y bezeichnen wir mit £# (A7), die
Vereinigung dieser Mengen mit £(M).

Eine Verschlingung f : 4-S' < M heiB3t triviale Verschlingung, wenn sie sich
zu einer Einbettung f : 4-M” < M erweitern lisst. Dabei ist 1)? die Kreisscheibe
und dM? = S'ihr Rand. Triviale Verschlingungen mit gleicher Komponentenzahl
1 sind isotop; ihre Isotopieklasse bezeichnen wir mit ()*.

Verschlingungen in M, die sich in eine Umgebung U/ = R? zusammenziehen
lassen, heiflen lokal. Anders betrachtet: Eine Einbettung : : R? < M induziert
eine Abbildung /. : £(R®) — £(M) von Verschlingungstypen. Sie ist surjektiv,
wenn 7 (M) = {1}, und injektiv, wenn M orientierbar ist.
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1.2. Die Kategorie der Tangles

Verschlingungen lassen sich verallgemeinern, indem man auch Komponen-
ten hinzunimmt, die in der Mannigfaltigkeit M von Rand zu Rand laufen. Zu
diesem Zweck lassen wir als Parametermenge auch das Intervall T zu. Sein Rand
besteht aus den Punkten 0 und 1, wobei wir 0 mit negativer und 1 mit positiver
Orientierung versehen. Der Rand der Parametermenge # = pu-S' U v-T besteht
demzufolge aus v negativen und v positiven Punkten.

Tangles. Sei M eine zusammenhédngende 3-Mannigfaltigkeit auf deren Rand
OM eine endliche Menge von Punkten A ¢ M markiert und jeder dieser Punkte
mit einer Orientierung + oder — versehen ist. Wir nehmen an, dass die Markie-
rung A aus v negativen und v positiven Punkten besteht. Einen negativ orientier-
ten Punkt interpretieren wir als Eingang, einen positiv orientierten als Ausgang.
Die Markierung — A entsteht aus A durch Umkehrung aller Vorzeichen.

Ein Tangle in der markierten 3-Mannigfaltigkeit
(M, A) ist eine Einbettung f : F < M mit f~" (M) =0F, 3 Eﬂvgm
sowie f(9F) = A mit tibereinstimmenden Orientierun- x j
gen. Das Bild f(F) des Tangles besteht aus p geschlosse- 5 @
nen und v offenen Stringen. (Fir das Tangle in Abb. 1.2 C )
gilt = Tund v = 4.) N

Zwei Tangles f : K < M und f' : i/ — M heiBen iso- /\\ j
top, wenn es einen orientierungstreuen Homé6omorphis- ~~ =~~~ 77T
mus h : /' — F und eine Isotopie H : M x T — M mit Abb.1.2. Ein Tangle
f' = Hyofoh gibt. Wir verlangen dabei, dass die Isotopie
H den Rand dM punktweise fest lasse. Wiederum gilt: Die Isotopieklasse eines
Tangles wird bereits durch sein orientiertes Bild bestimmt. Die Menge der Iso-
topieklassen von Tangles in (M, A) bezeichnen wir mit 7 (M, A). Die Teilmenge
der Tangles mit genau x freien Komponenten bezeichnen wir mit 7#(M, A). Man
beachte, dass wir im Fall A — ) gerade die oben erkldrten Verschlingungen erhal-
ten, also 7#(M, Q) = LA (M).

Die Kategorie der Tangles. Da man Mannigfaltigkeiten ldngs ihrer Rander
verkleben kann, erlaubt das Konzept der Tangles eine Erweiterung der bisheri-
gen Struktur. Hierzu betrachten wir eine zusammenhingende Fliche F. Objekte
der Kategorie 77 sind endliche Mengen A C F, wobei jeder Punkt in A eine der
Orientierungen + oder — trégt. Die leere Menge ist ebenfalls zugelassen.

Um die Morphismenmenge 77 (A, B) zu erklédren, betrachten wir A und B als
orientierte Ein- bzw. Ausgénge der 3-Mannigfaltigkeit /' x . Hierzu identifizieren
wir die Markierung A mit A x () sowie die Markierung B mit B x 1 und erhalten die
markierte Mannigfaltigkeit (F x T, —(Ax0) U (Bx1)). Die Tangles in dieser Man-
nigfaltigkeit nennen wir Tangles mit Eingédngen A und Ausgéingen B, und die
Menge der Isotopieklassen bezeichnen wir mit 7x( A, B). Die so erkléarten Objekte
und Morphismen werden zu einer Kategorie durch die Komposition

Tp(R,(j) X Tp(A, B) — TF(A,C),

die durch Verkleben léngs der Fliache (F, B) entsteht (siehe Abb. 1.3).
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ABBILDUNG 1.3. Komposition zweier Tangles

Zu einer Markierung A ist die Identitét id 4 gegeben durch das Tangle

. (a,1) wenn a positiv orientiert ist,
fF:AxT=FxT mit f(a,t)= L
(a,1—1) wenn « negativ orientiert ist.

Die Identitét fiir die leere Markierung A = () ist das leere Tangle.

Die Tensorkategorie der Tangles. Bei Tangles iiber der Ebene R? tritt
neben ihrer Komposition auch ein Tensorprodukt in Erscheinung: Die Objekte
der Kategorie 7 sind endliche Folgen der Zeichen + und —, einschliefllich der
leeren Folge (). Jede solche Folge identifizieren wir mit der Folge der Punkte
(1,0),...,(n,0) in R?, versehen mit den entsprechenden Orientierungen. So er-
halten wir zu jeder Folge A die markierte Flidche (R?, A). Morphismen von A nach
B erkldren wir als Tangles in der Mannigfaltigkeit (R? x T, —(Ax0) U (Bx1)). Wie
man sieht, ist 7 eine volle Unterkategorie von 7%-. Das Tangle in Abb. 1.2 ist zum
Beispiel ein Morphismus von (—, —, 4+, —) nach (—, —, — +).

Neben der Komposition konnen wir nun auch ein Tensorprodukt erkliren:
Fir Objekte A und A’ ist das Tensorprodukt A% A’ die Aneinanderhéngung der
beiden Folgen. Fiir zwei Tangles f € T(A, B) und [’ € (A, B') erkldren wir f& f’
durch Nebeneinanderstellen in der offensichtlichen Weise. Eine ausfiihrliche Dar-
stellung findet sich in dem Lehrbuch von C. Kassel [56, Kap.XII].

%
(\\@J ,,,,,,, m@ ,,,,,, f\\\@

TERC YT TR U

1.3. Z6pfe und Markov-Zige

Besonders interessante Tangles sind die Automorphismen der Kategorie 7z:
Dies sind diejenigen Tangles, die ein beidseitiges Inverses besitzen. Abbildung 1.5
zeigt ein Beispiel, bei dem alle Striange streng monoton abwirts laufen. Solche
Tangles heilen Zopfe [3,37,9,17,56]. Fir jeden Zopf f : A x T — ¥ x T ist der
inverse Zopf gegeben durch f*(a,1) = f(a,1 —1).
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Zur Prazisierung betrachten wir die Mannigfaltigkeit - 7 fffffffff
F' x Tund die Projektion » : F x T — T auf den zweiten \
Faktor, den wir als Hohe interpretieren. Fiir ein Tangle )

| : F < F xT definieren wir die Briickenzahl br(f) als die ~~

halbe Anzahl der relativen Extrema von h-f. (Randextre- ~_

ma zéhlen wir dabei nicht mit.) Fiir eine Isotopieklasse \ \
von Tangles definieren wir ihre Briickenzahl als die mi- ~~"~ """~ """""77°
nimale Briickenzahl ihrer Représentanten. Wir erhalten  Apb. 1.5. Ein Zopf

so eine Abbildung br : Tp — iN. Zopfe sind genau die
Tangles mit Briickenzahl 0.

Zwei naheliegende Fragen. Jeder Zopf besitzt ein beidseitiges Inverses.
In der Tangle-Kategorie sind Zopfe demnach Isomorphismen. Die Umkehrung
dieser Aussage scheint einleuchtend, ist aber bislang nicht bewiesen worden. Wir
sind damit unverhofft auf eine erste Frage gestof3en:

FRAGE: Ist jedes Tangle, das ein beidseitiges Inverses besitzt, ein Zopf?

Wenn ein Tangle f € 7¢(A, B) ein beidseitiges Inverses besitzt, dann muss
jeder Strang von f einen Eingang a x () mit einem Ausgang b x 1 verbinden. Es
reicht daher, den Fall A — B zu betrachten. Zur Bearbeitung der Frage bietet sich
die Briickenzahl als Invariante an. Bei der Komposition von Tangles gilt offenbar
br(feg) < br(f) + br(g). Dies fithrt uns zu folgender verallgemeinerten

FRAGE: Ist die Briickenzahl br : T2(A, A) — N additiv?

Diese zweite Frage ist wesentlich allgemeiner und geometrisch interessanter:
Der einfachste Fall der Ebene F' = R? mit | A| = 1 entspricht langen Knoten, und
ihre Komposition ist die verbundene Summe (siehe Abschnitt 1.5). Fiir diesen Fall
ist die Additivitat der Briickenzahl ein klassisches Ergebnis von H. Schubert [88].
Schon im néchst komplizierteren Fall | A| = 2 ist die Antwort bislang unbekannt.

Prisentation der Zopfgruppe. Wir betrachten Zépfe im Folgenden fiir die
Ebene R% Fiir die n-fache Wiederholung (+, ..., +) schreiben wir kurz n. Die
Zopfgruppe auf n Strédngen bezeichnen wir mit Br(n). Sie wird von den elementa-
ren Zopfen oy, ..., o, 1 der folgenden Form erzeugt:

1 i i+1 n

SATZ 1.1 (Artin [3,9,17]). Die Zopfgruppe Br(n) besitzt die Prisentation
Br(n)={o1,...,00_1 | 0i0i410; = oip10:0541 und o0 = o0y fir |i—j| > 2). O

Zu jedem Zopf definieren wir seinen Abschluss wie in Abb. 1.6 gezeigt und
erhalten so eine Abbildung [ ] : Br — £. Nach dem Satz von Alexander [9, 17, 65]
ist diese Abbildung surjektiv: Jede Verschlingung 7. in S? lisst sich als Abschluss
eines Zopfes darstellen. Die kleinste Anzahl von Stridngen, fiir die das moglich
ist, heiflt Zopfindex von I., geschrieben s(7.).
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ABBILDUNG 1.6. Ein Zopf 8 und sein Abschluss [3]

BEISPIEL 1.2. Fiir den Knoten 8,7 aus Abb. 1.1 zeigt Abb. 1.6 einen darstellenden
Zopf mit drei Strangen. Da eine Darstellung mit zwei Stréangen nicht moglich ist,
gilt fiir den Zopfindex s(8,7) = 3.

Aus einem darstellenden Zopf fiir /. kann man leicht neue gewinnen, denn
die folgenden zwei Markov-Ziige andern den Abschluss des Zopfes nicht:

(M1) Konjugation: Gehe von dem Zopf 3 zu einem konjugierten Zopf o 3a ! iiber.
(M2) Stabilisation: Gehe von dem Zopf § in Br(n) zu einem erweiterten Zopf
B = (B®|)ear! in Br(n+1) iiber, oder umgekehrt, von 3’ zu 3.

SATZ 1.3 (Alexander-Markov [9]). Jede Verschlingung ldsst sich als Abschluss ei-
nes Zopfes darstellen. Zwei Zopfe haben genau dann denselben Abschluss, wenn
sie sich durch eine Folge von Markov-Ziigen ineinander iiberfiihren lassen. O

Die Zopfgruppe erlaubt eine Surjektion = : Br(n) —» Sym(n), die jedem Zopf
o; die Transposition (i,i+1) zuordnet. Der Kern PBr(n) wird reine Zopfgruppe
genannt. Mehr zu diesen Gruppen findet sich bei J. Birman [9].

1.4. Diagramme und Reidemeister-Ziige

Diagramme. Wie zuvor sei ¥ = u-S' U v T eine eindimensionale Parameter-
menge und F eine Fliache. Ein Diagramm auf der Fliache F ist eine Immersion
f:F o Fmit f'(9F) = 0F und der Eigenschaft, dass jeder Mehrfachpunkt ein
transversaler Doppelpunkt ist. Ein solcher Doppelpunkt heifit Kreuzung. An je-
der Kreuzung sei eines der beiden Urbilder als ,jiber” und das andere als ,unter”
markiert. Wir stellen dies bildlich dar, indem der unterkreuzende Strang an der
Stelle der Kreuzung unterbrochen gezeichnet wird, wiahrend der iiberkreuzende
durchgezogen ist. Diese sinnfillige Notation haben wir in den vorangegangenen
Abbildungen bereits stillschweigend verwendet.

BEISPIEL 1.4. Abbildung 1.1 zeigt ein Diagramm des Knotens &;7. Abbildung 1.2
zeigt ein Diagramm eines Tangles, die Flédche ist hier R x Toder T x T.

Wir betrachten Diagramme nur bis auf orientierungserhaltende Homéomor-
phismen von ¥ und Isotopien der Flidche F, wobei der Rand 9F punktweise fest
bleibe. In diesem Sinne ist ein Diagramm bereits durch sein orientiertes Bild und
die Angabe von Uber-/Unterkreuzungen bestimmt.
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Diagramme zu Tangles. Eine Hohenfunktion zu dem parametrisierten Dia-
gramm [ : F & F ist eine stetige Abbildung » : F — R, sodass an jeder Kreuzung
F(t) = f(t') mit t # ¢’ der tuiberkreuzende Strang hoher als der unterkreuzende
Strang ist, also (%) > h(t') bei geeigneter Bezeichnung mit ¢ und +'. Um den Fall
AF +#+ ( einheitlich behandeln zu kénnen, verlangen wir auflerdem h(9F) = 0.

Wir erhalten so zu jedem Diagramm f : £ & F ein Tangle (f, h) : F — F x R.
Es ist klar, dass die Isotopieklasse des Tangles nicht von der gewidhlten Hohen-
funktion abhéngt. Eine Isotopie der Fléache F oder eine Umparametrisierung von
F dndern die Isotopieklasse des Tangles ebenfalls nicht. Wir sagen daher, die
Isotopieklasse des Tangles wird durch das Diagramm dargestellt.

LEMMA 1.5. Jedes Tangle in F x R mit Ein-/Ausgingen A C 0Fx( lasst sich
durch ein Diagramm auf der Flache F darstellen. Die minimale Anzahl von Kreu-
zungen, fiir die das moglich ist, heifit Kreuzungszahl des Tangles.

BEWEIS-IDEE: Jedes Tangle in (F xR, A)ldsst sich durch (f,h) : £,0F — FxR, A
parametrisieren. Dies projiziert zu der Kurve f auf der Fldche F. Wenn nur
transversale Doppelpunkte vorliegen, dann ist ein geeignetes Diagramm gefun-
den. Andernfalls konnen wir das Tangle durch eine Isotopie in allgemeine Lage
bringen und so eine Projektion mit ausschlieBlich transversalen Doppelpunkten
erreichen. [22,17] O

Reidemeister-Zige. Ein Tangle kann durch verschiedene Diagramme dar-
gestellt werden: Die folgenden Reidemeister-Ziige d4ndern das Diagramm, nicht
aber das dargestellte Tangle. Die Ziige sind so zu verstehen, dass ein Ausschnitt
des Diagramms wie angegeben modifiziert werden darf.

ABBILDUNG 1.7. Reidemeister-Ziige

SATZ 1.6 (Reidemeister). Jedes Tangle in F' x R mit Ein-[Ausgingen A C dF x0
ldsst sich durch ein Diagramm auf der Fldche F darstellen. Genau dann stel-
len zwei Diagramme dasselbe Tangle dar, wenn sie sich durch eine Folge von
Reidemeister-Ziigen ineinander iiberfiihren lassen.

BEWEIS-IDEE: Wir beginnen mit zwei Diagrammen f, /' : £ — F, die dasselbe
Tangle darstellen. Das bedeutet, dass sich die Tangles (f,») und (f’,»’) durch
eine Isotopie ineinander iiberfithren lassen. Diese Isotopie ldsst sich durch eine
Folge von A-Ziigen der Tangles realisieren, wie in [82, 17, 56, 70] beschrieben.
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Durch allgemeine Lage kann man erreichen, dass jeder Zwischenschritt zu einem
Diagramm projiziert. Schliefllich kann man die A-Ziige so weit verfeinern, dass
sich die Diagramme in jedem Zug entweder durch eine Isotopie der Ebene oder
einen der obigen Reidemeister-Ziige unterscheiden.

O
Ebenso wie die Striange des Tangles betrachten \ /
wir auch die Linien des Diagramms als orientiert. + _
Wenn die Fldche F' ebenfalls orientiert ist, dann \ /

konnen wir jeder Kreuzung ein Vorzeichen zuord-

nen. (Diese Konvention entspricht den Erzeugern Abb. 1.8.

o' und o; ' der Zopfgruppen.) Die Summe der Vor- Kreuzungsvorzeichen
zeichen dndert sich bei R1-Ziigen. Dieses Problem

verschwindet, wenn wir zwei verschiedene Komponenten K; und K5 betrachten:
Sei lk(Ky, K5) die halbe Vorzeichensumme aller Kreuzungen, an denen K, und
K5 zusammentreffen. Sie ist invariant unter den Reidemeister-Ziigen und wird

Verschlingungszahl genannt.

1.5. Verbundene Summe

Die verbundene Summe verkniipft zwei Knoten in §* zu einem neuen Knoten
wie in Abbildung 1.9 gezeigt. Das Ergebnis ist — bis auf Isotopie — unabhéingig
von der Stelle, an der die Knoten aufgeschnitten und neu verklebt werden. Man
beachte allerdings, dass die Orientierungen zusammenpassen miissen. Der ent-
stehende Knoten ist dann ebenfalls orientiert.

- - e

ABBILDUNG 1.9. Die verbundene Summe K } K’ von zwei Knoten

Wir erhalten eine assoziative und kommutative Verkniipfung § : K x K — K
mit dem trivialen Knoten als neutralem Element. Das Monoid (K, £, O) hat vie-
le interessante Eigenschaften, zum Beispiel gibt es auler dem trivialen Knoten
keine invertierbaren Elemente, das heifit K § K/ = O impliziert K = K’ = (. Es
ist ein klassisches Ergebnis von H. Schubert [87,17, 70], dass dieses Monoid ei-
ne eindeutige Zerlegung in Primfaktoren erlaubt. Damit lassen sich viele Fragen
von Knoten auf Primknoten zuriickfiihren.

LEMMA 1.7. Der Abschluss []: T°(+,+) — K stiftet eine Bijektion zwischen den
Isotopieklassen von 1-Tangles in B2 x T und Knoten in S®. Die Komposition von
Tangles geht dabei in die verbundene Summe von Knoten tiber. O

Aus zwei Verschlingungen 7. und 7 lasst sich ebenfalls eine verbundene Sum-
me bilden. Das Ergebnis hingt allerdings von der Auswahl der zu verbindenden
Komponenten ab: Ist 7 eine Komponente von 7. und j eine Komponente von 7./,
dann lédsst sich /.,f; /. wie oben im Fall von Knoten erkléren, und das Ergebnis
ist bis auf Isotopie wohldefiniert.



1.6 Spiegelung, Reversion, Inversion

17

1.6. Spiegelung, Reversion, Inversion

Fiir einen Knoten K C S?ist sowohl die Orientierung der Sphiire als auch die
Orientierung der Knotenlinie relevant. Kehren wir die Orientierung der Sphére
um, so sprechen wir von dem gespiegelten oder obversen Knoten K*. Wir stellen
dies als K* = ¢ K dar, wobei ¢ : §? — §% eine Spiegelung der 3-Sphire ist. Kehren
wir die Orientierung der Knotenlinie um, so erhalten wir den reversen Knoten K.
Beide Orientierungen umzukehren ergibt den inversen Knoten K*.

Offenbar vertragen sich Spiegelung und Reversion mit der verbundenen Sum-
me, das heiit (K § Ko)* = K4 K und (K { K»)' = Kt K.

Man beachte, dass in der Literatur auch andere Benennungen zu finden sind.
Ich folge hier der Notation von J.H. Conway [19, 70] mit dem Hinweis, dass der
inverse Knoten K* in der Konkordanzgruppe der zu K inverse Knoten ist [36].
AuBlerdem gilt: Wird K durch einen Zopf 5 dargestellt, dann reprédsentiert der
inverse Zopf 3~ ' den inversen Knoten K * (sieche Beispiel 3.37).

Schwache Symmetrien. Ein Knoten heif3t obversibel, wenn K — K* gilt,
wenn es also eine Isotopie von K zu seinem Spiegelbild K> gibt. Ein Knoten
heiBt reversibel, wenn K = K', und inversibel, wenn K = K *. Obversible Knoten
werden auch positiv amphichiral genannt und inversible Knoten auch negativ
amphichiral. Trifft einer der beiden Fille zu, so nennt man den Knoten amphi-
chiral, andernfalls chiral.

8) K

ABBILDUNG 1.10. Der Achterknoten und die beiden Kleeblattschlingen

Der Achterknoten (Abb. 1.10) ist amphichiral, die beiden Kleeblattschlingen
hingegen chiral, wie erstmals M. Dehn [25] im Jahr 1914 zeigen konnte. Alle drei
sind reversibel, ebenso die meisten anderen Knoten mit kleiner Kreuzungszahl.
Dass es iiberhaupt nicht-reversible Knoten gibt, wurde erst 1964 von H.F. Trotter
[94] bewiesen. Das erste Beispiel in den Knotentabellen [85,17] ist der Knoten 8,
aus Abbildung 1.1. Er ist weder reversibel noch obversibel, dafiir aber inversibel.
Wir werden dies in Kapitel 3 mit Hilfe der dort eingefithrten Farbungspolynome
beweisen. Mit diesen werden wir auch zeigen konnen, dass der Conway-Knoten
und der Kinoshita-Terasaka-Knoten keine der genannten Symmetrien besitzen.

Starke Symmetrien. Ein Homéomorphismus 5 : $* = S? ist genau dann
isotop zur Identitdt, wenn er orientierungserhaltend ist (vgl. [22]). Fiir den Fall
der 3-Sphire oder des ** kénnen wir also die Aquivalenz von Knoten auch als
Homéomorphie von orientierten Paaren (S% K) erkléren.
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Ein Knoten K C S?ist genau dann obversibel, wenn es einen Homdomorphis-
mus o : $* = §3 mit ¢(K) = K gibt, der die Orientierung von S* umkehrt und
die von K erhilt. Wir nennen K stark obuversibel, wenn ein solcher Homéomor-
phismus mit ¢? = id existiert. Entsprechend definiert man die Begriffe stark re-
versibel und stark inversibel. Diese Symmetriebegriffe sind echte Verschéarfungen
der schwachen Symmetrien [46]. Es ist ein Leichtes, zusammengesetzte Knoten
mit starken Symmetrien zu konstruieren. Zum Beispiel ist fiir jeden Knoten K
die verbundene Summe K } K> stark obversibel.

Perioden. Als Symmetrien eines Knotens R sind auch Perioden untersucht
worden, also Homéomorphismen ¢ : §? = §3 mit p(K) = K und ¢* = id. Ist ¢
fixpunktfrei, dann heil3t K frei p-periodisch. Ist die Fixpunktmenge ein unverkno-
teter Kreis und disjunkt zu K, dann heif3t K (zyklisch) p-periodisch [76,17,46].
Dies ist genau dann der Fall, wenn sich K durch ein Diagramm mit p-zéhliger
Rotationssymmetrie darstellen ldsst. (Der Mittelpunkt der Drehung darf dabei
nicht auf dem Diagramm liegen.) Ist ¢ die Verschlingungszahl des Knotens mit
der Rotationsachse, dann nennen wir K genauer (p, ¢)-periodisch. Das Diagramm
des Achterknotens aus Abb.1.10 ist (2, 3)-periodisch, das der Kleeblattschlinge
(3, 2)-periodisch.

Ein Knoten K ist genau dann p-periodisch, wenn er sich als Abschluss [+”]
darstellen lédsst. Dabei ist ¢ € 7 (X, X) ein Tangle, und die Vorzeichensumme
g —x1+---+ =z, von X ist die Verschlingungszahl mit der Rotationsachse. Der
Knoten K = [t] heiit Faktorknoten von K. (Bislang ist ungeklirt, ob zu einem
Knoten K mit Periode p der Faktorknoten i eindeutig bestimmt ist.)

BEISPIEL 1.8. Die Torusverschlingung 7, , ist definiert als Abschluss des Zopfes
(109 ---0,_1)7 in Br(p). Der Name riithrt daher, dass sie sich auf eine unverkno-
tete Torusfldche in S? legen lédsst. IThre Komponentenzahl ist p = ggT(p, ¢), fiir
teilerfremde Parameter p und ¢ erhalten wir demnach einen Torusknoten. Die-
ser hat Periode p mit Verschlingungszahl ¢ und trivialem Faktorknoten. Wegen
T, 4 = T, , hat dieser Knoten auch Periode ¢ mit Verschlingungszahl p.

1.7. Was sind und was sollen Invarianten?

Eine Knoteninvariante ist eine Abbildung 7 : K — A der Menge der Kno-
tentypen K in eine Menge A. Wir nennen sie invariant, weil sie jedem Knoten
k einen Wert F'(k) zuordnet, der sich unter Isotopie nicht &ndert. Meist tragt A
eine weitere Struktur und die Abbildung F' iibertragt Eigenschaften von Knoten
in die Struktur von A.

Drei Quellen von Invarianten. Als erste Einteilung lassen sich geometri-
sche, topologisch-algebraische und darstellungstheoretische Invarianten unter-
scheiden:

1. Geometrische Invarianten sind etwa die Kreuzungszahl, der Zopfindex
oder die Briickenzahl, die sich durch Minimierung einer geometrischen
Eigenschaft ergeben. Sie sind im Allgemeinen leicht zu definieren und
schwer zu berechnen.
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2. Algebraisch-topologische Invarianten sind etwa das Alexander-Polynom,
Milnors u-Invarianten oder die Signatur. Sie leiten sich aus algebraisch-
topologischen Konzepten ab, etwa der Fundamentalgruppe, der Homologie
von Uberlagerungen oder der Schnittpaarung auf Seifertflichen.

3. Darstellungstheoretische Invarianten sind solche, die sich aus linearen
Darstellungen der Zopfgruppen bzw. der Tangle-Kategorie gewinnen las-
sen. Hierzu zdhlen das Jones-, HOMFLY- und Kauffman-Polynom und alle
weiteren ,Quanteninvarianten von Knoten. Diese werden umfasst vom
Konzept der Vassiliev-Invarianten.

Diese Einteilung ist nicht axiomatisch, sondern folgt der Erfahrung. Auch
zieht sie keine scharfe Trennung, ganz im Gegenteil: Reizvoll sind gerade die
Verbindungen und Uberlappungen der verschiedenen Sichtweisen. Das zentra-
le Beispiel ist das Alexander-Polynom: Es lasst sich einerseits aus der Funda-
mentalgruppe gewinnen (vgl. Anhang A), und beinhaltet wesentliche geometri-
sche Information, etwa tiber Perioden des Knotens oder seine Konkordanzklasse.
Nach Alexander [1] bzw. Conway [19] ldsst sich das Alexander-Polynom ande-
rerseits auch durch eine kombinatorisch-rekursive Formel berechnen, die spéter
zum dJones- bzw. HOMFLY-Polynom verallgemeinert wurde (vgl. Abschnitt 6.2)
und die insbesondere zeigt, dass sich das Alexander-Polynom in eine Folge von
Vassiliev-Invarianten entwickeln lasst.

Invarianten sind Werkzeuge. Eine Invariante ist niitzlich, wenn sie re-
levante Informationen zu extrahieren erlaubt — zugegeben ein sehr subjektiver
Mafstab, der gédnzlich von der gewidhlten Fragestellung abhéingt. Ein paar Bei-
spiele sollen diesen Standpunkt im Falle der Knotentheorie erldutern.

1. Die lokalen Eigenschaften von eingebetteten Flichen im R* fithren zu
dem Begriff des Scheibenknotens und der Konkordanzgruppe von Kno-
ten [36,85]. Fiir ihre Untersuchung liefern Alexander-Polynom und Signa-
tur wichtige Hilfsmittel [36,75,93].

2. Zum Beweis, dass die Kleeblattschlinge chiral ist, bené6tigt man eine Inva-
riante, die den Knoten K und sein Spiegelbild K> unterscheidet. Dies ge-
lingt nicht mit dem Alexander-Polynom, wohl aber mit dem Jones-Polynom
(Bsp. 6.6) oder mit Knotengruppen-Darstellungen (Bsp.3.2). Den ersten
Beweis gab M. Dehn [25] im Jahr 1914 durch eine Analyse der Knoten-
gruppe und ihrer Automorphismen.

3. Fiir die Unterscheidung von Knoten und ihren Reversen sind raffinierte
Invarianten notig. Die Knotenpolynome nach Alexander, Jones, HOMFLY
oder Kauffman sind sdmtlich unempfindlich gegeniiber Reversion. Hier
leisten Farbungspolynome gute Dienste, wie in Kapitel 3 erklart wird. Den
ersten Beweis, dass nicht-reversible Knoten existieren, gab H.F. Trotter
[94] im Jahr 1964, ebenfalls durch eine Analyse von Knotengruppen.

4. Einer der Triumphe des Jones-Polynoms ist der Beweis einer Vermutung
von P.G.Tait aus den Anfingen der Knotentheorie: Jedes alternierende
(und in der offensichtlichen Weise reduzierte) Diagramm realisiert die mi-
nimale Kreuzungszahl des dargestellten Knotens. Dies war etwa einhun-
dert Jahre lang ein experimenteller Tatbestand, konnte jedoch erst mit-
hilfe des Jones-Polynoms bewiesen werden [78,57,91, 70].
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Als naheliegende Frage wird oft das Klassifikationsproblem genannt: Wie
kann man zu zwei gegebenen Knoten entscheiden, ob sie isotop sind oder nicht?
Dieses Problem wurde von W. Haken und G. Hemion [43] durch Angabe eines Ent-
scheidungsverfahrens im Prinzip gelost. Die Komplexitit ist jedoch so enorm,
dass diese Losung bislang nur theoretischen Wert hat. Uberdies wiirde selbst
eine praktikable Losung des Klassifikationsproblems viele weitere Fragen der
Knotentheorie unbeantwortet lassen.

Berechenbarkeit. Im Allgemeinen wiinschen wir uns, dass Invarianten gut
zu berechnen sind. Dies umschreibt drei unterschiedliche Problemkreise: zuerst
die prinzipielle Berechenbarkeit, als zweites die asymptotische Komplexitéat und
schlieBlich den Zeitaufwand in konkreten, fiir uns interessanten Fillen.

Doch statt algorithmischer kénnen auch strukturelle Uberlegungen in den
Vordergrund treten: Zum Beispiel definiert die Briickenzahl minus 1 eine additive
Invariante v : K — N, und es gilt »(K) = 0 genau dann, wenn K trivial ist. Dies
erlaubt wesentliche Folgerungen fiir die Struktur des Monoids (X, , (), obwohl
wir v(K) fiir die meisten Knoten nicht berechnen kénnen.

Ein extremes Beispiel dieser Art ist das folgende: Fiir jeden Knoten K ist
der Homo6omorphietyp des Knotenkomplements eine sehr starke Invariante —
bis auf Orientierungen unterscheidet sie Knoten vollstdndig. Dies war lange Zeit
eine offene Frage, die schlieBlich von C. Gordon und J. Luecke [41] gelost wurde.
Obwohl wir diese Invariante algorithmisch schlecht handhaben kénnen, birgt sie
doch Erkenntnisse tiber die Geometrie von Knoten und Knotenkomplementen.

Als eine weitere vollstindige Knoteninvariante werden wir in den folgen-
den Kapiteln die Knotengruppe diskutieren und in Form von Firbungspolyno-
men auswerten. Dies schliet einen Kompromiss zwischen Informationsgehalt
und Berechenbarkeit.



Es stand noch nicht bei Morgenstern / Noch war nicht seine Zeit

Und Goethe lag es vollig fern / Es war noch nicht soweit.

Erst David Joyce hat es geschaffen / Nun kann es alle Welt begaffen.

So fiihrt der Menschheit steter Wandel / von Goethe fort zum Quandel.
Egbert Brieskorn, Goethe und das Quandel

KAPITEL 2

Darstellungen von Knotengruppen

Die Fundamentalgruppe des Knotenkomplements ist eine sehr méchtige
Invariante; mit Meridian und Longitude versehen klassifiziert sie Knoten voll-
stiandig. Da sich die Knotengruppe selbst nur schwer handhaben l4sst, betrachten
wir ihre Darstellungen, d.h. Homomorphismen in leichter zugéngliche Gruppen.
Ab dem nichsten Kapitel werden wir uns auf endliche Gruppen konzentrieren.

Gemal der Wirtinger-Prasentation sind Knotengruppen-Darstellungen das-
selbe wie Farbungen eines Knotendiagramms. Beide Konzepte ergénzen sich: Die
Behandlung als Darstellungen ist algebraisch befriedigender, die Betrachtung als
Farbungen ist hingegen etwas flexibler: Sie betont, dass fiir die Darstellung in
eine Gruppe G nicht die ganze Gruppe sondern nur die Konjugationsklasse =
wichtig ist.

Die fiir Farbungen wesentlichen Eigenschaften werden durch den Begriff des
Quandels préazisiert. Konjugationsklassen sind Quandel, aber umgekehrt lasst
sich nicht jedes Quandel in eine Gruppe einbetten. Dieses Phidnomen ist fiir die
Quandel von langen Knoten typisch, und Satz 2.32 konstruiert eine treue Dar-
stellung zu jedem solchen Quandel.

Satz 2.34 zeigt, dass sich Farbungen mit einem Quandel durch Fiarbungen
mit einer Gruppe ersetzen lassen. Wir konnen uns daher in den folgenden Kapi-
teln auf Farbungen mit Gruppen beschrinken. Die einfachste Knoteninvariante
ist die Anzahl der Darstellungen wie in Abschnitt 2.8 erldutert. Das Kapitel
schlie3t mit der Charakterisierung homomorpher Bilder von Knotengruppen.
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2.1. Die Knotengruppe

Zu einem Knoten K in der 3-Sphire S® bezeichnen wir mit 7(K) die Funda-
mentalgruppe des Knotenkomplements S\ K. Alle hoheren Homotopiegruppen
7, (S*\ K) mit n > 2 sind trivial [17], das heiflt, das Knotenkomplement ist ein
Eilenberg-MacLane-Raum. Poincaré-Dualitéat impliziert fiir die Homologiegrup-
pen Hy = Hy = 7 und H, — 0 fiir » > 2. Daher ist unter den genannten allein die
Gruppe 7(K) als Knoteninvariante interessant.

Als zusitzliche Information zeichnen wir ein Meridian-Longituden-Paar in
m(K) aus. Hierzu wihlen wir eine Schlauchumgebung f : S' x I? — §? des
Knotens K. Dabei soll f|giy den Knoten K parametrisieren und die Orientie-
rungen von S' und K sollen iibereinstimmen. Wir fordern auBerdem, dass die
Meridian-Kurve f|;yg' Verschlingungszahl +1 und die Longituden-Kurve f|g1y1
Verschlingungszahl () mit dem Knoten hat.

Als FuBlpunkt der Sphire S* wihlen wir p = f(1,1). In der Fundamental-
gruppe 7(K) = m(S*\ K, p) nennen wir die Homotopieklasse my = [f|ixg1] den
Meridian und die Homotopieklasse Ix = [f|g1x1] die Longitude des Knotens K.
Die Gruppe =(K) bzw. das Tripel (7(K), mx,lx) betrachten wir nur bis auf Iso-
morphie, sodass wir eine Invariante des Knotentyps erhalten.

DEFINITION 2.1. Die Isomorphieklasse von =(K) nennen wir die Knotengruppe
des Knotentyps K, die Isomorphieklasse #(K) = [x(K), mg,lx] nennen wir die
markierte Knotengruppe von K.

BEMERKUNG 2.2. Das Tripel (r(K'),m,!) wird in der Literatur auch als periphe-
res System des Knotens bezeichnet. Es ist eine vollstédndige Knoteninvariante,
das bedeutet, je zwei verschiedene Knoten werden damit unterschieden. (Siehe
hierzu [99,44,17,70].) Fir die Knotengruppe =(K') allein gilt dies immerhin noch
fiir Primknoten modulo Reversion und Spiegelung ( [101, 59, 70]). Dadurch lasst
sich das Klassifikationsproblem fiir Knoten durch das Klassifikationsproblem fiir
markierte Gruppen ersetzen. Im Hinblick auf praktikable Losungen ist dadurch
aber noch nichts gewonnen.

Die Knotengruppe =(K) ist offenbar unabhéngig von der Orientierung der
Knotenlinie und des umgebenden Raumes. Man beachte jedoch, dass zur Defini-
tion der Longitude die Orientierung des Knotens wesentlich ist, und dass fiir die
Definition des Meridians zusétzlich die Orientierung der Sphére benotigt wird.

LEMMA 2.3. Die markierte Knotengruppe #(K) = [n(K), mg,lx] verhdlt sich bei
Spiegelung, Reversion und Inversion wie folgt:

Spiegelung: #(K*) =[r(K),my ,Ix]

Reversion:  #(K') = [n(K),mg  I;']
Inversion: — #(K*) = [r(K),mx,l;'] O
Die markierte Knotengruppe bietet demnach die Moglichkeit, das Problem
der Reversibilitidt direkt anzugehen. Auf diese Weise hat H.F. Trotter [94] zum

ersten Mal die Existenz nicht-reversibler Knoten nachgewiesen. Wir werden dies
im folgenden Kapitel mit Hilfe von Knotengruppen-Darstellungen erreichen.
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2.2, Die Wirtinger-Priisentation

Nach folgender Methode konnen wir zu einem Knoten K die Knotengruppe
n(K) durch Erzeuger und Relationen darstellen: Eine Nummerierung eines Kno-
tendiagramms ist eine Abbildung v : {Bogen} — N, sodass bei Durchlaufung des
Knoten in Richtung seiner Orientierung die Bogen in aufsteigender Reihenfolge
1,2,...,n besucht werden. Bei einem Umlauf unterkreuzen wir nach dem Bogen
i einen Bogen k(i) und gelangen zu dem néchsten Bogen i + 1. Sei (i) = +1
das Vorzeichen dieser Kreuzung. Die Abbildungen & : {1,...,n} = {1,...,n} und

e:{1,...,n} = {£1} codieren alle Kreuzungsrelationen des Diagramms.
Aus den Daten (%, ¢) gewinnen wir wie folgt eine Prasen-

tation der Knotengruppe: Jedem Bogen : — 1, ... n ordnen

wir den Erzeuger z; zu. Fir jede Kreuzung notieren wir die k X

Relation r; : x; = m;E(” Ty .1:;(77). (Die beiden Vorzeichen

EN
¢ = +1 lassen sich zusammenfassen: Fiir eine Kreuzung wie
in Abb.2.1 lautet die Relation #; = z, ' ; 4, unabhiingig Abb. 2.1.
von der Orientierung des unterkreuzenden Strangs.)

SATZ 2.4 (Wirtinger-Prisentation). Fiir die Knotengruppe des Knotens K gilt
m(K)={a,...,xn5 |71, .., 70 ).

Jede Relation ist Konsequenz der anderen n—1 Relationen. Folglich kann eine be-
liebige dieser Relationen in der Prdsentation geloscht werden. O

Diese Konstruktion interpretieren wir so: Gemél des Diagramms legen wir
den Knoten in die Zeichenebene, sodass nur Unterkreuzungen unter die Ebene
tauchen. Als FuBlpunkt der Fundamentalgruppe wéihlen wir einen Punkt P ober-
halb der Zeichenebene (etwa die Nasenspitze des Betrachters). Der Erzeuger z;
entspricht dem direkten Weg von P zum Bogen / und einer rechtshindigen Um-
schlingung dieses Bogens (d.h. mit Verschlingungszahl +1) mit anschlieBendem
direkten Riickweg nach P. An jeder Kreuzung ist dann die angegebene Relation
offensichtlich. Dass dies eine Prisentation von =(K) definiert, beweist man mit
dem Satz von Seifert und van Kampen, siehe etwa [22,85,17].

LEMMA 2.5. In der Wirtinger-Prdsentation der Knotengruppe ist ein Meridian-
Longitude-Paar gegeben durch den Meridian m — x, und die Longitude

Il
s

BEWEIS: Dass =; ein Meridian ist, folgt aus der vorangegangenen Erlduterung.
Als Repréisentanten der Longitude wéhlen wir einen Weg A, der beim Fulpunkt P
beginnt, direkt zum Bogen 1 14uft, dann parallel den Knoten einmal ganz umléuft
und anschlielend geradewegs zum Punkt P zuriickkehrt.

Um Verschlingungszahl (0 mit dem Knoten zu erreichen, verlangen wir, dass
der Weg X parallel zur Knotenlinie in der Zeichenebene liegt und an jeder Unter-
kreuzung wie in Abb. 2.2 verlduft: Je nach Kreuzungsvorzeichen wird der Weg A
so gewdhlt, dass sich die beiden Beitrédge zur Verschlingungszahl ausloschen.

Sei | die Homotopieklasse von A. Nach Konstruktion ist m,/ ein Meridian-
Longituden-Paar. Das fiir / angegebene Wort in den Erzeugern z,,..., =, lasst
sich ldngs des Weges ) ablesen. O
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ABBILDUNG 2.2. Verlauf von Meridian und Longitude

2.3. Knoten und lange Knoten

Nach den Ausfithrungen aus Kapitel 1 entsprechen sich die Isotopietypen
von Knoten und 1-Tangles. Wir konnen also jeden Knoten eindeutig durch einen
langen Knoten wie in Abb. 2.2 darstellen.

LEMMA 2.6. Sei K C S?ein Knoten und T C R? der entsprechende lange Knoten.
Dann sind die Komplemente S?\ K und R3\ T homéomorph. Insbesondere sind
die Gruppen =(K) und =(T) isomorph.

BEWEIS: Sei P ein Punkt auf dem Knoten K. Dann ist das Paar (S*\ P, K \ P)
homéomorph zu (R? T). O

BEMERKUNG 2.7. Ebenso wie fiir =( K') konnen wir auch fiir =(7") eine Wirtinger-
Prisentation angeben. Man beachte jedoch, dass der erste Bogen =, und der letzte
Bogen x,, ;1 nun nicht mehr identifiziert werden. Das bedeutet, die entsprechende
Relation der Prisentation von =(K') tritt in der Présentation von 7(7") nicht mehr
auf. Beide Gruppen sind isomorph, daher kann eine beliebige der Relationen aus
der Wirtinger-Préasentation von =(K') geloscht werden.

In der Gruppe =(7) gibt es ein kanonisches Meridian-Longitude-Paar wie
in Abb. 2.2 gezeigt. Diese zusitzliche Information ermoglicht es, die verbundene
Summe von der topologischen in die algebraische Sprache zu iibertragen:

LEMMA 2.8. Die Knotengruppe der verbundenen Summe K, § K5 ist das amalga-
mierte Produkt (K1) * m(Ks) modulo my = my. Ihr Meridian ist m, = m, und
thre Longitude I1,.

BEWEIS: Wir stellen die Knoten K; und K als lange Knoten 7 und 75 wie in
Abb. 2.2 dar. Als Meridian wihlen wir jeweils die Schleife um den ersten Bogen
— diese ist offenbar homotop zur Schleife um den letzten Bogen. Fiir die Gruppe
der verbundenen Summe gilt dann # (77 § 7%) = «(7T7) * #(T%) / m;—m> und die
Longitude ist / = /1. Dies folgt leicht aus dem Satz von Seifert und van Kampen
und ebenso aus der Wirtinger-Prasentation. O
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In der Kategorie der einfach punktierten Gruppen ((7, #) und punktierungs-
erhaltenden Homomorphismen ist das Koprodukt gegeben durch das Amalgam

(Gox)* (G 2) = (G * G\ x).

Fir zweifach punktierte Gruppen definieren wir das Amalgam durch
(Goa,y)+ (G2 y) = (G * GLxyy').

Dadurch wird 7 zu einer multiplikativen Knoteninvariante.

2.4. Farbungen von Knotendiagrammen

Dieser Abschnitt erldutert den Zusammenhang zwischen Darstellungen der
Knotengruppe und Fiarbungen des Knotendiagramms. Sei K ein Knoten und
(G sei eine Gruppe. Aufgrund der Wirtinger-Prisentation ist eine Darstellung
m(K) — G dasselbe wie eine Abbildung f der Wirtinger-Erzeuger nach G, die
die angegebenen Relationen erfiillt. Wir stellen dies so dar, dass wir an jedem
Bogen i des Diagramms das zugehorige Bild z; in G vermerken.

DEFINITION 2.9. Eine Firbung eines Knotendiagramms /2 mit Farben in der
Gruppe G ist eine Abbildung = : {Bogen} — (, die an jeder Kreuzung wie in
Abb. 2.1 die Bedingung »; = =, 'z ;2 erfiillt.

(12345) (12345)

ABBILDUNG 2.3. Kleeblattschlinge mit einer Farbung in Alt(5)

BEMERKUNG 2.10. Fir jedes Knotendiagramm und jedes Element g € (7 ist die
konstante Abbildung {Bogen} — {g} eine Farbung, die wir t{riviale Farbung
nennen. Dem entspricht die triviale Darstellung =(K), mxg —» 7,1 — G, g.

Knotengruppen-Darstellungen und Farbungen entsprechen sich eindeutig.
Die Betrachtung als Farbungen wird sich im Folgenden als niitzlich erweisen,
denn sie erlaubt eine effiziente Beschreibung und beriicksichtigt die Besonder-
heiten von Knotengruppen.

BEMERKUNG 2.11. Fiir eine Farbung » : {Bogen} — ( lasst sich leicht das
Bild des Meridian-Longituden-Paars bestimmen. Als Meridian haben wir oben
die Schleife um den ersten Bogen vereinbart, also ist sein Bild =, € (. Fir die
zugehorige Longitude A(x) gilt die Formel aus Lemma 2.5. Wir nennen dies die
Longitude der Farbung «. Die Farbung aus Abb. 2.3 hat die Longitude (15432).
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Quandel wurden von D. Joyce [54] eingefiihrt, um Farbungen von Knoten-
diagrammen in groBBtmoglicher Allgemeinheit zu untersuchen.

DEFINITION 2.12. Sei ( eine Menge mit Verkniipfung . Eine Fdrbung des Kno-
tendiagramms /) mit Farben in () ist eine Abbildung » : {Bogen} — @, die an
jeder Kreuzung wie in Abb. 2.1 die Bedingung =; = =; * ;, erfiillt.

Damit sich gefédrbte Diagramme durch Reidemeisterziige in der gewohnten
Weise bewegen lassen, verlangen wir folgende Axiome:

DEFINITION 2.13. Eine Menge ) mit Verkniipfung * : Q x Q@ — Q heilit Quandel,
wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Esgilt z ¥z — x fiir alle = € Q.

(2) Fiir jedes r ist die Abbildung ~.. : y — y * = eine Bijektion.

3) Esgilt (zxy)xa=(zx2)x (yxx) furalle 2, y, 2z € Q.
Axiome (2) und (3) besagen, dass jede Rechtstranslation v, : y — y * = ein Auto-
morphismus von (Q, *) ist. Sein Inverses bezeichnen wir mit v, ' : y + y ¥ .

BEISPIEL 2.14. Konjugationsklassen sind fiir die vorliegende Untersuchung das
wichtigste Beispiel: Sei (¢ eine Gruppe und () C  beziiglich Konjugation abge-
schlossen, etwa ( = (G oder Q = . Dies ist ein Quandel mit der Verkniipfung

x %y =y~ 'zy und der inversen Verkniipfung » ¥ y = yzy~'.

LEMMA 2.15. Sei Q) ein Quandel und Cq(D) die Menge der )-Fdrbungen des
Knotendiagramms D. Jeder Reidemeister-Zug 1D — 1Y induziert eine Bijektion
Co(D) = Co(D).

KOROLLAR 2.16. Die Gesamtzahl T (D) = |Cq(D)| der Farbungen ist invariant
unter Reidemeister-Ziigen und daher eine Knoteninvariante.

BEWEIS: Abb. 2.4 zeigt, wie sich die Quandel-Axiome (1-3) in Reidemeisterziige
ubersetzen: Ein gefiarbtes Diagramm geht durch einen Reidemeister-Zug in ein
neues gefiarbtes Diagramm tber. Die Farbungen vor und nach dem Zug entspre-
chen sich dabei eindeutig. O

\X*X ) X ) ax
XNy X y XN Y Z*)\/\ W

ny< - - >X*y YX o (230 (yxX) X (Zypx
X Y x y xz” y

ABBILDUNG 2.4. Reidemeister-Ziige fiir gefdrbte Diagramme

BEMERKUNG 2.17. Fir jedes Knotendiagramm und ¢ € (Q ist die konstante Ab-
bildung {Bogen} — {¢} eine Farbung, die wir triviale Farbung nennen.



2.4 Farbungen von Knotendiagrammen

27

BEISPIEL: Das einfachste Quandel gehort zur 3-Farbung,
die von R.H.Fox eingefiihrt wurde. Das rechts angegebene
Quandel besteht aus drei ,Farben“ a, b, c. Bei einer Farbung
treffen an einer Kreuzung entweder alle drei Farben zusam-
men oder die Kreuzung ist einfarbig. Ein Knoten heifit 3-
farbbar, wenn er eine nicht-triviale 3-Farbung besitzt. Die Kleeblattschlinge hat
diese Eigenschaft, der Achterknoten nicht. Die 3-Farbung ist der einfachste Fall
eines linearen Quandels:

[ =Tl Be]

Q oV oo | o

a
ala
b|e
c|b

BEISPIEL 2.18. Sei A eine abelsche Gruppe und ¢ : A — A ein Automorphismus.
Die Menge A wird zu einem Quandel mit der Operation » x y := &z + (1 — £)y.

Im Fall A = T, und ¢ = —1 erhalten wir die p-Farbungen nach R.H.Fox.
Das Quandel (A, ) ist isomorph zur Konjugationsklasse einer Spiegelung in der
Diedergruppe 7., x 7.». Der Fall ¢ € X entspricht der metazyklischen Gruppe
7.p X 7oq mit ¢ = ord(€), vgl. Anhang M.

Fir weitere Beispiele verweise ich auf die Arbeit von D. Joyce [54]. Aufgrund
der Ahnlichkeit zu automorphen Mengen, wie sie von E.Brieskorn untersucht
wurden, konnen weitere schone Beispiele in seiner Arbeit [15] gefunden werden.

Punktierte Farbungen. Die Menge der Darstellungen p : 7(K) — G kann
man weiter eingrenzen, indem man punktierte Darstellungen betrachtet, also sol-
che mit p(mg) = g fur einen gewahlten Fullpunkt ¢ € . Dies lédsst sich leicht
auf Farbungen tibertragen: In einem Knotendiagramm /) markieren wir einen
der Bogen. (In unserer Nummerierung sei dies der erste Bogen.) Wir statten das
Quandel @ mit einem FuBpunkt ¢ aus. Eine Farbung = : {Bogen} — @ heil3t
punktiert, wenn sie den ersten Bogen des Diagramms mit ¢ € () fiarbt. Die Menge
der punktierten Fiarbungen bezeichnen wir mit C (D).

Punktierte (7, g)-Farbungen entsprechen den Darstellungen p : n(K) —
mit p(mg) = g. Daher ist ihre Anzahl FJ(D) = |CZ(D)| eine Knoteninvariante.
Fir Farbungen mit einem Quandel ldsst sich dies wie folgt betrachten:

LEMMA 2.19. Sei ) ein Quandel mit FufSpunkt ¢ € Q und sei Cg(l)) die Menge
der punktierten Fdarbungen des Diagramms 1. Die Verschiebung des Fufipunkts
und jeder Reidemeisterzug 1D — I)' induzieren eine Bijektion C3) (D) — C4(D').

BEWEIS: Ein Reidemeister-Zug D — 1)’, der den FuBlpunkt nicht betrifft, indu-
ziert eine Bijektion C% (1) — C} (D) wie in Abb. 2.4 gezeigt. Das Verschieben des
Fullpunktes von einem Bogen zum néchsten induziert ebenfalls eine Bijektion:
Sei 1 ein Diagramm mit FuBBpunkt auf Bogen 1 und /)’ dasselbe Diagramm mit
FuBpunkt auf Bogen 2. (In der Nummerierung von 7/ gilt 1’/ = 2, 2 = 3 usw.) Um
den FuBlpunkt von Bogen 1 nach 2 zu verschieben, muss der Bogen % unterkreuzt
werden, das Vorzeichen dieser Kreuzung sei . Fiir eine Farbung = gilt z1 = ¢ und

xy = 27 mit ¢ = ~; . Auf alle Farben =, ..., z, wenden wir den Automorphismus
¢~ an und erhalten eine neue Fiarbung =’ mit »!, = ¢. Die Abbildung = > 2’ ist
die gewiinschte Bijektion von C'Z, (D) nach CZ (D). O

Die Anzahl i (D) = |C3(D)| ist demnach eine Knoteninvariante, und wegen
Fy =5, .o Fy ist dies eine Verfeinerung der Invariante F.
9€Q ' Q



28

Darstellungen von Knotengruppen

2.5. Die Kategorie der Quandel

DEFINITION 2.20. Ein Quandelmorphismus ¢ : () — ’ ist eine Abbildung mit
oz xy) = p(x) * o(y) fir alle 2,y € Q.

Quandel und ihre Morphismen bilden eine Kategorie Qnd. Zu einem Quandel
@) besteht die Gruppe Aut(Q) aus allen Automorphismen, und @ heiit homogen,
wenn Aut(()) transitiv auf @ operiert.

DEFINITION 2.21. Sei ) ein Quandel und 7 eine Gruppe. Wir nennen ¢ : Q — &
einen Morphismus oder eine Darstellung des Quandels () in die Gruppe (7, wenn

oz xy) = o(y) " o(x)e(y) fir alle z,y € Q gilt.

Fiir jedes = € @ ist die Rechtstranslation v, (y) = y * «# ein Automorphismus
des Quandels. Wir erhalten so eine Darstellung v : @ — Aut(@). Die von ihrem
Bild v(@Q) erzeugte Gruppe nennen wir die Gruppe der inneren Automorphismen,
kurz Tnn(@). Ein Quandel @ heiflt zusammmenhdngend, wenn Tnn(Q)) transitiv
auf () operiert.

LEMMA 2.22. Zu jedem Quandel () existiert eine Gruppe Adj(Q) und eine Dar-
stellung adj : @ — Adj(Q) mit folgender universeller Eigenschaft: Fiir jede Dar-
stellung ¢ : Q — G in eine Gruppe (7 gibt es genau einen Homomorphismus
¢ Adj(Q) — G mit ¢ = ypoadj. Die Darstellung adj : @ — Adj(Q) ist durch
diese Eigenschaft bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert.

BEWEIS: Die Eindeutigkeit ist klar. Wir konstruieren die Gruppe Adj(Q) wie
folgt: Sei ¢ — ¢ eine Bijektion von @ auf eine Menge ). Dann setzen wir

Adj(Q) =(g€eQ|a=c "befira=bxcinQ).

Nach Konstruktion existiert genau ein Quandelmorphismus adj : @ — Adj(Q)
mit adj(q) = ¢ fiir alle ¢ € @, und dieser besitzt die geforderte Eigenschaft. O

DEFINITION 2.23. Fiir ein Quandel @) nennen wir Adj(Q) die adjungierte Gruppe
und adj die adjungierte Gruppendarstellung von ().

Diese Bezeichnung fiigt sich in die iibliche kategorielle Sprechweise: Fiir eine
Gruppe G sei Conj((7) das Quandel auf der Menge (7 mit Operation = xy = y~ ' zy.
Morphismen von Gruppen werden dabei zu Morphismen von Quandeln. Wir er-
halten somit einen Funktor Conj : Grp — Qnd von der Kategorie der Gruppen in

die Kategorie der Quandel. Hierzu ist Adj : Qnd — Grp der adjungierte Funktor.

2.6. Quandel von Knoten und langen Knoten

Fiir Farbungen eines Knotens K" mit Gruppen ist die Knotengruppe =(K') das
universelle Objekt. Fiir Farbungen mit Quandeln kénnen wir ebenso ein univer-
selles Objekt konstruieren: das Knotenquandel (Q(K). Seine algebraische Defini-
tion ist das Analogon zur Wirtinger-Priasentation:
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DEFINITION 2.24. Sei K ein Knoten, dargestellt durch ein Knotendiagramm. Das
Knotenquandel ist definiert als

Q(K)=Q(q1,...,q, (Bogen) | ¢; = g; * qx (Kreuzungen) ).

Das bedeutet, Q(K) ist ein Quandel mit Erzeugern ¢4, ..., q,, fir jeden Bogen
des Diagramms einen. Als einzige Relationen gelten die Kreuzungsrelationen wie
oben zur Wirtinger-Prisentation 2.4 erklért.

Die Konstruktion eines Quandels mit diesen Eigenschaften erfolgt iiber ein
freies Magma mit Erzeugern ¢4, . . ., ¢,, und Quotientenbildung nach den Quandel-
axiomen (1-3) sowie den gewiinschten Kreuzungsrelationen. (Zu den Details ver-
weise ich auf die Arbeit von D. Joyce [564].) Die Quandelaxiome garantieren, dass
der Isomorphietyp des so konstruierten Quandels nicht vom speziellen Diagramm
sondern nur vom Knotentyp abhéngt.

BEMERKUNG 2.25. Joyce hat fiir das Knotenquandel aullerdem eine topologische
Konstruktion angegeben, die der Konstruktion der Fundamentalgruppe &hnelt.
Analog zur Wirtinger-Prisentation hat er bewiesen, dass die topologische und die
algebraische Definition isomorphe Quandel ergeben.

PROPOSITION 2.26. Fiir einen Knoten sei ) das Knotenquandel und = die Knoten-
gruppe. Dann gilt Adj(Q) = .

BEWEIS: Das Quandel () codiert genau die Kreuzungsrelationen des Diagramms,
die in die Wirtinger-Prisentation eingehen. Dies sind die einzigen Relationen in
der Gruppe Adj(@), wir erhalten also Adj(Q) = =. O

Knoten und lange Knoten. Fiir einen langen Knoten 7' und den zugehori-
gen Knoten K = [T] sind die Knotengruppen =(7) und =(K’) isomorph, aber die
Knotenquandel @(7") und Q(K) sind im Allgemeinen verschieden! In der Prasen-
tation von @(T') fehlt die Relation ¢, 11 = ¢1, und diese ist nicht Konsequenz der
anderen Relationen, wie wir nun zeigen werden.

LEMMA 2.27. Fiir jede Gruppe (i ist die Menge (G x (i ein Quandel mit der Ver-
kniipfung (x,a)x(y,b) = (¥, ax~'y). Wir bezeichnen dieses Quandel mit GRG. O

Diese Definition imitiert das Verhalten von Meridian und Longitude an einer
Kreuzung, siehe Abb. 2.2 und Lemma 2.5. Man beachte, dass die Projektion auf
den ersten Faktor ein Quandelmorphismus von (¢ X (- nach ( ist.

LEMMA 2.28. Sei () das Knotenquandel und = die Knotengruppe eines langen
Knotens. Die Darstellung adj : Q — = ldsst sich zu einem Quandelmorphismus
¢ Q — v R mmit ¢(q1) = (21, 1) hochheben.

BEWEIS: Den Knoten stellen wir durch ein Diagramm dar und préisentieren @
und 7 wie oben angegeben. Zu jeden £ — 1,... n+1 sei z; der Meridian um den
k-ten Bogen und /,. die partielle Longitude vom ersten zum k-ten Bogen, definiert
durch das Analogon zur Formel aus Lemma 2.5:

i=k
I, = H m;a(l)mZ((?)_
i=1
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Die Darstellung adj bildet den Quandelerzeuger g, auf den Meridian =, ab. Die
Hochhebung ¢ erkléren wir durch ¢(qx) = (24, /). Nach Konstruktion ist an jeder
Kreuzung die notwendige Quandelrelation erfiillt, ¢ definiert also einen Quandel-
morphismus @ — 7 X 7. O

KOROLLAR 2.29. Sei T ein langer Knoten. In der Prdsentation seines Quandels
sei q1 der erste und g, .1 der letzte Erzeuger. Wenn T nicht-trivial ist, dann sind
die Elemente ¢, und ¢, im Knotenquandel Q)(T) verschieden.

BEWEIS: Der erste Bogen wird auf ¢(q1) = (2, 1) abgebildet, der letzte Bogen
hingegen auf ¢(q,+1) = (#n+1,ln+1). In der Knotengruppe =(7T') ist 1 = x,4 ein
Meridian und ! = /,,;1 die zugehorige Longitude des Knotens. Fiir jeden nicht-
trivialen Knoten gilt / # 1, denn die Untergruppe (m, ) ist isomorph zu 7 x 7, vgl.
etwa [17,70]. Also folgt ¢(q1) # ¢(gn41)- O

Anders als bei Knotengruppen kann daher in der Prisentation der Knoten-
quandel keine der Kreuzungsrelationen geloscht werden! Der lange Knoten be-
sitzt Quandelfdrbungen, die den ersten und den letzten Bogen verschieden fiarben
— fiir Gruppenféarbungen ist dies nicht moglich.

Eine treue Darstellung des Knotenquandels. Die Darstellung Q@ — 7X =
erlaubt, das Knotenquandel ) durch sein leichter versténdliches Bild zu ersetzen.
Wir zeigen nun, dass dies ein Quandelisomorphismus ist.

Wie zuvor sei 7" ein langer Knoten, = seine Knotengruppe und z, € = der
Meridian um den ersten Bogen. Sei ¢ : 7 — 7 die Abelschmachung mit (2) = 1.
Sei @ die Menge aller Paare (x,a) mit ¢« € 7' in der Kommutatoruntergruppe
und =z = z{. In dem Quandel = X 7 ist die Menge ) ein Unterquandel, das heif3t
abgeschlossen beziiglich der Verkntipfung .

LEMMA 2.30. Fiir jeden langen Knoten ist die Darstellung ¢ : Q — = X 7 ein
Isomorphismus des Knotenquandels () auf das Quandel ) C 7 X .

BEWEIS: Das Bild von ¢ : Q — 7 X = liegt in (), denn jeder Erzeuger ¢, € ) wird
auf (zy, /) abgebildet, und dies liegt nach Konstruktion in Q.

INJEKTIVITAT: Die Darstellung @ — Tnn(Q) faktorisiert durch die universelle
Darstellung @ — Adj(@) = 7. Somit operiert = durch innere Automorphismen auf
Q; diese Operation ist auf Erzeugern gegeben durch ¢"* = ¢ * ¢,. Die Abbildung
¥ Q — Q mit ¥(x,a) = ¢q7 ist ein Quandelmorphismus. Auf den Erzeugern gilt
¥é(q,) = qx, denn die partielle Longitude /; erfiillt ¢, = q’f“. Folglich gilt ¢¢ = idg.

SURJEKTIVITAT: Die Gruppe = operiert auf @ durch (z,a)? = (29, az—<9)g).
Fir (y,b) € Q gilt (y) = 1 und daher (z,a) % (y,b) = (#, a)¥. Insbesondere operiert
7w durch Quandelautomorphismen. Die Operation ist transitiv auf @, denn fiir
jedes Element (x,a) € @ gilt ¢(a) = 0 und daher (z,a) = (x1,1)*. Die 7-Operation
ist aquivariant beziiglich ¢, das bedeutet ¢(¢9) = ¢(¢)? fir alle ¢ € Q und ¢ € .
Es reicht, dies fiir Erzeuger z; € 7 zu zeigen:

(g™ ) = o(q * qr) = ¢(q) * (2r,lx) = d(q)"™.

Daraus folgt die Surjektivitéit: Es gilt ¢(q1) = (1,1), und fiir (z, a) € Q haben wir
o(qf) = (x4, 1) = (2, a). -
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Das Quandel @ lisst sich wie oben als Kombination aus Meridian und par-
tieller Longitude interpretieren. Da fiir alle Elemente (x,a) € @ die Bedingung
r — m“ gilt, konnen wir den ersten Eintrag auller Acht lassen. Fiir den verblei-
benden Eintrag hat die Quandeloperation dann die Form a * b = m~"ab™"mb.

LEMMA 2.31. Sei & eine Gruppe, m ein Element in G und H < (i eine normale
Untergruppe. Auf der Menge H definiert axb = m~"ab~"mb eine Quandeloperation.
Dieses Quandel bezeichnen wir mit mX H. O

Diese Darstellung kniipft die Verbindung zur Arbeit von D. Joyce [54]. Wir
fassen die Diskussion der Knotenquandel in folgendem Satz zusammen.

SATZ 2.32. Fiir jeden langen Knoten T ist Q(T) isomorph zu mX =(T)'. O

Demzufolge enthilt das Knotenquandel Q(7") dieselbe Information wie die
markierte Knotengruppe (7(K'), m): Einerseits definiert ) die Gruppe = = Adj(Q),
und der Meridian m ist das Bild eines Erzeugers ¢ € ). Umgekehrt gilt fiir das
Knotenquandel der Isomorphismus ) = m X =/,

2.7. Quandel- versus Gruppenfirbungen

Wie wir gesehen haben, ist fiir ein Quandel @ die universelle Gruppendarstel-
lung @ — Adj(Q) nicht notwendig injektiv. Es gibt demnach Quandel, die sich in
keine Gruppe einbetten lassen. A priori sind Quandelfarbungen also allgemeiner
als Farbungen mit Gruppen.

Wir zeigen nun, wie sich Quandel- und Gruppenfirbungen dennoch verlust-
frei ineinander iibersetzen lassen. Das hierzu entwickelte Argument wird uns in
Kapitel 4 bei der Untersuchung zentraler Erweiterungen gute Dienste leisten.

Augmentierung eines Quandels. Zu jedem Quandel ist v : @ — Tnn(Q)
eine Gruppendarstellung und Tnn(Q) operiert auf @. Fiir z € Q und o € Tnn(Q)
gilt auBlerdem ~(z*) = ~(x)*. Dies ist der Prototyp einer Augmentierung: Sei
¢ : @ — (7 eine Darstellung in eine Gruppe G und ¢ : G — Tnn(Q) ein Gruppen-
homomorphismus. Die Operation @ x (G — @ schreiben wir als (z, g) — 29.

DEFINITION 2.33. Wir nennen Q % (3 N Inn(Q) eine Augmentierung des
Quandels @, wenn ¢ = v und ¢(29) = ()7 fir alle » € @ und ¢ € G gilt.

Augmentierte Quandel wurden von D. Joyce [54] betrachtet und ebenso von
C. Kassel [56] unter der Bezeichnung gekreuzte (;-Menge.

SATZ 2.34. Sei Q,q1 = G,z N Inn(Q) eine Augmentierung des Quandels Q.
Fiir jedes lange Knotendiagramm D ist dann die durch ¢ induzierte Abbildung
pu : CG (D) — CF' (D) eine Bijektion zwischen Q-Farbungen und G-Féarbungen.

BEWEIS: Sei D ein langes Knotendiagramm mit Bogen B = {1,...,n + 1}. Da
¢ ein Quandelmorphismus ist, wird jede Farbung ¢ : B — @ auf eine Farbung
¥ = pq : B — (7 abgebildet. Dies definiert die Abbildung ¢.. : C% (D) — C& (D).
Wir konstruieren nun die Umkehrabbildung v. : C&'(D) — CF (D), indem
wir die Operation von G auf ) ausnutzen. Sei » : B — (¢ eine Farbung. Wir
beginnen mit der Farbe ¢; und durchlaufen die weiteren Bogen der Reihe nach:
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Von Bogen i nach i + 1 unterkreuzen wir einen Bogen k(i), das Vorzeichen der
Kreuzung sei (i) = +1. Da = eine Féarbung ist, gilt #;,1 = = mit h = TZ((Z)) Wir

setzen ¢; .1 = ¢! und erhalten

plain) = ola) = ()" = 2] = zigs.
So fortfahrend definieren wir ¢ fiir alle Bogen und erhalten ¢ : B — @Q mit pq — .
Es bleibt zu zeigen, dass ¢ tatséchlich eine Farbung ist. An jeder Kreuzung wie in
Abb. 2.1 gilt die Relation »; = x7*. Fiir die Hochhebung ¢ gilt nach Konstruktion

g =q;" =] = q; % g

Daher ist ¢ eine @-Farbung des Diagramms. Wir haben damit eine Abbildung
e CFY(D) — C4(D) konstruiert. Diese erfiillt .. = id und ¢.p. = id. Die
Abbildung . ist daher bijektiv. O

Folgerungen. Der Satz gilt nicht fiir Diagramme von geschlossenen Knoten,
denn die Gleichung ¢,,;1 = ¢1 ist im Allgemeinen nicht erfiillt. Aus der Konstruk-
tion der Hochhebung folgt ¢,.1 = ¢'. Das bedeutet, die Longitude / operiert als
Monodromie beim Umlaufen des Knotendiagramms.

KOROLLAR 2.35. Sei Q,q¢ —2+ G, g N Inn(Q) eine Augmentierung. Fiir jedes ge-
schlossene Knotendiagramm D ist p. : C4(D) — CL(D) eine Injektion. Ihr Bild
sind genau die G-Fdrbungen, deren Longitude im Stabilisator von q liegen. O

Aufgrund des Satzes konnen wir bei Knotenfiarbungen jedes Quandel durch
eine Gruppe ersetzen, etwa mittels der Augmentierung @ — Tnn(Q). Wir konzen-
trieren uns im Folgenden auf solche Quandel, die Konjugationsklassen in einer
Gruppe sind. Fiir diesen Fall nimmt der Satz folgende Form an:

KOROLLAR 2.36. Sei Q,q 2 G, g BN nn(Q) eine Augmentierung des Quandels
Q. Wir nehmen zusdtzlich an, dass sich () in eine Gruppe einbetten ldsst. Dann ist
die Abbildung ¢. : C4(D) — CZ(D) fiir jedes Diagramm D) eine Bijektion. O

2.8. Farbungszahlen und Zopfgruppen-Darstellungen

Bisher mussten wir fiir Darstellungen nicht voraussetzen, dass das Quandel
Q oder die Gruppe ¢+ endlich sind. Die diskutierten Techniken gelten daher fiir
endliche und unendliche Quandel bzw. Gruppen gleichermalen.

Bei der Konstruktion von Knoteninvarianten unterscheiden sich beide Fille
jedoch erheblich. Fiir eine endliche Gruppe (7 ist auch die Menge Hom(w(K), (7)
endlich und legt folgende Invarianten nahe:

e Die Anzahl 7z(K) = | Hom(n(K), (7) | aller (;-Farbungen, des Weiteren

o die Anzahl der Darstellungen 7(K) — (7 modulo Automorphismen von (7,

o die Anzahl der Darstellungen 7(K) — (7 modulo Konjugation in (7 oder

e die Anzahl der Epimorphismen =(K) — (7, evtl. auch diese modulo Auto-
morphismen oder Konjugation.

Besonders interessant fiir das Folgende ist die Anzahl der Darstellungen
m(K) — G, die den Meridian mg auf ein vorgegebenes Element # € (7 abbilden.
Um sicherzustellen, dass es fiir jeden Knoten nur endlich viele solcher Darstel-
lungen gibt, reicht folgende Einschréankung:
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LEMMA 2.37. Sei (7 eine Gruppe und = ein Element mit endlicher Konjugations-
klasse. Dann ist Hom(n(K), mg ; (7, x) fiir jeden Knoten K eine endliche Menge.
Die Invariante

FE(K) = |Hom(x(K), mg ; G, )|
nennen wir die Farbungszahl zu (G, z). O

Fiir die Gesamtzahl der Farbungen gilt iz = >~ ., /¥¥. Sind » und y kon-
jugiert, dann gilt 7 = FY. Fir das Quandel Q = = gilt daher /i, = |Q| - FZ.
Man beachte, dass F; nur fiir endliche Gruppen sinnvoll ist. Fiir die Invarian-
te F¥ hingegen darf die Gruppe (¢ durchaus unendlich sein, es geniigt, dass die
Konjugationsklasse = endlich ist.

Darstellungen der Zopfgruppen. Die Invariante F; lédsst sich auch als
Spur einer linearen Darstellung der Zopfgruppe gewinnen. Im Hinblick auf die
Theorie der R-Matrizen (Abschnitt 6.4) fithren wir diese Betrachtung hier aus:
Sei @ ein Quandel, zum Beispiel eine Konjugationsklasse @ = z“. Fiir den Vek-
torraum V = Q[Q] definieren wir ¢ : V@V — V&V durch

cle®y) =y(xxy) furalle = ye@.

Nach Quandelaxiom (2) ist dies ein Automorphismus, und nach (3) erfiillt ¢ die
Zopfrelation, denn es gilt einerseits

TRQYRz M YR (r*xy) 2 1"&“ YRz (x*y)*z T®—](>1 2@ (y*z) R (w*xy) *z

und andererseits

rRYRz i»"ﬁ“ TRz (yx*z) T®—](>1 2@ (x*xz2)R (y*z) irdﬁf 2@ (yxz)Q(x*z)*(y*xz).

Wir erhalten daher fiir jede Strangzahl » > 1 eine Darstellung
po : Br(n) — Aut(VO") mit o — id®0) g0 g id® 0 —i=t)

Wie man sieht, tibertriagt diese Definition die Farbungsrelation aus Abb. 2.1 von
Knotendiagrammen auf Zopfe.

PROPOSITION 2.38. Sei ) ein Quandel. Die Abbildung Fy = treopg : Br — Q ist
Markov-invariant und induziert daher eine Invariante von Verschlingungen. Fiir
Jede Verschlingung T ist F (1) die Anzahl der Q-Fdarbungen.

BEWEIS: Als Spur ist F konjugationsinvariant. Stabilisation entspricht einem
Reidemeister-1-Zug und wird durch das Quandelaxiom (1) garantiert. Folglich ist
Fy Markov-invariant.

Fiir jeden Zopf 8 ist die Matrix p(3) eine Permutationsmatrix, das heifit sie
operiert als Permutation auf der Basis Q™. Zu jeder Farbung r — =z1® - - - ®=z,, der
Eingénge ist p(8) 2 = y1® - - - Qy,, die Farbung der Ausgénge. Dies definiert genau
dann eine Farbung des geschlossenen Zopfes, wenn p(8)(z) = « gilt. Die Anzahl
dieser Farbungen ist demzufolge gegeben durch tr(p(3)). O
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2.9. Homomorphe Bilder von Knotengruppen

Zur Farbung von Knoten kéonnen wir jede Gruppe (7 und ein beliebiges Ele-
ment » € (¢ widhlen. Aber welche Gruppen treten tatsdchlich als homomorphes
Bild einer Knotengruppe auf? Diese Frage wurde von L.P.Neuwirth in seinem
Buch [79] uber Knotengruppen gestellt und zuerst von F. Gonzalez-Acuna [40]
beantwortet:

SATZ 2.39. Eine endlich erzeugte Gruppe (G mit FufSpunkt x ist genau dann homo-
morphes Bild einer Knotengruppe (7(K), mg ), wenn (5 von der Konjugationsklasse
=7 erzeugt wird. O

Die Bedingung ist offenbar notwendig, denn die Knotengruppe wird von den
Konjugierten eines Meridians erzeugt. Um zu zeigen, dass die Bedingung auch
hinreichend ist, hat D.Johnson einen eleganten und frappierend einfachen Be-
weis gefunden [50].

BEMERKUNG 2.40. Sei (7 eine Gruppe und = € (. Fir die Farbungszahl F reicht
es, die Endlichkeit von z“ zu fordern. Falls (; = (x“) eine echte Untergruppe von
(7 ist, dann kénnen wir unsere Untersuchungen auf (G, ) beschridnken. Da »¢
endlich ist, konnen wir dieses Argument so lange wiederholen, bis wir bei einer
Gruppe (5, mit (7, = (x“») angelangt sind. Es reicht daher, sich auf Gruppen
GG = (x“) zu beschrénken.

DEFINITION 2.41. Sei (¢ eine Gruppe und » € (7. Das Paar ((+,#) nennen wir
Férbungsgruppe, wenn die Konjugationsklasse = endlich ist und (7 erzeugt.

BEISPIEL 2.42. Eine einfache Gruppe erfiillt ¢ = (=) fiir jedes Element = # 1.
Wenn ¢ endlich erzeugt ist, dann ist ((7, ) Bild einer Knotengruppe. Ist = iiber-
dies endlich, dann ist (7, 2) eine Farbungsgruppe.

BEISPIEL 2.43. Die Zopfgruppe Br(n) wird von ¢ normal erzeugt, denn die Zopf-
relation ;0,110 = o;y10;0;,1 ist dquivalent zu ¢f = 0,41 mit « = o;40;. Die
Standarderzeuger liegen also alle in einer Konjugationsklasse. Diese ist nicht
endlich und (Br(n), s) deshalb keine Farbungsgruppe.

Gruppen mit der Eigenschaft ¢ = (x“) heiBen auch Gruppen von Gewicht
eins. Allgemein definiert man das Gewicht w((7) einer Gruppe G