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Sous des hypothéses minimales nous obtenons des conclusions maximales.
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Un corps ordonné (R, +, -, <) est dit réel clos si tout polyn6me
P € R[X] satisfait a la propriété des valeurs intermédiaires sur R.

Exemples : les nombres réels R, les réels algébriques Q° C R, ...
Tout corps ordonné admet une unique cl6ture réelle. Exemple : R(X)°.
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Réponses partielles par Descartes (1596-1650), Fourier (1768-1830), ...
Théoréme de Sturm (1829/35)

Si R estréel clos, alors  #{z € [a,b] | P(z) =0} = V;(S0,51,...,5n).
Ici la suite So, S1,...,S, estobtenuede So = P et S; = P’ par division

euclidienne itérée, Sx—1 = QxSr — Sk+1, jusqu’a ce que S,,+1 = 0.

Ce théoreme permet de compter puis de localiser toutes les racines réelles :

S 3 2 12 1 1 12 1 1 o1t 1. 1
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m SiT est petit, alors ind(F|or) = ind(const|ar) = 0.
m Lindice ne change que si F|ar passe par 0.

Par conséquent, en degré n > 1, le polynéme F doit avoir une racine.
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Idée géométrique (Gaul3 1799) :

On définit ind(F|or) comme le nombre des tours de Flor autour de 0.
m SiT estgrand, alors ind(F|sr) = ind(Z"|sr) = n.
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Algébre réelle, indice algébrique ind: 2 — Z via les suites de Sturm.
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Une fois qu’on a bien séparé les racines, on passe a la méthode de Newton.
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Plan

Sturm 1829/1835 : racines réelles de polynémes réels
m Lindice de Cauchy pour les polynémes réels
m La formule d’inversion de Cauchy
m Suites de Sturm
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On considére un corps ordonné (R, +, -, <).
Nous comptons le nombre V' (so, s1) des changements de signes :
V(+7 7) = V(77+) = 1!
V(+7 +) = V(_7 _) = V(0,0) =0,
Définition
Pour une suite (so,. .., s,) d’éléments dans R nous posons

n

V(soy.-y8n)i= Z V(sk—1,8k) = Z 3|sign(sk—1) — sign(sk)|.
k=1 k=1

Pour une suite (So, .. .,.S») de polyndmes dans R[X] nous posons
VQ(SO, R Sn) 2= V(So(a)7 e Sn(a)).

Pour la différence en a, b € R nous écrivons V¥ := V, — V4.

/\ Définition traditionnelle (Descartes, Fourier) : on forme d'abord la suite
réduite § en supprimant les éléments nuls de s, puis on définit V' (s) := V (8).



Lindice de Cauchy : comptage de poéles

On compte les pbles d’'une fraction rationnelle f € R(X)* comme suit :
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Lindice de Cauchy : comptage de poéles

On compte les pbles d’'une fraction rationnelle f € R(X)* comme suit :

N N
a a a a
Ind=-1 Ind=0 Ind=0

Définition (indice de Cauchy)

Ind=+1

Pour f € R(X)* et a € R on pose

+

= N[

si lim§ f = 4o0,
Ind,(f) :=Indf (f) —Ind; (f) o0 Indi(f):=< -1 silimSf=—o0,

0 sinon.



Lindice de Cauchy : comptage de poéles

On compte les pbles d’'une fraction rationnelle f € R(X)* comme suit :

e ]

)

Ind=+1

-12 -1/2

Ind=—1

Définition (indice de Cauchy)

Pour f € R(X)* et a € R on pose

Ind,(f) := Ind? (f) — Ind; (f) ou

Pour un intervalle [a,b] C R on pose
Ind?(f) := Ind; (f

Ind; (f) =

Z Ind, (

z€]a,b|

a

a
ﬁ
Ind=0

%
Ind=0

—|—% si lim§ f = 4o0,
—% si lim{ f = —oo,
0 sinon.

— Ind, (f).



Lindice de Cauchy : comptage de poéles

On compte les pbles d’'une fraction rationnelle f € R(X)* comme suit :

N N
a a a
Ind=0 Ind=0

-12 -1/2

Ind=+1 Ind=—1

Définition (indice de Cauchy)

Pour f € R(X)* et a € R on pose

—|—% si lim§ f = 4o0,
Inda(f) == Indj (f) — Ind (f) ol Ind5(f):=1{ —% silimf=—oo,
0 sinon.

Pour un intervalle [a,b] C R on pose

Indg(f) :=Indj (f) + > Inde(f)—Ind, (f).

z€]a,b|

Propriétés :  Ind%(f) +Indg(f) =Ind5(f) et Ind5(f o) =Ind]{ ().



La formule d’inversion sur un corps réel clos

Formule d’inversion (Cauchy 1837)

Si P,@Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a hi en b, alors

Ind’;(%) +Indz(g) =V2(P,Q).
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Q
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La formule d’inversion sur un corps réel clos

Formule d’inversion (Cauchy 1837)

Si P,@Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a hi en b, alors

Indb(Q) +1In db(g) =V2(P,Q).

Démonstration. On peut supposer que P # 0 et Q # 0 et pged(P, Q) = 1.
© Supposons d’abord que [a, b] ne contient pas de racine de P ni de Q.
m En absence de poles, les indices Ind}, (%) et Ind;, () sont nuls.

m Le TVl assure que P et Q ne changent pas de signe, donc V.2 (P, Q) = 0.
® La formule est additive par rapport a bisection de I'intervalle.
Il ne reste qu’a regarder le cas d’un seul pble : P(a) =0 et Q(a) #0

‘ md2 () = -1 = Vi(PQ) =1, Vi(P,Q) =1



La formule d’inversion sur un corps réel clos

Formule d’inversion (Cauchy 1837)

Si P,@Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a hi en b, alors

Indb(Q) +1In db(g) =V2(P,Q).

Démonstration. On peut supposer que P # 0 et Q # 0 et pged(P, Q) = 1.
© Supposons d’abord que [a, b] ne contient pas de racine de P ni de Q.
m En absence de poles, les indices Ind}, (%) et Ind;, () sont nuls.

m Le TVl assure que P et Q ne changent pas de signe, donc V.2 (P, Q) = 0.

® La formule est additive par rapport a bisection de I'intervalle.
Il ne reste qu’a regarder le cas d’un seul pble : P(a) =0 et Q(a) #0

af M R e T N

Indy (%) =+3 = Va(P,Q) = 3, Vo(P,Q) = 0 —~H——F



Une suite (So, . .., S») dans R[X] est de Sturm sur [a,b] C R si elle vérifie :



Une suite (So, . .., S») dans R[X] est de Sturm sur [a,b] C R si elle vérifie :
Si Sip(z) =0 pour 0 <k <n et z €a,b], alors Sy_1(x)Sk+1(x) <O0.



Une suite (So, . .., S») dans R[X] est de Sturm sur [a,b] C R si elle vérifie :
Si Sip(z) =0 pour 0 <k <n et z €[a,b], alors Sy_1(x)Sk+1(x) <O0.

Ind’ (£1) + Ind} (%2=2) = V¢ (S0, 51, -, Sn-1,5n).



Suites de Sturm

Définition (suite de Sturm)
Une suite (So, ..., S») dans R[X] est de Sturm sur [a, b] C R si elle vérifie :

Si Sip(z) =0 pour 0 <k <n et z €[a,b], alors Sy_1(x)Sk+1(x) <O0.
Corollaire (de la formule d’inversion)

Ind’, (2L) +Ind, (22=2) = V2(So, 81, ., Sn—1, Sn).

Démonstration. La formule d’inversion est télescopique : pour n = 2 on a

i () () 1 (5) () 161505



Suites de Sturm

Définition (suite de Sturm)

Une suite (So, ..., S») dans R[X] est de Sturm sur [a, b] C R si elle vérifie :
Si Sip(z) =0 pour 0 <k <n et z €[a,b], alors Sy_1(x)Sk+1(x) <O0.
Corollaire (de la formule d’inversion)

Ind’, (2L) +Ind, (22=2) = V2(So, 81, ., Sn—1, Sn).

Démonstration. La formule d’inversion est télescopique : pour n = 2 on a

i () () 1 (5) () 161505

Proposition (fraction continue selon I'algorithme d’Euclide)

Pour £ ot pgcd(R, S) = 1 l'algorithme d’Euclide produit une suite de Sturm
So = S, S1 = R, ... S, = 1, Sn+1 = 0 telle que Skp_1 = kak = Sk+1. O



Suites de Sturm

Définition (suite de Sturm)

Une suite (So, ..., S») dans R[X] est de Sturm sur [a, b] C R si elle vérifie :
Si Sip(z) =0 pour 0 <k <n et z €[a,b], alors Sy_1(x)Sk+1(x) <O0.
Corollaire (de la formule d’inversion)

Ind’, (2L) +Ind, (22=2) = V2(So, 81, ., Sn—1, Sn).

Démonstration. La formule d’inversion est télescopique : pour n = 2 on a

o (5 (5) k() 1 () = 5.5

Proposition (fraction continue selon I'algorithme d’Euclide)
Pour £ ot pgcd(R, S) = 1 l'algorithme d’Euclide produit une suite de Sturm
So = S, S1 = R, ... S, = 1, Sn+1 = 0 telle que Skp_1 = kak = Sk+1. O

Corollaire : le théoreme de Sturm
Pour tout polynéme P € R[X] sur un corps R réel clos on a

#{zclab) | Px)=0} = IndZ(%) = V2(S0,S1,...,50).



Plan

Sturm 1836 : racines complexes de polyndmes complexes
m Lindice de Cauchy pour les polyndmes complexes
m La formule du produit
m Invariance par homotopie



Lindice complexe : rappel des propriétés algébriques

Soit R un corps réel clos et soit C = RJi], > = —1.
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Multiplicativité : ind (71 - v2) = ind(y1) + ind(72).
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Lindice complexe : rappel des propriétés algébriques

Soit R un corps réel clos et soit C = RJi], > = —1.

Nous voulons construire I'indice algébrique

. { lacets v: [0,1] — C* }
ind: . —
polynomiaux par morceaux

On exige les propriétés suivantes :
Normalisation : Pour tout rectangle ' C Con a

ind(4T) 1 si0cntl,
1n =
0 si0eC~\T.

Multiplicativité : ind (71 - v2) = ind(y1) + ind(72).

Invariance par homotopie : ind(y0) = ind(7y1) Si 0 ~ 71 dans C*.

Bénéfice algorithmique : calcul par les suites de Sturm.
Calcul formel au lieu du numérique : tous les calculs sont exacts.



Lindice complexe : motivation géométrique et définition algébrique

Pour F € C[X] larestriction v: [0,1] — C, y(z) = F(x), décrit

un chemin dans C :

Im




Lindice complexe : motivation géométrique et définition algébrique

Pour F € C[X] larestriction v: [0,1] — C, y(z) = F(x), décrit

un chemin dans C :

_1/\
T M

Im

R

Observation

Lindice ind(g ,;(F) := 3 Indj(22%) compte les tours autour de 0.

im F



Lindice complexe : motivation géométrique et définition algébrique

Pour F € C[X] larestriction v: [0,1] — C, y(z) = F(x), décrit
un chemin dans C :
Im

Observation

Lindice ind(g ,;(F) := 3 Indj(22%) compte les tours autour de 0.

Plus généralement : pour a,b € C on considére ~(z) = F(a+ (b— a)z).
Définition
Pour F € C[Z] et a,b € C on pose indf; ,(F) = ind5 ;; F(a + (b — a)X).



Lindice par rapport a un rectangle

Exemple: F=2° -52*-27%-222-3Z—12 et ' = [-1,+1] x [-1,+1].

Im 4 Im A
d c F(b)
F(a)
Re Re
L‘J % "
a b F(c)




Lindice par rapport a un rectangle

Exemple: F =25 —-52*-22%-27? -3Z —12 et ' = [-1,+1] x [-1, +1].
p

Im 4 Im A
d c F(b)
F(a)
Re Re
R =K.
a b F(c)

Définition
Pour tout polynbme F € C[Z] et tout rectangle ' C C on pose
ind§p(F) = ind{ 4 (F) + ind{, o (F) + ind 4 (F) + ind o) (F).



Lindice par rapport a un rectangle

Exemple: F=2°-52*-27%-22>-3Z-12 et T = [-1,+1] x [-1, +1].

Im 4 Im 4

D, e,
Lo

d

a

Définition
Pour tout polynbme F € C[Z] et tout rectangle ' C C on pose
ind§p(F) = ind{ 4 (F) + ind{, o (F) + ind 4 (F) + ind o) (F).

Proposition (normalisation)

Si zo est dans l'intérieur de T,
Si zo est dans une aréte de T,
Si zo est un sommet de T,
Si zo est a l'extérieur de T'.

Ona ind§-(Z — z0) =

O pl= =



Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).



La formule du produit

Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).

Lemme (formule du produit)

Pour toute paire de fractions rationnelles £, % € R(X)* nous avons

P
a
Indi(ig%g}i) = IndZ(g) + Ind® (%) —vb (1, g 4 g)



La formule du produit
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Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule d’inversion.



La formule du produit

Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).
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Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule d’inversion.
Le cas général se démontre exactement comme le cas particulier.



La formule du produit

Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).

Lemme (formule du produit)

Pour toute paire de fractions rationnelles 57 £ e R(X)" nous avons
by (PR—QS b (P b (R v, P R

= <) —) 41 =)= 1, = +=).
Inda(PS+QR) Ind“(@)+ ndi () = Ve ( ’Q+s)

Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule d’inversion.
Le cas général se démontre exactement comme le cas particulier.

Théoréme (multiplicativité)

Si F,G € C[Z] n'ont pas de racines sur les sommets de T C R?, alors
ind§p(F - @) = ind§p (F) + ind§p (G).



La formule du produit
Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).

Lemme (formule du produit)

Pour toute paire de fractions rationnelles 57 £ e R(X)" nous avons
by (PR—QS b (P b (R v, P R

= <) —) 41 =)= 1, = +=).
Ind"(PSJrQR) Ind“(@)+ ndi () = Ve ( ’Q+s)

Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule d’inversion.
Le cas général se démontre exactement comme le cas particulier.

Théoreme (multiplicativité)
Si F,G € C[Z] n'ont pas de racines sur les sommets de T' C R?, alors
ind§p(F - @) = ind§p (F) + ind§p (G).

Corollaire (comptage de racines complexes, cas scindé)

Soit F € C[Z] scindé, F = ¢(Z — z1) --- (Z — zn) sur C, sans racines sur les
sommets deT.
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Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).
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Pour toute paire de fractions rationnelles 57 £ e R(X)" nous avons
by (PR—QS b (P b (R v, P R
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La formule du produit
Pour F=P+iQ et G=R+1iS ona FG=(PR—-QS)+i(PS+ QR).

Lemme (formule du produit)

Pour toute paire de fractions rationnelles 57 £ e R(X)" nous avons
PR—QS v (P v (R vw/. P R

Ind’ (= —=2) =1 = L £ Y

nd“(PSJrQR) nd“(@)“nd“(s) Va (1’Q+S)

Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule d’inversion.
Le cas général se démontre exactement comme le cas particulier.

Théoreme (multiplicativité)
Si F,G € C[Z] n'ont pas de racines sur les sommets de T' C R?, alors
ind§p(F - @) = ind§p (F) + ind§p (G).

Corollaire (comptage de racines complexes, cas scindé)

Soit F € C[Z] scindé, F = ¢(Z — z1) --- (Z — zn) sur C, sans racines sur les
sommets de T'. Alors l'indice ind§(F) compte les racines dansT.

A Nous devons encore montrer que sur C tout polynéme est scindé sur C.
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Par contraposé : si F(z) # 0 pour tout z € T, alors indSp(F) = 0.
Nous plongeons C[Z] C C[X,Y] via Z = X +iY.

Lemme (version locale)

Si F € C[X,Y] nes’annule pas en (x,y) € R?, alors il existe 6 > 0 tel
que indSr(F) =0 pourtout T C [z — 6,z + 8] x [y — &,y + 9].

Démonstration. Continuité (§ explicite, sur tout corps ordonné).



Comptage de racines complexes

Nous devons montrer : si ind§p(F) > 0, alors F(z) =0 pourun z € I.
Par contraposé : si F(z) # 0 pour tout z € T, alors indSp(F) = 0.
Nous plongeons C[Z] C C[X,Y] via Z = X +iY.

Lemme (version locale)
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Démonstration. On suppose que F' n’a s’annule pas sur les sommets de T".
Soit FF = (Z — z1)--- (Z — zm)G tel que G n’ait pas de racines dans C.
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Localisation grossiére des racines

Définition (borne de Cauchy)

Soit F'=2"+4cn1Z" "'+ +c1Z+co dans C[Z].
On pose M := max{|col,...,|cn-1]} €t pr:=1+ M.

Théoréme (localisation grossiére des racines)
Pour tout z € C tel que |z| > pr ona |F(z)| > 1.

= Toutes les racines de F dans C sontdans B(pr) = {z € C | |z| < pr}.
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Ceci prouve le théoreme fondamental : T contient n racines de F.
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Je vous remercie de votre attention !

Michael.Eisermann@uijf-grenoble.fr
www-fourier.ujf-grenoble.fr/ eiserm

The Fundamental Theorem of Algebra made effective :
an elementary real-algebraic proof via Sturm chains

Vos remarques et suggestions seront les bienvenues !



	Le théorème fondamental de l'algèbre
	Le théorème et son histoire
	Racines réelles de polynômes réels
	Racines complexes de polynômes complexes

	Sturm 1829/1835: racines réelles de polynômes réels
	L'indice de Cauchy pour les polynômes réels
	La formule d'inversion de Cauchy
	Suites de Sturm

	Sturm 1836: racines complexes de polynômes complexes
	L'indice de Cauchy pour les polynômes complexes
	La formule du produit
	Invariance par homotopie

	Conclusions et perspectives

