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Prologue

Le théoréme fondamental de l'algébre, alias GauB-d'Alembert, est un résultat
classique des mathématiques du 19e siécle. Il est souvent utilisé, cité,

enseigneé, et mérite donc une attention appropriée. Il reste d'actualité, par
exemple concernant ses aspects algorithmiques ou numériques.

Si de nos jours I'énoncé du théoréme n'a plus rien de surprenant, la preuve
réelle algébrique que je présente ici est trés remarquable : elle est élégante,
élémentaire, et effective. Cet exposé a pour objectif de la populariser.

La preuve réelle algébrique est basée sur des idées de GauB (1799), Cauchy
(1831/37), et surtout Sturm (1836), mais semble inconnue de nos jours. J'ai
eu le plaisir de la découvrir en préparant un cours de calcul formel, et jai été
ensuite trés surpris de ne pas la trouver dans la littérature moderne.

Ainsi ma contribution consiste & remettre cette belle démonstration a la
lumiére du jour, apres plus d'un siecle dans I'oubli, et de développer
I'esquisse de Sturm en due rigueur.
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Le théoréme fondamental de I'algébre

Théoréme (version bréve)
Tout polynéme complexe de degré n admet n racines complexes.

Théoréme (version longue)

Soit Ik le corps des nombres réels et soit C = R[] ot i*
Alors pour tout polynéme

F=2"+aZ""'+ - -+cn1Z+cn
a coefficients ci, ... ,cn—1,cn € C il eXiste z1,2,...,2n € C tels que
F=(Z-2)(Z-2) - (Z—2z).

Questions naturelles :
m Existe-t-il une démonstration élémentaire ? qui capte la géométrie ?
m Peut-on affaiblir 'hypothése ? a quels corps ordonnés au lieu de R ?
m Peut-on renforcer la conclusion ? la rendre effective ?
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Stratégies de preuve

On connait trois stratégies de preuve :
i Analyse : compacité, fonctions analytiques, intégration, Stokes,
(d'Alembert 1746, Argand 1814, Cauchy 1820) ;

2 Algebre : TVI pour polynémes, fonctions symétriques / théorie de Galois
(Euler 1749, Lagrange 1772, Laplace 1795, GauB3 1816) ;

3 Topologie algébrique : notion d'indice [winding number]
(GauB 1799/1816, Cauchy 1831, Sturm—Liouville 1836)

La preuve présentée ici est réelle algébrique et se situe entre 2 et 3.

Cette preuve réelle algébrique, qu'est-ce qu'elle offre d'intéressant ?
v Elle est élémentaire : arithmétique + TVI des polynomes réels.
v Tous les arguments sont valables sur un corps réel clos.
v La preuve est constructive : elle permet de localiser les racines.
v Lalgorithme est facile a implémenter et suffisamment efficace.
v Démonstration formelle du théoréme et de I'algorithme.
Sous des hypothéses minimales nous obtenons des conclusions maximales.

Des nombres réels aux corps réels clos

Théoréme (caractérisation des nombres réels)
Pour tout corps ordonné (R, +, -, <) sont équivalents :
1 (R, <) satisfait & I'axiome de la borne supérieure.
2 Tout intervalle [a,b] C R est compact.
a Tout intervalle [a,b] C R est connexe.
4 Toute f: R — R continue a la propriété des valeurs intermédiaires :
a<bA fla)<0<f(b) = 3FxecR:a<z<bA fla)=
Deux tels corps sont i par un unique i de corps.
Un tel objet existe : on I'appelle le corps des nombres réels, noté R.

Ceci nécessite la logique de second ordre. Beaucoup moins suffira :
Définition (corps réel clos)

Un corps ordonné (R, +, -, <) est dit réel clos si tout polynéme
P € R[X] satisfait & la propriété des valeurs intermédiaires sur R.

Exemples : les nombres réels I, les réels algébriques Q° C R, ...
Tout corps ordonné admet une unique cléture réelle. Exemple : R(X)“.

lir2
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Compléments sur les corps réels clos

an

Remarque

Dans un corps réel clos l'ordre est déterminé par a > 0 < Ir € R: 7% = a.
Démonstration. Pour a > 0 le polynéme X — a a une racine dans [0, 1+ a].
Théoréme (cloture réelle)

Tout corps ordonné (K, +, -, <) admet une cléture réelle,
c'est-a-dire une extension algébrique R > K qui soit réelle close.
Deux telles clétures sont isomorphes par un unique isomorphisme de corps.

La cléture réelle est donc bien plus rigide que la cléture algébrique !

Théoreme (Artin—Schreier 1927)

Soit R un corps et soit C > R un corps algébriquement clos.
Sil < dimg(C) < oo alors R est réel clos et C = R[i]

Ainsi les corps réels clos nous fournissent I'hypothése minimale.

Théoréme (Tarski 1951, Seidenberg 1954)
Les corps réels clos ont tous la méme théorie élémentaire.
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Racines réelles de polyndmes réels

Comment déterminer/majorer le nombre de racines de P € R[X] dans [a,b] ?

Réponses partielles par Descartes (1596-1650), Fourier (1768-1830), ...
Théoréme de Sturm (1829/35)

Si R estréel clos, alors  #{a € [a,b] | P(

0} = Vi(S0.51,---,5n).
Ici la suite So, S1,..., S, estobtenuede Sy =P et Sy = P’ par division
euclidienne itérée, S, 1 = QrSk — Sk11, jusqu'a ce que Sy41 = 0.

Ce théoreme permet de compter puis de localiser toutes les racines réelles :

s s I U T S B SR N TR B
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Lindice complexe : motivation géométrique

Exemple : F = Z° — 52" —27° —27° - 37 — 12etT =

—1,41) x [~1,+1].
im Im
. Fib)

Fla)

Re Re

F(d)

Fle)

Idée géométrique (GauB3 1799) :

On définit ind(F|ar) comme le nombre des tours de F|sr autour de 0.
m SiT estgrand, alors ind(F|or) = ind(Z"|or) = n.
m SiT est petit, alors ind(F|r) = ind(const|or)
m Lindice ne change que si F|r passe par 0.

Par conséquent, en degré n > 1, le polynéme F doit avoir une racine.
Probléme technique : Comment définir rigoureusement cet indice ?
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Lindice complexe : propriétés algébriques

Soit R un corps réel clos et soit C = R[i], i* = —1.
Soit = {lacets 7: [0, 1] — C*, 7(0) = ~(1), polynomiaux par morceaux}.
Théoréme
II existe une application ind: Q2 — Z ayant les propriétés suivantes :
o Calculabilité :ind(vy) se calcule par I'algorithme de Sturm sur R..
1 Normalisation : Pour tout rectangle " C C on a

ind(ar) — 1 si0entl,

0 si0eC~T.

2 Multiplicativité :ind(y: - 72) = ind(y1) + ind(7).
3 Invariance par homotopie :ind(yo) = ind(v1) siyo ~ 71 dans C*.

La difficulté réside dans la construction! Tous les moyens sont bons :
m Théorie des revétements, appliquée a exp: C — C* avec groupe Z.
m Groupe fondamental, ind: m (C*, 1) = Z via Seifert-van Kampen.
m Homologie, ind: H,(C*) = Z via les axiomes d'Eilenberg-Steenrod.
m Topologie différentielle, théoreme de Sard et degré topologique.
w Analyse complexe, indice analytique ind ()
u Algébre réelle, indice algébrique ind: ©

Tw dy =

» 7 via les suites de Sturm.
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Complément : le théoréme fondamental par homotopie
Onfixe I' = [~1,+1] x [~1,+1] C C. Pour tout polynéme
F=2Z"+canZ" 4o taZteo
on construit une homotopie H: [0, 1] x dI" — C comme suit.
Pour ¢ > 0 nous posons
Hi(z) =t"F(2(1 - t)/t).

Ceci s'étend continiment en ¢ = 0 par

Hi(z) = (1= 8)"2" + a1 (1—t)" 2"+ b (1= )" 2+ cot™.

Nous obtenons une homotopie entre Ho(z) = =" et Hi(z) = co dans C.

Si F n'a pas de racines dans C, alors 'homotopie est dans C*.
Lindice nous donne n = indar (Ho) = indor (H:) = 0.

Par contraposé : sin > 1, alors F admet au moins une racine z € C.
On factorise F' = (Z — 2)G, puis on conclut par récurrence sur le degré n.
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Racines complexes de polynémes complexes
Soit R un corps réel clos et soit C = R[i], i? = —1.
Nous savons construire I'indice, ayant les bonnes propriétés,
ind: { lacets i [0.1] = C 2
polynomiaux par morceaux
Ceci donne une preuve effective du théoréme fondamental de I'algébre :

m indor(F) compte les racines de F dans I'. (Sturm complexe)
® indsr(F) = deg(F) pour I' assez grand. (Borne de Cauchy)

Ainsi I'indice permet de localiser toutes les racines de F dans C :

lirs

Une fois qu'on a bien séparé les racines, on passe a la méthode de Newton.
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Quelques dates : aspects constructifs et algorithmiques
Indice réel algébrique
m Sturm 1829/35 : Mémoire sur la résolution des équations numériques
m Cauchy 1831/37 : Calcul des résidus et calcul des indices
m Sturm-Liouville 1836 : Démonstration d’un théoréme de M. Cauchy
Réception dans des manuels
w Serret 1877 : Cours d'algébre supérieure (Sturm réel et complexe)
m Weber 1898 : Lehrbuch der Algebra (Sturm réel, a peine complexe)
m Runge 1898 : Encyklopédie (Sturm réel et complexe)
Degré topologique
m Kronecker 1869 : Systeme von Functionen mehrer Variabeln
m Brouwer 1912 : Abbildungen von Mannigfaltigkeiten
m Weyl 1924 : Fundamentalsatz der Algebra
Algorithmes et implémentations
m Lehmer 1969 : Search procedures for polynomial equation solving
w Wilf 1978 : Bisection algorithm for computing zeros of polynomials
m Schonhage 1982 : The fundamental theorem of algebra in terms of
computational complexity
i 1430

Changements de signe : conventions de comptage
On considére un corps ordonné (R, +, -, <).
Nous comptons le nombre V' (s, s1) des changements de signes :
V(+.-)
V(+,+) =
V(+,0) = V(0,+) =

Définition

Pour une suite (so, n) d'éléments dans R nous posons

V(50,---y8n) i= iwsk,.,s‘.) = Z Llsign(sk—1) — sign(sk)
=

=
Pour une suite (So. ..., S.) de polynémes dans R[X] nous posons
Va(S0---,8n) :=V(So(a), .., Sn(a)).

Pour la différence en a,b € R nous écrivons V" := V, — V.

/A Définition traditionnelle (Descartes, Fourier) : on forme d'abord la suite

li20

réduite § en supprimant les éléments nuls de s, puis on définit V(s) := V().
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Les régles de Descartes et de Fourier
Comment déterminer le nombre de racines de P € R[X] dans [a. b] ?
Beaucoup de mathématiciens ont étudié cette question. . .
© La régle de Descartes majore le nombre des racines positives :
Théoréme (régle de Descartes)

Pour tout polynéme P = co+c1X +---+c, X" dansR[X] ona
# {z€Roo | P@) =0} <

mult

V(co,c1,...,cn).

@ Fourier étendit cette majoration a tout intervalle réel :
Théoréme (régle de Fourier)
Pour tout polynéme P =co+c1X +---+c, X" dansR[X] ona

#”{«x' €labl| P@)=0} < VXPP,.. P™)
SiPan ra;:;es dans R, alors on a égalité pour tout intervalle ]a.b] C R.
Avantage : La majoration est facile a calculer.
Inconvénient : La borne ainsi obtenue est souvent trop grossiére.

C'était I'état de I'art avant la découverte spectaculaire de Sturm en 1829.
20 167%0)




Lindice de Cauchy : comptage de poles Lindice de Cauchy : comptage de racines

On compte les pdles d'une fraction rationnelle f € R(X)* comme suit : Proposition (dérivée logarithmique)
+1 sia estune racine de f,
{ +112 +12 { +12 { +112 { Pour f € R(X)* ona Inda(f'/f) = { —1 sia estunpdle de f,
0 sinon.
a @ 0
=112

@
172 ‘ ‘ “in -112

Démonstration. On factorise f = (X —a)™g tel que g(a) € R*.
Ind=. Ind=- Ind=0 Ind=0 . ) Coa /
= =t =0 =0 Onobtient £ = <+ <. Ainsi Ind, (4) = sign(m). o

Définition (indice de Cauchy) Corollaire (racines réelles de polyndémes réels)

Pour f € R(X)" et a € R on pose Lindice Tnd’(P'/P) compte les racines de P ¢ RIX|* dans[ab] :
+1 si lim§ f = +o0, ) N B P

Inda(f) = nd? () — Tnd; (/) o0 TdS(f) =4 —1 si limgf = —oo, #{z € [a.8] | P(@) = 0} ().
© dmm D'éventuelles racines sur le bord {a, b} comptent pour un demi.

Pour un intervalle [a,b] C R on pose N " " A
3 " _ Probléme : Comment calculer l'indice sans connaitre les poles ?
Ind;(f) = IndZ(f) + zh[ Ind,(f) — Indy (f). Exemple : le TVI se reformule comme Ind’ (%) = V.(1, P)
: Ceci transforme le comptage sur [a, 5] en un comptage sur {a, b}.

Propriétés :  Ind(f) + Indj(f) = Ind5(f) et Inds(for)=Ind7()(f). Solution générale : Suite de Sturm pour calculer Ind};(£).

21 170521 187%0)

La formule d'inversion sur un corps réel clos Suites de Sturm
Formule d'inversion (Cauchy 1837) Définition (suite de Sturm)
Si P,Q € R[X] n'ont pas de racine commune en a ni en b, alors Une suite (So, .

1ndﬁ(%) +[ndz<g) =V} (PQ).

Démonstration. On peut supposer que P # 0 et Q # 0 et pged(P,Q) = 1.
©® Supposons d'abord que [a, b] ne contient pas de racine de P nide Q.

.., Sy) dans R[X] est de Sturm sur [a,b] C R si elle vérifie :
Si Si(xz) =0 pour 0 <k <n et € [a,b], alors Si_;(z)Skt1(z) <O0.

Corollaire (de la formule d’inversion)
Ind} (£2) + Inds (3222) = V2(So, S, ..

Sn=1,5)

u En absence de poles, les indices lndf’,(%) etInd? (%) sont nuls. Démons(raglion. La form:le d‘mvers\og est (é\escog'\que ipourn=2ona
" " _ b (St o (So b(S2 b(SLY _ o 5
u Le TVl assure que P et Q ne changent pas de signe, donc V(P, Q) = 0. Ind’, (s”) +Ind’ (Sl) +Ind’, (SY ) +Ind’ (Sz) V2 (S0, 51, 52)
® La formule est additive par rapport a bisection de l'intervalle. " . } )
Il ne reste qu'a regarder le cas d'un seul pdle : P(a) = 0 et Q(a) # 0. Proposition (fraction continue selon I'algorithme d’Euclide)
Pour & ou pged(R, S) = 1 l'algorithme d’Euclide produit une suite de Sturm
a b b(Q 1 ; T 2
Ind; (%) =1 = Vu(P.Q) =3, VW(P.Q) =1 So=15,51=R,...,Sn =1, Sps1 = 0 telle que Si—, = QiSk — Si+1 [u]
Ind (%) =+3 = Va(P.Q) =4, Vi(P.Q) =0 " > Corollaire : le théoréme de Sturm
P lynd P X éel cl
/A Pour largument local ®, sur des petits intervalles [a, a + 4] et [a — 6, a] autour d'un S D G P e e ] E e

pole, la continuité des polynomes P, ¢ sufft. Ceci est valable sur tout corps ordonn.

¥ #{z € [a,b] | Pa
La conclusion globale sur [a, b] nécessite le théoréme des valeurs intermédiaires @

=0} = md:(%) = V2(S0,51,. .-, 8).

li22
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Lindice complexe : rappel des propriétés algébriques
Soit R un corps réel clos et soit C = R[], i = —1.

Nous voulons construire I'indice algébrique

On exige les propriétés suivantes :
1 Normalisation : Pour tout rectangle I' ¢ C on a

ind(ar) = {

lacets +: [0, 1] — C*
polynomiaux par morceaux

Lo

1 si0elntl,

0 si0eCAT.

2 Multiplicativité : ind(v - v2) = ind(71) + ind(72).

a Invariance par homotopie : ind(yo) = ind(v1) si o ~ 1 dans C".

Bénéfice algorithmique : calcul par les suites de Sturm.
Calcul formel au lieu du numérique : tous les calculs sont exacts.
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Lindice complexe : motivation géométrique et définition algébrique

Pour F € C[X] larestriction ~: [0,1] — C, ~(x) = F(x), décrit
un chemin dans C :
Im
=1 +1
e 1
' + Re
+1 -1
x=1
x=0

Observation

Lindice indff ,)(F) :=  Indj (%) compte les tours autour de 0.

Plus généralement : pour a, b € C on considére (x) = F(a + (b — a)x).

Définition
Pour F € C[Z] et a,b € C on pose indf; ,;(F) = indf ;; F(a + (b— a)X).

i1 2230

Lindice par rapport & un rectangle

lis1

Exemple : F'=2° 52" —22° — 27 =3Z —12 et I' = [-1,+1] x [-1,+1].
Im Im
d c F(b)
Fa)
Re Re
F(d)
a Fe)
Définition

Pour tout polynéme F € C[Z] et tout rectangle I' C C on pose
ind§(F) := ind§ 4 (F) + ind§ o (F) + ind,  (F) + ind(G ) (F).
Proposition (normalisation)

si zy est dans l'intérieur de T',

si zy est dans une aréte de T,

si zo estun sommet de T,

si z est & l'extérieur de I'.

Ona ind$e(Z — z) =

Y
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La formule du produit
Pour F=P+iQ et G=R+iS ona FG=(PR-QS)+i(PS+QR).
Lemme (formule du produit)

Pour toute paire de fractions rationnelles 5, % € R(X
w(, P R
ve( 5+ )

o
b (PR—QS v
Ind) (PS‘+QR Ind) (Q) +Ind} ( )
Cas particulier : pour P = S et Q = R on retrouve la formule diinversion.
Le cas général se démontre exactement comme le cas particulier.

)* nous avons

Théoréeme (multiplicativité)
Si F,G € C[Z] n'ont pas de racines sur les sommets de T C R?, alors
ind§(F - G) = ind$p (F) + indSi(G).

Corollaire (comptage de racines complexes, cas scindé)

Soit F € C[Z] scindé, F = ¢(Z — z1) -+ (Z — z,) sur C, sans racines sur les
sommets de T. Alors lindice ind§;. (F’ ) compte les racines dans T'.

A Nous devons encore montrer que sur C tout polynéme est scindé sur C.

52 2430




Comptage de racines complexes
Nous devons montrer : si ind§y.(F) > 0, alors F(z) = 0 pourun z € T".
Par contraposé : si F(z) # 0 pour tout z € T, alors indS(F)
Nous plongeons C[Z] C C[X,Y] via Z = X +iY.

Lemme (version locale)

Si F € C[X,Y] ne s'annule pas en (x,y) € R?, alors il existe § > 0 tel
que indS.(F) =0 pourtout T C [x — 8,z + 8] x [y — &,y + 4]

Théoréme (version globale)
Si F € C[X.Y] ne s'annule pas sur T C R?, alors ind§;.(F)

Démonstration. Sur les nombres réels R : compacité.

Sur un corps R réel clos quelconque : suites de Sturm. [m]
Corollaire (comptage de racines complexes, cas général)

Pour tout F € C[Z] lindice indS;(F) compte les racines de F dans T.
Démonstration. On suppose que F' n'a s'annule pas sur les sommets de I'.
Soit F = (Z — z1) -+ (Z — zu)G tel que G n'ait pas de racines dans C.

On applique la multiplicativité de lindice & F et le théoréme ci-dessus & G
has

Démonstration. Continuité (§ explicite, sur tout corps ordonné). [m]
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Complément : démonstration par les suites de Sturm

On suppose que F € C[X,Y] ne s'annule pas sur T' = 1] X [yo, y1]-
On considére Sy = im F et S =re P dans C[X, C[Y][x].

On construit .Sy € C[Y][X] par division pseudo-euclidienne :

Qr € C[Y][X],
deg S =0,

€k Sk-1 = QuSk

degy ki1 < degy Sk,

= Sk, e € C[Y],

S. e C[Y)
© Si S, ne s'annule pas sur [yo, y1], on peut appliquer Sturm :
Anoter : si Si.(z,y) = 0 en (z,y) € T, alors Sy_1(z,y)Sk11(z,y) < 0.

2indS(F) = + Ind,,,(‘“ | Y =y0) + Ind23 (25 | X = 1)

nF
+Indz2 (355 | Y = 1) + Indfg (255 | X = w0)
:7\,:,‘(5(», e Sn | Y =y0) + VI (S0, Sn | X =a1)
+ VI (Soye oy Sn | Y = 1) + Vi (S0, Sn | X =0) =0

@ Au pire il existe un nombre fini de paramétres critiques y € [yo, y1].
En raisonnant dans C[X][Y] : paramétres critiques = € [zo,z1].
Autour d'un point critique (z, /) on applique le lemme local.

En dehors des points critiques on applique le cas ©.
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Localisation grossiére des racines
Définition (borne de Cauchy)

Soit F=2"+ca1Z" ' +
Onpose M :=max{|ca|,

+e1Z +co dans C[Z].
len-a|} et pp =1+ M.
Théoréme (localisation grossiére des racines)
Pourtout z € C telque |z| > pr ona |F(z)| > 1.
= Toutes les racines de F" dans C sontdans B(pr) = {z € C | |z| < pr}.
Démonstration. Lénoncé est vrai pour F = Z" :ici M =0 et pr = 1.
Dans la suite nous pouvons supposer M > 0 et pp > 1.

Soit z € C tel que |z| > pr, C'est-a-dire [z| — 1 > M. On trouve

o eno1z" Y < feof + eal 2] +

-1
|

|F(2) = 2"| = leo + 12 +len-1][2
SM A Mz 44+ M2 = MEESL < 27 —1
Ainsi nous obtenons
=" F(2)+ F(z)| < 2" = F(z)| +|F(2)], d'ou
|F(z)] = \Z”\ —FE) = 2 " = (e =) =1

liss

2730

Invariance par homotopie
Théoreme (invariance par homotopie)
Soit F € CIT, Z|. Supposons que pour tout t € [0,1] le polynéme
F, € C[Z] napas de racine sur oT. Alors indSx(Fo) = indSr(F}).
Démonstration. L'absence de racines sur [0, 1] x [a, b] garantit que

ind{ 4 (F | T =0) — ind 4y (F | T = 1)
=indfg,)(F | Z = a) — ind{ y(F | Z =)

La somme sur les quatre cotés de I' donne ind§;(Fo) — indSp(F1) =0. O

Corollaire

Pour F € C[Z]* et T D B(pr) ona ind§;(F) = deg F.
Démonstration. Soit F' = 2" + ¢,—1 2" + -+ + co.
Alors Fy, = Z" +t(ca1Z""" + -+ co) déforme Fy
La borne de Cauchy p; =1+ tM diminue de p:
Ainsi F, n'a pas de racines sur aI, d'oll indSp(Fy

lv en Fo=2".

Ceci prouve le théoreme fondamental : I' contient » racines de F.
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Conclusions et perspectives
Sur tout corps réel clos nous savons construire I'indice algébrique

. { lacets v: [0,1] — C* }
ind: — Z.
polynomiaux par morceaux

= Preuve élémentaire et effective du théoréme fondamental de I'algébre.
Contrdle sur les degrés algébriques

A-t-on I'équivalence « R réel n-clos <= RU[i] algébriquement n-clos » ?
Limplication « = » est valable en petit degré. La réciproque « < » est claire.
Optimisation algorithmique : complexité asymptotique

Localisation des racmes a b bits d'un po\ynome de degré n :
b?) U 2

algébrique : O(n* umé n*(n+b)), 1982.

Comment rendre la version algébrique plus efficace ?

Indice

en
Théoréme du point fixe de Brouwer sur des corps réels clos.

Controle sur les degrés algébriques ?
lso 20
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