Der Hauptsatz der Algebra in effektiver Gestalt:
ein reell-algebraischer Beweis mittels sturmscher Ketten
Michael Eisermann

Institut Fourier, Université Grenoble |
www-fourier.ujf-grenoble.fr/"eiserm

15. Januar 2009

Carl Friedrich GauB (1777-1855) Augustin Louis Cauchy (1789-1857) Charles-Frangois Sturm (1803-1855)

Mathematisches Kolloquium, Johannes-Gutenberg-Universitat Mainz



Uberblick

Der Hauptsatz der Algebra
Sturm 1829/1835: reelle Nullstellen reeller Polynome
Sturm 1836: komplexe Nullstellen komplexer Polynome

Zusammenfassung und Ausblick



Uberblick

Der Hauptsatz der Algebra
m Der Satz und seine Geschichte
m Reelle Nullstellen reeller Polynome
m Komplexe Nullstellen komplexer Polynome



Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fir jedes Polynom

F=Z"+4+caZ""'4+ 4cn1Z+cn

mit ¢1,...,¢n-1,cn € C



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fiir jedes Polynom

F=Z"+aZ" '+ +en1Z+cn
mit ci,...,cn—1,cn € C existieren zi,za,...,2z, € C so dass
F=(Z-21)(Z—2) - (Z—zn).



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fiir jedes Polynom

F=Z"+aZ" '+ +en1Z+cn
mit ci,...,cn—1,cn € C existieren zi,za,...,2z, € C so dass
F=(Z-21)(Z—2) - (Z—zn).

Nahe liegende Fragen:



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fir jedes Polynom

F=Z"+aZ" '+ +en1Z+cn
mit ci,...,cn—1,cn € C existieren zi,za,...,2z, € C so dass
F=(Z-21)(Z—2) - (Z—zn).

Nahe liegende Fragen:
Gibt es einen elementaren, geometrisch ansprechenden Beweis?



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)

Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fir jedes Polynom

F=Z"+aZ" '+ +en1Z+cn
mit ci,...,cn—1,cn € C existieren zi,za,...,2z, € C so dass
F=(Z-21)(Z—2) - (Z—zn).

Nahe liegende Fragen:
Gibt es einen elementaren, geometrisch ansprechenden Beweis?
Kann man die Voraussetzung abschwachen? Welche geordneten Koérper?



Der Hauptsatz der Algebra

Satz (Kurzfassung)

Jedes komplexe Polynom vom Grad n hat genau n komplexe Nullstellen.

Satz (Langfassung)
Sei R der Korper der reellen Zahlen und sei C = R[i] miti® = —1.
Dann gilt: Fiir jedes Polynom
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Nahe liegende Fragen:

Gibt es einen elementaren, geometrisch ansprechenden Beweis?

Kann man die Voraussetzung abschwéachen? Welche geordneten Kérper?
Kann man die Schlussfolgerung verstarken? Zu einer effektiven Version?
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Kurzum: minimale Voraussetzungen, maximale Information.
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]

2im Jy z
Reelle Algebra, algebraischer Index ind: 2 — Z via sturmsche Ketten.
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(Nach ausreichender Naherung geht man zum Newton-Verfahren Uiber.)
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Wir zahlen Vorzeichenwechsel V (so, s1) zwischen so, s1 € R:

V(=) =V(=+) =
V(+:+) = V(=) =V(O, )— 0,
V(+,0) =V (0,+) =V(-,0) = V(0,—) = 3.

Definition
Die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer Folge (so, ..., sx») in R ist

V(so,.--,Sn ZV Sk—1, Sk) Z 2’sign(sk_1)fsign(sk)’.

k=1

Fir eine Folge von Polynomen (So, ..., S») in R[X] setzen wir
Va(So,...,8n) ==V (So(a),...,Sn(a)).

Fir die Differenz in a, b € R schreiben wir V? := V, — V4.

/\ Traditionelle Definition (Descartes, Fourier): man bildet die reduzierte
Folge § aus s durch Weglassen aller Nullen und definiert V'(s) := V (3).
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Viele Mathematiker haben diese Frage untersucht. Zwei berihmte Beispiele:

0 Die Regel von Descartes beschrankt die Anzahl der positiven Nullstellen:

Satz (Regel von Descartes)
Fiir jedes Polynom P =co +c1 X + -+ + e, X" inR[X] gilt
7# {m € R->o ’ P(z) = 0} < ‘A/(co,cl7 ceesCn).

mult
® Fourier hat diese Abschatzung auf beliebige Intervalle verallgemeinert:
Satz (Regel von Fourier)
Fiir jedes Polynom P =co +c1 X + -+ + e X" inR[X] gilt

# {zelab] | P@) =0} < VXPP,... P™).

mult

Wenn P genau n Nullstellen in R hat, dann gilt Gleichheit fir alle |a, b] C R.

Vorteil: Die Abschatzung ist leicht zu berechnen.
Nachteil: Die so erhaltenen Schranken sind oft ungenau.

Dies war der Kenntnisstand vor Sturms bahnbrechender Arbeit 1829.
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Eigenschaften: Indj(f) + Ind§(f) = IndS(f) und Ind;(f o 7) = Ind7{} ().
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Allgemeine Losung: Sturmsche Kette zur Berechnung von Indf;(%).
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Indg(%) +IndZ(g) =V2(P,Q).

Beweis. Wir kdnnen P # 0 und @ # 0 und ggT(P, @) = 1 annehmen.
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af M R e T N

Indy (%) =+3 = Va(P,Q) = 3, Vo(P,Q) =0 —=H——F
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Sturmsche Ketten

Definition (sturmsche Kette)

Eine Folge (So, ..., S») in R[X] heiBt sturmsche Kette auf [a,b] C R falls gilt:
Wenn Si(z) =0 fir 0< k<n und z € [a,b], dann Si_1(z)Sk+1(z) < 0.
Korollar (der Inversionsformel)

Fir sturmsche Ketten gilt Ind?, (21)+ Ind, (22=2)=V" (So, 1. .., Sn-1, Sn).

Beweis. Die Inversionsformel bildet eine Teleskopsumme! Fir n = 2:

o (5) - (52) o 52 i () = V6050,

Proposition (euklidische Kettenbruchentwicklung)
Zu % mitggT (R, S) = 1 liefert der euklidische Algorithmus eine sturmsche
Kette So=85,51=R,..., S, =1, Sn+1 =0 miz‘Sk,l = QkSk = Sk-+1. O

Folgerung: der sturmsche Satz

Fir jedes Polynom P € R[X] Uber einem reell abgeschlossenen Kérper gilt

#{zelab]| P(z) =0} = IndZ(%) = V2(S0,S1,...,5).



Uberblick
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m Cauchy-Index fiir komplexe Polynome
m Die Produktformel
m Homotopie-Invarianz
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Sei R ein reell abgeschlossener Kérper und sei C = RJi], i> = —1.

Wir wollen die algebraische Umlaufzahl konstruieren:

. stlickweise polynomiale
ind: { Schleifen ~: [0, 1] — C* } -z

Diese soll folgende Eigenschaften haben:
Normalisierung: Fur jedes Rechteck T" C C gilt

ind(aT) 1 falls0 e IntT,
1n =
0 falls0e C~\T.

Multiplikativitat: ind(v1 - v2) = ind(v1) + ind(y2).
Homotopie-Invarianz: ind(yo) = ind(y1) falls vo ~ ~1 in C*.

Algorithmischer Bonus: Berechnung mittels sturmscher Ketten.
Computer-Algebra statt Numerik: Alle Rechnungen sind exakt.
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Umlaufzahl: geometrische Motivation und algebraische Definition

Fur F € C[X] beschreibt v: [0,1] — C mit y(z) = F(x) einen Pfad in C:

N m
-1 /\ +1
! T =) ! T >
v v Re
+1 -1
x=1
x=0
Beobachtung
Der Index indg(F) := 3 Indg(£2L) zahlt die Umlaufe um 0.

Aligemeiner: fir a, b € C betrachte den Pfad v(z) = F(a + (b — a)z).

Definition
Fir F € C[Z] und a,b € C setzen wir ind%(F) = indg F(a + (b — a)X).
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Umlaufzahl bezuglich eines Rechtecks

Beispiel: F = Z%—52*—2273-27% -3Z—12und T' = [-1,+1] x [-1, +1].
P

Im 4 Im 4
d c F(b)
F(a)
Re Re
R W
a b F(c)
Definition

Fir jedes Polynom F' € C[Z] und jedes Rechteck I' C C setzen wir
indor (F) := ind%(F) + ind§(F) + ind%(F) + ind$(F).

Proposition (Normalisierung)

falls zo im Inneren von T liegt,
falls zo auf dem Rand von T liegt,
falls zo auf einer Ecke vonT liegt,
falls zo im AuBeren vonT liegt.

Es gl/t ind@r(Z = Zo) =

O al= = =
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Fir F=P+iQ und G=R+iS git FG=(PR—QS)+i(PS+QR).
Lemma (Produktformel)
Fiir je zwei rationale Funktionen &, & € R(X)" gilt

IndZ(]Izg%gg) = IndZ(%) IndZ(%) —vp (1, g + g)

Spezialfall: Fir P = S und Q = R ist dies Cauchys Inversionsformel.
Den allgemeinen Fall beweist man genauso wie den Spezialfall.

Satz (Multiplikativitat)
Wenn F,G € C[Z] keine Nullstellen in den Ecken vonT C R? haben, dann
indaF(F . G) = indar(F) + indar(G).

Korollar (Zahlen komplexer Nullstellen zerfallender Polynome)

Angenommen F € C|[Z] zerféllt (iber C gemdB F = ¢(Z — z1) - - (Z — zn),
ohne Wurzeln auf den Ecken vonT'. Dann z&hlt indsr (F') die Wurzeln inT.

A Wir missen noch zeigen, dass Uber C jedes Polynom zerfallt.
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The Fundamental Theorem of Algebra made effective:
an elementary real-algebraic proof via Sturm chains
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