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Knoten und Verschlingungen
Ein Knoten ist eine glatte Einbettung f: §' — R* (oder S%).

O ©® &

Eine Verschiingung ist eine glatte Einbettung f: n x S' < R?

@ &

Wir betrachten diese modulo Isotopie des R®.
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Fundamentalgruppe
Satz (Dehn 1914)
Die beiden Kleeblattschlingen sind verschieden.

T = m (RO K)
Meridian mj.
Longitude

Das Tripel (7, mic, 1) ist
eine Invariante des Knotens K.

OO

Jedes Diagramm des Knotens  liefert "

. mi
eine Prasentation der Gruppe 7.

Satz (Papakyriakopoulos 1957)

Der Knoten K ist genau dann trivial wenn €y = 1 in .
Satz (Waldhausen 1968)
Die Invariante K — (wx ,mx. (k) klassifiziert Knoten bis auf Isotopie.

Vollstandige Invariante, aber schwer zu handhaben.
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Seifert-Flachen und Alexander-Polynom

Satz (Seifert 1935, Pontryagin 1930)

Jede Verschlingung L ¢ R* berandet eine kompakte, zusammenhéngende,
orientierte Fléche S c R®.

(a) trivialer Knoten O (b) Kleeblattschiinge 31 (c) Achterknoten 41

Sei 0: Hi(S) x Hi(S) — Z die Seifert-Form 6(a,b) = Ik(a*,b").
Satz (Alexander 1928, Seifert 1935)

A(L) = det(q~0" — g*0) € Z[¢F] ist eine Invariante von L.
Vorteil: leicht zu berechnen und gute topologische Interpretation.

Erganzung: kombinatorische Darstellung

Satz (Alexander 1928, Conway 1969)
Es gibt eine einzige Invariante A: £ — Zig*] mit A(O) = 1 so dass

A(4) -8(X) =@ =02 (0)-

Beispiel:

ACDO) - a(CQ) =" -4 H)a(Q0)

=

A00) =

A(OO) - A(@D) ="~ q")A(@)

=

(D) -(6D) - (D)
(D)o

Daraus ersieht man: Das Alexander-Conway-Polynom unterscheidet nicht
zwischen einem Knoten K und seinem Spiegelbild K.

(@) -

=

0

1
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Artin’s Zopfgruppe
Zopfe bilden eine Gruppe:

R

Offensichtliche Relationen:

Satz (Artin 1925, 1947)
Die Zopfgruppe B,, aufn Strdngen erlaubt die Prasentation

falls i — j| = 1
falls i — j| > 2/

8i858i = 858i8)
8i8j = 8iSj

an




Yang-Baxter-Darstellungen
Jeder Automorphismus ¢ € Aut(E ® E) operiert auf E":

® @EQ®E® ®

\

EQRERE®EQE®E

Wir fordern die Zopfrelation (Yang-Baxter-Gleichung):

N\

(id® ) (c®id)(id® c)

(c®id)(id® o) (c®id) =

Korollar (zum Satz von Artin)
Jeder Yang-Baxter-Operator ¢ induziert eine Darstellung der Zopfgruppe

Das Jones-Polynom
Sei E = A
Satz (Jones 1984)

Zu jedem Element q € A* erhalten wir einen Yang-Baxter-Operator

Av und somit E® E = Auu ®© Auv ® Avu @ Avv.

q 0 0 0
00 0
W=y 2 .20 0
0 0 0 q

Fir A = Z[q*] erhalten wir so das Jones-Polynom V:

o<t

A

/] Aut(BS") —— Zg*)

Verallgemeinerung: Quanteninvarianten

Abschiuss

<

(&

pi: Bn — Aut(E®™) mit s; ~id®...®id®_c ®id®...Qid.
~~
80— E®  gatnoin
b2 sazirz 1052]
Erganzung: kombinatorische Darstellung Das Jones-Polynom
Aus dem Minimalpolynom ¢=2-¢ — ¢*-¢™' = (g7 —¢) -id folgt:

Satz (Jones 1984)
Es gibt eine einzige Invariante V : & — Z{g*] mit v(o) = 1sodass

V() etV ) = - V()

Beispiel:
v

CO)-¢™V(CO) =" ~a*") - V(OO)

= V(OO)=q¢"+d"

V(@D) - H@D) - =¥ (BD)

— V(@)=
(@) (@) (D)

v (@9) =q" gt —q™

Daraus ersieht man: Das Jones-Polynom unterscheidet die Kleeblattschlinge
K von ihrem Spiegelbild K *
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Bemerkung
Der Operator ¢(q) deformiert die Transposition 7 =c(1): a @b+ b¢
¢ 0 0 0 10 0
oo & o a1 |0 0 1
A=, Z a—¢ 0 W=y 1 ¢
00 q 00 0
Fir ¢ = exp(h/2) = 1+ h/2+... giltdemnach

= mod (h)

Das bedeutet V(3{) — V() € (h)-
Die Wechselsumme (iber n Kreuzungen liegt dann in ().

also ¢ 7 mod (h) undsomit c¢—

an

a.

®
0
0
0
1
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Invarianten von endlichem Typ
Wir bezeichnen mit D < Dx das Wechseln der Kreuzungen in X:
AKX — KX
D by

Definition (Vassiliev 1990, Goussarov 1991)
v: £ — A istvom Grad <m falls 3, (1) v(Dy) =0 fiir |X| > m.

Grad < 0: v = 0.

Grad < 0: () —v(3) =0

@rad < 1: (Y 2) = v () ~ e A + (XX =0

Grad < m: v verhalt sich wie ein Polynom vom Grad m.
Satz (Birman-Lin 1993)

Entwickle V(L) = Y vi(L) - h* in q = exp(h/2).
Dann ist L+ wvi(L) eine Invariante vom Grad < k.

Arbeiten von Vassiliev, Goussarov, Birman, Lin, Bar-Natan, Kontsevich, ...

lirs

1902

Vassiliev-Invarianten und 3-Mannigfaltigkeiten

g

Frage (Vassiliev 1990)
Unterscheiden Vassiliev-Invarianten alle Knoten?

Fir Knoten in S bleibt diese Frage weiterhin offen. . .

Satz (Spin und Torsion in S! x §?) 2001

Ins' x 5 gibt es Knoten, die nicht von rationalen Vassiliev-Invarianten
unterschieden werden wohl aber von Vassiliev-Invarianten mit Werten in Z/2.

Satz (Whitehead-Mannigfaltigkeiten) 2004

Sei W c R? offen und zusammenziehbar, W % R?. Dann gibt es Knoten
K # K'in W, die nicht durch Vassiliev-Invarianten unterschieden werden.

Satz (Homotopie-Sphéren) 2004
Wenn Vassil n alle Knoten in F ph
unterscheiden, dann impliziert dies die Poincaré- Vermu(ung

1972]

Zopfgruppen operieren auf Gruppen

Konjugation a x b := b~
Q1) ara=a

(Q2) (a*b)Fb=(aFb)sb=a

(Q3) (axb)xe=(axc)*(bxc)

Yab und a¥b:=bab~" in einer Gruppe:
(Idempotenz)
(Invertierbarkeit)

(Selbst-Distributivitat)

Dies entspricht den Reidemeister-Ziigen (R1), (R2), (R3)

). (R2), (R3).
\pk.' > R Xm\/;)\
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Zopfgruppen operieren auf Gruppen

21

Konjugation a+b:=b~"ab und a¥ b= bab~*
@) axa=a

(@2) (axb)Fb=(aFb)xb=a

(@3) (axb)re=(axc)x(bxc)

in einer Gruppe:
(Idempotenz)
(Invertierbarkeit)
(Selbst-Distributivitat)

Dies entspricht den Reidemeister-Zigen (R1), (R2), (R3).

(Q1) entspricht dem ersten Reidemeister-Zug:

162]




Zopfgruppen operieren auf Gruppen

Konjugation a xb:=b""ab und a¥b:=bab~" in einer Gruppe:
Q1) axa=a

(Q2) (a%b)Fb=(aFb)sb=a

(Q3) (axb)sc=(axc)*(bxc)

(Idempotenz)
(Invertierbarkeit)
(Selbst-Distributivitat)

Dies entspricht den Reidemeister-Ziigen (R1), (R2), (R3).

(Q2) entspricht der Zopfrelation auf 2 Strangen:

@ Ca )
CEOcED
(S fow e

li2:1
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Zopfgruppen operieren auf Gruppen

Konjugation a *b:=b""ab und a¥b:=bab~* in einer Gruppe:
Q1) axa=a

(@) (a%b)Fb=(aFb)xb=a

(@3) (axb)xc=(axc)x(bxc)

(Idempotenz)
(Invertierbarkeit)
(Selbst-Distributivitat)

Dies entspricht den Reidemeister-Zigen (R1), (R2), (R3).

(Q3) entspricht der Zopfrelation auf 3 Strangen:

21
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Zopfgruppen operieren auf Quandeln

Konjugation a xb:=b""ab und a¥b:=bab~" i einer Gruppe:
Q1) ara=a

(Q2) (a*b)Fb=(aFb)sb=a

(Q3) (axb)xe=(axc)*(bxc)

(Idempotenz)
(Invertierbarkeit)
(Selbst-Distributivitat)

Dies entspricht den Reidemeister-Ziigen (R1), (R2), (R3).
Definition (Joyce 1982)

Ein Quandel (Q, «, %) ist eine Menge @ mit zwei Operationen
*,%: Q X Q — Q mit obigen Eigenschaften (Q1-Q3).

= Aktion der Zopfgruppe B, auf Q" (Brieskorn 1986)
= Diskreter Yang-Baxter-Operator (Freyd-Yetter 1989, Drinfeld 1990)

1932

Diskrete Yang-Baxter-Operatoren und Farbungsinvarianten
Sei G eine Gruppe und Q = = eine Konjugationsklasse.
Sei E=7ZQ und ¢g: EQE - E®FE,a®b—b® (axb).
Dann ist Q ein Quandel und ¢, ist ein Yang-Baxter-Operator.

Satz (Freyd-Yetter 1989)
Die so erhaltene Invariante F(:: .# — Z ist die Farbungszahl

F&(K) = § Hom(rg, myc; G, x)
Natiirliche Frage: Lasst sich cq deformieren?
Das Farbungspolynom P%: . — Z[G] ist die Summe
P(K) =Y pllx)  iber p: i — G mit p(my) =2
R

Es gilt FZ

el

PE mittels : Z[G] — Z, g — 1.

Satz
Das Farbungspolynom P (K

2007
) ist eine Yang-Baxter-Invariante.

22




Erstes Beispiel zu Farbungspolynomen

Die beiden Kleeblattschlingen:

A XX

Wir wahlen G = As und = = (12345)
und finden P&(31) = 1+ 5z und P5(31) =1+ 3

li22
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Zweites Beispiel zu Farbungspolynomen

(co—> &
"

Sei My, die Mathieu-Gruppe der Ordnung 7920 = 2*-3%:5-11
Miy = { z = (abedefghijk), y = (abcejikdghf) ) C An
Fir den Kinoshita-Terasaka-Knoten K und den Conway-Knoten C finden wir
P(K) =1+ 112" + 1127 P(C) =1+ 112" 4+ 1127
P(K") =1+ 1" +112° P(C") =1+11a" + 112°
P(K*)=1+11z" +222° P(C*) =1+11z" + 112° + 112°
1)(1\") =1+222° + 112" P(C") = 14 112" + 112° + 1127

Yan, ianten kdnnen also nicht-invertierbare Knoten erkennen!
Far d\e Unlerk\asse der Quanten-Invarianten bleibt diese Frage bislang offen.

22 2232

Klassifikation der Yang-Baxter-Deformationen

Satz 2007
Sei Q — Inn(Q) injektiv. Dann ist Jede Yang-Baxter-Deformation von

cq: AQ* — AQ? ber A = K[h]/(h*) diagonal (modulo Aquivalenz).
Hilfsmittel: Yang-Baxter-| L+ trakti

Satz 2007

Sei Q — Inn(Q) mjektlv Alle durch Deformatlon aus cq gewonnenen
Invarianten sind von F

Hilfsmittel: Uber

und Gal 1z fir Quandel.

Satz (Fenn-Rourke, Carter et al, Eisermann)
Es gibt eine Korrespondenz zwischen
w diagonalen Deformationen von cq tber A = K[h]/(h?)
m der Quandel-Homologie H?(Q,K) mit Koeffizienten in K,
w den zentralen Erweiterungen &(Q, ) von Q durch die Gruppe (K., +).

li23
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Singularititen von Flachen in R* (Fox—Milnor 1958)

Beispiel
Sei f:C < C? gegebendurch f(z)= (2% z°).
In 0 € R* istdie Flache ¥ = Im(f) nicht lokal flach.

K; =X naB; istein Knoten. Fir ¢ — 0 ist dieser unabhangig von «.
In unserem Beispiel finden wir die Kleeblattschlinge, K. = 3,.

Definition (Scheibenknoten / slice knot)
K C s heiBt Scheibenknoten wenn er eine glatte Scheibe in B* berandet.

Ist K, ein Scheibenknoten, so kann die Singularitat in = behoben werden.
Man kann ¥ lokal, d.h. in B;, durch eine Scheibe ersetzen.
Satz (Fox-Milnor 1966)
Fir jeden Scheibenknoten K gilt A(K) = P(q) - P(q™")

In unserem Beispiel gilt A(31) = ¢® — 1+ ¢~2. Dies zerfallt nicht.

mit Pezlg. O

i1 2432




Beispiel eines nicht-trivialen Scheibenknotens

abstrakte Fliiche cingebettete Fliche in RY.

Maximum S
O

Maximum S

O

Isotopie

Sattelpunkt

SXXX)

s

lis1
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Bandflachen in R? (nach Fox 1962)

Eingebettete Flachen mit Rand:

(b) Kleeblattschiinge 3, (c) Achterknoten 4;

=
—
() K larita

(a) trivialer Knoten O

Immersierte Flachen mit Rand:

i1 2632

Bandflachen im R? (nach Fox 1962)
Definition
Eine Bandflache ist eine immersierte Flache nur mit Band-Singularitaten.

(a) Band-Singularitat

Flachen mit

Abbildung:

Definition
Ein Knoten K C R* heiBt Bandknoten wenn er eine immersierte Kreisfléche
S € R? berandet, die nur Band-Singularitaten hat.

Beispiel
Fiir jeden Knoten K ist die symmetrische Summe K z K* ein Bandknoten.

lis1
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Die Band-Vermutung (Fox 1962)
Beobachtung (Fox 1962)
glatte Flache S, c RY evtl. mit Minima
17

Bandflache S C R® <= glatte Flache S; c RY ohne Minima

3-dimensionales Geschlecht:
gs(K) == min{ g(5) | § C R® Seifert-Flache, 95 = K }
g3(K)=0 <« K isttrivial
Bandgeschlecht:
9,(K) :=min{ g(S) | S C R? Bandflache, 85 = K }
9.(K)=0 < K istBandknoten
4-dimensionales Geschlecht:
94(K) == min{ g($) | S C RY eingebettete Flache, 95 = K }
g94(K)=0 <& K ist Scheibenknoten

Frage (Band-Vermutung, Fox 1962)
Ist jeder Scheibenknoten ein Bandknoten?

i1 2832




Integralitats-Eigenschaft des Jones-Polynoms

Satz 2007

Wenn eine Verschlingung L ¢ R® eine Bandfléche S  R® mit x(S) = n
berandet, dann ist V(L) teilbar durch V(O") = (¢* +¢ )" "

Zwei Beispiele:

=GP || O
1)

S=CP P
X(S)=1+1+0=2 X(S)=1+1-1=1
Hiergit V(L)=(¢""+¢™) (¢"—a* +2¢" +2¢7° — ¢ * +¢7°)

Also berandet L Bandflachen mit y < 2 aber nicht mit y > 3.

Weiter gilt V(L) = (¢ + ¢ (¢7* +4¢7°)%
Also berandet L’ Bandflachen mit x < 1 aber nicht mit x > 2.

lis1
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Das Jones-Polynom von Bandverschlingungen

Satz (Kongruenz modulo 32)

SeiL=K,U---UK, eine mit n P iten.

Dann ist V(L) teilbar durch V(O") = (¢ + ¢~)" . Die ganze Zahl
det V(L) := [V(L)/V(O")](g—i)

erfillt die Kongruenz
det V(L) = det(Ky) - det(K,) mod 32

Insbesondere gilt det V(L) =1 mod 8.

= Analogie zur Seifert-Nullitat: null V(L) = null(L). Gilt das allgemein?
= Analogie zur Arf-Invariante: det(/) = 1 modulo 8. Gilt das allgemein?

= Hindernisse fir Band-/Scheiben-Verschlingungen?

32
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Entwicklung in Invarianten von endlichem Typ
Satz (Birman-Lin 1993)

Entwickle V(L) = S35 vk (L) - B* in g = exp(h/2) = 1+ h/2 +.
Dann ist L — 'L’k(L) vom Grad < k beziglich Kreuzungswechsel
N ’
AK=X
Satz 2007
Entwickle V(L) = 3% di(L) - h¥ in g =iexp(h/2) =i+ ih/2+.

Dann ist S — d‘ (8S) vom Grad < k + 1 —
||
1

X(S) beziglich

— wd DXC-D2C

Man beachte: dy.(L) ist keine Vassiliev-Invariante, insbesondere nicht die
Determinante do(L) = V(L) gi = A(L)gs = det(L) = det[—i(6 + 67)]

Projekt

g der Theorie: uni Flacheninvariante von i Typ,
topologische Interpretation, Anwendung auf Knoten und Flachen, .
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Zusammenfassung und Ausblick

Quanteninvarianten und Invarianten von endlichem Typ
Wechselwirkungen mit der Topologie von 3-Mannigfaltigkeiten

Deformationstheorie angewendet auf Gruppen und Quandel
Klassifikation mittels Yang-Baxter-Kohomologie

Anwendungen des Jones-Polynoms auf Flchen im B? und im R*.
Flacheninvarianten von endlichem Typ, Kategorifizierung

Vielen Dank far Ihre Aufmerksamkeit.
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