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Apergu historique

Précurseurs (avant 1900)
électromagnétisme (Gauss), topologie (Listing), théorie atomique (Kelvin),
classification empiriques des petits nceuds (Kirkman, Little, Tait)

Topologie classique (dés 1900)
groupe fondamental, homologie, revétements, surfaces de Seifert, calcul de
Fox, topologie des 3-variétés, ... (Poincaré, Wirtinger, Dehn, Alexander,
Reidemeister, Seifert, Fox, Milnor, Papakyriakopoulos, Waldhausen, ...)

Topologie quantique (dés 1984)
représentations des tresses, théorie des déformations, groupes quantiques,
invariants de type fini, ... (Jones, HOMFLYPT, Kauffman, Vassiliev,
Goussarov, Birman, Lin, Bar-Natan, Drinfel'd, Kontsevich, ...)

Groupe fondamental et systeme périphérique
Théoréme (Dehn 1914)
Les deux images miroir du nceud de trefle sont distincts.

7 = m (RPN K)
méridien m;.
longitude £,

Le triple (7, mx . lx) est
un invariant du nceud K.

Théoréme (Papakyriakopoulos 1957)
Le noeud K est trivial si et seulement si {x = 1 dans 7.

Théoréme (Waldhausen 1968)

Linvariant K +— (wx, m, i) classifie les noeuds a isotopie prés.




Surfaces de Seifert et polynéme d’'Alexander
Théoreme (Seifert 1935)

Pour tout entrelacs L c R® il existe une surface compacte connexe orientée
S C R® telle que &S = L. On appelle S une surface de Seifert de L.
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(a) nceud trivial, ©  (b) nceud de tréfle, 3, (c) nceud de huit, 4,
Théoréme (Alexander 1928, Seifert 1935)
Soit0: Hi(S) x Hy(S) — Z la forme de Seifert, 0(a,b) = lk(a*,b').

Alors A(L) = det(q~ 0" — ¢*0) € Z[¢*] est un invariant de L.

Le groupe des tresses (d'apres Artin)
Multiplication des tresses :

el

Relations évidentes :

BE A

Théoréme (Artin 1925, 1947)

Le groupe B, des tresses a n brins est présenté par

sifi—jl=1
P — sli—i=t

81581 = 8;8i8;
5is) = sis;

Représentations de Yang-Baxter
Tout opérateur ¢ € Aut(V ® V) agit sur le produit V=" :

Veveavevev

vVeveveveveV

On exige la relation de tresse / de Yang-Baxter :

&

(c®id)(id ® ¢)(id ® ¢) = (id ® ¢)(c ® id)(id @ ¢)

Corollaire (du théoréme d'Artin)
Tout opérateur de Yang Baxter ¢ € Aut(V ® V) induit une represenrarlon
pi: Bn — Aut(VE™) pars; — id® -+ ®id ®c ® id®--

vei-1 VB(n—i-1)

Représentations quantiques de Yang-Baxter

Exemple (Jones 1984)

Soit V =Au® Avetainsi V@V = Auu & Auv @ Avu § Avy.
Pour tout ¢ € A* la matrice c(q) représente un opérateur de Yang-Baxter :

7 0 0 100 0
0 0 20 1 0010
B(q):0q2 qzq,o at, =[5 7 o o
00 0 g 00 0 1

Pour ¢ = 1 nous obtenons la solution triviale : la transposition r de V @ V.

Sur A = Z[¢*] l'opérateur ¢ permet de construire I'invariant de Jones :

fermeture.

{entrelacs} «——— {tresses}

(&
A — Aut(vem)

race tr,

[romssomaton

P

Généralisation : les déformations de  induisent des invariants quantiques.




Relations combinatoires

Observation : dans I'exempleona ¢ 2-¢ — ¢*-c™! = (¢' —¢q)-id

Théoréme (Alexander-Conway, Jones, HOMFLYPT)

Pour tout N € N il existe un unique invariant d’entrelacs Vy : % — Z[q*]
vérifiant Vv (O) = 1 et la relation locale

¥ V'(x) _ q*“V-VN(,\/.) — (q—xiqﬂ)vwool

OnaVy(LUQ) =Vn(L) Uy avecUy =

TgFT

: Alexander (1928), Conway (1969), noté A = V;

invariant trivial, Vi (L 1 pourtout L € .2

N =2 :Jones (1984), noté V' = V; dans la suite

N € N : HOMFLYPT (Freyd-Yetter-Hoste-Lickorish-Milett-Ocneanu 1985, Przytycki-Traczyk 1967)

Exemple (nceud de tréfle et noeud de huit)
AB)=¢*-1+4" AM)=-¢"+3—¢
V@) =d+¢° ¢ Vi) =g¢' - +1-¢ > +¢*

2 —2

Invariants de type fini (d’aprés Vassiliev-Goussarov)
Observation : en posant ¢ = exp(h) = 1+ h + on trouve

c=7+0(h) et ¢'=7"+0(h) donc c—

€ O(h).

Etant donné un diagramme D on peut changer un croisement ¢ < X,
ou une famille X de croisements : W D0 < NN P P
D Dx

Définition

F: % — Aestdedegré <msi Yy (—1)* F(Dx)=0 pour[Y|>m.
degré < 0: F(}) - F() =0, cad F est « constant »
degré < 1: F(3K) - F(OX) - FOXK) + FOOX) =0
degré < m : les « dérivées » d'ordre m + 1 s'annulent.

Théoreme

Soit V(L) = Y (L) - h* le développement enq =1+ h.
Alors le coefficient vi.(L) est un invariant de degré < k.

Travaux de Vassiliev, , Birman, Lin, Bar-Nat:
Les invariants de type fini sont nombreux et puissants.
10

Les invariants de type fini distinguent-ils tous les noeuds ?

Théoréme (torsion dans S! x §2)

Il existe des nceuds dans S' x §? qui ne sont pas distingués par des
invariants rationnels de type fini mais qui sont distingués par des invariants
de type fini & valeur dans Z./2.

Théoréme (torsion provenant du groupe modulaire)

Soit V une 3-variété fermée. Si le noyau de m, Diff (V) — Out m (V) contient
des éléments de torsion, alors il existe des noeuds distincts dans V' qui ne
sont pas distingués par des invariants rationnels de type fini.

Théoréme (variétés de Whitehead)

Soit W une 3-variété ouverte contractile qui n'est pas homéomorphe a R®
mais qui se plonge dans R*. Alors il existe des nceuds distincts dans W qui
ne sont distingués par aucun invariant de type fini.

Théoréme (sphére d’homotopie)

Si les invariants de type fini distinguent tous les nceuds dans n’importe quelle
3-spheére d'homotopie alors ceci implique la conjecture de Poincaré.

Quandles et actions des tresses
Soit (G, ) un groupe. Pour axb:=b"'ab et a¥b:=bab~' on constate :

@1) axa=a (idempotence)
(Q2) (axb)Fb=(aFh)*b=a (inversibilité  droite)
(Q3) (axb)xc=(axrc)x(brc) (auto-distributivité)

Définition (d’aprés Joyce)
Un guandle est un ensemble @ muni de =, %: @ x Q — Q vérifiant (Q1-Q3).

e e e
[ [Cexd e ] o e ke ]
[ e [Taxby=e] e TCaxe M[kxe ]
e I[bxe J[laxby=c] e T bxe Mlaxd =Gl

Ainsi le groupe B, des tresses & n brins agit sur Q" (Brieskorn 1986).
Solutions ensemblistes de Yang-Baxter (Freyd-Yetter 1989, Drinfel'd 1990).
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Yang-Baxter ensembliste et invariants de coloriage
Soit G un groupe et Q = =€ une classe de conjugaison.
Onpose V=7ZQetcq: VRV -VaV,a@b—b® (axb).
Alors @ est un quandle et ¢ est un opérateur de Yang-Baxter.

Théoréme (Freyd-Yetter 1989)
Linvariant F¢;: . — 7 ainsi obtenu est le nombre des coloriages :

F&(K) = tHom(rx, mi; G, x).

Question naturelle : ¢ admet-il des déformations intéressantes ?

On définit le polynéme de coloriage P&: 4 — Z|G) par

PE(K) = Y pllx).
b TR—G

On remarque que =P =

& pour £: Z[G] — Z.
Théoréme
Le polynéme P¢(K) peut étre présenté comme invariant de Yang-Baxter.

Exemples : polyndme de coloriage

On choisit G =

Soit Mi; le groupe de Mathieu d'ordre 7920 = 2%-32.5.11 :
My = (= (abcdefghijk), y = (abcejikdghf) ) C An
Pour le nceud K de Kinoshita-Terasaka et le noeud C' de Conway on trouve

P(K) =1+ 112" + 1127 P(C) =1+ 112" 4+ 1127

P(K")=1+11a" +1 P(C") =1+ 11z + 112
P(K*)=1+11z" +222° P(C*) =1+11z" + 112° + 112°
P(K') =1+ 222" + 112" P(C") = 14 112" + 112° + 1127

Les invariants de Yang-Baxter détectent des nceuds non inversibles.

Aj etz = (12345). Alors P(31) = 1+ 5z et P(3}) = 1+ 527",

140)

Classification des déformations de Yang-Baxter

Théoreme

Supposons @ — Inn(Q) injectif. Alors toute déformation de I'opérateur
cq: AQ ® AQ — AQ ® AQ dans I'espace des operateurs de Yang -Baxter
sur A = K[h]/(h?) est & aune

Théoréeme (Fenn-Rourke, Carter et al, E)

On a une correspondance entre
m les déformations diagonales de cq sur A = K[h]/(h?),
m /a cohomologie H*(Q,K) du quandle Q & coefficients dans K,
m Jes extensions &(Q,K) du quandle Q par le groupe (K, +).

Théoréme

Les invariants de nceuds ainsi obtenus sont des (spécialisations des)
polynémes de coloriage.

Outils : revétements d'un quandle et correspondance de Galois

Motivation (d'aprés Fox-Milnor)

Exemple

Considérons f: C — C2, f(z) = (22, 2°).
Topologiquement c’est un plongement propre de C dans C2.
Mais en 0 la surface S = Image( f) n'est pas localement plate !

Soit £ c R* une surface non localement plate en z, singularité isolée.
Soit B(x, ) une petite boule centrée en =, et soit 5(x, ¢) son bord.
Alors K (z,2) = ¥ N S(z,<) est un nceud dans S(z,=) = §°.

Pour & — 0 ce nceud est indépendant de <. On le note donc K ().
Observation

La singularité en « peut étre effacée par une modification locale si et
seulement si & (x)  S* borde un disque dans D*.

Un tel nceud est appelé bordant, ou slice.

Théoreme (Fox-Milnor 1966)
Si K est bordant alors A(K) = f(q) - f(g~*) pour un f € Z[g*].

Dans notre exemple on a K = 3;, et A(K) = ¢* — 1 + ¢~ 2 ne factorise pas.

1650)




Exemple d’un nceud bordant

surface abstraite surface plongée dans R}

passage d’un
maximum
passage d’un
maximum
isotopie
passage d’un
point selle
h=0 R® x 0

000 O0e

SR

s |

Surfaces immergées (d'aprés Fox)
Soit ¥ une surface compacte orientée sans composantes fermées.
On considére les immersions f: ¥ 5+ R* n'ayant que des singularités ruban.

X

(d) singularité ruban

(e) 31 £37

(f) 820

Définition

Un entrelacs L est ruban s'il borde une surface immergée formée de disques.

Exemple
Pour tout nceud K la somme K # K~ est un nceud ruban.

Remarque

surface immergée S C R* <= surface plongée lisse 5. ¢ R% sans mil

1a0)

Entrelacs bordants et entrelacs rubans
Remarque

surface immergée S C R® «=> surface plongée lisse S, C RY sans minima.

surface abstraite
passage d’un
maximum

passage d'un

maximum
isotopie

-

passage d'un <L

point selle 9

h=0 R® %0 5¢

00 00>

Le probléme « slice = ribbon » (Fox 1962)

Question (probléme de Fox)
Est-ce que tout nceud bordant est ruban ?

min{ genre(S) | § C B, S
ga(K)=0

93(K) - K, surface de Seifert }

K est trivial

g-(K) := min{ genre(S) | S € R, 8S = K, surface ruban }
9.(K)=0 <« K estruban

g4(K) := min{ genre(S) | S ¢ R}, 85 = K, surface lisse }
9s(K)=0 <« K estbordant




Diagrammes rubans

Définition

Un diagramme ruban est un diagramme formé des piéces suivantes :

a DL I

oD DX i |

Proposition

Toute surface i se S C R® se 5: par ruban.
Toute surface plongée S C R® se représente ainsi sans singularités.

Exemples : dlagramme ruban
Toute surface SCRse

parun

wrﬁ

Toute surface plongée S C R* se représente ainsi sans singularités.

ruban.

SovlrtViw, Jarke van Wik, TUE
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Crochet de Kauffman

Théoréme (Kauffman 1987)

Il existe une unique application 7 — Z|A*], notée D — (D), telle que

Ky =400+47(X),
(DUQ) = (D) (-4 - 47%),
Oy=1.
Cette application vérifie (D) - (—A=3)*1eP) — V(L) 4 o). o

Nullité du polynéme de Jones

Proposition

Soit L ¢ R* un entrelacs qui borde une surface immergée S C R® de

caractéristique d’Euler positive n = x(S). Alors V(L) est divisible par V (O™).

Remarque : Par convention S n'a pas de composantes fermées. Pour lcule
composante connexe S; onaalors  x(S:) >0 & Si=0 © x(S:) =

Démonstration.

On procéde par récurrence sur le nombre 7(S) des singularités.
Sir(S) = 0alors S est plongée et L = Lo LI Q™.

Sir(S) > 1 on considére le crochet de Kauffman :

() (e (o)
s () e e e

On conclut par récurrence, utilisant x (D C) = x(T) + 1. o
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Exemples : nullité de Jones
Exemple
Dans la figure ci-dessous on a x(S) = 1+ 1+ 0 = 2. Pour L = 35 on trouve
V() =(¢"+¢7)-(@"—a" +2¢" +2¢ " —¢"" +47°).

Ainsi L borde des surfaces avec x < 2 mais pas avec x > 3.

Exemple

Pour S’ on trouve x(S') =1+ 1 —1 = 1. On remarque que L' = 85’ est la
somme connexe H, # H_ 4 H, § H_ de quatre entrelacs de Hopf, donc

V(D)= (" +a") (a7 +a7)%

Ainsi L' borde des surfaces avec y < 1 mais pas avec x > 2.

Le polyndéme de Jones des entrelacs rubans

Théoréme (Fox-Milnor 1966)
Si L est un noeud bordant, A(L) = f(q*) - f(q~) pour f € Zlg*].

OnaA(L) = 0 pour tout entrelacs bordant ayant plus de 2 composantes.

Résultats analogues pour le polynéme de Jones ?

Théoréme (nullité de Jones des entrelacs rubans)

SiL =K, U---UK, estun entrelacs ruban a n composantes
alors V(L) est divisible par V(O") = (¢* +¢~ )" "

= Analogie avec la nullité de Seifert-Murasugi.

Théoréme (multiplicativité du déterminant modulo 32)

Le déterminant de Jones det V(L) := [V (L)/V(O™)}q—i)
vérifie det V(L) = det(K) - - det(K,) mod 32.

= Congruence det V(L) =1 mod 8, similaire & l'invariant d'Arf.

Exemples : déterminant de Jones

Exemple
La valeur 32 est optimale : I'entrelacs L = 10136 est ruban et on trouve

V(L) = (¢ +q7) (=g +2q"° 3¢ +4¢™ —3+4¢7* =3¢ ' +2¢°—¢7").

Ici det V(L) = —23 alors que det(K;) = 1 et det(K2) =

@ &

Les entrelacs ne satisfont pas tous a la congruence modulo 32 :

Exemple

V() = (¢" +47)@" — 20" +2¢™ —2+3¢7% 207" +207° —¢™%)

Ici det V(L) = —15 alors que det(K7) = 1 et det(K3) = 1.

Invariants de type fini de surfaces
Rappel : Soit V(L) = 3 (L) - h* le développement en g = 1 + h.

Alors vy.(L) est de degré < k par rapport au changement de croisements :

K=X

Soit V(L) = 37 di(L) - h* le développement en g = i + h.

I6i do(L) = V(L)gi = A(L)gi = det(L) = det[i(0 +0)].

Les invariants di (L) ne sont pas de type fini / Vassiliev-Goussarov.
Proposition

Linvariant S dy.(9S) est de type fini par rapport au changement de
croisements rubans : il est de degré < m pourm =k +1 — x(S).

-1 (8-

v [(39) - () + (36 - ()]
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Questions ouvertes

La question de Vassiliev pour les nceuds dans les 3-variétés :
m Groupe modulaire, torsion, somme connexe, décomposition JSJ.
m Peut-on ramener la question pour les 3-variétés fermées a 5° ?

Théorie des quandles, Yang-Baxter ensembliste et déformations :
= Etude compléte des déformations infinitésimales.
m Théorie des revétements algébriques.

Polynémes des entrelacs rubans :
m Nullité de Seifert-Murasugi vs nullité de Jones. (Et la signature ?)
u Généralisation Jones — HOMFLYPT. (Et Murasugi — Tristram ?)
® Quelle est l'interprétation dans I'homologie de Khovanov ?
m Généralisation aux entrelacs bordants. (Obstructions ?)

Invariants de type fini de surfaces :
m Développer la théorie des invariants de type fini de surfaces.
m Application aux surfaces de Seifert : minoration de gs(K) ?
m Application aux surfaces ges : ion de g (K) ?

Je vous remercie de votre attention.




