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5 Exercices

5.1 Weatherin theLandof Oz

In theLandof Ozthey neverhavetwo nicedaysin arow. If they have anicedaythey are
just aslikely to have snow asrain in thenext . If they have snow (or rain) they have an
evenchanceof having thesamein thenext day. If thereis a changefrom snow or rain,
only half of thetime is this changeto aniceday.

1. Montrerquele tempsaupaysd’Oz estunechâınedeMarkov homog̀eneetdonner
samatricedetransitionΠ. CalculerΠ5.

Vousavezprévud’arriver aupaysd’Oz un lundi maispasdansn’importequelles
conditions: vousn’entreprenezle voyagequi s’il a plu aupaysd’Oz le dimanche
sinonvousrepoussezvotrevoyageà la semainesuivante.

2. Quelleestla probabilit́equ’il nefassepasbeaule lundi devotrearrivée?

3. Quelleestla probabilit́equ’il fassebeaule samediqui suit votrearrivée?

4. Vousarrivezenfinet il neige.Quelleestla probabilit́equ’il fassebeaule samedi?

5. Le mardivousdormeztoutela journéeet lemercrediil neigeencore.Quelleestla
probabilit́equ’il ait fait beaupendantvotresommeil?

5.2 Propriét́esdeschâınesdeMarkov homogènes

Montrerquesi (Xn)n∈N estunechâınedeMarkov homog̀enealors:

1. Pourtousétatsx0, x1, . . . , xn ona :

P(X0 = x0, X1 = x1, . . . , Xn = xn) = P(X0 = x0)π(x0, x1)π(x1, x2) · · ·π(xn−1, xn)

2. Pourtousétatsx, y ∈ E ona :

P (Xn+k = y|Xn = x) = (πk)(x, y)

où (πk)(x, y) estla xème ligne,yèmecolonnedela matriceΠk.

5.3 Châıneà deuxétats

Soit une châıne de Markov à deux états0 et 1 et de loi initiale P0 et de matricede
transition:

Π =

(

1 − p p

q 1 − q

)

0 ≤ p, q ≤ 1

1. CalculerP(X1 = 0|X0 = 0 etX2 = 0) etP(X1 6= X2)

2. CalculerPn enfonctiondePn−1. PuisPn enfonctiondeP0. EndéduireΠn.
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5.4 Mét́eo

1. On supposequele fait qu’il pleuve demainou nondépendseulementdu fait qu’il
pleuve ou nonaujourd’hui.On supposequesi il pleutaujourd’hui,il pleuvrade-
mainavecuneprobabilit́e1−α, ets’il nepleutpasaujourd’hui,il pleuvrademain
avecuneprobabilit́e β. On repŕesentele tempsqu’il fait par0 quandil pleutet 1
quandil nepleutpas.Cecidéfinit unprocessusXn étatdu tempsaujour n.

(a) Écrirela matricedetransitionΠ.

(b) Calculerla probabilit́e qu’il pleuve dansquatrejourssachantqu’il pleutau-
jourd’hui.

(c) Calculerla probabilit́e qu’il pleuve quatrejoursdesuitesachantqu’il pleut
aujourd’hui.

(d) Montrerqu’il existeuneprobabilit́e invarianteQ, la calculerenfonctionde
α etβ

(e) Convergence?

2. On supposemaintenantque le fait qu’il pleuve ou non demaindépendaussidu
tempsqu’il a fait hier.
• S’il aplu hieretaujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabilit́e1 − α.
• S’il aplu aujourd’huietpashier, il pleuvrademainavecuneprobabilit́e1 − γ.
• S’il aplu hieretpasaujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabilit́eβ.
• S’il n’a plu ni hierni aujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabilit́e δ.

(a) Si l’on consid̀erele processusdéfini à la question1, montrerqueceprocessus
n’estplusunechâınedeMarkov (saufconditionsparticulìeressurα, β, γ, δ).

(b) Ondéfinit alorsle processusYn ainsi:
• Yn = 0 s’il pleutaujour n etaujour n − 1.
• Yn = 1 s’il pleutaujour n etpasaujour n − 1.
• Yn = 2 s’il pleutaujour n − 1 etpasaujour n.
• Yn = 3 s’il nepleutni aujour n ni aujour n − 1.
Écrirela matricedetransition

(c) Sachantqu’il aplu lundi etmardi,calculerla probabilit́equ’il pleuve jeudi.

(d) Sachantqu’il n’a plu ni samedini dimanche,calculer la probabilit́e qu’il
pleuvemardi.

(e) Déterminerla probabilit́e stationnaireet la proportionde jours où il pleut,
observ́eesurun tempsassezlong,ensupposantqueα, β, γ, δ ∈]0, 1[.
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