22 Exercices

5 Exercices

5.1 Weatherin theLandof Oz

In theLandof Ozthey never have two nicedaysin arow. If they have anicedaythey are
justaslikely to have snawv asrainin the next . If they have snow (or rain) they have an
even chanceof having the samein the next day If thereis a changefrom snaw or rain,
only half of thetime is this changeto a niceday.

1. Montrerquele tempsaupaysd’'Oz estunechdanede Markov homogneetdonner
samatricedetransitionII. CalculerlI®.

Vousavez prévud’arriver au paysd’Oz un lundi maispasdansn’importe quelles
conditions: vousn’entrepreneze voyagequi s’il aplu aupaysd’Oz le dimanche
sinonvousrepoussexotre voyageala semainesuivante.

2. Quelleestla probabili€ qu’il nefassgpasbeaule lundi devotrearrivee?
3. Quelleestla probabili€ qu'il fassebeaule samediqui suitvotrearrivee?
4. Vousarrivezenfinetil neige.Quelleestla probabili€ qu'il fassebeaule samedP?

5. Le mardivousdormeztoutela journéeet le mercredil neigeencore Quelleestla
probabilige qu’il ait fait beaupendantotre sommeil?

5.2 Propriétesdeschainesde Markov homaeénes

Montrerquesi (X, ),en €stunechdnedeMarkov homognealors:
1. Pourtousétatsz, zq,...,x, Ona:

P(Xo =20, Xy =21,..., X, = x,) = P(Xo = xo)7 (20, 1) (21, 22) - - - T (XTp1, 1)
2. Pourtousétatsz,y € F ona:
P(Xonir =yl Xy = z) = (7*)(,y)

ol (7%)(x, y) estla 2®™eligne,y*™e colonnedela matricell*.

5.3 Chdneadeuxétats
Soit une chdne de Markov a deux étatsO et 1 et de loi initiale P, et de matricede
transition:
1-p p )
1= 0<pqg<l1
( qg l-—g¢q =P
1. CalculerP(X; = 0| X, = 0etX, = 0) etP(X; # X»)
2. CalculerP,, enfonctiondeP,,_;. PuisP,, enfonctiondePy. En déduirell”.
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5.4 Meétéo

1. Onsupposajuele fait qu’il pleuve demainou nondépendseulementlu fait qu’il
pleuwve ou non aujourd’hui.On supposeguesi il pleutaujourd’hui,il pleuvrade-
mainavecuneprobabilie 1 — «, ets’il nepleutpasaujourd’hui,il pleuvrademain
avec uneprobabilie 5. Onrepesentde tempsqu’il fait par0 quandil pleutet 1
quandil nepleutpas.Cecidéfinit un processusy,, étatdutempsaujour n.

(a) Ecrirela matricedetransitionlL.

(b) Calculerla probabilie gu’il pleuve dansquatrejours sachangju’il pleutau-
jourd’hui.

(c) Calculerla probabilie gu'il pleuwe quatrejours de suitesachangu'’il pleut
aujourd’hui.

(d) Montrerqu’il existe uneprobabili€ invariante, la calculerenfonctionde
aets

(e) Corvergence?

2. On supposeamaintenantque le fait gu'’il pleuve ou non demaindependaussidu
tempsqu’il afait hier.

S'’il aplu hieretaujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabilie 1 — a.
S'’il aplu aujourd’huiet pashier, il pleuvrademainavecuneprobabilie 1 — ~.
S'’il aplu hier et pasaujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabili€ ;.
S'’il n’a plu ni hier ni aujourd’hui,il pleuvrademainavecuneprobabili€ .

(a) Sil'on consicerele processusgéfiniala questioril, montrerqueceprocessus
n'estplusunechdanedeMarkov (saufconditionsparticulieressura, 3, v, 9).

(b) Ondéfinitalorsle processu, ainsi:
e Y, = 0¢s'll pleutaujourn etaujourn — 1.
e Y, = 1¢'ll pleutaujourn etpasaujourn — 1.
e Y, = 2¢'ll pleutaujourn — 1 etpasaujour n.
e Y, = 3s’il nepleutni aujour n ni aujourn — 1.
Ecrirela matricedetransition

(c) Sachangu’il aplulundietmardi,calculerla probabilig qu’il pleuwe jeudi.
(d) Sachantgu’il n'a plu ni samedini dimanche calculerla probabilie qu'il
pleuve mardi.

(e) Déterminerla probabili€ stationnaireet la proportionde jours ou il pleut,
obseneesuruntempsasseZong, ensupposanguec, (3,~,d €]0, 1].
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