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Quelques buts possibles de ’analyse de séquences

— Identifier les genes

— Déterminer la fonction de chaque gene, par exemple en le com-
parant avec d’autres genes de fonction connue

— Identifier les protéines impliquées dans la régulation d’un gene

— Identifier les répétitions

— Identifier d’autres régions fonctionnelles : origines de réplica-
tion, pseudogenes, séquences rendant possible le repliement
compact de ’ADN, etc.

Probleme / atout La quantité d’information disponible est
gigantesque. Donc nécessité de traitements automatiques.

Modele Outil pour extraire de I'information.

Un bon modele doit permettre de révéler des caractéristiques
fonctionnelles ou structurelles de la séquence.

Attention : on ne prétend pas donner une description exacte de
la séquence, meme si le modele doit refléter le plus possible ses
caractéristiques. On ne prétend pas non plus décrire la formation
de la séquence ni son évolution au cours du temps (mais : plus
sur ce point plus tard).



Modélisation

Séquence génomique de longueur n modélisée par une suite de
variables aléatoires Xy, Xo, ..., X,, avec X; € A, et

A={a,c gt}
ou bien

A={ACDEFGHIKLMNPQR,STV,WY}

Plus généralement, phénomene aléatoire : X,, est 'observation
au temps n.

Qu’est-ce qu’une variable aléatoire 7

On commence par se donner un espace de probabilité (£2,P)
assez gros pour faire toutes les mesures/expériences qui nous
intéressent (et on n’en parle plus—un théoreme de mathémati-
ciens nous assure que {2 existe dans les cas qui nous intéressent).

Une variable aléatoire est une fonction X : Q@ — A. Elle est
décrite par les nombres p(x) = P(X = x) pour tout x € A.

Donc p(x) > 0 et Zp(a:) = 1.
r€A

La collection (p(x)).c4 s’appelle la loi de X ou la distribution
de X.

Les mathématiciens notent Py = Z p(z) 6,
z€A

En pratique : la loi de X donne P(X € B) pour tout B C A et
permet de calculer des moyennes.



Exemple : Pour calculer un taux de gc, B = {g,c} et

P(X € B) = p(g) + p(c).

Le grand principe :

« Tout se calcule a partir de la loi. »

Donc, si X7 et X5 ont séparément la méme loi, elles sont indis-
tinguables, considérées séparément, puisque, pour tout B C A,

P(Xl c B) = ]P)(XQ € B)

Par contre, les lois de X7 et X5 ne suffisent pas a connaitre la
loi de la variable aléatoire Y = (X7, X5).

Exemple : sur A = {a,c,g,t}, supposons que les 4 variables
aléatoires X1 : Q2 —- A, X0 : Q- A X{:Q—>Aet X): Q— A
ont la distribution uniforme. Donc p(z) = ; pour tout z € A et
pour X = X3, X5, X| ou XJ.

Supposons que X; et X décrivent un méme site, donc X; = Xj.
Par contre, X, et X} décrivent deux sites complémentaires, donc
Xy =asi Xj=1t, Xo =csi X} =g, etc.

Alors Y1 = (X1, X7) et Y2 = (X3, XJ) sont deux variables aléa-

toires a valeurs dans A x A qui n’ont pas la méme loi, puisque
siD={(z,2") e AxA; z=12a'}

P(YyeD)=1, P(Yoe€ D)=0.

Conséquence : une loi « conjointe » donne plus d’informations
que toutes les lois « marginales ».



Loi conjointe

Si Xq,...,X, : Q — A, on se donne P(Xy.,,, = x1.,,) pour tout
T € A"

Notation : Xl:n = (Xl, XQ, e ,Xn) et L1y — (5131, Lo, ... ,.CUn)
donc Xi., = x1., signifie que X = x; pour tout 1 < k < n.

Conséquence : on se donne |.A|" nombres p(z1.,) positifs ou nuls
et de somme 1.

Lois marginales : ce sont les lois de chacune des variables aléa-
toires X} prise séparément.

La dépendance la plus simple entre les X}, : aucune!



Le modeéle MO0O

Chaque X,, vaut x avec la méme probabilité pour chaque valeur
possible de x dans A et chaque X,, est indépendant des autres
X} pour k # n. Donc, pour tout n > 1 et tout .,

1

P(Xl:n — xl:n) — W

La propriété d’indépendance signifie que
P(X,, € A1, X, € Ag,..., Xy, € A) =
P(X,, € A1) P(X,, € A))...P(X,, € A),
pour tous k, n; et A;.
Avantages : calculs faciles et beaux théoremes.

Exemple : pour toute partie B C A",

|B|
P(X1., € B) = .
Une question récurrente :

« Dans une longue séquence X;., décrite par le
modele M0O, que peut-on dire de la proportion
de a? »

Notation : fonction indicatrice 1(B)
1(B) = 1si B est vrai, 1(B) = 0 sinon.

Comptage et proportion :

n

N,(z) = Z 1(Xr =z), R,(z)= N,(z)/n.

k=1



Loi exacte (pas intéressante) :

Approximation (plus intéressante) :

1
R,.(z) — 1 quand n devient grand.

(Voir plus tard.)

Donc :

Si les proportions observées sur une longue séquence d’ADN
s’éloignent nettement de 25%, 25%, 25% et 25%, probléeme!

Exemple : le génome d’Escherichia coli comporte 4.6 — 5.4 Mb

et

%(a) = 23.66, %(g) = 27.89, %(c) = 25.30, %(t) = 23.15.

On peut montrer que ce sont des écarts trop grands sous MO0

(voir plus tard).



Le modele MO

On garde I'indépendance mais a présent,
P(X, =z) = p(x)

pour des nombres p(x) > 0 avec Zp(a:) = 1.
zeA

Vocabulaire : (p(z)),e4 s’appelle la loi ou la distribution des X,.

Formule :

reA

Théoréme (Loi des grands nombres) :
Quand n devient grand, R, (x) — p(x) pour chaque x € A,
par exemple au sens oli, pour tout € > 0,

P(|Ry(z) — p(x)] =€) — 0.

Preuve : (assez) facile et utilise des notions que I'on retrouvera
plus tard. On va calculer 'espérance et la variance de R, (z).



Rappel : si Y prend la valeur réelle y avec probabilité 7(y), on
note E(Y') 'espérance (la moyenne) de Y, c’est-a-dire

E(Y) =) 7(y)y.

A savoir :
(1) Linéarité
E(a1Y: 4+ a2Ys) = a1 E(Y1) + a2E(Y2).
(2) Comparaisons : si Y; > Ys, alors E(Y]) > E(Y3).
(3) Espérance et indépendance : si Y7 et Y sont indépendantes,
E(ViYs) = E(Y}) E(Y)).
(4) Variance :
var(Y) = E([Y —E(Y)]?).
On a aussi : var(Y) = E(Y?) — E(Y)2
Remarque : la variance de Y mesure la dispersion de Y autour

de sa moyenne E(Y). Une petite variance signifie une petite
dispersion. D’ailleurs :

Inégalité de Bienaymé-Tchebychev :

B(lY —E(V)| > 2) < 2




Retour a la loi des grands nombres : on va calculer I'espérance
et la variance de R, ().

1) Espérance :

2) Variance :

E(Nn(l')2) = K (Z I(Xk = I) + Z 1(ch = Xg == ZU)

Donc var(N,(z)) = np(z) (1 — p(z)).
3) Conclusion :

Donc E(R,(z)) = p(x) et var(R,(z)) = p(z) (1 — p(x))/n.
Il reste a appliquer Bienaymé-Tchebychev :

B(IR, () p(r) > 2) < PL P Ly
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Conclusion de la présentation théorique du modele :
Le modele MO tient compte de la composition en chacun des
nucléotides (par exemple), c’est-a-dire en chacune des lettres de
A. (Et c¢’est tout, voir plus bas!)

Conséquences :

1) Estimateur du maximum de vraisemblance.

2) Fréquences des mots
Estimateur du maximum de vraisemblance

Rappels : EMV

Dans les situations concretes, on dispose d’observations : c’est la
séquence 1., ; et on cherche le meilleur modele dans une classe
donnée, pour rendre compte de cette séquence.

Si la classe de modeles consiste en les lois P pour les parametres
¥ € O, une option est de recourir a I'estimateur du maximum
de vraisemblance.

La vraisemblance de la suite d’observations ., sous le modele
P est
V(ﬁ) = IP)19()(1:71 = xl:n)-

L’estimateur du maximum de vraisemblance consiste a choisir
la valeur de ¥ qui maximise V (¢), soit

9 — max V(9).

Si la classe est M0, ¢ correspond aux poids p = (p(x))zea €t on
peut tout calculer!
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On veut maximiser

log V(p Z N, (z) log p(z),
reA

Zp(a:) = 1.

T

sous la contrainte

Rappel : le principe des extrema liés

Si on veut trouver les points y dans R ou la fonction ¢(y) est
extrémale, on résoud ¢'(y) = 0. Si on veut trouver les points y
dans R" ot la fonction ®(y) est extrémale, on résoud grad ® = 0,
ou grad ®(y) est le vecteur gradient de ® au point y, soit

0P
grad ®(y) = (ay) :
v/ 1<i<n

Si maintenant y est soumis a la contrainte C'(y) = 0, le principe
des extrema liés affirme que, si y est un point ot ®(y) soumise
a la contrainte C'(y) = 0 est extrémale, alors les gradients de ®
et de C en y sont proportionnels. Donc, il existe un nombre réel
A indépendant de 1 <7 < n, tel que

0P :)\ac, 1 <7< n.
Y dYi
Si on est soumis a plusieurs contraintes C(y) = --- = Ci(y) = 0,
il existe k nombres réels A\, ..., \p tels que
gi —Alaazl -+Ak%§f, 1<i<n
Le nombre réel A, ou les nombres réels Ay, ..., A\;, s’appellent

les multiplicateurs de Lagrange du probleme d’extrema liés.
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Retour au cas MO

Ici, ®(p) =logV(p) et C(p Zp — 1, on calcule

dlogV  Ny(x) oC
Op(x)  plx) " Op(z)
Les extrema liés signifient que N, (z)/p(x) ne dépend pas de z,

donc p(z) = Nyp(z)/A. Comme la somme des p(x) vaut 1, on
obtient le résultat suivant, assez logique somme toute.

= 1.

L’estimateur du maximum de vraisemblance de (p(z))zca

dans le modele MO pour la séquence x1., est donné par

() = N’;ix), reA

Une partie du cours va étre consacrée a des généralisations de
ce résultat.

Fréquences des mots

L’ensemble de tous les mots A* est la réunion des A" pour tout
n > 1. Pour des raisons techniques, on se donne aussi un mot
vide noté x.

La longueur d'un mot w € A" est |w| = n siw € A". La longueur
du mot vide est | * | = 0.
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La loi des grands nombres ci-dessus affirme que, dans le modele
MO, R, (w) — p(w) pour tout mot w de longueur 1. En fait :

Pour toute longueur L > 1 et tout mot w € A* de longueur
L, dans le modele M0, quand n devient grand,

R, (w) — p(w) avec p(w) = p(wy) - - - p(wy).

La preuve de ce résultat est omise : sur le principe, on reprend
la preuve du cas d’une lettre, donc on montre que

1) B(N, (%)) = n p(w),

2) var(N,(w)) se comporte comme un multiple de n,

3) on conclut par Bienaymé-Tchebychev.

Plus intéressant est le cas suivant : on part d'une séquence x1., et
on choisit le modele MO du maximum de vraisemblance. Alors,
le nombre d’occurrences d’'un mot w = wyws doit vérifier

No(w) = n Ry (w) = np(w) = np(w) plws),

donc
Ny (wr) Ny (ws)
- .
A contrario, si N, (wyws) est tres différent de N, (wy) N, (ws)/n,
le modele MO n’est pas pertinent !

Exemple : ADN d’E. coli. (Voir transparent.)

N,(w) = n R, (wy) R, (ws) =

Que faire ? Réponse : les chaines de Markov (a suivre),

14



