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¬��~� �~����� �����~�� ���¦ ��� ���� p ¥� �~�� ��~ �������� ­ ~���~� ������ ��� ��©£
©�~���� ������� �~�¡�¡������� �������� ���~ ��������~ �� �~� ������ � ®��������� � ®���
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�������� � ® »¬ ¼ �� ��~�������~ �� � ����� �� ½�¾�� �� ¿����~ �� �� � ����� �� À �£
��~� ¼ ��� ���� ��� ������� �Á � ®�� ������� ��� ��� ����� �������� ����� ���������
��� ��� ��� ���~�� ¼ �� ��� � ������ ���� �������� �� ��������� ��� ���� ����~������
���� ��~���� ���~�� ��� p

Â�� �������� �� ����������� ��� ~�������� �� ���~� �� ����� �� ������ ~�� ��������
���� ���~�Ã��~ ��� ��������� �� �� �������� p ¥�� �������� ¼ ��� ����� �� �� ����~�
��� ��������� ���� ��� ������ ���� ��� ��~��� �������~�� ���� ���~� ����� p ¬���
�¦������~��� ��� ����¦ ©���� ���~ ��������~ ��� ��������� �� ���~� ¡�� ��� � ®����� �~
������� �� � ����� � ®��������� ������ ¼ �� �������� ��� ����~� ���¦ ��������� � ® »¬
���� �� ���� ��� � ®��� ��� ����� �� � ®���~� ¼ �� ��~�� �������� ����� ­ �~�����~ ¼ � ��� ����
� ��� Ä�~� ��~ �¦����� �� ����� ��� � ®��� ������ ���~� ��� ���¦ ��������� p �����
���� �������~��� �� ����� ����� ����� ¼ ���~� ¡�� ��~� �� � ®�������~ ���~ ����� �~ ��
�������� ��� ����~� ���¦ ��������� ��������� ������ � ®��� �Ä�� �������� �~�������� p

¥� ���¦ ��� � ��� ��� �� �����~�� ��� � ®�������~� � ��� � ®������� ¼ ���~� �¡Å ����© ���
�� ��Æ��~ �� ������ � ®�~¡~� ��Ç����������� �� � ®�¦������~ �� �����~������ �� � ®�~¡~�
��Ç����������� �� ��� ����~� ��������� � ® »¬ ��� � ®�� ���� Ä�~� ������ � ®��� � Ä��
�������� �~�������� ¼ ����� �� ������� ��� ��������� �����~����� ��� ��� ����~��� p ¨�£
�����~��~� � ®�~¡~� ��Ç����������� �� �������~� ��������� � ® »¬ ������� ��~ �¦�����
��� �~�¡��� �� � ®������� �� �� ~�¡������� p

ry¤_kÈ k
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»��� ��� ������� � ®��������� �� ��������� �� ����������� ������� ¼ �� ������� ���
������ ���� �� �� �������� � ® »¬ ������ ����� ��������� ��� ���~�� ����� �� �������
�� ��Ç�� � �~¾����� ���� ��� ���¦ �� ��¡��������� �� ���Æ���� p ¬��� ���~� �������
��� ��������� ���~������ ��������� ��~ ��� ¡���������� �� �� � ��� �� ���Æ���� ���
� ®���~��� �~������� ���~ ���~�~� ��� � ������ p

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ Ö×Øp Ù Ú ÛÜÝÞ ß Üàáâ ãáä åæçÝèéâêãáä áäâ

A = {A, T,C,G}.
ëá äéåâ Ýáä Þ ìáí êîìáä Ýáââìáä ìáäÞ áçâêïáä Þ éæì ðãèåêåáñ òßóí êåáñ ëóâéäêå á áâ ôæÜõ
åêå áö Úáä åæçÝèéâêãáä A áâ G äéåâ ãáä Þ æìêå áä ìáÞ ìèäáåâèáä Þ Üì Rñ Ýáä åæçÝèéâêãáä
T áâ C ãáä Þ óìêí êãêå áäñ ìáÞ ìèäáåâèáä Þ Üì Y ö Úáä äæàäâêâæâêéåä ãæ âóÞ á R ↔ R áâ
Y ↔ Y äéåâ ÜÞÞ áÝèáä âìÜåäêâêéåäñ çáÝ Ýáä ãæ âóÞ á R ↔ Y äéåâ ÜÞÞ áÝèáä âìÜåäïáìäêéåä ö

÷� ��������� ��� �~��������� ��� �~�����~����� ��~ �¦� �~�� ������� ��� ¼ �� �~~���
���� ¡ ������� �� ��� ��� ��� �~��������� ������ ���� ©~�������� ��� ��� �~�����~£
����� ø���~ ���� �� ������� ���~ ùúûü p »� � Ä�� ¼ ��� � ���~�� �ý������� ��~ ����~���
��������� � ® »¬ ����~������� � ®�Ç������� � ®�¡����� � ®����~������ ���~� ��� ����� ¼
� ®�Á �� ��������� � ®������~ ��� ������� ���� �������� �� ��������� �� � ®�� ���~��� ���
������� ������� ¼ �� �� � ��� � ®�¡Å �� �� ����� ��~��� p

» ®���~�� ��������� ���� ��������~�� ���~ �� ����� p

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ Ö×þp Ù ÿ éæì âéæâ N1, N2, N3 ∈ A
ñ Þ éæì âéæâ t, s > 0ñ éå ãèäê�åáìÜ

Þ Üì
� N̄1

Ýá çéíÞ Ýèí áåâÜêìá ãá {N1} ãÜåä Ý Ûáåäáí àÝá
A

ñ
� F (N1)(t)

ÝÜ � ìè�æáåçá ãáä äêâáä éççæÞ èä Þ Üì æå åæçÝèéâêãá ãá âóÞ á N1
Üæ âáíÞ ä

âñ
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� F (N1, N2)(t)
ÝÜ � ìè�æáåçá ãáä äêâáä �æê èâÜêáåâ éççæÞ èä Üæ âáíÞ ä 0 Þ Üì æå åæõ

çÝèéâêãá ãá âóÞ á N1
áâ �æê äéåâ éççæÞ èä Üæ âáíÞ ä t Þ Üì æå åæçÝèéâêãá ãá âóÞ á

N2
ñ

� F (N1, N2, N3)(t, s)
ÝÜ � ìè�æáåçá ãáä äêâáä éççæÞ èä Þ Üì æå åæçÝèéâêãá ãá âóÞ á N1Üæ âáíÞ ä 0ñ éççæÞ èä Þ Üì æå åæçÝèéâêãá ãá âóÞ á N2

Üæ âáíÞ ä t áâ éççæÞ èä Þ Üì æå
åæçÝèéâêãá ãá âóÞ á N3

Üæ âáíÞ ä t + sñ
� F (N2|N1)(t)

ÝÜ Þ ìéàÜàêÝêâè �æ ÛÜæ âáíÞ ä t æå äêâá äéêâ éççæÞ è Þ Üì Ýá åæçÝèéâêãá
N2

äÜçß Üåâ �æ ÛêÝ èâÜêâ éççæÞ è Üæ âáíÞ ä 0 Þ Üì Ýá åæçÝèéâêãá N1
ö

Úáä åéâÜâêéåä Þ ìèçèãáåâáä ä ÛÜãÜÞ âáåâ Üæ� ãêåæçÝèéâêãáä ö �å åéâáìÜ ãá Þ Ýæäñ ∗N1
ìáäõ

Þ áçâêïáí áåâ N1∗ Ý Ûáåäáí àÝá ãáä ãêåæçÝèéâêãáä âáìí êåÜåâ Þ Üì Ýá åæçÝèéâêãá N1
ñ ìáäõ

Þ áçâêïáí áåâ çéíí áå�Üåâ Þ Üì Ýá åæçÝèéâêãá N1
ö

}�~ �¦����� ¼
F (C∗, CG)(t)

������� �� ©~������� ���
2
£����� � ������ �� �����

0��~ ��� ������������� ���������� ��~
C

�� ��� ���� � ������ �� �����
t
��~ ���

�������������
CG

p

� s rjcf hcje fmdibce
� s� s t mdibc dc �n�ce cg §`lgmj s � ¿���� ���� � ®����� ��� �� ���~� ������� ¼
�� �������� � ® »¬ ��� ~�������� �� ���~� �� ����� ¼ ��� ������ ���� ���� ����~��� ¼
� ��� ��� ��������� ���� ��� ���������� ~�~�� ¼ ���� �� �������� � ®������� �� ����� ¼
���� ����� ~����~� ­ ��� ������������ �������� �� � ®��������� ¼ ���� ©�~� � �� �~�£
������ ­ ����� p Â�� �������� � ���� ����� �� ���� �� �� �������� ������ � ®���� p ��
������ ���� ¼ �� �~� ������ �� ��¡���������� ��� � ������� ��~ �� �~� ����� � �� � �~¾��
�Á ��� ����� ���� ��� ���� ���� ��

A
p

� ö� ö� ö � Üâìêçá ãá âìÜåäêâêéåp Ù »��� �� ������ �� ½�¾�� �� ¿����~ ¼ ������� ����
½¿�� ¼ �� ������� ��� ��� ����� �������� ����� ��������� ��� ��� ��� ���~�� �� ���
������ ��¡��������� � �� �Ä�� ���¦

λ
� ®� ���~���� p �� ��~���� ���~ ¼ �� ���¦ ��Ç��

�� ��¡��������� ��~ ����� �� ����� ���
3λ

p ¬�����
QJC

�� ����~����~ ��Æ������� ��
�� �~� ������ �� � �~¾�� �� ������ ���� ¼ �� � �

QJC =




A T C G

A −3λ λ λ λ

T λ −3λ λ λ

C λ λ −3λ λ

G λ λ λ −3λ


.

÷� ���� ����~� ���~ �� � ��~��� �� �~�������� �� ���� �� ©������� �� �����
t
p �� � ����

��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ Ø×Øp Ù ÿ éæì âéæâ t > 0ñ ÝÜ í Üâìêçá ãá âìÜåäêâêéå Üæ âáíÞ ä t êääæá ãæ
� èåèìÜâáæì êå� åêâèäêí ÜÝ QJC

áäâ

Pt =




A T C G

A 1 − 3p(t) p(t) p(t) p(t)
T p(t) 1 − 3p(t) p(t) p(t)
C p(t) p(t) 1 − 3p(t) p(t)
G p(t) p(t) p(t) 1 − 3p(t)




Üïáç

p(t) =
1 − e−4λt

4
.

 èí éåäâìÜâêéå p Ù �� ���~�������� �� � ��~���
J =

(
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1
1 1 1 1

) ¼ �� � ����

QJC = λ(−4I + J),
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����
I

�� � ��~��� �������� ��� ������� ����
J
p ÷~

J2 = 4J
¼ �� �� � ���~�Ã��

eλtJ =
∑

n>0

(λtJ)n = I +
J

4
(e4λt − 1).

÷� ��~� ��� �� �����������
eλtJ ��~

e−4λtI
p

� ö� ö" ö #ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäp Ù ¬��� ������� ����~� ���~ ��� ©~�������� ���£
�������~�� ���~ �� ������ p � ���� ����� ��� ���~ ����

t > 0
¼
Pt

��� ��� � ��~���
¡���� ��������� ¼ �� ��� ���©�~� � ��� ����������~� ���~

Pt
p }��~ ������ ���������� ¼ ��

©~������� ����������~� ��� ���� 1
4

p
� ö� ö$ ö % äâêí Üâáæì ãæ âáíÞ ä èçéæÝèp Ù & � � ®�� �������

q
�� �~�¡�¡����� �� ®�� ���� ��

�����
t
���� ��ý�~��� �� ���� ������� ¼ �� � ����

d = 3λt
��� ��~~������ ­ � ®������� ��

����� ���� �� ���¦ ��Ç�� �� ��¡�������

q =
3

4
(1 − e−4d/3)

»���~� ����� �� ����� ����~
d̂

��~ �� � ������ �� ��¦���� �� �~�����¡����� ���~
d
p &���

x
�� ���¡~� �� ����� ��ý�~���� ���~� ��� ���¦ ��������� ��

L
�� �������~

�� �� �������� p ¿���� ��� ����� �� �����~���� ����� ��������� ¼
x

��~~������ ��
���¡~� �� ����� �¡����� �� ���~� ��

L
�����~� �� ���� �� ©��� ���� �~�¡�¡�����

q� ®�¡����~ ���� p ÷� � ���� �� �~�����¡�����

f(x, d) =

(
L

x

)
qx(1 − q)L−x =

(
L

x

) (
3

4
− 3

4
e−4d/3

)x (
1

4
+

3

4
e−4d/3

)L−x

.

��¦�� ���~
f(x, d)

�� ©������� ��
d

��� ���������� ­ � �¦�� ���~ �� ©�������

g(x, d) = x log

(
3

4
− 3

4
e−4d/3

)
+ (n − x)

(
1

4
+

3

4
e−4d/3

)

÷~ ���� ��� � �¦���� �� − 3
4 log

(
1 − 4x

3L

) p ÷� �� ������ �� ����� ����~ �� �����
������ p

��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ Ø×þp Ù  Üåä Ýá í éãîÝá ãá 'æ( áä áâ ëÜåâéìñ æå áäâêí Üâáæì ãæ âáíÞ ä
èçéæÝè áäâ )

d̂ = −3

4
log

(
1 − 4

3
· x

L

)
.

� s* s Êc f mdibc dc + hfnj` s � »��� �� ������ �� À ���~� ¼ ������� ���� À�, ¼
�� ��������� ��� �~��������� ø

T ↔ C
��

A ↔ G
ü ��� �~�����~����� ø

T
��

C ↔ A
��

G
ü ¼ ��~ ����� ���� � ®����� ~������ ��� ������ �~���������� ¼ ���� �� ~������ ���

�~��������� ���� � ��� ©~�������� ��� ��� �~����~����� p
� ö" ö� ö � Üâìêçá ãá âìÜåäêâêéåp Ù ¥� ���¦ ���� ��� ­ ��� �~�������� ���

α
¼ ���� � ���� ���

­ ��� �~�����~���� ���
β
p ¥� ���¦ ��Ç�� �� ��¡��������� ��~ ����� �� ����� ���

α + 2β
p ¥� ����~����~ ��Æ������� �� ���� ��� ­ �� �~� ������ �� � �~¾�� ��� �

QK =




A T C G

A −(α + 2β) β β α

T β −(α + 2β) α β

C β α −(α + 2β) β

G α β β −(α + 2β)






���µ¸��¹±´ ³	´· ±¹¶µ
´¹·´ �
 	¸±�±¹³�´ -

��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ Ø×.p Ù ÿ éæì âéæâ t > 0ñ ÝÜ í Üâìêçá ãá âìÜåäêâêéå Üæ âáíÞ ä t êääæá ãæ
� èåèìÜâáæì êå� åêâèäêí ÜÝ QK

áäâ

eQKt =




A T C G

A p0(t) p1(t) p1(t) p2(t)
T p1(t) p0(t) p2(t) p1(t)
C p1(t) p2(t) p0(t) p1(t)
G p2(t) p1(t) p1(t) p0(t)




Üïáç

p0(t) =
1

4

(
1 + e−4βt + 2e−2(α+β)t

)

p1(t) =
1

4

(
1 − e−4βt

)

p2(t) =
1

4

(
1 + e−4βt − 2e−2(α+β)t

)

 èí éåäâìÜâêéå p Ù �� ������
J1 =

(
1 0 0 1
0 1 1 0
0 1 1 0
1 0 0 1

) ��
J2 =

(
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

) ¼ �� �

Q2 = −2(α + β)I + αJ1 + βJ2.

÷~
J1

��
J2

��~�Æ���
J = J1 + J2

¼
J1J2 = J2J1 = 2J2

��
J2

1 = 2J1
p ¿�� �~��~�����

� �~� ������ � ®���¡��~ ���

eαtJ1 = I +
J

2
(e2αt − 1)

��
eβtJ2 = eβtJe−βtJ1 = e−βtJ1eβtJ .

� ö" ö" ö #ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäp Ù »� �Ä�� ��� ���~ �� ������ ½¿�� ¼ �� ©~�������
����������~� �� ������ ���������� ��� 1

4

p
� ö" ö$ ö % äâêí Üâáæì ãæ âáíÞ ä èçéæÝèp Ù »��� �� ������ ¼ ���~� ����� ����~ ���� ��£
��~ ������ ��� �~���~����� �� �~���������

S
�� �� �~�����~�����

V
���~� ��� ���¦

��������� p ¥� ©������� ���£�~�����¡����� ��� ������ ��~

f(S, V, α, β) = n(1 − S − V ) log
(p0

4

)
+ nS log

(p1

4

)
+ nV log

(p2

4

)
.

�� �� ��~�

α̂t = −1

2
log(1 − 2S − V ) +

1

4
log(1 − 2V ),

��

β̂t = −1

4
log(1 − 2V ),

�� ��� ����� Æ����� ���

d̂ = −1

2
log(1 − 2S − V ) − 1

4
log(1 − 2V ).

� s/ s t mdibc dc ¤ 0�cge�� cg {ch `wco jce� cog dc b` omf�bvfclg`jhgv dce
lnobvmghdce s � »��� �� ������ �� ¨1����¾Ç �� ¬�� �Ç� ��~���� ¼ �� ���� �� ���£
������~ ��� �~��������� ��� �~�����~����� ¼ ���� ����������� ��������� �� �Ç� � �� ��£
�������� ��� �� ��¡��������� �~����� p 2����©��� ¼ ���� ~��� ������ �� ������� ����~���
��� ����������� ���� �� ���¡�� ������ p



3 °±²³´µ ¶³µ·¸¹¹´º

� ö$ ö� ö � Üâìêçá ãá âìÜåäêâêéåp Ù ¥� ����~����~ ��Æ������� �� ���� ��� ­ �� ������
��� �

QW/S =




A T C G

A · vW vS wS

T vW · wS vS

C vW wW · vS

G wW vW vS ·




�Á ��� �� �4 ������ ��������¦ ���� ���� ��� �� ����� ��~ ������ ����� ��
QW/S

���
�� ��� p
� ö$ ö" ö #ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäp Ù ¥�� ©~�������� ����������~�� ���~ �� ������
���� ��ý�~����� �� ������ ���~ ��� � ������ ½¿�� �� À�, p ¥� ��Ç�� ��

QT
W/S

���
������~� ��~ �� ������~

(vW + wW , vW + wW , vS + wS , vS + wS)T p ÷� �� ������
���� ��� ©~�������� ����������~�� ���~ �� ������ p
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ Ø×5 p Ù Úáä � ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáä Þ éæì Ýá í éãîÝá ãá 67ß áâä(ó áâ
8 áê äóí èâìê�æá äéåâ )

F (A)(0) = F (T )(0) =
vW + wW

2(vW + wW + vS + wS)
,

F (C)(0) = F (G)(0) =
vS + wS

2(vW + wW + vS + wS)
.

� sú s t mdibc dc ¤ 0�cge�� cg {ch �vlvj`b s � �� ���~� � ®�����

QR/Y =




A T C G

A · vT vC wG

T vA · wC vG

C vA wT · vG

G wA vT vC ·




* s t mdibce `wco hl9ncloc dn wmhehl`�c
»��� ��� ������� �~�������� ¼ �� � ®Ç � ��� � ®����~������ ���~� ��� ����� ¼ ������

���������� ������ ������� �� � Ä�� �~� ������ �� � �~¾�� �� �����~�� �� ��� ��~� ��
����~�¡����� ����������~� ���� ���� ­ �� ���~��� ��� ���¦ p }~� ��� �� � ®���� � ®������¡~� ¼
�� � ���~� ���~ ���� �����������

x
��

y
¼
F (xy) = F (x)F (y)

¼ �Á
F (x)

��� �� ©~�������
�� ����������

x
��

F (xy)
�� ©~������� �� ������������

xy
p ¿��� � ®��� ��� ���©�~� �

­ �� ~������ p }�~ �¦����� ¼ �� ©~������� �� ������������
CG

���� �� ���:�� ������
��� ���� ©��� ���� � ����� ��� �� �~� ���� ��� ©~�������� ��� �����������

C
��

G
ø���~

ù/ûü p
¥�� ������� ��� ���� ������ ������~ ­ �~����� �~������ �� ������ �� ����~�

��� ����� ������� ���� � ®��������� � ®�� ���� ¼ �� ��~�������~ ���� ����� � ���~����~� ��
��� ���� �������~��� ��� ��������� ���¡��� ���~ ���� ��~�~ � ®�����¡����� ��� Ã����

CG
p

¿���� ���~� ��� ���� ~������� � ��� ������������ ��~ � ®����� ����� �� �� �������� ���~�
���¦ ��������� � ® »¬ ¼ ��~ �¦����� �����Ã�~� �� ©~�������

F (x)
�� ����������

x��������� �� �����Ã�~� ����� ��� �~������������
F (yxz)

¼ ��� p
* s� s t mdibc �; j s � ¥� ������ q< ~ ��� �� ������ ��� �~�� ��� �� ���� ������ ���
�~��� �� ������ ����� ��~���� ��~��� �� � ®�������� ��� ������� p ¬��� ����� � � �~��~¡ �~
�� � ����� �� ½�¾�� �� ¿����~ �� ������� ��� �����¡ ����� ������������~� �� ��������
��¦ Ã����

CG
p ¥� ���¦ �� �������� ���~ ��� ����������� ��������� ���� ��� �����

CG��� ���� ���� ��
r
p

=��~�������� ��� �� ®���£�� ��� ���� ����� > »��� �� ������ ½¿�� ¼ �� ����� ���
��~���� �� ���¦

1
�� ������ �� ������ ���� �� ����� � ®��� � ®���~� ����� ����� ¼ � ®����

�� ���� ���~ ������ � ®��~���� � ����� ������ �� �����~� �����~�¡�¡�� �� � ®�� ���



���µ¸��¹±´ ³	´· ±¹¶µ
´¹·´ �
 	¸±�±¹³�´ ?

�~��� ����� ��ý�~���� �� � ®���� ������� p ������� ������ ��� ��~����� ���� ~������������� ��
�� ~��������� p »��� �� ������ q< ~ ¼ ������ ��� ��~����� �~��������� ���� �����~����
� ��� �� ~�Å ���� ��� ��~����� �� ���¦

r
�� ������ �� ���� ��� �������������

CG
p �����

��� ��~���� ����� ¼ �� ~���~�� �� ����~� ¼ �� � ®��� ��� ��~���� �� ���¦
1
¼ �� �~� ����

����� �~���������� ¼ �� ��~ ����~� � ®��� ��� ��~���� �� ���¦
r

�� ������������
CG����� ���� ��� ��~�¡�¡����� ��~�

CA
��

TG
p

¿���� ������ ����Æ������ � ��� ������������ ��~ �� �����~��� ��� �� �� ���Ã�� ¼
��~ �� ��� ����� �� ����~� ��� �������� ���� ��� ����� �������� ����� ���������
��� ��� ��� ���~�� ������� �� ��Ç�� � �~¾����� ���� �� ����� ����������� ¼ �������
��� ���Ã�� ���� �������� �� ��� � �~� ��� ������ p  £�£�� ��~ �¦����� ��� ©~�������
����������~� ���~ �� ������ > ÷� ¡��� Ç �£�£�� ����� ������� ��� ����� ����� ���
���� ����1 �������� ���� �� �������� > 2��� ���� ��� ������ ���� � ®�~����� �� @���~� ¼
A�~�~� �� } ��� ø���~ ù*ûü ¼ �� �� � ®���~� �� ®�� Ç � �~�� ������ �� ����� ������� ��� �����
� ®��� ���� ����~�� ��~ �� ����� ���¦ ����������� p ¥� ���¦ ��Ç�� �� ��¡��������� ��~
����� �� ����� ���~ �� ������ ���

3 + 2rF (CG)(0)
¼ �Á

F (CG)(0)
��� �� ©~�������

����������~� ��� �������������
CG

p

* s* s Bjvxncloce eg`ghmll`hjce �mnj bc fmdibc �; j s � ÷� ���� �� ®�� Ç � �~£
�� ������ ���~ �� ������ ¼ ���� ������ ���¡��~ ������� ���� ��� ©~�������� ����������~�� ¼
�� ��� �� ���� � �~� ���~� �� ���� ©�� ����~���~ ���� �� ������ �� �� ��������~ ���
����~����~� ��Æ������� ��¦ p
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ þ ×Øp Ù Úá ïáçâáæì

Y (t) =




F (A)(t)
F (T )(t)
F (C)(t)
F (G)(t)

F (CG)(t)




áäâ äéÝæâêéå ãæ äóäâîí á ãêC èìáåâêáÝ
ø| pqü

Y ′(t) = MY (t) + E

Üïáç

M =




−4 0 0 0 r

0 −4 0 0 r

0 0 −4 0 −r

0 0 0 −4 −r

0 0 1 1 −(8 + 2r)




áâ E =




1
1
1
1
0




 èí éåäâìÜâêéå p Ù ¨���~���� ������� ������ �� ©~������� ��� ����� � ������ ��~
���

A
�� ©������� �� �����

t
p ¿���� ���� � ��������� ��� ��Ç��¦ ��~¾������ ¼

���� ����� � ���� �����~ �� �����
t + s

¼ ����
s > 0

����� �� �����������~ ��~ � ®����
��� ����� �� �����

t
p

D & � �� ���� ����� � ����� �� �����
t

��~ ��
A

¼ �� ~���� ��
A

���� �~�¡�¡�����
F (A|A)(s) = 1 − 3s + o(s)

p
D & ®�� ����� � ����� ��~ ��

C
�� ��

T
�� ������� ��

A
���� �~�¡�¡�����

s + o(s)
p

D & ®�� ����� � ����� ��~ ��
G

¼ �� � ¡����� �� �����Ã�~� �� ����~� �� ���� �����
�~���������� ¼
D � ®�� ��� � ����� ��~ ��

C
¼
CG

�������
CA

���� �~�¡�¡�����
(1+ r)s+ o(s)

¼
D � ®�� � ®��� ��� � ����� ��~ ��

C
¼
G

������� ��
A

���� �~�¡�¡�����
s + o(s)

p
¬��� � ®����� ~���~�� ��� ��� ��� �Á �� ���� �� ���������� ������ � ®���� ¼ ��~ ��
�~�¡�¡����� ��� ���¦ ��������� �� �~� ������� � ������ �� �����

s
��� ��

o(s)
p ÷� �

���~� �� ��������� �� ©�~����� �� A�Ç�� �

F (A)(t + s) = F (A)(t)(1 − 3s) + F (C)(t)s + F (T )(t)s + F (C̄G)(t)s

+F (CG)(t)(1 + r)s + o(s)



E °±²³´µ ¶³µ·¸¹¹´º

� ®�Á ¼ �� ~�� �~����� ���

F (C̄G)(t) = F (G)(t) − F (CG)(t)
��

F (A) + F (T ) + F (C) + F (G) = 1,
�� �¡�����

F (A)(t + s) = F (A)(t) + (−4F (A)(t) + rF (CG)(t) + 1) s + o(s).
�� �������

F (A)(t)
�� � ®���~� �:�� ¼ �� �������� ��~

s
�� �� ©������ ����~�

s
��~�

0
¼

�� �¡����� � ®�������� ��ý�~�������� �������� �
ø| p|ü

F (A)′(t) = −4F (A)(t) + rF (CG)(t) + 1
}�~ �Ç� ��~�� �� ������ ¼ �� � ���� ����� ��� �~��� ���~�� ��������� ��ý�~��������� ��� ¼
~�Å ������ ­ ø| p|ü ¼ ������� �

F (A)′(t) = −4F (A)(t) + rF (CG)(t) + 1

F (T )′(t) = −4F (T )(t) + rF (CG)(t) + 1

F (C)′(t) = −4F (C)(t) − rF (CG)(t) + 1

F (G)′(t) = −4F (G)(t) − rF (CG)(t) + 1.
�� ���� ~���� ­ ������~

F (CG)(t)
���~ ¡�����~ �� �Ç����� ��ý�~������ p �¦��������

���� �� ������ ������� �� �������
F (CG|CG)(s)

p ¬��� �����

F (CG|CG)(s) =1 − F (CḠ|CG)(s) − F (C̄G|CG)(s) + o(s)

=1 − F (CA|CG)(s) − F (CC|CG)(s) − F (CT |CG)(s)

− F (TG|CG)(s) − F (AG|CG)(s) − F (GG|CG)(s) + o(s)

=1 − (1 + r)s − 2s − (1 + r)s − 2s + o(s)

=1 − 6s − 2rs + o(s)
�� ����� ���~�

F (CG)(t + s) = F (CG)(t)(1 − 2rs − 6s) + F (CḠ)(t)s + F (C̄G)(t)s + o(s)

�����

F (CG)′(t) = F (C)(t) + F (G)(t) − (8 + 2r)F (CG)(t)

FÕ�Õ G GHÓ�I þ ×þp Ù Úáä � ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáä Þ éæì Ýá í éãîÝá 1+ r äéåâ ãéååèáä
Þ Üì

F (A)(0) = F (T )(0) =
8 + 3r

32 + 10r
,

F (C)(0) = F (G)(0) =
8 + 2r

32 + 10r
.

 èí éåäâìÜâêéå p Ù   ���������~��� ¼ ��� ��~����� ���� �� ���� ¼ ��� ©~�������� �������£
���~�� ���� ���� �������� ��

Mx + E = 0
p ¥� ~��������� �� �� �Ç���� � ����� ��

~������� p

JIK H�LMI p Ù ÷� � �� ¡���� �� ©~������� ����������~� ��� �������������
CG

¼
����� ��~

F (CG)(0) =
2

32 + 10r

* s/ s t mdibc ¤ NO ; j s � �� ���~� � ®����� p



���µ¸��¹±´ ³	´· ±¹¶µ
´¹·´ �
 	¸±�±¹³�´ P

/ s Ìwmbnghmle dce fmdibce
¬��� ������ �����~ ��� ����� ����~� �� ����� ������ ��~� �� � ®��������� � ®���

�������� � ® »¬ ����� ��� ������� p ¬��� �������~��� �� ®�� ����� ~�����������
���� � ®��� ��Å ­ ������ ���~ �¡����~ ­ �� �������� �������� ��� � ®�� �¡��~�� ¼ �� ���
���� � �~��� �� �������~ ��� ��� ����������� ���� ­ ©~������� ����������~� p &�~
��� ���¦ ��������� ¼ ��� � ���£�� � ���~�~ ��� ���� ©��~� ���� �� ����� ����~ �� �����
������ > ÷� �� ©��~� ��� �����~����� ���� ��~ ���� �� ���¡��~ ��� �Ç���� �� ��ý�~�������
���� ©��~������� ����~� ����� ����~� p

/ s� s t mdibc dc �n�ce cg §`lgmj s �

QRÐÕ�SK I . ×Øp Ù  Üåä Ýá í éãîÝá 'ëTUñ Þ éæì âéæâ N ∈ A
ñ F (N,N) ïèìê� á

Ý Ûè�æÜâêéå ãêC èìáåâêáÝ Ýá äæêïÜåâá
ø� pqü

F (N,N)(t)′ = −4F (N,N)(t) + F (N)(0).

%å Þ ÜìâêçæÝêáìñ äê Ý Ûéå êåêâêÜÝêäá ÝÜ äè�æáåçá V Ý ÛèâÜâ éW Ýáä åæçÝèéâêãáä äéåâ V � ìèõ
�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäñ éå Ü ÜÝéìä æåá èïéÝæâêéå áå e−4t ãáä �æÜåâêâèä F (N,N) ïáìä
F (N,N)(∞) Þ éæì âéæâ N ∈ A

ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù ��� ¼ �� � ®� ��� � ®�������� �� ��������� p � ���Ç��� � ®���¡��~ ���
�������� ��ý�~�������� ��~�Æ�� ��~

F (C,C)(t)
p ÷� �� �� �����~ �� �����

t + s
¼ ����

s > 0
����� ¼ �� �X���~ � ®������~ �� �����~������ ��

F (C,C)(t + s) − F (C,C)(t)�����
s

���� ��~�
0
p }��~ ���� �� �� �������~ �� �~��~���� �� � �~¾�� ¼ ��� ���� ���

��� �� ��� � ®�� �¡��~�� �� �� ���� �� �����
t + s

���� Ä�~� ����������� ��~ � ®����
�� ���� �� �����

t
�

F (C,C)(t + s) = F (C,C,C)(t, s) + F (C, C̄, C)(t, s)

= F (C,C)(t)F (C|C)(s) + F (C, C̄)(t)F (C|C̄)(s)

= F (C,C)(t)(1 − 3s) + F (C, C̄)s + o(s)

= F (C,C)(t)(1 − 3s) + (F (C)(0) − F (C,C)(t))s + o(s)

= F (C,C)(t) − 4F (C,C)(t)s + F (C)(0)s + o(s)
�����

F (C,C)(t + s) = F (C,C)(t) + (−4F (C,C)(t) + F (C)(0)) s + o(s).
÷� � ���� ���¡�� � ®�������� ��ý�~�������� �������� �

F (C,C)(t)′ = −4F (C,C)(t) + F (C)(0)
÷� ���� ~�� �~���~ ��� ����� �������� ��ý�~�������� ��� ��~�Æ�� ��~

F (A,A)
¼

F (T, T )
��

F (G,G)
¼ ���� �� ��~� ��� �� ��� ���� ��� ������� ���� �������� ��

��������� p
¥� ~��������� �� ø� pqü ���� ����� �

F (N,N)(t) =
F (N)(0)

4

(
1 + 3e−4t

)
=

1

16

(
1 + 3e−4t

)
.

& � � ®�� �������
L

�� �������~ �� �� ���Ã�� ��
(Xi(t))

L
i=1

�� ����~� ��� ����� �� ��
���Ã�� �� �����

t
¼ �� ��~� �� �� ~������� �~�������� � ®����� ����~ ������� �

t̂ =
1

4
ln

(
3

16F̂ (C,C)(t) − 1

)
����

F̂ (C,C)(t) =
1

L

L∑

k=1

1[Xk(0)=Xk(t)=C]



YZ °±²³´µ ¶³µ·¸¹¹´º

¬��~� ����� ����~ � ®��� ����¡�� ��� ��
F̂ (C,C)(t)

��� ��~����� ��� ����~���~ ­
F (C,C)(∞) = 1

16

�� �� �¦����� �����
F̂ (C,C)(t)

��� �~� ��� �� 1
16

¼ ���� ��� ��~£
� �� ��~ �� �� ©~������� ��� �~� ��� �� 1

16

��� ��� �� �����~ ��
F (C,C)(∞)

¼ �� ���
������� �� � ����~ ��� �� ����� ������ ��� ���� p

/ s* s t mdibc
1+ r

s � ÷� �� �������~ �� �Ä�� ��������� ¼ � ��� ����� ©��� �������~�
��������� ����~�������� ���~ ���¡��~ �� �Ç���� � ��ý�~������ p ¿��� ��� �[ �� ©��� ���
� ®�� ���� ~���~��~ �� ����~� �� ���������� ����� ­ �� �~���� � ®�� ���� � ����� ��~ ��
¿ �� ­ ����� ­ �� ������ � ®�� ���� � ����� ��~ �� @ p
$ ö" ö� ö �àâáåâêéå ãá äóäâîí áä ãêC èìáåâêáÝäp Ù �������� �� ����~�� � ������� �

QRÐÕ�SK I . ×þp Ù  Üåä Ýá í éãîÝá 1 + r ñ Ýá ïáçâáæì

U(t) =




F (C,C)(t)

F (C∗, CG)(t)
F (C∗, C̄G)(t)





áäâ äéÝæâêéå ãæ äóäâîí á ãêC èìáåâêáÝ
ø� p|ü

U ′(t) = M1U(t) + F (C)(0)B1

Üïáç

M1 =




−4 −r 0
1 −(7 + 2r) 1
−1 3 + r −5



 áâ B1 =




1
0
1





âÜåãêä �æá Ýá ïáçâáæì

V (t) =




F (A,A)(t)
F (A,G)(t)

F (∗A,CG)(t)
F (∗A,CḠ)(t)




áäâ äéÝæâêéå ãæ äóäâîí á ãêC èìáåâêáÝ
ø� p�ü

V ′(t) = M2V (t) + F (A)(0)B2

Üïáç

M2 =




−4 0 r 0
0 −4 −r 0
0 1 −(7 + 2r) 1
0 −1 3 + r −5




áâ B2 =




1
1
0
1


 .

¿� ����~��� � ��� ���¡�� �� �������� ��� ��~������� �� ����~��� ��������� p ¬���
����� �������� ��~

F (C,C)
�� �������� ��� ��� ��������� ����� ������� ����

� ®���~�� ��������� ¼ ��� ���� ����� �������� �Æ� �� ©�~� �~ �� �Ç���� � p ¬��� �����
�¡����� �� ����� ������� �

\IKK I . ×. p Ù Úáä �æÜåâêâèä F (C,C)ñ F (C∗, CG) áâ F (C∗, C̄G) ïèìê� áåâ Ýáä èõ
�æÜâêéåä ãêC èìáåâêáÝ Ýáä äæêïÜåâáä )

F (C,C)′(t) = −4F (C,C)(t) − rF (C∗, CG)(t) + F (C)(0)
ø� p� ü

F (C∗, CG)′(t) = F (C,C)(t) − (7 + 2r)F (C∗, CG)(t) + F (C∗, C̄G)(t)
ø� p�ü

F (C∗, C̄G)′(t) = −F (C,C)(t) + (r + 3)F (C∗, CG)(t)
ø� p�ü

−5F (C∗, C̄G)(t) + F (C)(0)
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 èí éåäâìÜâêéå p Ù ¨���~���� � ®��������� ��
F (C,C)(t)

p &���
s > 0

����� ¼ �� �
���~� �

F (C,C)(t + s) =F (C,C,C)(t, s) + F (C, C̄, C)(t, s)

=F (C∗, CG,C∗)(t, s) + F (C∗, CḠ, C∗)(t, s) + F (C, C̄)(t)s + o(s)

=F (C∗, CG,CG)(t, s) + F (C∗, CG,CḠ)(t, s)

+ F (C∗, CḠ)(t)(1 − 3s) + F (C, C̄)(t)s + o(s)
÷� � ��Å ­ �� ���

F (CG|CG)(s) = 1 − F (CḠ|CG)(s) − F (C̄G|CG)(s) + o(s) = 1 − 6s − 2rs + o(s)
�� ����� ���~�

F (C,C)(t + s) =F (C∗, CG)(t)(1 − 6s − 2rs) + F (C∗, CG)(t)(rs + 3s)

+ F (C∗, CḠ)(t)(1 − 3s) + F (C, C̄)(t)s + o(s)

=F (C∗, CG)(t) + F (C∗, CḠ)(t) − (3 + r)F (C∗, CG)(t)s

− 3F (C∗, CḠ)(t)s + (F (C)(0) − F (C,C)(t))s + o(s)

=F (C,C)(t) − 4F (C,C)(t)s − rF (C∗, CG)(t)s + F (C)(0)s + o(s).
�� �������

F (C,C)(t)
�� � ®���~� �:�� ¼ �� �������� ��~

s
�� �� ©������ ����~�

s
��~�

0
¼ �� �¡����� � ®�������� ��ý�~�������� ø� p� ü p
}��~ �� ��������

F (C∗, CG)
¼ �� � ����� ©� �� �ý��~� ­ ��� ������������� p ¿����

�� ���~� �� �����
s
¼ �� �~�¡�¡����� ��� ���� �� ���¦ ��������� ����� ���� ��� ��

o(s)
¼ �� �� �� �����������~ �� �����

t
��� ��~ ��� ������������� ��� ��ý�~��� �� ��

���� �� ���� ��
CG

p �� � ���� ����
s > 0

�����

F (C∗, CG)(t + s) =F (C∗, CG,CG)(t, s) + F (C∗, CḠ, CG)(t, s)

+ F (C∗, C̄G,CG)(t, s) + o(s)

=F (C∗, CG)(t)(1 − 6s − 2rs) + F (C∗, CḠ)(t)s

+ F (C∗, C̄G)(t)s + o(s)

=F (C∗, CG)(t) + F (C,C)(t)s − (7 + 2r)F (C∗, CG)(t)s

+ F (C∗, C̄G)(t)s + o(s).
�� �������

F (C∗, CG)(t)
�� � ®���~� �:�� ¼ �� �������� ��~

s
�� �� ©������ ����~�

s��~�
0
¼ �� �¡����� � ®�������� ��ý�~�������� ø� p�ü p

¥ ®�������� ��ý�~�������� ø� p�ü � ®�¡����� ���� �� ~�������� ��� ��� ����~� p
¥�� ��������� ø� p�ü ¼ ø� p�ü �� ø� p�ü ���� � �~� ������ � ®���¡��~ �� �Ç���� � ø� p|ü p
¬��� ����� �~� ���� ���� �� ��������

F (A,A)
����� ����

F (C,C)
p ¬��� ����� �

��~�Æ�~ ��� ����� �������� �� ©��� ��� ����~��� �~ �� � Ä�� �Ç����� ��ý�~������ ¼ ���~�
��� ���� �� ������ �� ½�¾�� �� ¿����~

F (A,A)
��

F (C,C)
���� �������� �� �� � Ä��

�������� ��ý�~�������� p
\IKK I . ×5 p Ù Úáä �æÜåâêâèä F (A,A)ñ F (∗A,CG)ñ F (∗A,CḠ) áâ F (A,G) ïèìêõ
� áåâ Ýáä è�æÜâêéåä ãêC èìáåâêáÝ Ýáä äæêïÜåâáä )

F (A,A)′(t) = −4F (A,A)(t) + rF (∗A,CG)(t) + F (A)(0)
ø� p]ü

F (∗A,CG)′(t) = −(7 + 2r)F (∗A,CG)(t) + F (∗A,CḠ)(t)
ø� p�ü

+F (A,G)(t)

F (∗A,CḠ)′(t) = (3 + r)F (∗A,CG)(t) − 5F (∗A,CḠ)(t)
ø� p�ü

−F (A,G)(t) + F (A)(0)

F (A,G)′(t) = −rF (∗A,CG)(t) − 4F (A,G)(t) + F (A)(0).
ø� pq,ü
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 èí éåäâìÜâêéå p Ù ÷� �������� �� � Ä�� ~�������� ��� ��� ���~ �� ����� � p� p

¥�� ��������� ø� p]ü ¼ ø� p�ü ¼ ø� p�ü �� ø� pq, ü ���� ��~� ������ � ®���¡��~ �� �Ç���� �
ø� p�ü p
JIK H�LMI p Ù ¥� ������~




F (A,G)(t)

F (∗A,CG)(t)
F (∗A,CḠ)(t)





��� �������� �� �Ç���� � ��ý�~������
ø� pqqü

Ũ ′ = M1Ũ + F (A)(0)B1.

$ ö" ö" ö %�Þ ÝéêâÜâêéå ãáä äóäâîí áä ãêC èìáåâêáÝä éàâáåæäp Ù ¬��� ������ ���~ ��� ��
������

1 + r
��ý�~� �� ������ �� ½�¾�� �� ¿����~ ��~ � ®��������� ��� ���������

F (∗N,CG)
¼ ����

N ∈ Y
¼ ��

F (N∗, CG)
����

N ∈ R
p ¬��� ������ ��~ �¦�����

������~�~ ���
F (C∗, CG)

�����~�� � ��� ���� ��~�
F (C∗, CG)(∞)

���� �� ������
1 + r

��� ���� �� ������ ½¿�� ¼ � ��� ���
F (C,C)

p
QRÐÕ�SK I . ×^ p Ù 8 éâéåä ω =

√
r2 + 2r + 4 ö  Üåä Ýá í éãîÝá 1 + r ñ Þ ÜìâÜåâ ãá

Ý ÛèâÜâ éW Ýáä åæçÝèéâêãáä äéåâ V � ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäñ ÝÜ �æÜåâêâè F (C∗, CG)çéåïáì� á ïáìä F (C∗, CG)(∞) áå e(−6−r+ω)t ñ âÜåãêä �æá ÝÜ �æÜåâêâè F (C,C)çéåïáì� á ïáìä F (C,C)(∞) áå e−4t ö
 ���� �� ������~�~ �� ����~�� � � p� ¼ �� � ���� ��

FÕ�Õ G GHÓ�I . ×_p Ù ð âÜæ� íéóáå ãá äæàäâêâêéå Þ Üì æåêâè ãá âáíÞ ä è� ÜÝñ ÝÜ �æÜåâêâè
F (C∗, CG) çéåïáì� á Þ Ýæä ïêâá ïáìä F (C∗, CG)(∞) ãÜåä Ýá í éãîÝá 1 + r �æá ãÜåä Ýá
í éãîÝá 'ëTU ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù 2��� � ®�¡�~� ¼ �� ���� ©��� �Å ����~

λ
���� �� ������ ½¿�� ���~

����~ �� �Ä�� ���¦ ��Ç�� �� ��¡��������� ��~ ����� �� ����� ��� ���� �� ������
q< ~ p �� � ����

λr = 1 +
2r

3(16 + 5r)
=

48 + 17r

3(16 + 5r)
.

»��� �� ������ ½¿�� ¼ �� �����~����� ��~� � ®��� ���¡~� ��� ��
e−4λrt p �� �ý�� ��~

����� ������� ��� ����� ¼ �� � ����

F (C∗, CG)(t) = F (C,C)(t)F (∗, G)(t) =
1

4
· 1

16

(
1 + 3e−4λrt

)
.

»��� �� ������
1 + r

¼ �� �����~����� ��� ��
e−(6+r−ω)t � ®��~�� �� ����~�� � � p� p ÷~

��~�� ������� ¼ �� �

4λr 6 6 + r − ω ⇐⇒ r(210r2 + 1696r + 3072) > 0.

JIK H�LMI p Ù ¥� ��������
6 + r − ω

��� ����� ��� ©������� ��
r

��� �~�������� ¼
���� ����

4
��

0
�� ���� ���� ��~�

6
��

+∞ p
 èí éåäâìÜâêéå ãæ âß èéìîí á $ ö`p Ù ¿��������� ��~ ������~ �� � ��~���

M1
p &��

���Ç�:�� ��~����~������� ���

(X + 4)(X + 6 + r + ω)(X + 6 + r − ω)
����

ω =
√

r2 + 2r + 4
÷� �������� ��� −4

��� �� � ��� �~���� �����~ �~��~� ��
M1

p ¥�� ������~�

u =




r

2 + r − ω

ω − 2



 , v =




r

2 + r + ω

−ω − 2



 ��
w =




1
0
−1




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���� ������~� �~��~�� ��
M1

���� ���� ��¦ �����~� �~��~�� ~��� ������� −6 − r + ω
¼

−6 − r − ω
�� −4

p
¿���� ������ ��� �����~� �~��~�� ��

M1
���� ��������� ¼

Usol
��� �������� ��

�Ç���� � ��ý�~������ ø� p|ü ¼ ��~�Æ�
U ′

sol(∞) = 0
¼ � ®�Á

F (C)(0)B1 = −M1Usol(∞)
p ¥�

�Ç���� � ø� p|ü � ��� ���� �� ~���~�~�
(U − U(∞))′ = M1(U − U(∞))

p ¥� �������� ��
�� �Ç���� � ��~�Æ���

Usol(0) = U(0)
���

U(t) = eM1t(U(0) − U(∞)) + U(∞)
p � ���

���� ���� ������ ������ ���� �� ��� �Á ��� ©~�������� ���� ����������~�� ¼ �� � ����

U(0) =




F (C,C)(0)

F (C∗, CG)(0)
F (C∗, C̄G)(0)



 =




F (C)(0)

F (CG)(0)
0





U(∞) =




F (C)(0)2

F (C)(0)F (CG)(0)
F (C)(0)(F (C)(0) − F (CG)(0))





����� ¼

U(0) − U(∞) =
3 + r

(16 + 5r)2




4(4 + r)

4
−(4 + r)





¥� ������������� ���� �� ¡���
(u, v, w)

��
U(0) − U(∞)

�����

U(0) − U(∞) = αu + βv + γw
����

α =
3 + r

4rω2(16 + 5r)2
(
64 + 44r + 22r2 + 3r3 + 32ω + 14rω + 3r2ω

)

β =
3 + r

4rω2(16 + 5r)2
(
64 + 44r + 22r2 + 3r3 − 32ω − 14rω − 3r2ω

)

γ =
3 + r

2(16 + 5r)÷� � ����� ¼

eM1t(U(0) − U(∞)) = αe(−6−r+ω)tu + βe(−6−r−ω)tv + γe−4tw
�� �� ������

F (C∗, CG)(t) = α(2 + r − ω)e(−6−r+ω)t + β(2 + r + ω)e(−6−r−ω)t) +
4 + r

(16 + 5r)2��

F (C,C)(t) = αre(−6−r+ω)t + βre(−6−r−ω)t + γe−4t +

(
4 + r

16 + 5r

)2

.

÷� ���� ��~�Æ�~ ���~�������� ��� ��� �� ��� � ®�� �~���� ��� ����~��� ���� ��
������ ½¿�� p �� �ý�� ¼ �����

r
��� �~� ��� ��

0
¼ �� � �����

1 + r
�� �����~��

�����¡ ������ ����� �� ������ ½¿�� p ÷~ ¼ ���� �����

(2 + r − ω)α =
3

64
+ o(1)

(2 + r + ω)β = o(r)

4 + r

(16 + 5r)2
=

1

64
+ o(1).

÷� � ���� �����
r

��� �~� ��� ��
0

F (C∗, CG)(t) ≈ 3

64
e−4t +

1

64
.

÷~ ���� �� ������ ½¿�� ¼ �� �

F (C∗, CG)(t) =
1

4
· 1

16

(
1 + 3e−4t

)
,
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�� ��� ��� ¡��� ����~��� ���� ���~� ~������� p »� � Ä�� ¼ ���� �����

rα =
3

32
+ o(1)

rβ = o(r2)

γ =
3

32
+ o(1)

(
4 + r

16 + 5r

)2

=
1

64
+ o(1).

÷� � ���� �����
r

��� �~� ��� ��
0

F (C,C)(t) ≈ 3

16
e−4t +

1

16
.

÷~ ���� �� ������ ½¿�� ¼ �� �

F (C,C)(t) =
1

16

(
1 + 3e−4t

)

�� ��� ��� ¡��� ����~��� ���� ���~� ~������� p
QRÐÕ�SK I . ×ap Ù  Üåä Ýá í éãîÝá 1 + r ñ Þ ÜìâÜåâ ãá Ý ÛèâÜâ éW Ýáä åæçÝèéâêãáä äéåâ
V � ìè�æáåçáä äâÜâêéååÜêìáäñ ÝÜ �æÜåâêâè F (∗A,CG) çéåïáì� á ïáìä F (∗A,CG)(∞) áå
e(−6−r+ω)t ñ âÜåãêä �æá ÝÜ �æÜåâêâè F (A,A) çéåïáì� á ïáìä F (A,A)(∞) áå e−4t ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù Â�������� �� ©��� ��� ���� ����� ��Å ­ �~������� ��~ �� � ��~���
M1

p
Ũsol

��� �������� �� �Ç���� � ��ý�~������ ø� pqqü ¼ ��~�Æ�
Ũ ′

sol(∞) = 0
¼ � ®�Á

F (A)(0)B1 = −M1Ũsol(∞)
p ¥� �Ç���� � ø� pqqü � ��� ���� �� ~���~�~�

(Ũ − Ũ(∞))′ =

M1(Ũ − Ũ(∞))
p ¥� �������� �� �� �Ç���� � ��~�Æ���

Ũsol(0) = Ũ(0)
���

Ũ(t) =

eM1t(Ũ(0) − Ũ(∞)) + Ũ(∞)
p ÷� �

Ũ(0) =




F (A,G)(0)

F (∗A,CG)(0)
F (∗A,CḠ)(0)



 =




0
0

F (CA)(0)





Ũ(∞) =




F (A)(0)F (G)(0)

F (A)(0)F (CG)(0)
F (A)(0)(F (C)(0) − F (CG)(0))



 .

¥� ��~� �
F (CA)(0)

��� ������� ���~ � ®�� ����� ¼ � ��� ���� ������� ����~ ~������ ���
����� ������~� ������� p �� �ý�� ¼ �� � ���~

s > 0
�����

F (CA)(t + s) =F (CA)(t)F (CA|CA)(s) + F (CĀ)(t)F (CA|CĀ)(s)

+ F (C̄A)(t)F (CA|C̄A)(s) + o(s)

=F (CA)(t)(1 − 6s) + F (CĀ)(t)s + F (CG)(t)rs

+ F (C̄A)(t)s + o(s)

=F (CA)(t) − 8F (CA)(t)s + rF (CG)(t)s + F (C)(t)s

+ F (A)(t)s + o(s)
�����

F (CA)′(t) = F (A)(t) + F (C)(t) − 8F (CA)(t) + rF (CG)(t)  ���������~��� ¼ �� ��~��� ��� ����� �� ��� ���~�� ©~�������� ����������~�� ����
������� ¼ �� ��~� ����

F (CA)(0) =
16 + 7r

8(32 + 10r)
.

 ���� �� �

Ũ(0) − Ũ(∞) =
1

4(32 + 10r)2




−8(8 + 3r)(4 + r)

−8(8 + 3r)
64 + 56r + 11r2







���µ¸��¹±´ ³	´· ±¹¶µ
´¹·´ �
 	¸±�±¹³�´ Y-

»����������
Ũ(0) − Ũ(∞)

���� �� ¡���
(u, v, w)

p ÷� �

Ũ(0) − Ũ(∞) = α̃u + β̃v + γ̃w
����

α̃ = − 1

64rω2(16 + 5r)2
(
1024 + 1024r + 564r2 + 154r3 + 13r4

+512ω + 384rω + 106ωr2 + 13ωr3
)

β̃ = − 1

64rω2(16 + 5r)2
(
1024 + 1024r + 564r2 + 154r3 + 13r4

−512ω − 384rω − 106ωr2 − 13ωr3
)

γ̃ = − 16 + 7r

32(16 + 5r)
.

� ®�Á
eM1t(Ũ(0) − Ũ(∞)) = α̃e(−6−r+ω)tu + β̃e(−6−r−ω)tv + γ̃e−4tw.÷� �� ������

F (∗A,CG)(t) = α̃e(−6−r+ω)t(2 + r − ω) + β̃e(−6−r−ω)t(2 + r + ω) +
2(8 + 3r)

(32 + 10r)2
.

 ���� �� ���~�� ��~� ¼ �� ���� ��~�Æ�~ �� �� �Ä�� � ����~� ��� ���~
F (C∗, CG)

¼ ���
�� ��� � ®�� �~���� ��� ����~��� ���� �� ������ ½¿�� p �����

r
��� �~� ��� ��

0
¼ ����

�����

(2 + r − ω)α̃ = − 1

64
+ o(1)

(2 + r + ω)β̃ = o(r)

2(8 + 3r)

(32 + 10r)2
=

1

64
+ o(1).

÷� � ���� �����
r

��� �~� ��� ��
0

F (∗A,CG)(t) ≈ − 1

64
e−4t +

1

64
.

÷~ ���� �� ������ ½¿�� ¼ �� �

F (∗A,CG)(t) = F (∗, C)(t)F (A,G)(t) =
1

4
· 1

16

(
1 − e−4t

)
,

�� ��� ��� ¡��� ����~��� ���� ���~� ~������� p ÷� ���� ���� ­ �~����� ~�����~� � ®����£
���� ��ý�~�������� ø� p]ü p ¥� ©�������

t 7→ e−4t

��� �������� �� � ®�������� �������� �� ��~ �� � ������ �� ��~������ �� �� ��������� ¼
�� �¡����� ����� �������� ��~�������~� �� ©�������

t 7→ −rα̃e(−6−r+ω)t − rβ̃e(−6−r−ω)t +
r(8 + 3r)

2(32 + 10r)2
+

8 + 3r

4(32 + 10r)
.

÷~ ¼ �� �
r(8 + 3r)

2(32 + 10r)2
+

8 + 3r

4(32 + 10r)
=

(8 + 3r)2

(32 + 10r)2
,

�� �¦ ���� ���� ��� ���������
C ∈ R

����� ���

F (A,A)(t) = Ce−4t − rα̃e(−6−r+ω)t − rβ̃e(−6−r−ω)t +
(8 + 3r)2

(32 + 10r)2
.

÷~ ��
t = 0

¼ �� �����

8 + 3r

32 + 10r
= C − rα̃ − rβ̃ +

(8 + 3r)2

(32 + 10r)2
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¿� ��� ���� �����

C =
31r + 80

32(16 + 5r)
6= 0.

¿���� �~���������� ¼ ��~�Æ��� ��� ����� �¦�~������ ��� ����~���� p �����
r

���
�~� ��� ��

0
¼ �� �

C =
5

32
+ o(1)

−rα̃ =
1

32
+ o(1)

−rβ̃ = o(r2)

(8 + 3r)2

(32 + 10r)2
=

1

16
+ o(1).

÷� � ���� �����
r

��� �~� ��� ��
0

F (A,A)(t) ≈ 3

16
e−4t +

1

16
.

÷~ ���� �� ������ ½¿�� ¼ �� �

F (A,A)(t) =
1

16

(
1 + 3e−4t

)
,

�� ��� ����~� ��� ���~� �¦�~������ ��� ����~���� p

¬��� ����� �¡���� ��� �¦�~������� ���~ ����~��� ��������� �� ©������� �� �����
���� �� ������

1 + r
p ¬��~� ¡�� ��� � ®�� ��~�~ �� ����� ����~ �� ����� ������ ���~�

��� �������� �������� �� �� �������� ������~��� p b ��~��~ �� ���� ¼ ���� ������ ����Ç�~
�� �����~ ��� �������� ���~� ���¦ ��������� ��������� � ® »¬ ������ � ®��� � Ä��
�������� ������~��� ¼ �������� �� � ���� ��~��~� ���~ �����~��~� ��� ��Ç������� ���~
��� ���������� �� ��������� ��������� p

/ s/ s t mdibc ¤ NO;j s � �� ���~� � ®�����
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ . ×cp Ù ÚÜ �æÜåâêâè F (C,C) ïèìê� á Ý Ûè�æÜâêéå ãêC èìáåâêáÝ Ýá äæêïÜåâá )

F (C,C)′(t) = vCF (C,A)(t) + wCF (C, T )(t)
ø� pq|ü

−(vA + wT + vG)F (C,C)(t)

+vCF (C,G)(t) − rF (C∗, CG)(t).

 èí éåäâìÜâêéå p Ù &���
s > 0

����� ¼ �� � ����

F (C,C)(t + s) =F (C,A,C)(t, s) + F (C, T,C)(t, s) + F (C,C,C)(t, s)

+ F (C,G,C)(t, s)

=F (C,A)(t)vCs + F (C, T )(t)wCs + F (C,G)(t)vCs

+ F (C∗, CG,C∗)(t, s) + F (C∗, CḠ, C∗)(t, s) + o(s)

=F (C∗, CG)(t)F (CG|CG)(s) + F (C∗, CG)(t)F (CḠ|CG))(t, s)

+ F (C∗, CA,C∗)(t, s) + F (C∗, CT,C∗)(t, s) + F (C∗, CC,C∗)(s)
+ F (C,A)(t)vCs + F (C, T )(t)wCs + F (C,G)(t)vCs + o(s)

=F (C∗, CG)(t)(F (CG|CG)(s) + F (CḠ|CG)(s)

+ F (C∗, CA)(t)F (C ∗ |CA)(s) + F (C∗, CT )(t)F (C ∗ |CT )(s)

+ F (C∗, CC)(t)F (C ∗ |CC)(s)

+ F (C,A)(t)vCs + F (C, T )(t)wCs + F (C,G)(t)vCs + o(s)
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����

F (CG|CG)(s) + F (CḠ|CG)(s) = 1 − F (C̄G|CG)(s) + o(s)

= 1 − vAs − (wT + r)s − vGs + o(s)
��

F (C ∗ |CA)(s) = F (C ∗ |CT )(s) = F (C ∗ |CC)(s) = 1 − s(vA + wT + vG)
� ®�Á

F (C,C)(t + s) =F (C∗, CG)(t)(1 − vAs − (wT + r)s − vGs)

+ (F (C,C)(t) − F (C∗, CG)(t))(1 − s(vA + wT + vG))

+ F (C,A)(t)vCs + F (C, T )(t)wCs + F (C,G)(t)vCs + o(s)

=F (C,C)(t)(1 − s(vA + wT + vG))

+ F (C,A)(t)vCs + F (C, T )(t)wCs + F (C,G)(t)vCs

− F (C∗, CG)(t)rs + o(s).
�� �������

F (C,C)(t)
�� � ®���~� �:�� ¼ �� �������� ��~

s
�� �� ©������ ����~�

s
��~�

0
¼ �� �¡����� � ®�������� ��ý�~�������� ø� pq|ü p
¥� ~: �� ��

G
����� ��� ����~� ­ ���� � ��

C
¼ �� �¡�����

��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ . ×dp Ù ÚÜ �æÜåâêâè F (C,G) ïèìê� á Ý Ûè�æÜâêéå ãêC èìáåâêáÝ Ýá äæêïÜåâá )
F (C,G)′(t) = wGF (C,A)(t) + vGF (C, T )(t) + vGF (C,C)(t)

ø� pq�ü
−(wA + vT + vC)F (C,G)(t) − rF (∗C,CG)(t).

�� ®�� ���£�� �� �� ��������
F (C,A)

>
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ . ×ØÖp Ù ÚÜ �æÜåâêâè F (C,A) ïèìê� á Ý Ûè�æÜâêéå ãêC èìáåâêáÝ Ýá )

F (C,A)′(t) = −(vT + vC + wG)F (C,A)(t) + vAF (C, T )(t)
ø� pq�ü

+vAF (C,C)(t) + wAF (C,G)(t) + rF (∗C,CG)(t).
 èí éåäâìÜâêéå p Ù

F (C,A)(t + s) =F (C,A,A)(t, s) + F (C, T,A)(t, s) + F (C,C,A)(t, s)

+ F (C,G,A)(t, s)

=F (C,A)(t)(1 − s(vT + vC + wG)) + F (C, T )(t)vAs

+ F (C,C)(t)vAs + F (∗C,CG, ∗A) + F (∗C, C̄G, ∗A) + o(s)
�~

F (∗C,CG, ∗A) =F (∗C,CG,CA) + F (∗C,CG, C̄A)

+ F (∗C,CG)(wA + r)s + o(s)
��

F (∗C, C̄G, ∗A) =F (∗C,AG, ∗A) + F (∗C, TG, ∗A) + F (∗C,GG, ∗A)

=F (∗C,AG,AA) + F (∗C, TG, TA) + F (∗C,GG,GA) + o(s)

=F (∗C,AG)wAs + F (∗C, TG)wAs + F (∗C,GG)wAs + o(s)
� ®�Á

F (C,A)(t + s) =F (C,A)(t)(1 − s(vT + vC + wG)) + F (C, T )(t)vAs

+ F (C,C)(t)vAs + F (C,G)wAs + F (∗C,CG)(t)rs + o(s).
�� �������

F (C,A)(t)
�� � ®���~� �:�� ¼ �� �������� ��~

s
�� �� ©������ ����~�

s
��~�

0
¼ �� �¡����� � ®�������� ��ý�~�������� ø� pq�ü p
}������ ­

F (C, T )
¼ ��~ �Ç� ��~�� �� ~: �� ��

A
��

T
¼ �� � ���������� ���
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��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ . ×ØØp Ù ÚÜ �æÜåâêâè F (C, T ) ïèìê� á Ý Ûè�æÜâêéå ãêC èìáåâêáÝ Ýá )
F (C, T )′(t) = vT F (C,A)(t) − (vA + wC + vG)F (C, T )(t)

ø� pq�ü
+wT F (C,C)(t) + vT F (C,G)(t) + rF (C∗, CG)(t).

e�Ç��� ­ �~����� �� ��������
F (C∗, CG)

F (C∗, CG)(t + s) =F (C∗, CG,CG)(t, s) + F (C∗, CḠ, CG)(t, s)

+ F (C∗, C̄G,CG)(t, s) + o(s)

=F (C∗, CG)(t)(1 − (wA + r)s − vT s − vCs

− vAs − (wT + r)s − vGs) + F (C∗, CA)(t)wGs

+ F (C∗, CT )(t)vGs + F (C∗, CC)(t)vGs + F (C∗, AG)(t)vCs

+ F (C∗, TG)(t)wT s + F (C∗, GG)(t)vT s + o(s)

ry¤_kÈ kk
y¤f¤È rgOÊªhÌ{Ì_kÎ«È ª« zÈ{z¤ªh¤yttÈ

¿���� ��~��� ��� ��~��� ��� ���� �~�� �� ���~� �� A�~������Ç �� @���� ��� ø���~
ù�ûü p

¬��� ����� ���� �� �Ä�� � ®�� ��� � ®�� �~¡~� ������������ �� ������� ���~� �����~�
�� ¡������� ¼ �� ����� �������~ � �~¡~� ~��~�������� ��� ����� ���~� ��� ~������� ¼ ���
�������� ¼ ��� �~���� ������ �� � ®����� p ¿���� ��~��� ��� ©���� ���~ ©�~� �����~ ��
������ � ®�~¡~� �� ��Æ��~ �� �� ®��� �� �~¡~� ��Ç����������� p ¨�������� ��� ���~�
�¡Å ����© ��� �� ~������~��~� � ®�~¡~� ��Ç����������� �� ��������� � ® »¬ ���������
������ � ®��� � Ä�� �������� ������~��� p ¥ ®��� ��� ~������~������ � ®��� �¡�~��� ���
���� �� ��~��� �������� ¼ ���� �� ������ ��� ��� ��� ¡���� �� ��� ������� ��� ����
��~��� ������ ���~ �� ����� p ¿��� �� ©��� ��� ��~��� ����1 ©�~� ���� � ��� ��������~�
���~ �� ����� p

ú s Încbxnce j`�� cbe enj b` g�vmjhc dce �j`��ce
¥�� �~����� � �~� ������ �� ~��~������~ ��� �������� ���~� ��� �¡Å ��� p i�~� ����£

� ��� ¼ ���� �����
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×Øp Ù jå � ìÜÞ ß á áäâ æå çéæÞ Ýá G = (S,A) � éìí è ã Ûæå áåäáí àÝá � åê
S áâ ã Ûæå áåäáí àÝá A ãá Þ Üìâêáä V 2 èÝèí áåâä ãá S ö Úáä èÝèí áåâä ãá S äéåâ ÜÞÞ áÝèä
äéíí áâä áâ çáæ� ãá A Üìkâáä ö Ú ÛÜìkâá {u, v} äáìÜ åéâèá uv áâ éå ãêìÜ �æá u áâ v äéåâ
Üãl Üçáåâä éæ �æ ÛêÝä äéåâ á� âìèí êâèä ãá Ý ÛÜìkâá uv ö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×þp Ù Ú Ûáåäáí àÝá ãáä äéíí áâä Üãl Üçáåâä V æå äéíí áâ u áäâ ÜÞÞ áÝè
ïéêäêåÜ� á ãá u áâ áäâ åéâè V (u) ö Úá åéí àìá deg(u) ãáä èÝèí áåâä ãá V (u) áäâ ÜÞÞ áÝè
Ýá ãá� ìè ãæ äéíí áâ æ ö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×. p Ù jå çß áí êå ãá ô áåâìá Ýáä äéíí áâä u áâ v áäâ æåá äæêâá � åêá

c : u = u0u1u2 . . . up−1up = v

âáÝ Ýá �æá Þ éæì 0 6 i < pñ uiui+1 ∈ A ö  á Þ Ýæä éå äæÞÞ éäá �æá çß Ü�æá Üìkâá uiui+1å Ûêåâáìïêáåâ �æ Ûæåá � éêä ãÜåä c ö Ú Ûáåâêáì p áäâ ÜÞÞ áÝè Ýéå�æáæì ãæ çß áí êå cñ Ýáä
äéíí áâä u áâ v äéåâ Ýáä á� âìèí êâèä ãæ çß áí êå ö

  ���� ¼ ��� �~Ä�� ��� �� ���� �� �� �������~
1
�� �� ������ ¼ �� ���� �� �� �������~

����� p
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ÏÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×5 p Ù jå çóçÝá áäâ æå çß áí êå ãéåâ Ýáä á� âìèí êâèä çémåçêãáåâö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×^ p Ù jå � ìÜÞ ß á G áäâ ãêâ çéååá� á äê Þ éæì çß Ü�æá Þ Üêìá ãá äéíí áâä
ãá Gñ êÝ á� êäâá æå çß áí êå áåâìá çáä äéíí áâä ö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×_p Ù Úá äéæä � ìÜÞ ß á ã Ûæå � ìÜÞ ß á G êåãæêâ Þ Üì æå äéæä áåäáí àÝá S′

ãá S Üãí áâ S′ Þ éæì áåäáí àÝá ãá äéíí áâä áâ äáä Üìkâáä äéåâ âéæâáä Ýáä Üìkâáä ãá Gãéåâ Ýáä ãáæ� á� âìèí êâèä äéåâ ãÜåä S′ ö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×ap Ù n ê A′ áäâ æå äéæä áåäáí àÝá ãáä Üìkâáä ãæ � ìÜÞ ß á G = (S,A)ñÝá � ìÜÞ ß á G′ = (S,A′) áäâ ÜÞÞ áÝè Ýá � ìÜÞ ß á Þ ÜìâêáÝ ãá G êå ãæêâ Þ Üì A′ ö

¬��� ������ �� ©�~� �����~ ��� �������� ���~� ��� �¡Å ��� ¼ � ��� ���� � ®����� ���
���~��� ­ �~������ ��~ ��� �������� ��~ ��� ����� �� ��� ���������� p ÷~ ���� ��� �~¡~��
��Ç������������ ¼ �� �������~ �� � ®�~Ä�� ���~� � ®���Ä�~� �� ��� ����������� ~��~������
�� ����� ¼ ���� ������ ���� ���~����~� ��� �������� ��Æ������ ¼ ����� �� �~���� ����� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ 5 ×c p Ù jå � ìÜÞ ß á ïÜÝæè áäâ æå çéæÞ Ýá (G,L) � éìí è ã Ûæå � ìÜÞ ß á G =
(S,A) áâ ã Ûæåá � éåçâêéå Lñ V ïÜÝáæìä ìèáÝ Ýáä äâìêçâáí áåâ Þ éäêâêïáäñ ãè� åêá äæì A ö
L(uv) áäâ ÜÞÞ áÝèá ÝÜ Ýéå�æáæì éæ ÝÜ ïÜÝæÜâêéå ãá Ý ÛÜìkâá uv ö  Üåä æå � ìÜÞ ß á ïÜÝæè
(G,L)ñ ÝÜ Ýéå�æáæì L(c) ã Ûæå çß áí êå c áäâ ÝÜ äéíí á ãáä Ýéå�æáæìä ãáä Üìkâáä �æê
Ýá çéíÞ éäáåâö

o s y jajce cg pq`jajce
o s� s y jajce s � »������ �� ��Æ������ � ®�� �~¡~� �� �� �� ��¡����~� ������ ­ ��
�Ç� � �� �~���� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×Øp Ù jå Üìàìá áäâ æå � ìÜÞ ß á çéååá� á áâ äÜåä çóçÝáö  Üåä æå Üìàìáñ
âéæâ äéíí áâ ãá ãá� ìè 1 áäâ ÜÞÞ áÝè æåá � áæêÝ Ýáö Úáä Üæâìáä äéíí áâä äéåâ ÜÞÞ áÝèä
åéáæãäö 8 éæä ÜÞÞ áÝ Ýáìéåä Üìàìá àêåÜêìá æå Üìàìá ãéåâ âéæä Ýáä åéáæãä äéåâ ãá ãá� ìè
3 ö
e���� �� ����� ��� �� ���� Ä�~� ����� ���~ �����~ ��� �������~� ��~����~�������

��� �~¡~�� ��~ �� ����� p
\IKK I ^ ×þp Ù jå Üìàìá Üïáç Üæ í éêåä ãáæ� äéíí áâä Üãí áâ Üæ í éêåä ãáæ�
� áæêÝ Ýáä ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù ¨��������� ��~ � ®�¡��~�� p &���

G
�� �~¡~� ���� �� ����� ���¦

������� �� ��� ������ ��� ����� ©�� ����
u0

¼ ������
u1

�� ������ ��Å ����� ��
u0

p}��~
p > 1

�� ���� ��Æ��~
up+1

�� ������ ��Å ����� ��
up

�� ��ý�~��� ��
up−1

p �� �ý�� ¼
��

up = u0
¼
cp

�� ���� ��
u0u1 . . . up

��� �� �Ç��� ��
G

�� ��� ����~���� �� ©��� ���
G��� �� �~¡~� ¼ �� �� ������ ���� ���

up
� ®��� ��� ��� ©������ �� ��� �� ��� �~����� ���

�����¡�� p &���
cp

�� ����� ��� ���� ��� ��Æ��� ����� �~���������� ¼ �����
G

���
���� �Ç��� ��� ������� ��

cp
���� ��������� ���¦ ­ ���¦ �� �� ���~ ����

p
p
G

�������
���� ��� ��Æ���� �� ������� ¼ �� ��� ��� �¡��~�� p »��� �� ��� �Á

G
� ®� ��� �� ©������� ¼

�� ������� �� ������ ���������� ��
G

�� �� �������� �� �Ä�� ~����������� p
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ ^ ×.p Ù Úáä Üääáìâêéåä äæêïÜåâáä äéåâ è�æêïÜÝáåâáä )

rês G = (S,A) áäâ æå Üìàìáö
rêês G áäâ äÜåä çóçÝá áâ |S| = |A| + 1 ö
rêêês G áäâ çéååá� á áâ |S| = |A| + 1 ö
rêïs  áæ� äéíí áâä �æáÝçéå �æáä ãá G äéåâ âéæl éæìä ìáÝêèä Þ Üì æå çß áí êå áâ æå

äáæÝö
rïs G áäâ çéååá� á áâñ Þ éæì âéæâá Üìkâá uv ãá Gñ Ýá � ìÜÞ ß á Þ ÜìâêáÝ ãá G êåãæêâ Þ Üì

A\{uv} å Ûáäâ Þ Ýæä çéååá� áö



¯Z °±²³´µ ¶³µ·¸¹¹´º

 èí éåäâìÜâêéå p Ù ÷� ����~� ���
(i)

�� ������
(ii)

�� �ý������� ��� ~���~~����
��~ �� ���¡~�

n
��� ������� ��

G
p ¥� ~������� ��� ����~ ���~

n = 1
p &���

n > 2
¼

��������� ��� �� ~������� ���� �~�� ���~
n− 1

�� �������~��� �� �~¡~�
G

���������
n

������� p ¿����
n > 2

¼ �� ��~�� �� ����� � p| ¼
G

����� �� ����� ��� ©������
u
p »�������� ��~

uv
¼ � ®������ �~Ä�� ����� ��

u
�� �������~��� �� ���� �~����

H
��

G
������ ��~

S\{u} p H
��� �����¦� ��� ���� �Ç��� p ÷� ���� ���� ��� ��������~ � ®

�Ç������� �� ~���~~���� ¼
H

�������
n − 1

������� ��
n − 2

�~Ä��� p � ��� �� �����
��

H
­

G
�� �Å ������ �� ������

u
�� � ®�~Ä��

uv
¼
G

������� ����
n

������� ��
n−1�~Ä��� p

b �~����� ¼ � ���~��� ���
(ii)

��� ���������� ­
(iii)

p &��������
G

���� �Ç��� ��
|S| = |A| + 1

p &���
k

�� ���¡~� �� ����������� �����¦�� ��
G

�� ���~
1 6 i 6 k

¼
������

Gi = (Si, Ai)
��� ���� �~����� �����¦�� ��

G
p ¿����

G
��� ���� �Ç��� ¼

������
Gi

��� �� �~¡~� ¼ �� � ���� ���~
1 6 i 6 k

¼ |Si| = |Ai| + 1
p ¿�� �����¡���

����� ���Å ����� ���¦ ­ ���¦ ¼ ���� ���~�Ã�� |S| = |A| + k
p ÷� � ����

k = 1
��

G
���

�����¦� p ¨����~����� ��� ¼ ���������
G

�����¦� �� |S| = |A|+ 1
p ÷� �����~� �� ���

�����
G = G0, G1, . . . , Gp

�� �~����� ��~����� �����¦�� ��
G

�� �� �����~� �������� �
D ��

Gi
������� �� �Ç���

u = u0u1u2 . . . ul−1ul = u
¼ �� �����~���

Gi+1
�� ����~�£

� ��� � ®�~Ä��
ul−1ul

p   ���� ¼ ��
Gi

��� �����¦� ¼
Gi+1

~���� �����¦� p
D & �

Gi
�� ������� ��� �� �Ç��� ¼ �� �~~Ä�� �� �����~������ p

¿����
A

��� Æ�� ¼ �� ���¡~� �� ©��� �Á �� �����~������ ��� �����¡�� ��� Æ�� ¼ �� �����
� ®�~~Ä�� ���� p ¥� �~����

Gp
��� �� �~���� �����¦� �� ���� �Ç��� ¼ � ®��� ���� ��

�~¡~� ¼ � ®�Á |S| = |Sp| = |Ap|+1 = |A| − p+1
p ÷� � ���~�

p = 0
��

G
��� ���� �Ç��� p

÷� ����� �� ���~ ��� ��
G

��~�Æ�
(iii)

���~� �� ��~�Æ�
(ii)

p ÷� �� ������ �� ®���~�
���¦ ������� �� �¦ ���� �� ���� �� �������

G
��� �����¦� ¼ �� �� ���� �� ��� ������

��~
G

��� ���� �Ç��� ¼ � ®�Á
(iii)

�� ������
(iv)

p
&�������� ���

G
��~�Æ�

(iv)
¼
G

��� ���~� �����¦� p &���
uv

��� �~Ä�� ��
G

¼ �� ��
�~���� ��~���� ��

G
������ ��~

A\{uv} ��� �����¦� ¼ �� �¦���� �� ���~� ���� �� ~������
u

­
v
¼ �� ��� ����~����

(iv)
p ÷� � ¡���

(iv)
�� ������

(v)
p

��Æ� ¼ ��
G

��~�Æ�
(v)

�� ��
G

������� �� �Ç���
u = u0u1u2 . . . ul−1ul = u

¼ ��
�~���� ��~���� ��

G
������ ��~

A\{ul−1ul}
��� �����¦� �� �� � ����~����

(v)
¼ � ®�Á

(v)
�� ������

(i)
p

JIK H�LMI p Ù ÷� ����� �� ���~ ��� ���� �~���� �����¦� ��� �� �� �~���� ��~����
��� ��� �� �~¡~� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×5 p Ù jå Üìàìá áåìÜçêå è áäâ æå çéæÞ Ýá (H, r) � éìí è ã Ûæå Üìàìá H áâ
ã Ûæå äéíí áâ r ãá H ÜÞÞ áÝè ìÜçêå áö
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ ^ ×^p Ù néêâ (H, r) æå Üìàìá áåìÜçêå è áâ äéêáåâ s áâ s′ ãáæ� äéíí áâä
ãá H ö �å Þ éäá s 6 s′ äê áâ äáæÝáí áåâ äê s′ áäâ äæì Ýá çß áí êå ìáÝêÜåâ s V r ö ëáââá
ìáÝÜâêéå áäâ æåá ìáÝÜâêéå ã Ûéìãìá äæì Ý Ûáåäáí àÝá ãáä äéíí áâä ãá H ö ëáâ éìãìá Üãí áâ
r Þ éæì Þ Ýæä � ìÜåã èÝèí áåâ áâ Ýáä � áæêÝ Ýáä ãá H äéåâ Ýáä èÝèí áåâä í êåêí Üæ� ö
JIK H�LMI p Ù & �

r
��� ��� ©�� ���� �� � ®�~¡~� ¼ �� �� � ®��� ���� ���~ � ®�~¡~� ��~����� p

»��� �� �~¡~� ��~����� ¼ �� ��� ��� � ®�~Ä��
uv

��� ����� �� ������
u

��~����
v 6 u

p »��� �� ��� ¼
u

��� �~���������~ ��
v
¼ ��

v
�� ���������~ ��

u
p

o s* s
X
q`jajc s � ¬��� ������ ��Æ��~ �� ������ ��

X
£�~¡~� p

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×_p Ù n éêâ X æå áåäáí àÝá � åêö jå X õÜìàìá áäâ æå çéæÞ Ýá (H, f)ñ� éìí è ãæå Üìàìá H = (S,A) áâ ã Ûæåá � éåçâêéå f ãá X ãÜåä S âáÝ Ýá �æá Þ éæì âéæâ
v ∈ S\f(X)ñ d(v) > 3 ö ÚÜ � éåçâêéå f áäâ Ý Ûèâê�æáâÜ� á ãæ X õÜìàìáö Úáä äéíí áâä ãÜåä
f(X) äéåâ ÜÞÞ áÝèä äéíí áâä ìèáÝäñ Ýáä äéíí áâä ãÜåä S\f(X) äéåâ ÜÞÞ áÝèä äéíí áâä
ÝÜâáåâä ö



���µ¸��¹±´ ³	´· ±¹¶µ
´¹·´ �
 	¸±�±¹³�´ ¯Y

»��¦
X

£�~¡~��
(H, f)

��
(H ′, f ′)

���� �����~���� �� �� ������ ��� �� �� �¦ ���� ���
¡�Å ������

g
��

S
����

S′ ����� ���
st

��� ��� �~Ä�� ��
A

�� �� ������ ��� ��
g(s)g(t)��� ��� �~Ä�� ��

A′ ��
g ◦ f = f ′ p

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×ap Ù næêïÜåâ Ýáä Þ ìéÞ ìêèâèä ãá ÝÜ � éåçâêéå f ñ éå ãêäâêå�æá Þ Ýæäêáæìä
âóÞ áä ãá X õÜìàìáäö
� n ê f(X) áäâ Ý Ûáåäáí àÝá ãáä � áæêÝ Ýáä ãá H ñ éå ãêâ �æá Ýá X õÜìàìá (H, f) áäâ Ýêàìáö
� n ê f áäâ äæìl áçâêïáñ Üæâìáí áåâ ãêâ äê S = f(X)ñ éå ãêâ �æá (H, f) áäâ çéåâìÜêåâö
� n ê f áäâ êål áçâêïáñ éå ãêâ �æá (H, f) áäâ äèÞ Üìèö

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×c p Ù 8 éâéåä Y Ý Ûæå êéå ãá Ý Ûáåäáí àÝá � åê X áâ ã Ûæå çêí áâêîìá {∂} öjå X õÜìàìá ß êèìÜìçß ê�æá áäâ æå âìêÞ Ýáâ (H, f, r) âáÝ �æá )
� (H, r) áäâ æå Üìàìá áåìÜçêå è t
� (H, f) áäâ æå Y õÜìàìá äèÞ Üìè t
� f(X) áäâ Ý Ûáåäáí àÝá ãáä � áæêÝ Ýáä ãá H t
� f(∂) = r
 ��� ����� ��Æ������ ¼ �� �� ��������� ��� � ®�� ���¡�� ��� ©������� � ®��

X
£�~¡~�

���~�~�� ���� �� � ®�����¡��
X

p ÷� ���� ���� �����~� �� ©�������
f

�� ����~ ��
X

£�~¡~� ���~�~������ ����� �� �~¡~� ��~�����
(H, r)

p
�� ��������� �� ~������� � ®�~�~� ���~� ��� ������� � ®�� �~¡~� ��~����� ¼ �� ����

��Æ��~ �� ������ ���� ���� �� ������
s
�� � ®�~¡~� � ��~�~������

(H, r)
p ¿ ®��� � ®�����¡��

��� ©�� ����� ������� u �� ������� v �� ������
s
p i�~������ ��� ���� �����

Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×dp Ù ÚÜ çÝÜääá Üääéçêèá Üæ äéíí áâ s ãá Ý ÛÜìàìá ß êèìÜìçß ê�æá (H, r)áäâ Ý Ûáåäáí àÝá
C(s) = {x ∈ X,x 6 s} .

%å Þ ÜìâêçæÝêáìñ éå Ü C(r) = X áâ Þ éæì âéæâ x ∈ X ñ C(x) = {x} ö n ê s 6 s′ ñ éå Ü
Ý Ûêå çÝæäêéå C(s) ⊂ C(s′) ö %å� åñ äê s áâ s′ åá äéåâ Þ Üä çéíÞÜìÜàÝáäñ C(s)∩C(s′) = ∅ ö
o s/ s

X
q`jajc w`bnv mn dcldjm�j`ffc s � ¬��� �������� ��Æ� �� ¡�� ¼ ��Æ��~

�� �� ®��� �� �~¡~� ��Ç����������� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×ØÖp Ù jå X õÜìàìá ïÜÝæè áäâ æå âìêÞ Ýáâ (H, f, L) éW (H, f) áäâ æå
X õÜìàìá áâ (H,L) áäâ æå Üìàìá ïÜÝæèö �å ãè� åêâ ãá í kí á æå Üìàìá ß êèìÜìçß ê�æá
ïÜÝæè çéíí á æå âìêÞ Ýáâ (H, r, L) éW (H, r) áäâ æå Üìàìá ß êèìÜìçß ê�æá áâ éW (H,L) áäâ
æå Üìàìá ïÜÝæèö

»��� �� ��� ��� �~¡~�� ���~�~�� ����� ¼ �� �� �������~ �� ������ �� ��������� ���~
�~����~� � ®���� �� u ������¦ �� ©�~� ����� v ��� ������� p }�~ �¦����� ���� ��� �~¡~��
~��~�������� � ®��������� � ®��� �������� �� � ®��� ��� ��� ¼ �� ��������� ~��~������ ��
����� p �� ��~�������~ ���~ ��� ���������� �� ��������� ��������� ¼ ���� � ®� �� ����
��� �� ��� ���� ��� ~������ ��� ©������� ­ �� ~����� ¼ ��� ~�� ������ �� �������� ������~��� ¼
��� �� � Ä�� �������~ p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ ^ ×ØØp Ù jå ãáåãìé� ìÜíí á áäâ æå Üìàìá ß êèìÜìçß ê�æá ïÜÝæè âáÝ �æá âéæä
Ýáä çß áí êåä ãáä � áæêÝ Ýáä V ÝÜ ìÜçêåá éåâ í kí á Ýéå�æáæìö

ry¤_kÈ kkk
¤È§ª{Ë_¤«§_kª{ zÈ Ê uy¤f¤È rgOÊªhÌ{Ì_kÎ«È zÈ

ËÌÎ«È{§ÈË z uyz{

¨�������� ���~� �~�¡��� � p ÷� ������� ��� � ®�� � ­ ���~� ����������� ��� ������£
���� �� ��������� � ® »¬ ������ � ®��� � Ä�� �������� ������~��� p »� � ��� ¼ �� � ���



¯¯ ° ±²³´µ ¶³µ·¸¹¹´º

����¡�� �� � ���~� ��� �������� � �~������� ���~� ������ ������ �� ��������� �� ���~�
���������� p � ��£�� � ����¡�� �� ~������~��~� � ®�~¡~� ��Ç����������� �� ��� ��������� >
& � ��� ¼ �� � ®��� �� ��� ����~���� ��� ¡���������� ¼ ���� ���� ����~���� � ¼ ������ �������
�� ������ ~�¡������� > ¿� ���� ��� ��������� ��¦������� ���� ������~��� �� ~�����~�
���� ��� � ��� ­ ����~ p

w s Êce f cenjce dc �jmx hf hgv cg bcnje jc�jveclg`ghmle
w s� s Ìo`jge cg dheg`loce s �
ÏÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×Øp Ù jå êåãêçá ã ÛèçÜìâ äæì Ý Ûáåäáí àÝá X áäâ æåá � éåçâêéå δ ñ V ïÜõ
Ýáæìä ìèáÝ Ýáäñ ãè� åêá äæì X × X áâ ïèìê� Üåâ Ýáä ãáæ� çéåãêâêéåä çêõãáääéæä )
� Þ éæì âéæâ x, y ∈ X ñ δ(x, y) = δ(y, x)ñ räóí èâìêás
� Þ éæì âéæâ x, y ∈ X ñ δ(x, y) > 0 áâ δ(x, x) = 0ñ rÞ éäêâêïêâès öjå áäÞ Üçá èçÜìâè áäâ æå çéæÞ Ýá (X, δ) � éìí è ã Ûæå áåäáí àÝá X áâ ã Ûæå êåãêçá ã ÛèçÜìâ

δ äæì X ö jåá êäéí èâìêá ã Ûæå áäÞ Üçá èçÜìâè (X, δ) ïáìä æå áäÞ Üçá èçÜìâè (X ′, δ′) áäâ
æåá � éåçâêéå f ãá X ãÜåä X ′ âáÝ Ýá �æá Þ éæì âéæâ x, y ∈ X ñ δ(x, y) = δ′(f(x), f(y)) ö
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×þp Ù jå êåãêçá ãá ãêäâÜåçá äæì X áäâ æå êåãêçá ã ÛèçÜìâ δ äæì X âáÝ
�æá Þ éæì âéæâ x, y ∈ X ñ δ(x, y) = 0 áåâìÜyåá x = y ö
\IKK I _×. p Ù n éêâ f æåá êäéí èâìêá ãá Ý ÛáäÞ Üçá èçÜìâè (X, δ) ïáìä (X ′, δ′) ö n ê δáäâ æå êåãêçá ãá ãêäâÜå çá ÜÝéìä f áäâ êål áçâêïáö n ê δ′ áäâ æå êåãêçá ãá ãêäâÜå çá áâ fáäâ êål áçâêïá ÜÝéìä δ áäâ æå êåãêçá ãá ãêäâÜå çáö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù &�����

x, y ∈ X
���� ���

f(x) = f(y)
¼ �� � ���~�

δ(x, y) =
δ′(f(x), f(y)) = 0

p }������
δ

��� �� ������ �� �������� ¼ �� � ���~�
x = y

p » ®���~�
��~� ������

x, y ∈ X
���� ���

δ(x, y) = 0
¼ �� � ���~�

δ′(f(x), f(y)) = 0
p & �

δ′
��� ��

������ �� �������� ¼ �� � ���~�
f(x) = f(y)

�� ��
f

��� ��Å ������ ¼
x = y

p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×5 p Ù �å ÜÞÞ áÝ Ýá èçÜìâ rìáäÞ áçâêïáí áåâ ãêäâÜåçás ñ æå êåãêçá ã ÛèçÜìâ δrìáäÞ áçâêïáí áåâ æå êåãêçá ãá ãêäâÜå çás �æê ïèìê� á Ý Ûêåè� ÜÝêâè âìêÜå�æÝÜêìáñ Þ éæì âéæâ
x, y, z ∈ X ñ δ(x, z) 6 δ(x, y) + δ(y, z) ö jå áäÞ Üçá í èâìê�æá áäâ æå çéæÞ Ýá (X, δ) éW
δ áäâ æåá ãêäâÜåçá äæì X ö
2��� �� ��� �~����� ��� �� ~����� ��~ ��� ������� ���~����� p �� ����Ç�� �� �������

�� �� ���� ��� �~�� ­ ���� � ��� ��~��~ � ®��������� �~��������~� ¼ � ��� ~�������� ���
���~� ¡�� ��� �� �~�������~ ��~ ��� ~��~����������� �� ��� ������� ¼ ��� ��� �~¡~�� ¼
�� � ®��� �� ���� ��~�� �� ��� �~¡~�� ��� ��������� � ®��������� �~��������~� p »������ ­
�~����� ��� ��Æ������ ©�~� ���� ­ �� ������ �� ~��~���������� p &���

E
�� �����¡��

� ®������� ���~��� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×^ p Ù éå ãêâ �æá Ý ÛáäÞ Üçá èçÜìâè (X, δ) Üãí áâ æåá

E
õìáÞ ìèäáåâÜâêéåñ

éæ �æ ÛêÝ áäâ ìáÞ ìèäáåâÜàÝá ãÜåä
E

ñ äê áâ äáæÝáí áåâ äê êÝ á� êäâá (S, d) ∈ E
áâ æåá êäéí èõ

âìêá f ãá (X, δ) ïáìä (S, d) ö Úá âìêÞ Ýáâ (S, d, f) áäâ ÜÝéìä ÜÞÞ áÝè æåá
E

õìáÞ ìèäáåâÜâêéå
ãá (X, δ) áâ (S, d) áäâ Ý ÛáäÞ Üçá ãá ìáÞ ìèäáåâÜâêéå ö
z{IK� GI p Ù

E
� ®� �� ®�� ��� � ���� ��� ¼ �� �~���� ~�����

R
¼ ����� �� �� ��������

��������� p ��� {R}£~��~���������� ��
(X, δ)

��� ������� ~��~��������� ������~� ��
(X, δ)

p � ®��� ��� ©�������
f

��
X

����
R

����� ��� ���~ ����
x, y ∈ X

¼
δ(x, y) =

|f(x) − f(y)| p
��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ _×_p Ù jå áäÞ Üçá èçÜìâè (X, δ) Üãí áâ æåá ìáÞ ìèäáåâÜâêéå Ýêå èÜêìá äê
áâ äáæÝáí áåâ äê Ý Ûêåãêçá ã ÛèçÜìâ δ ïèìê� á Þ éæì âéæâ x, y, z ∈ X )

max (δ(x, y), δ(x, z)) = min (δ(x, y) + δ(y, z), δ(x, z) + δ(z, y)) .
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 èí éåäâìÜâêéå p Ù ¥ ®��������� ��£������ �����Æ� ���

δ(x, y) 6 δ(x, z)
���~�Ã��

δ(x, z) = δ(x, y) + δ(y, z).
¿��� ��� ��~�Æ� ��~ �� �������� ��������� ��

R
¼ �� ��������� ��� ���� ��������~� p

¨����~����� ��� ¼ �������~���
x0

�� ���� ��� ��
X

�� ������
f(x) = δ(x0, x)

p
&�����

x, y ∈ X
¼ ���������

δ(x0, x) 6 δ(x0, y)
¼ �� � ���� ���~�

δ(x0, y) = δ(x0, x) +
δ(x, y)

¼ � ®��� ­ ��~�
f(y)− f(x) = δ(x, y)

p �� �������~��� �� � Ä�� �� ���
δ(x0, x) >

δ(x0, y)
¼ �� �~����

δ(x, y) = |f(x) − f(y)| p
z{IK� GI p Ù

E
��� �� ������ �� ���� ��� ������� ���������� ¼ � ®��� ­ ��~� �� ���� ���

������� �����~����
R

p ����� � ®�� �~����� ������~� p �� ��� �� ®��� ��������
δ

��~
X��� ����������� �� �� ��� ������ ��

δ
��� ~��~������¡�� ����

E
p

��Õ�Õ�ÓÔÓÕÒ _×ap Ù jåá çéåãêâêéå åèçáääÜêìá áâ äæ| äÜåâá Þ éæì �æá ÝÜ ãêäâÜåçá δäéêâ áæçÝêãêáååá áäâ �æ ÛêÝ á� êäâá x0 ∈ X âáÝ �æá ÝÜ í Üâìêçá ãá âáìí á � èåèìÜÝ )

Ax0
(x, y) =

1

2

(
δ(x0, x)2 + δ(x0, y)2 − δ(x, y)2

)

äéêâ Þ éäêâêïáñ ç Ûáäâ V ãêìá Þ éæì âéæâ u ∈ R
|X| ñ uT Au > 0 ö ÚÜ ãêí áåäêéå í êåêí ÜÝá

ã Ûæå áäÞ Üçá ãá ìáÞ ìèäáåâÜâêéå áäâ è� ÜÝá Üæ ìÜå� ãá ÝÜ í Üâìêçá A ö  á Þ Ýæä çáââá Þ ìéõ
Þ ìêèâè áäâ êå ãèÞ áåãÜåâá ãæ çß éê� ãá x0

ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù ����~��� � ®�¡�~� ��� �� ��������� ��� ��������~� p &��������
���

δ
��� ����������� ¼ ��� ~��~���������� �����������

f
��

(X, δ)
����� ��Å ������ ¼ ��

���� ������Æ�~
x

��
f(x)

p ¬����� ���~�
xi ¼ � ��~ 1 6 i 6 p

¼ ���
p

���~������� ��
x����

R
p p �� ����� ���~� ¼

δ(x, y)2 =

p∑

i=1

(xi − yi)2.

&���
x0

�� ���� ��� ��
X

¼ ���� �����

Ax0
(x, y) = 2

p∑

i=1

(xi
0 − xi)(xi

0 − yi) = 2(x0 − x)T (x0 − y).

¥� ���~���
Ax0

��� ���� �� ���~��� �� @ ~�� ��� |X| ������~� x0 − x
��

R
p p &��� u�� ���� ��� ��

R
|X| p �� � ����

uT Ax0
u =

∑

x∈X

(Ax0
u) (x)u(x)

=
∑

x,y∈X

Ax0
(x, y)u(y)u(x)

= 2
∑

x,y∈X

(u(x)(x0 − x))
T

(u(y)(x0 − y))

= 2

(
∑

x∈X

u(x)(x0 − x)

)T



∑

y∈X

u(y)(x0 − y)





= 2

∥∥∥∥∥
∑

x∈X

u(x)(x0 − x)

∥∥∥∥∥

2

.

}��~ ����
x0

¼ �� � ��~���
Ax0

��� �������� p »� ���� �� ~��� ��
Ax0

��� ���� ­ ��
��� ������ �� � ®������ �����~��� ������~� ��~ �� ©�� ���� {x0 −x, x ∈ X} ¼ ����~� ����
­ �� ��� ������ ��

vect(x, x ∈ X)
�����

1
p

� ���~��� ���������� ��� �� ��������� ��� ��4 ����� p &���
x0

�� ���� ��� ��
X

���
��� �� ���~���

Ax0

���� �������� �� �� ~���
p
p �� �¦ ���� �� � ��~���

B
�� ������

n × p
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�� ~��� � ¼ ����� ���
Ax0

= BBT p »� �� ~�������

Ax0
(x, y) =

1

2

(
δ(x0, x)2 + δ(x0, y)2 − δ(x, y)2

)
,

�� �����

δ(x, y)2 = Ax0
(x, x) + Ax0

(y, y) − 2Ax0
(x, y) =

∑

t∈X

(B(x, t) − B(y, t))
2
.

}����� ���~�
f(x) = (B(x, t), t ∈ X)

¼ �� �¡����� ��� ~��~���������� ����������� ��
(X, δ)

p

w s* s z heg`loce `ja mjvce s � &���
(H,L)

�� �~¡~� ����� ¼ ¨�������� ��� � ®��
������� ��~

S
� ®�����¡�� �� ��� ������� ¼ ��~

A
� ®�����¡�� �� ��� �~Ä��� ¼ ��� ���~

st
��� �~Ä�� ��

H
¼
L(st)

��� �� �������~ �� � ®�~Ä��
st

�� ��� ���~ �� ���� �� ��
H

¼
�� �������~ �� �� ���� �� ��� �� ����� ��� �������~� ��� �~Ä��� ��� �� ��������� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×c p Ù �å ãè� åêâ ÜÝéìä ÝÜ ãêäâÜå çá Üããêâêïá dL

ñ åéâèá äêíÞ Ýáí áåâ d�æÜåã êÝ å Ûó Ü Þ Üä ã ÛÜí àê�æ mâè Þ Üì ) Þ éæì âéæâ s, t ∈ S ñ dL(s, t) ïÜæâ ÝÜ Ýéå�æáæì ãæ
çß áí êå áåâìá s áâ t ö ÚÜ � éåçâêéå d áäâ æåá ãêäâÜåçá Üæ äáåä ãá ÝÜ ãè� åêâêéå Tö} ö
\IKK I _×dp Ù n éêâ (H,L) æå Üìàìá ïÜÝæèñ äéêâ (S, d) Ý ÛáäÞ Üçá í èâìê�æá Üääéçêè
áâ äéêâ s, t ∈ S ö æåá çéåãêâêéå åèçáääÜêìá áâ äæ| äÜåâá Þ éæì �æá st äéêâ æåá Üìkâá
ãá H áäâ �æ ÛêÝ å Ûá� êäâá Üæçæå äéíí áâ u ãá H ñ ãêäâêåçâ ãá s áâ tñ âáÝ �æá d(s, t) =
d(s, u) + d(u, t) ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù ¥� ��������� ��� ��������~� p & � � ®�� �

d(s, t) = d(s, u) + d(u, t)
¼

�� �¦ ���� �� ���� �� ��� ����� ��~
u

~������
s

­
t
��

st
� ®��� ���� ��� ��� �~Ä�� ��

H
¼ ��~

H
��� �� �~¡~� p

¥� ��������� ��� ��4 ����� ��~ ��
st

� ®��� ��� ��� �~Ä�� ��
H

¼ �� �¦���� �� ���� ��
��� ~����� ­ ��� �~Ä�� ~������

s
­

t
�� �� ��4 � �� ������~ �� ��� ������� �� ��

���� �� ���~� ��� ��� �¦�~�� ���� p
\IKK I _×ØÖp Ù néêâ (H,L) áâ (H ′, L′) ãáæ� Üìàìáä ïÜÝæèä ãéåâ Ýáä áäÞ Üçáä í èõ
âìê�æáä Üääéçêèä (S, d) áâ (S′, d′) çémåçêãáåâö ð Ýéìä (H,L) = (H ′, L′) ö
 èí éåäâìÜâêéå p Ù &�������� ���

(S, d)
��

(S′, d′)
��~������� ¼ �� ���������� ��

����� � p� ¼ �� ���� ���
st

��� ��� �~Ä�� ��
H

�� �� ������ ��� ��
st

��� ��� �~Ä��
��

H ′ ����
H = H ′ p »� ���� ¼

L(st) = d(s, t) = d′(s, t) = L′(st)
¼ ����

L = L′ p
¿����� ���� �� ����� � pq, ¼ �� � ��� ������Æ�~ �� ������ ��� �~¡~�� ������

(H,L)�� �� ������
(S, d)

��� ������� ���~����� ��� ���~ ���� ���� ���� p ¬�����
ARB

�����
������ p ÷� ���� ���~ ��� ���� ������ � ®���~� ~��~������¡ �� ����

ARB
��~�Æ� � ®�����£

���� �~��������~� ¼ � ®��� ���� �� ���~� p
Ï ÐÑ ÒÓÔÓÕÒ _×ØØp Ù �å ÜÞÞ áÝ Ýá èçÜìâ Üìàéìè rãêäâÜåçá Üìàéìèás ñ âéæâ êåãêçá ã ÛèçÜìâ
râéæâ êåãêçá ãá ãêäâÜåçás ìáÞ ìèäáåâÜàÝá ãÜåä

ARB
ö

¬��� ������ �¡����~ ­ ��� ��������� ��������~� �� ��4 ����� ���~ �� ®�� ���~� ��~
���� �~¡�~� ¼ �� ��������� ��� ����~� ������ p

§ª{§Ê«Ëkª{

¿� �~����� ��� �� ����� �� ����~� � ®��� ����� p ¨����������� ��� ��ý�~����� ����£
���� � ��¦������� ���� ������ ����Ç�~ �� ~�����~� p ¬��� ������ �~����~ �� ����� ����~
���������� �� �� �������� ����~��� ��� �������� �������� � ®��� �������� ������~��� p
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������� ¼ �� ���� ©��� ����~� ���~ �� ����� ����~ �� �� �������� ����~��� ���¦ ��£
������� ��������� ��� � ®�� ���� ������ � ®��� �������� ������~��� p b ��~��~ �� ���
����� ����~ ¼ ���� ������ ����~� ���~ �� ����~���� � ���~ ���¡��~ �� ��Ç������� � ®���
���������� �� ��������� ��������� p
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