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Examen du 18 juin 2012, de 7h30 a 10h30.
Documents, calculatrices et ordinateurs ultraportablésefbooks”) déconnectés du
réseau autorisés.

1. METHODE DENEWTON

Dans cet exercice, on se propose d’approcher avec une boécisipn les racines de
I'équationx® — 3x% — 30x — 24= 0. On posef (x) = X3 — 3x% — 30x — 24.

(1) Montrer que I'équation a exactement trois solutionfieée

(2) Décrire les suites itératives obtenues par la méthodeeleton pour résoudre
f(x) = 0, pour une valeur initialgy quelconque.

(3) Pour chacune des trois solutigis j = 1,2,3, donner une valeur initiabegj) telle
que xé‘) € Z et pour laquelle la suitexﬁ,”) donnée par la méthode de Newton
converge verg;.

(4) On notex)) le n-éme itéré de la méthode de Newton, partantéHe Donner une
estimation théorique de I’errepr“) — Bj|; on précisera des valeurs approchées de
cette estimation pour=1,n=2,n=3 etn=4.

2. ALGEBRE LINEAIRE, VALEURS ET VECTEURS PROPRES

On considére la matrice

-1 -2 -3
A=| -4 -5 —6
1 -2 3

(1) Calculer defA— Al) pourA = —1, 0, 1 et 2 (on pourra utilisefcas).
(2) Déduire le polyndbme caractéristique Al@ar interpolation de Lagrange ; on don-
nera le polyndme sous la forme
P(X) = ag+ a1(X —Xg) + az(X — Xg) (X — 1) + a3(X — Xg) (X — X)) (X — X2)

(3) Montrer queA a trois valeurs propres réelles distinctes, et donner uliraaion
grossiére de ces valeurs propres (on les notera A, < Az).

(4) On choisit un vecteuvy au hasard, et on applique la méthode de la puissance,
c'est-a-dire que I'on définit récursivemenwf, = Avp_1, et vy = Wy /||wnl|. Si la
méthode fonctionne, pourgrand,v,, est proche d’un vecteur propre e quelle
est la valeur propre approchée correspondante ?

(5) Méme question qu’en (4), mais on applique maintenanéthode de la puissance
ala matriceB = (A—41)~L.
3. INTEGRATION NUMERIQUE

Dans cette question, on s'intéresse au calcul approchédesdns suivantes :

C(x) = /: cogt?) dt
SX) = /'Xsin(tz) dt

Jo
Dans un premier temps, on calculera seulen@tj.
Séries entiéres

3.1. (a) Rappelerle développementa I'ordre21 de cost) autour de = 0, et don-
ner une majoration du reste.



(b) Déduire du point précédent le développement dét€pa I'ordre 4+ 3 au-
tour det = 0 (noter que ce développement est le méme que celui a I'ordre
an).
(c) Montrer que le développement a I'ordnedeC(x) autour dex = 0 est donné
ar
P n (71)k X4k+l
k; (2k)! 4k+1

et donner une majoration de I'erreur.

(d) Quelle valeur de faut-il prendre pour obtenir une approximation@l) a
le- 8 prés? Donner I'encadrement correspondar@de.

(e) Montrer qu’en prenant la méme valeur mieon obtient les valeurs dg(x)
ale- 8 prés pour n’importe quel € [0,1]. En serait-il de méme poxr> 0
grand?

Méthode du point milieu

On souhaite maintenant utiliser la méthode du point miliewrpe calcul dec(1).
3.2. (a) Montrer queC’(x) = cogx?), et en déduire une expression pa(x).

(b) Donner une majoration de may 1 [C" (x)|.

(c) Donner une estimation de I'erreur commise quand orsetilha méthode du
point milieu pour le calcul de I'intégrale définiss&2itl) avec un pas db =
1/n.

(d) Comment faut-il choisin pour approche€(1) avec une précision dee- 8 ?
Donner I'encadrement correspondant.

(e) Comment ces calculs changent-ils si on voulait cald@gf avecx # 1? On
pourra par exemple considérer le calcul@dO0) : vaut-il mieux utiliser un
développement en série comme dans la partie 3.1, ou une deédfintégra-
tion (méthode du point milieu ou méthode de Simpson) ?

4. QUESTION BONUS

On souhaite ici approcher la valeur du plus petit O tel queC(x) = S(x).

4.1. (a) Montrer gu’il existe uro > 0 tel queC(a) = S(a), maisS(x) < C(x) pour
toutx € [0,al.
(b) Donner une encadrementde 0.1 pres, en justifiant soigneusement les deux
inégalités.
(c) Proposer deux méthodes pour calcaleavec une précision raisonnable (dis-
onsle- 8).

(d) Comparer les difficultés techniques, I'ordre de gramdieutemps de calcul,
et I'efficacité de ces deux méthodes.



