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Introduction

L’objet principal de cette these est d’étudier les fibrés en droites numériquement
effectifs sur les variétés complexes compactes et les propriétés des variétés kahlé-
riennes a classe de Ricci numériquement effective.

Le premier chapitre commence par une analyse des diverses formulations de la
notion d’effectivité numérique dans le cadre des variétés complexes compactes
quelconques.

En géométrie algébrique, on dispose d’une notion bien connue de fibré en droites
numériquement effectif (“nef” en abrégé) sur une variété projective complexe : un
fibré en droites L sur une variété projective X est dit nef si L - C' > 0 pour toute
courbe fermée C' C X. Cette définition n’est plus pertinente dans le cas d’une
variété complexe compacte quelconque, car une telle variété peut ne pas avoir
de courbes. Le critere d’amplitude de Seshadri permet de reformuler la notion
d’effectivité numérique sur les variétés projectives en termes de métriques hermi-
tiennes. Dans cette perspective, la notion d’effectivité numérique généralement
acceptée est la suivante:

Définition. Soit X une variété complexe compacte et (L,h) un fibré hermitien
en droites sur X. On dit que L est nef si pour tout € > 0 il existe une fonction
¢ € C*(X) telle que:

@h(L) + 285¢5 > —Ew

oll w est une métrique hermitienne fixée sur X.

Autrement dit, on demande l'existence d’une suite de métriques h. = exp(—¢.)h
sur L dont la partie négative de la forme de courbure est arbitrairement petite.

Cette notion étant ainsi formulée, on peut se demander si les propriétés des fibrés
nefs démontrées par les méthodes de la géométrie algébrique restent valables en
géométrie analytique.

D’apreés une observation de Fujita ([Fu]), on a linvariance de la propriété
d’effectivité numérique par les morphismes surjectifs entre variétés projectives.
Le premier théoreme du chapitre 1 généralise ce résultat dans le cas des variétés
holomorphes compactes quelconques.

Théoréme 1.B.1’. Soit f : Y — X une application holomorphe surjective, X
et Y étant des variétés complexes compactes, et soit L — X un fibré en droites.
Alors L — X est nef si et seulement si f*L — Y est nef.
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On a une application intéressante de ce théoreme dans le cadre des variétés de
Moishezon. En effet, une telle variété possede “assez de courbes” pour que la
définition algébrique d’un fibré nef soit légitime, donc on peut se poser la question
de I'equivalence des deux notions d’effectivité numérique, au sens algébriques et
respectivement au sens métrique. La réponse est donnée par le corollaire suivant:

Corollaire 1.B.7. Soit X une variété de Moishezon, L. — X un fibré en droites.
Alors L est nef au sens algébrique si et seulement si L est nef au sens métrique.

Afin d’énoncer le résultat suivant, nous aurons besoin de la notion de classe de
cohomologie pseudo-effective, dans le groupe de “cohomologie”

H 2 (X) = {a € C¥(X,AV'TY) /0a = da = 0} /09 C™(X).
Définition 1.A.1.4. On dit qu’une classe de cohomologie {a} € H;g(X) est
pseudo-effective si elle contient un courant positif fermé.

Dans la troisieme partie de ce premier chapitre on démontre deux résultats qui
sont des caractérisations de la notion d’effectivité numérique pour les classes de
cohomologie pseudo-effectives et en particulier, dans la situation algébrique, pour
les classes de diviseurs effectifs.

Théoréme 1.C.2. Soit T' un (1, 1)—courant positif fermé sur une variété X com-
pacte complexe. Alors {T'} est nef si et seulement si {T'} est nef, pour chaque
sous-ensemble analytique irréductible Z C | J v Ec(T) (ot E.(T") désigne I’ensem-
ble des points de X tel que le nombre de Lelong de T' en ce point est supérieur ou
égal a c).

Théoréme 1.C.3. Soit {a} € H;g (X)) une classe de cohomologie. Alors {a} est
nef si et seulement si pour tout ensemble analytique irréductible Z C X la classe
{a},z est pseudo-effective.

(une classe de cohomologie est nef si elle admet de répresentants de classe C* dont
la partie négative est arbitrairement petite). Comme conséquence des résultats
ci-dessus, on observe que sur les surfaces complexes compactes on a un critere
numérique de caractérisation des classes nef:

Proposition 1.C.5. Soit X une surface complexe compacte et I’ un courant
positif fermé de bidegré (1,1). Si pour chaque courbe C C X on a {T}-C >0,
alors {T'} est nef.

Les derniers résultats du premier chapitre portent sur des propriétés “qualitatives”
des classes de cohomologie nef (une motivation des notions et résultats de cette
partie réside dans I’étude du groupe fondamental des variétés kahlériennes com-
pactes a classe de Ricci nef, étude qui sera poursuivie dans le deuxieme chapitre).

Soit {a} une classe de cohomologie nef. On montre que l'existence d’un
courant positif fermé T € {a} dont le potentiel ¢ est tel que exp(—¢p) soit
intégrable (on appellera INT cette propriété) entraine 1’existence de représentants
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a. € {a} de classe C*°, presque positifs avec un controle uniforme de 'intégrale
) + €XP(—pc) associée a leurs potentiels. De fagon précise, on a:

Proposition 1.D.1. Soit {a} une classe de cohomologie nef qui a la propriété
INT. Alors il existe une suite (¢:)c~ de fonctions de classe C*° sur X telle que:

i) maxy ¢. <0,
i) o+ 00, > —ew,
iii) [y exp(—¢p:)dV, < C,
ou C' est une constante indépendante de ¢.

Le deuxieme chapitre de cette these est consacré a 1’étude des propriétés du
groupe fondamental des variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci nef.
La structure des 1-formes holomorphes et du morphisme d’Albanese y jouera un
grand role. Ce chapitre est structuré en quatre parties, la premiere (le paragraphe
2.A) étant consacré a des rappels de géométrie kdhlérienne et riemannienne.

Le groupe fondamental des variétés kahlériennes compactes dont la classe an-
ticanonique vérifie des propriétés de positivité a intéressé beaucoup d’auteurs.
Mentionnons quelques résultats connus dans cette direction. Si X est une variété
projective telle que ¢ (X) est positive, alors X est simplement connexe d’apres un
théoreme de Kobayashi, voir [Ko]. Si ¢1(X) est semi-positive, le théoreme d’Aubin-
Calabi-Yau montre que X possede une métrique kahlérienne a courbure de Ricci
semi-positive, et on peut dans ce cas en déduire que m(X) est presque-abélien,
i.e. contient un sous-groupe abélien d’indice fini (voir Cheeger-Gromoll [GhG] et
Demailly-Peternell-Schneider [DPS3]). En ce qui concerne ’étude des variétés
kéahlériennes dont la classe anticanonique est nef, les travaux de Demailly-Peternell-
Schneider montrent que 71 (X) est un groupe a croissance sous-exponentielle (voir
[DPS2]). Toujours dans ce cadre, il a été conjecturé que le groupe fondamental
est a croissance polynomiale. Dans le paragraphe 2.B, nous obtenons une preuve
de cette conjecture, en nous appuyant sur la technique de [DPS2] ainsi que sur
quelques résultats récents de la géométrie des variétés a courbure de Ricci minorée
(théoreme 2.A.2.9). On a ainsi:

Théoreme 2.B.1.1. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n,
avec c1(X) nef. Alors m(X) est un groupe presque-nilpotent, i.e. 7 (X) admet
un sous-groupe d’indice fini qui est nilpotent.

Pour se faire une idée de la fagon dont la géométrie riemannienne intervient dans la
preuve, signalons que ’hypothese d’effectivité numérique de la classe anticanonique
de X est équivalente & l'existence d’une suite de métriques kahlériennes (we)e>0
appartenant a une classe de cohomologie fixée {w}, et dont la courbure de Ricci
est minorée par —e.

Le théoreme 2.B.1.1 ne donne aucun renseignement concernant la longueur de
nilpotence d’un sous-groupe d’indice fini du 71 (X ). Nous avons donc recherché une
preuve beaucoup plus simple d’un cas particulier de ce théoreme, qui a au moins
le mérite de n’utiliser que des résultats et arguments presque élémentaires, et de
donner des bornes effectives pour le degré de croissance du groupe fondamental
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(et donc pour la longueur de nilpotence de ce groupe). Plus précisément, le cadre
dans lequel on se place est le suivant:

Hypothése PCM. On dit qu’une classe de cohomologie {a} a la propriété
(PCM) (i.e. “potentiels contrélés en moyenne”) s’il existe des constantes Cy > 0,
Cy > 0 et une suite (¢.).~o de fonctions de classe C*> telles que:

1) o+ 265¢6 > —Ew.
ii) maxx ¢. < 0.

1
iii) /Xexp(—qbe)de < ClgTo'
Sous cette hypothese, on a la version suivante du théoreme 2.B.1.1:

Théoreme 2.B.2.3 Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n
telle que c1(X) a la propriété (PCM). Alors m(X) est un groupe a croissance
polynomiale et le degré de croissance est inférieur a 2(n + Cj).

Remarque. Dans tous les exemples connus, si ¢1(X) est nef, elle a automatique-
ment la propriété (PCM).

Dans le paragraphe 2.C, on montre que pour certaines variétés kahlériennes com-
pactes a classe de Ricci nef on peut nettement améliorer le résultat du théoreme
2.B.1.1 et démontrer que le groupe fondamental est presque abélien. Dans cette
catégorie entrent les variétés projectives a classe de Ricci nef. L’utilisation d’un
résultat de Qi Zhang sur la surjectivité du morphisme d’Albanese nous permet
ainsi d’obtenir le:

Théoréme 2.C.1.1. Soit X une variété projective de dimension n, avec c¢1(X)
nef. Alors m1(X) est un groupe presque abélien.

Un résultat similaire sera également obtenu moyennant une hypothese géométrique
convenable sur la suite de métriques donnée par la condition ¢;(X) nef. Notam-
ment, nous montrons le

Théoreme 2.C.2.1. Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite
des métriques kdhlériennes (wy) telles que:

a) Chaque métrique wy, appartient a la classe de cohomologie {w}.

b) Pour chaque k > 0 on a: Ricci,, > —fwg

c¢) 1l existe une constante D > 0 telle que diam(X,wy) < D pour tout entier k.

Alors le groupe fondamental de X est presque abélien, et les sous-groupes abéliens
libres maximaux sont de rang inférieur a la dimension réelle de X.

La condition analytique (INT') d’intégrabilité de la classe ¢;1(X) est une condition
suffisante pour que les hypotheses du théoreme 2.C.2.1 soit vérifiées.

Théoreme 2.C.2.2. Soit X une variété kahlérienne compacte dont la premiére
classe de Chern est nef et a la propriété (INT). Alors il existe une suite de
métriques kédhlériennes sur X qui ont les propriétés a),b) et c¢) ci-dessus (et donc
en particulier m (X) est presque-abélien).
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Dans la partie 2.C.3, on développe une un approche géométrique d’un exemple de
Demailly, Peternell et Schneider et on montre a cette occasion que la propriété
(INT) n’est cependant pas nécessaire pour avoir une telle suite de métriques.

Enfin, le paragraphe 2.D porte sur les propriétés quantitatives et qualitatives des
1-formes holomorphes sur les variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci
nef. Dans une premiere partie on démontre I'inégalité suivante:

Théoreme 2.D.1.1. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n,
avec Kx' nef. Alors h'(X,0x) <n.

Une conséquence intéressante du théoreme 2.D.1.1 et du théoreme d’annulation
de Kawamata-Viehweg est le corollaire suivant:

Corollaire 2.D.1.4. Soit X une variété projective de dimension n dont le fibré
anticanonique est nef et de dimension numérique supérieure ou égale an—1. Alors
le morphisme d’Albanese de X est soit trivial, soit une fibration surjective sur une
courbe elliptique.

Nous avons également obtenu quelques résultats lorsque, contrairement a 1’hy-
pothese 2.C.2.1 c), le diametre ne reste pas borné. Si la suite de diametres
dy, = diam (X, wy) tend vers I'infini, alors on observe (voir lemme 2.C.2.7) que la
dimension de 'espace limite au sens de Gromov-Hausdorff de la suite (X, wy)r ne
peut pas étre maximale. Si on suppose de plus qu’on peut mesurer uniformément
les éléments de Hi(X,Z) par rapport a la suite de métriques, on montre que
'irrégularité q(X) est strictement inférieure a la dimension de X. L’énoncé précis
est:

Théoreme 2.D.2.1 Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kédhlériennes (wy )y telles que:

i) Chaque métrique wy, appartient a une classe de cohomologie fixée, et Ricci,,, >
—1/kwk .
ii) II existe une constante C' > 0 et une suite (C)x de nombres positifs tels que
limy o0 Ci/VE = 0 et pour tout v appartenant & la partie libre du Hy(X,Z)
on a:
C < lkp < Crlag(7)

pour tout p € X.
Alors si dy, := diam(X,wy) tend vers linfini, I'irrégularité de X est majorée par
n—1.
Finalement, si la suite de diametres est majorée, on démontre une formule d’esti-
mation en moyenne “a la Colding” pour les fonctions de type z — | |ik$, ou 3
est une 1-forme holomorphe globale. Comme conséquence on obtient le théoreme
suivant:

Théoreme 2.D.3.1. Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kidhlériennes (wy )y telles que la métrique wy, appartient a une classe de
cohomologie fixée {w1 }, la courbure de Ricci étant minorée par —1/k et le diametre
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Dy, := diam(X, wy) étant majoré par une constante qui ne dépend pas de k. Alors
le morphisme d’Albanese de X est surjectif.
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CHAPITRE 1.

1.A. Préliminaires.

1.A.1. Effectivité numérique au sens métrique.

Dans cette partie préliminaire du premier chapitre, on indique comment formuler la
notion de fibré numériquement effectif sur une variété complexe compacte d’apres
Demailly-Peternell-Schneider et on donne quelques propriétés et exemples concer-
nant cette notion.

En géométrie algébrique, on dispose d’une notion bien connue de fibré en droites
numériquement effectif (nef en abrégé) sur une variété projective complexe : un
fibré en droites L sur une variété projective X est dit nef si L - C' > 0 pour
toute courbe fermée C' C X. Cette définition n’est plus pertinente dans le cas
d’une variété complexe compacte quelconque, car une telle variété peut ne pas
avoir assez de courbes. Le critere d’amplitude de Seshadri suggere la possibilité
de formuler une définition satisfaisante en termes de métriques hermitiennes. En
effet, par ce critere on a la caractérisation suivante des fibrés nef de rang 1:

Lemme 1.A.1.1 [DPS1]. Soit X une variété projective et A — X un fibré en
droites ample. Alors le fibré L est nef si et seulement si pour tout k > 0 le fibré
L% ® A est ample.

Preuve. Par le critere de Seshadri, un fibré holomorphe en droites A est ample
si et seulement s’il existe un réel ¢ > 0 tel que A-C' > em(C) pour chaque courbe
C de X, ou m(C) est le maximum de la multiplicité des points singuliers de la
courbe C. Alors comme A est ample, il existe un tel £(A) et maintenant si L — X
est nef, on a

(L¥*®A)-C=kL-C+ A-C > e(A)m(C)
et donc L®* @ A est ample.

Inversement, si pour tout k& > 0 le fibré L¥ ® A est ample, alors pour chaque courbe
CCXona(L®®A)-C>0ie.
1

kA-C

L-C>-

et ceci montre que L est nef.
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Pour les fibrés en droites amples, on a la caractérisation suivante en termes de
métriques:

Théoréme (Kodaira). Soit X une variété complexe compacte et L un fibré holo-
morphe en droites sur X. Alors L est ample si et seulement s’il peut étre muni
d’une métrique hermitienne h de classe C*° dont la forme de courbure soit stricte-
ment positive dans chaque point de la variété X.

Alors on en déduit facilement l’existence d’une suite (hy)g>o de métriques hermi-
tiennes sur L telles que

@hk (L) > —%@h(A)

ou h est une métrique fixée sur A dont la forme de courbure est strictement positive
définie. En conclusion, sur une variété projective un fibré en droites est nef s’il a des
métriques de classe C* dont la partie négative de la courbure est arbitrairement
petite. C’est exactement cette propriété qu’on prend comme définition dans le cas
général:

Définition 1.A.1.2. ([DPS1]). Soit (X,w) une variété complexe compacte her-
mitienne et (L, h) un fibré hermitien en droites. Alors on dit que L est nef si pour
chaque € > 0 il existe une fonction ¢. € C*>°(X) telle que

On(L) + i00¢. > —ew

Par compacité de X, on voit facilement que cette notion ne dépend pas des
métriques de référence choisies w et h respectivement.

Par ailleurs, on observe que pour formuler la propriété d’effectivité numérique on
n’a pas besoin de l'intégralité de la classe de Chern du fibré en question. On
peut alors formuler cette notion dans le cadre plus général des (1,1)-classes de
cohomologie: comme dans [De92], on introduit le groupe de cohomologie H g’gq (X)

des (p,q)-formes O et 9 fermées modulo I'image de 90 et on pose la définition
suivante.

Définition 1.A.1.3. On dit qu’une classe de cohomologie {a} € H;’gl (X) est nef
si pour chaque € > 0 il existe un représentant . € {a}, de classe C*, tel que

o > —cw sur X.

Une autre propriété de positivité d’une classe de cohomologie est donnée dans la
définition suivante:

Définition 1.A.1.4. On dit qu’une classe de cohomologie {a} € H;g(X) est
pseudo-effective si elle contient un courant positif fermé.
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Présentons maintenant quelques propriétés et exemples concernant ces notions qui
seront utilisées dans la suite.

Proposition 1.A.1.5 ([DPS1]). Soit {a} une (1,1)-classe de cohomologie nef.
Alors elle est pseudo-effective.

Preuve. On commence par le lemme standard suivant:

Lemme 1.A.1.6. Soit u une fonction de classe C*(X) dont la forme hessienne est
minorée par une (1,1)-forme fermée v et telle que maxx(u) = 0. Alors il existe
une constante ¢ > 0 qui dépend seulement de X,w, telle que [, |u(z)|dV,, < c.

La démonstration de ce lemme est immédiate, en utilisant 'inégalité de la moyenne
pour les fonctions plurisousharmoniques et la formule de Green (une fonction
supérieurement semi-continue ¢ : X — [—00,00[ s’appelle plurisousharmonique
(psh en abrégé) si sa forme hessienne est positive au sens des distributions).

Si on fixe donc une métrique w sur X, 'hypothese d’effectivité numérique de la
classe {a} implique 'existence d’une suite (¢. ).~ de fonctions de classe C*°(X)
telles que

(1) o+ i00¢. > —ew

et en ajoutant des constantes, on peut normaliser les composantes de la suite de
fagon que maxx (¢.) = 0. D’autre part, la condition (1) montre que

Zaggbs > —Ww -«

si € est inférieur & 1. Par le lemme 1.A.6, la suite (¢:)->o est bornée en norme
L' et donc relativement compacte pour la topologie faible de L. Alors quitte &
extraire une sous-suite, on peut passer a la limite au sens des courants dans (1),
en obtenant ainsi un représentant 7' := o + 100 qui est positif fermé.

En termes de fibrés, la proposition ci-dessus s’énonce comme suit:

Proposition 1.A.1.5'. Soit L — X un fibré nef. Alors il existe une métrique
singuliére h sur L dont les fonctions poids sont psh.

Observation 1.A.1.7. Parmi les fonctions psh sur un ouvert de C”, il existe une
classe “type”, notamment celles qui ont des poles logarithmiques. Une fonction ¢
est a poles logarithmiques si localement elle s’écrit de la fagon suivante

N
¢=1log (D _|fiI*)+p
Jj=1

ou les fonctions f; sont holomorphes et p est de classe C°°. Une question intéres-
sante est la suivante:

Question. Comment peut-on caractériser les classes de cohomologie nef qui con-
tiennent des courants positifs fermés a poles logarithmiques?

Exemple 1.A.1.8([DPS1]). On présente maintenant un exemple du & Demailly-
Peternell-Schneider qui montre qu’en général la classe de Chern d’un fibré nef
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n’admet pas de réprésentant semi-positif de classe C°°. On donnera une approche
plus géométrique de cet exemple dans le deuxieme chapitre de cette these.
Soit I' = C/ (Z + iZ) une courbe elliptique et E — I le fibré de rang deux défini
par

E:=CxC*/(Z+iZ)

ou l'action de Z + iZ est donnée par les automorphismes suivants

91(z; 21, 22) =(2 + 1; 21, 22),

92(2; 21, 22) =(2 + 15 21 + 22, 22).

Le morphisme F — I' est donné par la projection sur le premier facteur; remar-
quons aussi que C x C x {0}/(Z+1Z) — E est un sous-fibré trivial de rang 1 de E
dont le quotient est également trivial. Alors par des considérations générales (voir
[DPS1]) le fibré L := Og(1) sur la surface P(E) est nef (on donnera une preuve “a
la main” de cette assertion dans le deuxiéme chapitre). Pour montrer qu’il n’est
pas hermitien semi-positif on détermine toutes les métriques dont la courbure est
positive au sens des courants.

Soit h une métrique telle que O, (L) > 0. On considere alors la fonction suivante
associée a h

¥(€) :=log |¢]7 -

définie sur 'espace total du fibré L=!. La hessienne de cette fonction est la somme
du courant d’intégration sur la section nulle de L~! et de I'image inverse de la forme
de courbure de L par rapport a h, donc 1) est une fonction psh. Par construction,
la fonction v vérifie la condition suivante

(2) Y(AE) = log [A]” + ¥(€).

L’espace total du fibré L=! est I’éclatement du E* le long de la section nulle, donc
par image directe on en déduit I'existence d’une fonction ¢, psh sur E* qui satisfait
la condition (2). En résumé, on a une fonction ¢ sur C x C2, psh, invariante par
les automorphismes
91 (75 w1, w2) =(2 + 1w, wo)
93 (25 21, 22) =(2 + 45 w1, w1 + wa)
qui de plus vérifie la condition d’homogénéité logarithmique (2). Une premieére

observation est qu'une telle fonction doit étre indépendante de z. En effet, soit
Juwrws (2) 1= ¢(2, w1, ws). Alors par 'invariance de ¢ on a

. ~ w w
Funua (2 +im) =log m[? + ¢(z, L, wy + 2)
m m

fw1,w2 (Z + 1) :fwhwz (Z)

Donc f est sous-harmonique, 1-périodique et a croissance logarithmique a l'infini;
il est élémentaire de voir qu'une telle fonction est constante. Ensuite, la fonction

W2 <Z~5(w1,w2)
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est périodique pour wy # 0 et par les mémes arguments, constante. Finalement,
la condition (2) implique

q;(z, wy, we) = log |w1|2 +c

ou ¢ est une constante. Alors la courbure de L par rapport a h est le courant
d’intégration sur la courbe C' := (25 = 0) et toutes les métriques dont la forme de
courbure est semi-positive ont des poles logarithmiques le long de cette courbe.

1.A.2. Reésultats concernant la régularisation des courants
positifs fermés.

On indique maintenant quelques résultats concernant la régularisation des courants
positifs fermés qui seront amplement utilisées dans les paragraphes 1.C et 1.D. On
commence par le théoreme suivant (voir [Ri]):

Théoréme 1.A.2.1 (Richberg). Soit X une variété complexe compacte et ¢ :
X — R une fonction continue, telle que pour une (1,1)-forme ~ sur X on a:
i00¢ > ~. Alors pour tout € > 0 assez petit, il existe une fonction ¢. de classe
C>®(X) telle que:

j) 90_66 Sﬁps Sﬂp‘i‘ée

i) 100pe > v — ew
ou w est une métrique hermitienne fixée sur X et 0. est une suite qui tend vers
7610 .

En fait, les fonctions . s’obtiennent de la facon suivante. Localement dans une
carte on peut régulariser ¢ par convolution. La suite cherchée s’obtient en rec-
ollant ces convolutions locales par la fonction maximum régularisée (c’est dans
'utilisation de la fonction maximum qu’intervient la continuité de ).

La situation est beaucoup plus subtile si on veut régulariser des fonctions psh
quelconques. Il faut remarquer d’abord qu’en général il n’est pas possible d’avoir
des approximations de classe C*°(X) de ¢ telles que la partie négative de la hessi-
enne de ces approximations soit arbitrairement petite. Sinon, pour toute classe de
cohomologie pseudo-effective {a} on devrait avoir [,{a} > 0 pour toute courbe
C C X et des exemples simples montrent que ce n’est pas le cas. Comme le
théoréme suivant le montre, on peut approximer les fonctions quasi-psh avec une
perte petite de positivité quitte a admettre des singularités le long d’un ensemble
analytique. On donne d’abord la définition suivante (voir [Le]):

Définition-proposition 1.A.2.2. Soit X une variété complexe compacte de
dimension n et T un courant positif fermé de type (1, 1) sur X. Alors pour tout
x € X, la fonction v(T,r,z) donnée par

1 / .a7a 12yn—1
r— T A (i00|z] .
(27rr2>n—1 B(z,r) ( )

est croissante. Le nombre de Lelong de I en x est défini par

T = i T .
v(T, x) r_1>1(1)1+y( Ty X)
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Si on note par E.(T") I'ensemble de points de X ou le nombre de Lelong de T est
supérieur a ¢, par un résultat de Y. T. Siu (voir [Si]) cet ensemble est analytique
fermé, pour tout ¢ > 0. Avec ces notations, on a le théoreme suivant, du a J. P.
Demailly (cf. [De3]).

Théoréme 1.A.2.3 (Demailly). Soit T = « + i9d¢ un courant de type (1, 1)
positif fermé sur une variété complexe compacte X, ou « est un représentant
lisse de sa classe de cohomologie. Alors pour tout € > 0 il existe un courant
T. := a+100¢. tel que:

i) La fonction ¢. est de classe C* dans X \ E.(T).

ii) Au sens des courants sur X on a T, > —eCw, ou C est une constante qui
dépend seulement de la positivité du fibré tangent de X et w est une (1, 1)-forme
définie positive sur X.

Dans le paragraphe 1.D, on aura besoin de la version du théoreme 1.A.2.3 suivante:

Théoréme 1.A.2.4 (Demailly). Soit ¢ une fonction quasi-psh sur X tel que
i00p > ~v ou 7y est une (1,1)-forme sur X de classe C*°. Alors il existe une suite
de fonctions (@, )m>0 & poles logarithmiques sur X telles que

1) ¢ < pm <@+ C ou C est une constante qui ne dépend pas de m.

2) 1000y > Y — Omw ol (0m)m>0 est une suite de réels positifs qui tend vers 0.

1.B. Images inverses des fibrés nef.

Dans ce paragraphe, notre but principal est de démontrer I’assertion suivante :

Théoreme 1.B.1. Soit f : Y — X une application holomorphe surjective, X et
Y étant des variétés complexes compactes, et soit {a} une classe de cohomologie
dans H;g(X). Alors {a} est nef si et seulement si f*{a} est nef.

Ce résultat est bien connu et d’ailleurs pas tres difficile a démontrer, si la variété
X est projective (voir Fujita, [Fu]). Le cas général a été énoncé et démontré
dans [DPS1] pour les morphismes f a fibres équidimensionnelles (en fait, dans
[DPS1], les auteurs travaillent plutot avec des fibrés qu’avec des classes de co-
homologie, mais les arguments donnés dans la démonstration n’utilisent pas la
propriété d’intégralité de la classe de Chern). On commence ici par résoudre un
autre cas particulier, celui d’un éclatement. A T’aide du théoreme de platification
d’Hironaka, on obtient ensuite une preuve du théoreme 1.B.1.

Démonstration du théoréme 1.B.1. Supposons d’abord que la classe {a} soit
nef, et soit w, resp. w’, une métrique sur X, resp. Y. Alors par la compacité de Y
et la positivité de w’ il existe a > 0 tel que

ffw<aw'.

Comme {a} est nef, par définition nous pouvons trouver (¢.).-, telle que
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o+ i@gcpg > —cw.

En prenant I'image inverse on trouve

ffa+1i00¢p. o f > —ef*w > —caw'.

Donc

f*{a} est nef.

Pour I’autre implication on va commencer par quelques réductions. Le théoreme de
platification d’Hironaka (cf. [Hi]) montre I’existence d’un diagramme commutatif :

z 2, x
(3) ™ lo
Y — X

f

ol Z est un espace complexe compact; mo un morphisme plat (i.e., a fibres équidi-
mensionnelles) et X 2 X une suite d’éclatements de centres lisses. Ce diagramme,
compte tenu de la démonstration ci-dessus de la premiere implication, permet de
diviser notre probleme en deux parties:

(B") Soit f : Y — X un morphisme holomorphe surjectif a fibres équidimension-
nelles, o1 Y est un espace complexe compact et X une variété complexe com-
pacte. Soit {a} une classe de cohomologie dans H;g(X) tel que f*{a} est

nef. Alors {a} est nef.

(B”) Si f:Y — X est un éclatement de centre lisse et si f*{a} est nef, alors {a}
est nef.

Preuve du B’. La preuve du B’ est connue lorsque X et Y sont lisses (cf. [DPS1]
proposition 1.8). Pour la commodité du lecteur on va adapter la démonstration
mentionnée ci-dessus dans notre situation (ici Y peut avoir des singularités).

Comme f*{a} est nef, alors pour tout ¢ > 0 il existe 1. fonction de classe C*
sur Y telle que

(4) fra+ 2La§¢€ > e surY.
T

ou w’ est une (1, 1)-forme positive fixée sur Y.

Si p est la dimension des fibres de f, alors pour chaque y € Y on peut trouver des

fonctions holomorphes wy, ..., w, dans un voisinage de y, telles que
I’application z — (f(z), wy(2), ... ,wp(z)> est propre et finie dans un voisinage U
de y dans Y.

Alors on peut trouver des coordonnées locales au voisinage de f(y) dans X telles
que :

P
|F(2) — F(y)|* + Z lw;|> >0 sur QU
j=1
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(on passe éventuellement & un U plus petit), ou F' = (FY, ..., F,) est 'expression
de f dans les coordonnées locales choisies.
Comme Y est compact, on peut trouver un nombre fini de points yi € Y,

des fonctions (wgk), . .wl()k)) holomorphes dans Uy, telles que, si les F*) sont les
composantes de f, nous ayons :

) 20 = infou, (IFO(2) = FO () + X0, [w?) > 0.

i) Vii={z € U/IF® (2) = F(k)(yw)|” + 35—y lwj|? < 01}

soit un recouvrement de Y. On plonge chaque Uj, comme ensemble analytique dans

un ouvert de CV* ot les wj(.k) se prolonge localement en des fonctions holomorphes

et on complete les fonctions wgk), . ..,w}(;k) en un systeme de coordonnées
locales dans CNx. (c’est-a-dire, les w; peut-étre ne sont pas indépendantes mais
on ajoute w') (k) t ’ - ble d
joute wy s, ..., Wy, en sorte qu'un sous-ensemble de
k) _ (,,(k) k
w( ) - (wl 77w£n3k)

donne des coordonnées locales dans CV*).

Pour z € Uy, et © € X on prend

p
A (z) 1= e ()2 = 2(|F® (2) - FO ()2 + Y [wi () — 61 )

j=1
(5) pe(w) = s (bely) + AP ()
yef~1(z)NU

Le choix de /\ék) implique que . est continue si € est convenablement choisi. En
effet si e < g¢ est assez petit on a )\ék) < 0 sur le bord de Uy, et par ailleurs )\ék) >0
dans les points de ’ensemble Vy; il s’ensuit donc que le sup ci-dessus n’est jamais
atteint en un point du bord de Uy et alors ¢, est continue.

Maintenant si on prend € < €1, on obtient
7 —
—90(3|w®?) > 4’
() >

sur Uy (par le choix de w®) | car c’est vrai sur un ouvert de CV¢, donc sur un
ensemble analytique de 'ouvert aussi) et de méme

b oam( 2 k) _ k), ) (2) < € pr
=00 (2|F® — FR (y)]?) < = fw,

ol w est une métrique sur X. La définition de 1. implique
J 2 8
* Ry (k) _E e 297 2
(6) [fa+ 2W08(¢54 + A7) > 2f w—¢€ 8832_1 w;™|
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On va montrer que cela implique

T = €
7 —00pe > ——
(™) R

sur X, et par le théoréme de régularisation de Richberg 1.A.2.1, on peut supposer
que . € C*(X); donc on aura bien que L — X est nef.

Voyons maintenant (6) = (7). Soit xg € X; on prend yo € Uy, tel que

Pe (CEO) = 1ea (y0> + /\gk) (y0>

Soit ¢ une fonction quadratique dans un voisinage de xg telle que
T = €
—00q > a+ —w en xg.
2 2

Alors si W := 9.4 + )\gk) +qgo f+e? ?:1 |w](-k)|2, I'inégalité (5) implique que ¥
est psh sur une voisinage de yg; f donne une application finie de

S :={z € Uy; w](-k)(z) = w](-k)(yo),j =1,...,p}

dans un voisinage de oy donc ®(z) :=  sup  ¥(y) est bien définie , et
yGS’ﬁﬂ'gl(m)

p
®(x) < pe(z) +qlz) +€2 Y w2
j=1

avec égalité dans xg. Comme ® est plurisousharmonique, ¢, + ¢ satisfait I'inégalité
de la moyenne dans z, et cela reste vrai tant que %85(] > o*a+5w. Donc ¢. +¢
est psh dans un voisinage de z(, ce qui démontre (7). Intuitivement, on veut
prendre une “section transversale“ de la fonction 1. dans la direction des fibres de

f en posant ¢.(x) = sup .(y) mais de toute évidence cette idée simple
yef~1 ()
ne marche pas lorsque f n’est pas un morphisme lisse.

Preuve du B”. Soit donc f: Y — X un éclatement de centre lisse Xy. On peut
supposer dimXy < dim X — 1, car sinon f est un isomorphisme et il n’y a pas
grand chose a dire.

On observe que fjf-1(x,) : f~1(Xo) = Xo est un morphisme surjectif dont les
fibres sont équidimensionnelles, car pour x¢ € X, f~1(zg) =~ P(NXo\X)xO~ Le cas
a) étant démontré, la classe {a}|x, est nef, et donc pour chaque ¢ > 0 il existe

¢ € C (X)) telle que .
17—
o) x, + %68¢5 > —EW|x,-

Pour montrer que la classe {a} est nef on va recoller les ¢. avec les fonctions
images directes des fonctions qu’on a par hypothese sur Y. Dans ce but nous
allons d’abord améliorer la suite ¢., car nous avons besoin d’une suite de fonctions
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convenable du point de vue hessienne non seulement dans les directions tangentes
a Xo, mais sur tout I’espace tangent a X; une telle suite est fabriquée au moyen
du lemme suivant.

Lemme 1.B.2. Soit X\ une sous-variété compacte lisse de X et w une métrique
hermitienne sur X. Si ¢ € C*°(X,R) et a € C*°(X, ALIT%) sont telles que

a)x, + i00¢ > —W|x, sur X,
alors il existe Uy un voisinage de X, dans X et ¢ € C*(Uy) telle que

o+ 2’855 > 2w dans Uy.

Preuve du lemme. Soit UJ" € U; des ouverts de cartes pour X centrés en des

points de Xy tel que Ujvzl UJ’- D Xj. Pour chaque Uj, on prend un systéme de
coordonnées locales (z) tel que Xg soit donné par les équations zxy1 =0,..., 2z, =

0.

Soit (0;);>1 une partition de I'unité, telle que supp 0; C U;. Dans un voisinage
tubulaire V' de Xy dans X tel que V- C U ] on prolonge ¢ par projection sur Xp;
on notera encore ¢ la fonction obtenue. Soit

() +Z€ Yedlog [1+ ;4 (|zeral® + ... + [zal?)]

Alors quitte a restreindre V' et a bien choisir ¢y, 5 est la fonction cherchée. En

gros, la hessienne du premier terme de gg convient dans les directions tangentes a
Xy — c’est I’hypothese — . Quant a la hessienne du deuxieme on observe qu’en
tout point de X, on a

288(20 )etlog (1+¢; (|zk+1|2+...+|zn|2))) >3 0,e51i00) 2|
J

et alors le second terme corrige 5 dans les directions normales a Xy. En prenant
les €; assez petits on peut compenser la négativité de « le long de Nx, x. Une
variante beaucoup plus générale de ce lemme se trouve dans [De2|, page 285.

D’apres le lemme, pour tout € > 0 il existe un voisinage V. de Xy dans X et
e € C*(V2), tels que

a +i00¢. > —cw dans V..

Maintenant, si w est une métrique sur X et si £ = f~1(X) est le diviseur excep-
tionnel de I'éclatement, pour une constante ¢ > 0 assez grande, cf*w+ 0 (O(—E))
est une métrique sur X. Comme f*{a} est nef, nous avons par ailleurs une suite

de fonctions 1. € C*°(X) telle que
(8) Fra+ 00y, > —»S(cf*w + @((9(—E))).
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Mais les classes de cohomologie de ©(O(—E)) et de —[E] sont les mémes (on
note [E] le courant d’intégration sur E) et on a O(O(—E)) = —[E] + i00u
avec [i; € COO()A(; \ E). On sait que [E] est un courant positif et fermé, donc son
image directe par f aussi. De plus fi[E] est supporté dans X et codim(Xg, X)
est supérieure ou égale & 2. Le théoreme du support implique f.[E] = 0. Alors
au sens des courants sur X nous avons f,(O(O(—E))) = i00u ou p = fiu.
L’hypoellipticité du @ montre que j est lisse en dehors de Xy. Si on prend l'image
directe de (8) par f nous obtenons

a+i00(ep + faibe) > —ecw

car f est une modification. Soit 7. = eu + fi1)e; c’est une fonction lisse en
dehors de X et cette fonction est localement bornée supérieurement au voisinage
de Xy en raison de la condition de plurisousharmonicité précédente et du fait
que codim X, > 2 (en fait, si dans un ouvert U la variété X, est définie par
z1 = ... = zg = 0, alors la fonction p a le méme type de singularitées que
log(|z1]? + ...+ |zs\2)).

En récapitulant, on dispose des données suivantes:

1) Pour chaque € > 0 il existe une fonction 7. de classe C*°(X \ Xj) localement
bornée supérieurement au voisinage de X telle qu’au sens des courants sur X
on ait

i00T. > —a — ew.

2) Pour chaque € > 0 il existe une fonction ¢. définie et de classe C*° sur un
voisinage V. de Xy telle que

Zaggbs > —a— Ew

dans V..

Alors on recolle les fonctions 7. et ¢. au moyen du lemme suivant, di pour
I’essentiel a J. P. Demailly:

Lemme 1.B.3. Soit Y un sous-ensemble analytique de X et ¢1 une fonction
quasi-psh sur X de classe C*°(X \'Y). Soit ¢o une fonction quasi-psh définie et
de classe C>*°(U) ot U est un voisinage de Y dans X. Supposons qu’il existe une
(1,1)—forme ~ telle que

i) i00¢1 > v au sens des courants sur X.

ii) i00¢py > v sur U.
Alors pour tout € > 0 assez petit il existe une fonction ¢. de classe C*°(X) dont

la forme hessienne est minoré par v — ew ou w est une métrique hermitienne fixée
sur X.

Preuve. Dans la démonstration de ce lemme on a besoin d’'un autre résultat, di
toujours a J.- P. Demailly, qui montre I'existence d’une fonction quasi-psh sur X,
lisse sur X \ Y, a poles logarithmiques le long de Y.
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Lemme 1.B.4 ([De2]). Soit Y un sous-ensemble analytique de X ; alors il existe
une fonction 1) de classe C>°(X \ 'Y') quasi-psh, qui a des poles logarithmiques sur
Y'; en particulier, 1) vaut —oo sur Y.

Preuve du lemme 1.B.4. Considérons l'idéal Zy C Ox défini par 'ensemble
Y. Alors on peut trouver un recouvrement de la variété X par des ouverts Ay
biholomorphes & des boules de rayons 7y dans des espaces CM* tels que dans Ay
'idéal Zy admet un systeme de générateurs (gx) = (gx,;). Pour chaque A on prend

la fonction 1

_ 2 _
¥a(z) = log |ga(2)] =P

si z € Ay et on observe que 1) est une version locale de la fonction cherchée. Pour
recoller les différents ¢, on utilise une fonction maximum regularisée max,., qu’on
définit de la fagon suivante. Prenons p : R — R une fonction positive, de classe
C> & support dans [—1/2,1/2] et telle que: [, p(u)du = 1 et [, up(u)du = 0 et
soit

meagx(tl, o tp) = max{ty + w1, .., tp + up I puj)du;.

I RP

On définit

P(z) = nrlggx(..m(z)..).
pour les indices A tels que z € Ay. Le fait que v, tend vers —oo sur le bord de
Ay montre que v est de classe C* dans X \ Y; par ailleurs la fonction max,., est
convexe et croissante en toutes les variables, donc 1) est quasi-psh.
Par 1.B.4, il existe une (1,1)-forme f telle que 1091 > B3; alors quitte & multiplier la
fonction v par une constante positive suffisamment petite, on obtient une fonction

. ) . . €
Y. du méme type que 1, mais sa hessienne est de plus minorée par @

Considérons alors un ouvert V relativement compact de U qui contient Y et les

nombres
cl,g = 1nf (¢1 —|— ws)
X\V
Co ::sgp(qﬁg).
U

La fonction 7.(z) := max(¢p2(z) — 2, ¢1(2) + ¥ (2) — c1,c) est continue par le choix
des constantes ci ., co et des arguments standard montrent que sa hessienne est

minorée par v — —w au sens des distributions sur X. Maintenant le théoreme de

régularisation de Richberg 1.A.9 montre qu’'une fois qu’on a une fonction continue
quasi-psh, on peut la rendre C*> quitte a perdre un peu de positivité. Ceci acheve
la preuve du lemme 1.B.3.

Il ne nous reste qu’a appliquer le lemme 1.B.3 pour recoller les fonctions 7. et ¢.;
on obtient ainsi des représentants dans C>°(X) de la classe de cohomologie de «
qui sont presque positifs donc {a} est nef.

Observation. Le caractere local de la preuve du B” implique le lemme suivant,
qui sera utile dans la suite:
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Lemme 1.B.5. Soit 7 : X — X une modification de la variété compacte X, et
w, respectivement w, des métriques sur X et X. Supposons qu’on ait un ouvert U
de X qui contienne I'ensemble analytique Y et une fonction ¢ € C*°(U) telle que

i00¢ > Ty — ai

sur U, on v est une (1, 1)-forme sur X et a un réel positif. Alors pour tout € > 0 il
existe un voisinage U, de Y := n(Y) et une fonction ¢. € C*°(U.) tels qu’en tous
les points de U, on ait

i00¢e > v — (¢ + a)w.

Remarque 1.B.6. Il est évident qu’en général une classe pseudo-effective n’est
pas nécessairement nef (considérons par exemple le courant d’intégration sur le
diviseur exceptionnel d’un éclatement). Cependant, comme le corollaire 6.4 du
[De3] le montre, ces deux notions sont equivalentes dans le cas des courbes. En
effet, soit {a} une classe pseudo-effective sur la courbe C. Par définition, cette
classe contient un courant positif fermé T et soit 7. = o + i00¢. la suite de
régularisations donnée par le théoreme 1.A.2.3. Pour chaque £ > 0, la fonction
¢ est de classe C* sur la courbe C privée éventuellement d’un nombre fini de
points. Par ailleurs, localement un point p € C on peut toujours trouver une
fonction 7 telle que a + 1991 > 0, et par le lemme 1.B.3 on peut s’en débarraser
des singularités de ¢. quitte a perdre un peu de positivité. La classe {«} est donc
nef.

Applications du théoréeme 1.B.1. Nous allons maintenant indiquer quelques
corollaires de notre résultat principal.

Théoréme 1.B.1'. Soit f : Y — X une application holomorphe surjective, X
et Y étant des variétés complexes compactes, et soit L — X un fibré en droites.
Alors L — X est nef si et seulement si f*L — Y est nef.

Comme on voit facilement, un fibré en droites L — X est nef au sens de la définition
1.A.1.2 si et seulement si sa classe de Chern est nef au sens de la définition 1.A.1.3;
par conséquent le théoreme 1.B.1 implique ’énoncé ci-dessus.

Dans la premiere partie de ce chapitre on a rappellé que pour une variété projective
les deux notions d’effectivité numérique (au sens des courbes et respectivement au
sens des métriques) sont équivalentes. On peut alors se poser la question de savoir
si cela reste vrai dans le cas de variétés plus générales. Un réponse partielle a cette
question est donnée par le corollaire suivant, qui nous a été gentilement suggéré
par Laurent Bonavero:

Corollaire 1.B.7. Soit X une variété de Moishezon et L. — X un fibré en droites.
Alors L est nef au sens de la géométrie algébrique si et seulement si L est nef au
sens des métriques.

Preuve. On rappelle d’abord que si X est une variété de Moishezon, il existe
X; 5 X une modification telle que X; soit projective. L’implication qui nous
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reste a démontrer est la suivante: si L — X est nef au sens des courbes, alors L
est nef au sens des métriques. Pour cela, on observe que si L — X est nef au sens
des courbes, alors 7*L — X; l'est aussi, car on peut répartir les courbes de X; en
deux classes : soit elles sont des revétements ramifiés de courbes de X, soit elles
sont contractées par m. Dans tous les cas I'indice d’intersection avec 7* L est positif
ou nul. Maintenant, comme X; est une variété projective, et que I’équivalence des
deux notions est démontrée dans ce cas, il nous reste seulement a appliquer le
théoreme 1.B.1’ pour conclure.

Observations.

1. Pour toute variété complexe compacte X, si un fibré L est nef au sens des
métriques, alors il est nef au sens des courbes, car

a(L)-C = /Ccl(l)) > —ew

pour toute courbe C' C X et tout € > 0, et alors on a L-C' > 0.

2. Par ailleurs, on a l’exemple suivant, di a [DPS1] qui montre qu’en général les
deux notions ne sont pas équivalentes.

Soit X = (C?\ {0})/T la surface de Hopf associée au groupe I' = {2P;p € Z}.
Alors X est homéomorphe & S3 x St et on a by(X) = 0 (o1 ba(X) désigne le second
nombre de Betti de X). Donc pour tout fibré L on a L.C = 0, car ¢;(L) = 0.
D’autre part, on a la projection naturelle 7 : X — P! et le fibré L := 7*O(—1)
n’est pas nef au sens des métriques, car O(—1) n’est pas nef sur P

1.C. Caractérisation de l’effectivité numérique en termes de
courants.

Dans cette partie on s’intéressent au probleme de caractériser les classes de coho-
mologie nef sur les variétés compactes quelconques. Pour formuler les résultats,
donnons encore une définition.

Définition 1.C.1. Si Z C X est un sous-espace complexe compact irréductible
et si w € C®(X,AMT%) est une forme O et & fermée alors on dit que {a} 7 est
nef si pour chaque € > 0 il existe ¢. € C*(Z) telle que

)z + i00¢. > —Ew|z

au sens des courants sur Z.

Alors les criteres qu’on a sont les suivants:

Théoréme 1.C.2. Soit T un (1,1) -courant positif fermé sur une variété X
compacte complexe. Alors {T'} est nef si et seulement si {T'},z est nef, pour

chaque sous-ensemble analytique irréductible Z C | -, E.(T).

Théoréme 1.C.3. Soit {a} € H;g(X) une classe de cohomologie sur la variété

complexe compacte X. Alors {a} est nef si et seulement si pour tout ensemble
analytique irréductible Z C X la classe {a}|z est pseudo-effective.

26



Preuve du 1.C.2. L’une des implications est immédiate: si {T'} est nef, on peut
restreindre les . de la définition 1.A.1.2 a tout ensemble analytique irréductible
Z, donc la restriction de la classe {1} & Z est nef. L’autre implication est plus
intéressante.

Choisissons une forme lisse o dans la classe de cohomologie de T'; comme on
travaille avec la 0d—cohomologie, il existe une fonction réelle  sur X, telle que

T=a+ 18590.
™

Le théoreme de régularisation des courants (cf. 1.A.2.3 ) donne pour chaque € > 0
une fonction ®. sur X, réelle, lisse en dehors de E.(T), telle que

T, .= a+ 185@5 > —eCuw,
T

C étant une constante assez grande pour compenser la partie négative de la cour-
bure du fibré tangent de X. Donc T, est un courant lisse sur X sauf sur E.(T),
et T. est dans la classe de cohomologie de T'. Maintenant, en utilisant I’hypothese
Z C|JE.T), on va éliminer les singularités sur E.(T') en construisant un courant
lisse sur X, avec une perte de positivité de taille ¢.

Soit E.(T) = Ugil Ze 1, la décomposition de ’ensemble analytique E.(T) en
ses composantes irréductibles. Comme {7T'}|z_, est nef par hypothese, le lemme
démontré dans la premiere partie donne pour chaque £ = 1,..., N. un voisinage
Ve de Z. i, dans X et pe i € C°(V. ) tels que

o+ l@@pg’k > —cw
T

dans V; . Pour avoir une fonction qui convienne dans un voisinage de E.(T") tout
entier, on démontre le:

Lemme de recollement 1.C.4. Soit X une variété complexe compacte, et w une
métrique hermitienne sur X. Soit A un ensemble analytique de X et Uff:l Zy,
la décomposition de A en ses composantes irréductibles globales. Pour chaque
k=1,...,N on se donne V}, voisinage de Z;, dans X et une fonction réelle et lisse
sur Vi, soit oy , telle que

i00py, > B dans Vi

B étant une forme lisse sur X. Alors pour tout € > 0 il existe un voisinage ‘75 de
A et une fonction réelle lisse p. sur V. tels que

1000, > —ew sur V..

Preuve. Par récurrence sur N, si N = 1, I’hypothese suffit pour conclure.
Maintenant on décompose A = A’ U Zy ou A’ = i\/:—ll Z. Par I'hypothese de
récurrence, sur A’ nous pouvons trouver ¢’ dans un voisinage V. de A’, tel que

i00pL > B — gw dans V.
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Soit Z = Zn N A’; grace au lemme 1.B.4, on peut trouver une famille de fonctions
(pe) sur X telle que p. € C®(X N\ Z), pe = —oo sur Z et

= €
100 > —5 w au sens des courants sur X.

Alors pour des constantes C. assez grandes:

i00(pl + pe) > f—ew
i00(pn —C:) > B —cw.

Si on prend @. = maxyeg(n — Ce, @ + fie), alors les arguments déja donnés
montrent que (¢.) est la fonction cherchée.

Ce lemme acheve de maniere évidente la preuve du deuxieme théoreme car
on applique le lemme 1.B.5 pour recoller les fonctions ®. avec celles obtenues au
moyen du lemme précédent.

Remarque. Le théoreme 1.C.2 montre qu’au moins dans le cas d’une surface com-
plexe nous avons un critere numérique pour caractériser les classes de cohomologie
nef. Plus précisément, on a la proposition suivante (voir la remarque 1.B.6).

Proposition 1.C.5. Soit X une surface complexe compacte et I’ un courant
positif fermé. Si pour chaque courbe C C X on a {T} - C >0, alors {T'} est nef.

En général, on peut espérer avoir un critere de type Nakai-Moishezon, mais
jusqu’a présent seuls des cas particuliers sont connus (voir [C-P]).

Preuve du 1.C.3. Soit {a} une classe nef et Z un sous-ensemble analytique
irréductible de X. Comme Z peut avoir des singularités, prenons une composée
d’éclatements de centres lisses m: X — X telle que la transformée stricte Z de Z
soit une sous-variété lisse de X (une telle modification 7 existe d’apres le théoreme
de Hironaka). La classe 7r|*2{04}| 7 est nef, donc par des résultats standard (voir

1.A.1.5) elle est aussi pseudo-effective. Par image directe, la restriction {a},z de
{a} & Z est pseudo-effective; 'implication directe est donc démontrée.

Pour 'autre implication, on va procéder par récurrence sur la dimension de X.
Si X est une courbe, alors une classe pseudo-effective est déja nef (voir 1.B.6). Soit
donc X une variété complexe compacte de dimension n. On suppose I'implication
démontrée pour les variétés de dimension inférieure a n. Soit a une forme lisse
sur X et 00-fermée, telle que la classe de cohomologie {a} ait les propriétés de
pseudo-effectivité de I’énoncé. Il existe alors un courant T' positif fermé sur X de
la forme:

T = a+i00p

oll ¢ est une fonction dans L*(X). D’apres le théoréme 1.C.2, pour montrer que
la classe de 1" est nef, il suffit de montrer que {7’} est nef pour tout ensemble
analytique Z irréductible contenu dans J ., E.(T). Soit Z un tel ensemble, et

71X — X une composée d’éclatements de centres lisses telle que la transformée
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stricte Z de Z soit une sous-variété lisse de X. On va alors montrer que (7T|Z)* {a}z
est nef, ce qui montrera que {a},z est nef d’apres le lemme 1.B.5.

On montre d’abord que 7T|*§{Oé}| z vérifie les hypotheses qu’on a faites sur {a}.

Soit en effet Y un sous-ensemble analytique irréductible de X. Par le théoreme de
I'image directe de Grauert (voir [?77]), Y := m(Y) est un sous-ensemble analytique
irréductible de X et par hypothese, il existe un courant positif fermé Ty sur Y tel
que

Ty = Qly + 265¢y

On prend alors sur Y le courant image inverse

T; = 7T|*§;(Oz|y) + 285(¢y o 7T|§).

Comme on le voit facilement, Tg; est un courant positif fermé appartenant a la
classe de cohomologie de 7r|*§;{a}|y. Par I’hypothese de récurrence appliquée a

I’espace lisse Z, la restriction de la classe m{a} a Z est nef. Par le lemme 1.B.2,
on a donc pour tout € > 0 un voisinage U, de la variété Z et une fonction ¢,
définie et de classe C*° sur U, tels que

e + 285;55 > —ew

soit vrai en tous les points de ﬁe oll w est_une métrique hermitienne sur X. Par
le lemme 1.B.5 on convertit les fonctions ¢. en des fonctions ¢. sur un voisinage
de Z, et ceci montre que la restriction de {a} & Z est nef. Il nous reste donc
seulement a appliquer le théoreme 1.C.2 pour conclure.

1.D. L’hypothese (INT).

Soit {a} une (1,1)—classe de cohomologie numériquement effective. Alors par
définition elle admet des représentants a+i00 f. minorés ponctuellement sur X par
—ew, tels que maxx (f:) = 0. Pour des raisons qui seront claires dans le deuxieme
chapitre, il est tres utile de connaitre le comportement de la norme L' des fonctions
exp(—f-) en fonction de . Bien qu’en général il semble difficile d’avoir de telles
informations, on a des cas particuliers pour lesquels ceci est possible.

Voici donc le genre d’hypothese qu’on considere ici:

Hypothése (INT). On dit qu’'une classe {a} vérifie (INT) (i.e. “intégrable”) si
elle contient un courant positif fermé T' de la forme

T = a+i0dp
avec [y exp(—¢)dV < oo.

Alors on a le résultat suivant:
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Proposition 1.D.1. Si{a} est une (1, 1) classe de cohomologie sur X nef qui a
la propriété (INT), alors il existe une constante C' > 0 telle que pour tout ¢ > 0
il existe une fonction f. € C*>(X) telle que

i) fe(z) <0 pour tout x € X.
ii) a+i00f. > —cw.
iil) [ exp(—f.)dV < C.
On donne maintenant quelques exemples de classes de cohomologie qui ont la
propriété (INT):
Exemples.

1) Toutes les classes semi-positives vérifient de maniere évidente (INT).

2) Plus généralement, (INT') est vérifiée pour toutes les classes {a} qui contiennent
des courants positifs fermés tels que maxx v(7T,x) < 2. En fait, ceci résulte du
lemme suivant da a H. Skoda [Sk]):

Lemme (Skoda). Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert de C". Siv(¢,z) < 1
alors la fonction exp(—2¢) est intégrable dans un voisinage de x.

Ainsi, un exemple non-trivial est fourni par le fibré L présenté dans 1.B. La classe
de Chern de ce fibré est nef, et tous les courants positifs fermés qu’elle contient
sont singuliers le long d’une courbe; malgré cela elle vérifie (INT). Bien-sur, la
classe de Chern de L®? n’a pas la propriété (INT).

3) Soit X une variété projective et L — X un fibré en droites nef. On dira
que L est abondant (“good” dans la terminologie de Viehweg [Es-Vi|, page 47) si
k(L) = v(L); on a le lemme suivant (cf. [Ka]) qui donne une caractérisation de
ces fibrés.

Lemme (Kawamata). Les deux conditions suivantes sont équivalentes:
i) L est nef et abondant.

ii) Il existe une modification T : Z — X, un entier positif ng et un diviseur effectif
D sur Z tel que
L(k) =7L*® Oz(—D)
est semi-ample pour tout k positif et divisible par ng.
Alors la classe de Chern de tout fibré nef et abondant vérifie (INT') (pour d’autres
propriétés concernant les fibrés nef et abondants, voir [Mou]). En effet, le lemme

de Kawamata implique la semi-positivité de Ly, donc pour tout k divisible par
ng il existe une fonction quasi-psh ¢, sur X telle que

(8) k‘T*@h(L) + 285¢k - [D] = Op, (L(m) >0

Le membre droit de cette égalité est une (1, 1)-forme lisse, donc la partie singuliere
de ¢ ne dépend pas de k (c’est seulement la partie C* de ¢y qui varie par rapport
a k, comme on le voit en faisant la restriction de (8) & un ouvert contractile de
X).
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Donc il existe kg > 0 tel que é maxy V(¢k,, ) < 2. On note ¢ := é(ﬁko, et
alors par (8) on a

(9) 70, (L) 4+ i09¢ > 0
sur Z, et donc au sens des courants sur X on a
O (L) + 0079 > 0.

De plus exp(—7.¢) est intégrable sur X, comme on le voit par un changement de
variable (c’est ici qu’on utilise le fait que les nombres de Lelong de ¢ sont petites).

Preuve de la proposition 1.D.1. La démonstration est entierement basée sur
le théoreme 1.A.2.4, concernant la régularisation des courants positifs fermés.

L’hypothése (INT) fournit un courant positif fermé T' = o + i00¢ avec exp(—p)
intégrable sur X et par le théoreme 1.A.2.4 on obtient une suite des courants
Ty, := o + 100y, telle que T,, > —6,,w pour une certaine suite de réels positifs
(0m)m qui tend vers zéro. La fonction ¢ est bornée supérieurement, donc on peut
renormaliser ¢, telle que ¢, < 0 et de plus [, exp(—;,)dV < C (indépendant
de m).

Soit £ > 0. On peut supposer la suite (4,,) décroissante (en passant éventuellement
a une sous-suite) et alors il existe un unique m > 0 tel que d,,11 < € < . On
prend par définition f.; := ¢,,. Les fonctions f.; sont lisses en dehors d'un
ensemble analytique et ont les propriétés i), ii) et iii) de la proposition 1.D.1.
Maintenant la classe {a} est nef, et par conséquent il existe une suite (fe2)e>0
de fonctions de classe C* sur X, telle que a + i00f. o > —ew et maxx (f-2) = 0.
Avec cette normalisation, pour tout € > 0 on définit

fs = Hrle?éx(fe’h f5,2>-

Alors par les propriétés de la fonction maximum régularisée, les fonctions f. sont
de classe C* sur X, leur hessienne est minorée par —a — cw et maxx(f.) = 0.
Comme —max(f,g) < —f, la suite (f.). a toutes les propriétés demandées par la
proposition 1.D.1.
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CHAPITRE 2.

2.A. Préliminaires.

2.A.1. Quelques rappels de géométrie kahlérienne

Nous allons présenter ici quelques résultats concernant 1’équation de Monge—Am-
pere et I'application d’Albanese d’une variété kahlérienne compacte.

Soit (X,w) une variété complexe compacte de dimension n, munie d’une
métrique k&hlérienne. D’aprés la terminologie d’Aubin (voir [Au]), une fonction
¢ : X — R de classe C*>°(X) sera dite admissible si la forme différentielle w +i00¢p
est strictement positive définie (étant ainsi une forme kéhlérienne dans la méme
classe de cohomologie que w). Considérons le quotient

M(p) = (w+ i(‘?@g@)”‘

w’I’L

On a alors le théoreme suivant:

Théoréme 2.A.1.1 (Aubin-Calabi-Yau). Soit (X,w) une variété kédhlérienne
compacte et f une fonction réelle de classe C*°(X). Alors pour tout A > 0
I’équation

(1) M (p) = exp(Ap + f)

a une unique solution admissible ¢ qui est de classe C*°(X).

La courbure de Ricci de la métrique kahlérienne w notée Ricci,, est par définition
la courbure de Chern du fibré anticanonique —Kx := A"T%, muni de la métrique
déterminant det(w). En vue des applications futures, remarquons que la connex-
ion de Chern de la métrique w coincide avec la connexion de Levi-Civita et par
conséquent Ricci,, est la méme chose que le tenseur de Ricci riemannienn.
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Soit f une fonction réelle lisse sur X et notons @y I'unique solution de I'équa-
tion (1). Si on applique 'opérateur —idd log a cette équation on obtient

Ricci,,, = Ricciy, —i09(Ap + f)
= Ricci, —i00f + AMw — wy)

oll wy 1= w + i00py. Donc si f est choisie telle que Ricciy, +Aw > i00f, on a

Ricciy,, > —Awy.

Dans I’étude du groupe fondamental des variétés kahlériennes compactes ’applica-
tion d’Albanese joue un rdle trés important. Soit q(X) = h'(X, Ox) lirrégularité
de X et ay,..., a4 une base des 1-formes holomorphes. Les «; étant fermées, on
peut considérer I'application

)?—>Cq, x»—)(/ al,..,/ ozq>
o xXo

ou X désigne le révétement universel de X et zg un point quelconque. Si on
note A l'orbite du point g par 71 (X), la théorie de Hodge implique que A est un
réseau dans C? et alors I'application ci-dessus définit par passage au quotient une
application

ax : X — Alb(X) :=C?/A

qui est par définition ’application d’Albanese de X.

Pour indiquer le lien entre ce morphisme et le groupe fondamental de X on va
suivre I’approche de F. Campana (voir [Cal]).

On observe d’abord que, par construction de ax, le morphisme

ax,. : Hi(X,Q) — Hi (Alb(X),Q)

induit au niveau des premiers groupes d’homologie est un isomorphisme. Soit
Yo = ax(X) et 6 : Y1 — Y une désingularisation de cet espace. Alors quitte
a passer a une modification X; de X, on obtient un morphisme a; : X; — Y
au-dessus de ax. D’apres le théoreme de Van Kampen on voit facilement que
m1(X) = m1(X1) et alors le morphisme ax . admet la factorisation suivante:

H(X,Q) — H1(Y,Q) — H1(Alb(X),Q)

ou la premiere fleche est a;,. Mais ax . est un isomorphisme, et donc ay, est
injective. En fait, ce morphisme est aussi surjectif, d’apres le lemme suivant (voir

[Fu]):
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Lemme 2.A.1.2 (Fujiki). Soit f : X — Y un morphisme surjectif entre deux
variétés kéiklériennes compactes. Alors I'application f* : H*(Y,R) — H*(X,R)
induite au niveau des groupes de cohomologie est injective.

Preuve du lemme. Soit w une forme kahlérienne sur X et m la dimension de Y
on pose p := dimc(X) — dimc(Y). Sion a u € H¥(Y,R) telle que f*u = 0, alors
par la formule d’integration le long des fibres, pour toute v € H*™ (Y, R) on a

0= [ rraunoyner = [wr [ uno

ou F' est la fibre générique de f; par dualité de Poincaré il résulte que u = 0 et
donc le lemme est démontré.

En conclusion, I'application a4 induit un morphisme a4 . : H;(X,Q) — H;(Y,Q)
qui est isomorphisme pour j = 1 et surjectif pour j = 2. Par ailleurs, comme il a
été observé par F. Campana (voir [Ca2]) on a la proposition suivante:

Proposition 2.A.1.3 (Campana). Soit f : X — Y une application holomorphe
surjective entre deux variétés complexes compactes. Alors I'image du morphisme
fo :m(X) = m(Y) est un sous-groupe d’indice fini.

La preuve résulte facilement du fait que f : X\ f~1(S) — Y\ S est une submersion
propre pour un certain ensemble analytique S C Y, et du fait que w1 (Y \ S) —
m1(Y) est surjective.

Afin de donner 1’énoncé d’un théoreme de J. Stallings (voir [S]), précisons encore
quelques notations. Soit I' un groupe engendré par un nombre fini d’éléments.
On définit la série centrale de I' comme suit: I'; := I" et pour m > 1 on pose
Ly :=[I,T),]. Soit également

o= ()T

m>0

ou pour chaque m > 0 le groupe I/ est le radical de I';,, i.e. I’ensemble des
éléments de I' dont une certaine puissance appartient a I',,,. Alors la limite nilpo-
tente de T' est par définition le quotient "™ := I'/T”_. On vérifie sans aucune
difficulté que cette construction est fonctorielle. Avec ces notations, on a:

Théoréme 2.A.1.4 (Stallings). Soit f : X — Y une application continue entre
deux variétés compactes, dont les groupes d’homotopie sont notés I' et respective-
ment A. Supposons que f, : H;j(X,R) — H;(Y,R) est un isomorphisme pour
j =1 et une surjection pour j = 2. Alors le morphisme

(I)/nilp . F/nilp N A/nilp
est injectif, ou ® : I' — A est induit par f. De plus, si I'image de ® est un sous-
groupe d’indice fini de A, alors Im(®"P) est un sous-groupe d’indice fini dans

A/nilp
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Compte tenu de ces résultats, on a:

Théoréme 2.A.1.5 (Campana). Soit X une variété kihlérienne compacte ; on
note par Y une desingularisation de I'image d’Albanese de X . Alors 'application
d’Albanese de X induit un morphisme injectif de groupes

aiknilp sy (X>/ni1p — M (Y>/ni1p

dont I'image est un sous-groupe d’indice fini.

(pour une démonstration de ce théoreme utilisant la théorie des modeles mini-
maux voir [Am]). En conclusion, la limite nilpotente du groupe fondamental d’une
variété kéhlérienne est déterminée par le morphisme d’Albanese de la variété X.

2.A.2. Rappels de géométrie riemannienne.

Dans ce qui suit on présente quelques résultats concernant la norme géométrique
d’une classe d’homotopie, les variétés riemanniennes a courbure de Ricci minorée
et la théorie de la convergence au sens de Gromov—Hausdorff.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et w1 (M, mg) son groupe fon-
damental basé en un point quelconque mg € M. Sur le revétement universel
m: M — M de la variété M considérons la métrique image inverse g. On fixe le
point 1mg dans w1 (myg), correspondant a la classe d’homotopie nulle en mg. Le
groupe m1 (M, mg) agit isométriquement sur (]T] . 3)-

Définition 2.A.2.1. Soit v € 71 (M) une classe d’homotopie non-triviale. On
note |y|m, la norme géométrique de la classe v, donnée par dgz(mg, ymo).

La distance qui donne la norme géométrique d’une classe d’homotopie est réalisée
par une géodésique dans M, connectant les points mg et ymg. En projetant par
m cette géodésique dans M, on obtient un lacet géodésique dans la classe ~y, qui
n’est pas nécessairement lisse au point base mgy. Donc la quantité |v|.,, est la
longueur d’un lacet géodésique minimisant dans la classe d’homotopie v, basé en
mo (classiquement, on a une géodésique fermée —de classe C°°— représentant la
classe d’homotopie libre associée a v qui est obtenue par passage a la limite; si
on fixe le point base my le méme raisonnement montre que le lacet limite est lisse
sauf peut-étre en my, car c’est le seul point ou on ne peut pas “arrondir le coin”) .

Le fait que m (M) agit proprement discontiniiment sur M implique le lemme
suivant:

Lemme 2.A.2.2. Soit v > 0 un nombre réel. Alors il n’existe qu’un nombre fini
de classes d’homotopie vy € 71 (M, mg) telles que |7y|m, < 7.

Dans I’étude des variétés riemanniennes, les théoremes dits de comparaison jouent
un role important. En gros, I'idée est la suivante: si on a des bornes (par exemple)
pour le tenseur de courbure de (M, g), alors on peut comparer certaines quan-
tités géométriques (i.e. volume, rayon d’injectivité) de M avec celles des espaces
standard a courbure constante, égale a la borne comme pour la courbure de M.
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Ainsi, supposons que la courbure de Ricci de la variété (M, g) soit minorée
par —r, ou r est un réel positif ou nul. En un point arbitraire p € M considérons
'application exponentielle exp,, : T,M — M. Si v est un vecteur de norme égal
a 1 dans T, M notons 6(¢,v)/t™! le jacobien de I’exponentielle en tv. La borne

inférieure dont on dispose pour la courbure de Ricci implique (voir par exemple
[ChE])

(2) 0(t,v) < 5771 (1)

ou s,(t) := sinh(y/rt)/y/r. Alors si f : By(p, R) — Ry est une fonction continue,
on a

/xeBg(p’R) z)dV,(z /M 1/ (exp,(tv))0(t, v)dt do(v) <
C(r, R) /|v|:1/o f(exp,(tv))dt do(v)

ot C(r, R) tend vers R™! si r tend vers zéro.
Une application de 'inégalité (2) est le théoréme suivant, di a Bishop—Gro-
mov:

Théoréme 2.A.2.3 (Bishop-Gromov). Soit M une variété riemannienne de di-
mension n et vérifiant Ricci, > —(n — 1)r - g, ol g est la métrique et r un réel
positif. Soient m un point de M et deux réels R < R'. Alors

Vol (B(m, R)) _ ¥ (sinh /7t)"1dt
Voly (B(m, R')) ~ fOR/(sinh Vrt)r—idt

(pour une démonstration du lemme, voir [GLP]). Le membre de droite de I'iné-
galité ci-dessus est le quotient du volume des boules respectives dans une variété
a courbure sectionelle égale a —r.

Dans l'article “Groups of polynomial growth and expanding maps”, M. Gromov
introduit une distance sur la classe des espaces métriques pointés et étudie la
convergence des espaces, les propriétés de compacité et le comportement des in-
variants métriques par rapport a cette distance. On rappelle maintenant certaines
définitions et résultats dans le cadre de cette théorie qui serviront dans 2.C.2.

Soit X,Y deux sous-ensembles d’un espace métrique compact (Z,d). Alors la
distance de Hausdorff entre X et Y est donnée par

dp(X,Y) := max{sup d(z,Y),sup d(y, X)}.
zeX yey

Pour deux espaces métriques arbitraires X et Y, Gromov introduit leur distance
comme suit

dGH(X7 Y) = inf{dH (f(X)7g<Y))}
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ou f: X = Zetg:Y — Z sont des plongements isométriques. Un autre fagon
de définir cette distance est la suivante : sur la réunion disjointe X IIY on considere
les métriques admissibles, ou par définition une métrique est dite admissible si les
inclusions de X respectivement de Y dans X I1Y sont des isométries (i.e. preserve
la distance). Alors on observe facilement que

den(X,Y) = inf{d} (X,Y);d distance admissible sur X 1Y}

et que dgp est une distance sur les classes des isométries des espaces métriques
compacts.

Comme on travaille aussi avec des espaces non-compacts, il est naturel de con-
sidérer la distance de Gromov-Hausdorff pointée. Soit (X,xo) et (Y,yo) deux
espaces métriques pointés. On note B,.(p; X) := {z € X;d(x,p) < r} la boule
métrique fermée de rayon r centrée en p. Alors la distance de Gromov-Hausdorff
pointée est par définition

dp,GH((X, xo), (Y, yo)) :=inf{e > 0; il existe une métrique admissible
d sur X ITY telle que 6(xg,yp) < €
Fl/e(mo; X) C B, (Y; (X1y, 5)) et
Bi/e(yo;Y) C Be(X; (X 11Y,0))}

A partir de ce moment, tous les espaces métriques considérés seront supposés
“propres” dans le sens que I’adhérence de leurs boules métriques sont des ensembles
compacts.

On définit la convergence des espaces et des applications par rapport a la
métrique dp gp:

Définition 2.A.2.4. Une suite d’espaces métriques pointés (X;,x;);>1 est con-
vergente vers (Y, y) si

dp,GH((Xj7 xj)? (Y7 y)) =0
quand j tend vers l'infini.

Exemple. Soit (M, g) une variété riemannienne et d la distance géodésique as-
sociée a g. Alors pour tout point p € M, la suite (M, kg, p)x tend vers 'espace
tangent a M en p, muni de la métrique g,. Maintenant si (Y, dy,y) est un espace
métrique pointé, on appelle céne tangent en y la limite d’'une (sous-) suite du
(Y, ridy ,y)r ou la suite ry, tend vers l'infini. Le cone tangent existe en tout point
de Y, mais en général il dépend du choix de la suite (voir [Co]).

Pour définir la convergence des applications, considérons une suite (X, z;);>1
supposée convergente vers ’espace pointé (Y, y). Par définition, il existe une suite
de métriques d; sur la réunion disjointe X; II'Y telle que pour tout 7 > 0 et € > 0
on ait (& partir d’un certain rang): d;(z;,y) < ¢, la boule B,(x;; X;) est contenue
dans un e—voisinage de Y, et la boule B,.(y;Y") est contenue dans un e—voisinage
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de X;. Chaque fois que I'on parle de convergence d’une suite d’espaces, on sous-
entend la donnée d’une suite de métriques J;. Considérons une suite d’applications
f; + X; — X;. On pose alors:

Définition 2.A.2.5. On dit que la suite (f;); tend vers une application f : Y =Y
si pour tout r > 0 et tout € > 0 il existe p = pu(r,e) > 0 et un entier positif
N = N(r,e) tel que pour tout j > N on ait: si les points ' € B,(z;; X;) et
y' € B(y,Y) vérifient 6;(a',y") < p, alors 6;(f;(2'), f(y')) < e.

Alors dans ce cadre on a les résultats suivants:

Théoréeme 2.A.2.6 ( “Isometry lemma” de Gromov). Soit f; une isométrie de
(X;,d;) telle que pour une constante C indépendante de j on ait d; (xj, f](mj)) <
C'. Alors une sous-suite de la suite (f;); converge vers une isométrie de Y .

Théoréme 2.A.2.7 (Critere de précompacité de Gromov). Les variétés rieman-
niennes completes pointées de dimension n qui satisfont a l'inégalité Ricci;, >
—(n—1)rg (our € R) forment une partie precompacte pour la distance de Gromov—
Hausdorff pointée.

En plus de ces résultats généraux, on utilisera les théoremes suivants, dus a
Cheeger—Colding (voir [CCo]).

Théoréme 2.A.2.8 (“Splitting theorem”). Soit Y un espace métrique propre
et connexe qui est la limite au sens de Gromov—Hausdorff pointé de variétés rie-
manniennes completes (M;, g;, m;) de dimension n, et telles qu’il existe une suite
g > 0 qui tend vers zéro, avec la propriété que Ricciy, > —(n — 1)g;g;. Si Y
contient une droite, alors Y est isométrique a un produit R x Y.

(le mot “droite” désigne ici une application [ : R — Y telle que d(I(a),l(b)) =
|la — b]). Finalement, on a la version suivante du lemme de Margulis:

Théoréme 2.A.2.9 (“Margulis lemma”). II existe 6(n) > 0 tel que si (M",g)
est une variété compléte avec Ricciy > —(n — 1), alors pour tout r < d(n) et tout
p € M, I'image du morphisme

ixm1(By(p, 7)) — w1 (M"),

induite par I'inclusion de la boule géodésique By(p,r) dans M", est un groupe
presque-nilpotent.

2.B.

Dans la premiere partie de ce paragraphe on démontre que le groupe fondamental
d’une variété kahlérienne compacte X a classe de Ricci nef est presque-nilpotent.
Ensuite on indique la fagon dont on peut majorer la longueur de la série dérivée
d’un tel groupe, si en plus de ’hypothese d’effectivité numérique, la premiere classe
de Chern de X vérifie une certaine condition (PCM) (voir 2.B.2).
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2.B.1. Presque—nilpotence du groupe fondamental des vari-
étés kahlériennes compactes a classe de Ricci nef.

La structure des variétés kahlériennes dont le fibré anticanonique possede cer-
taines propriétés de positivité a été étudiée par beaucoup d’auteurs (en fonction
du principe qu’une variété est d’autant plus “spéciale” que son fibré anticanon-
ique est positif). Nous nous intéresserons ici plus particulierement a 1’étude du
groupe fondamental. Si X est une variété projective telle que —Kx soit positif,
alors elle est simplement connexe d’apres un théoreme de Kobayashi, voir [Ko]. Si
— K x est semi-positif, le théoreme d’Aubin-Calabi-Yau montre que X possede une
métrique kahlérienne a courbure de Ricci semi-positive, et on peut dans ce cas en
déduire que 71 (X)) est presque-abélien, i.e. contient un sous-groupe abélien d’indice
fini (voir Cheeger-Gromoll [GhG] et Demailly-Peternell-Schneider [DPS3]). En ce
qui concerne 1’étude des variétés kdhlériennes dont le fibré anticanonique est nef,
les travaux de Demailly-Peternell-Schneider montrent que 71 (X)) est un groupe a
croissance sous-exponentielle (voir [DPS2]). Toujours dans ce cadre, il a été con-
jecturé que le groupe fondamental est a croissance polynomiale. Le but de cette
partie est d’indiquer une preuve de cette conjecture, en s’appuyant sur la technique
de [DPS2] ainsi que sur quelques résultats récents de la géométrie des variétés a
courbure de Ricci minorée (théoreme 2.A.2.9). On a ainsi:

Théoreme 2.B.1.1. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n,
avec K)_(1 nef. Alors w1 (X) est un groupe presque-nilpotent.

Avant de passer a la démonstration proprement dite, fixons quelques notations.
m1(X, zo) désigne le groupe fondamental de X, basé en un point zo de X; 7 : X -
X est le revetement universel de X. Si w est une métrique hermitienne sur X, elle
induit une métrique & = 7*w sur X, et on note dg la distance géodésique induite
par w. La notion d’effectivité numérique est celle formulé dans le cadre des variétés
complexes compactes générales (voir 1.A). La démonstration du théoreme 2.B.1.1
est constituée de trois arguments principaux, présentés aux paragraphes 1, 2, 3.

1. Existence de métriques kahlériennes a courbure de Ricci
presque semi-positive

Une premiere étape consiste en la construction de métriques kahlériennes conven-
ables sur X, a 'aide du théoréme d’Aubin-Calabi-Yau 2.B.1.

Sur le fibré K )_(1 on prend comme métrique de référence le déterminant det(w)
de la métrique kéhlérienne w. Ce fibré étant nef, il existe (par définition) une suite
des fonctions (fe). de classe C*°(X) telle que:

Ricci,, +i00f. > —ew

Mais d’apres les remarques qui ont été faites dans le paragraphe 2.A, on a le
corollaire suivant du théoreme d’Aubin-Calabi-Yau:
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Corollaire 2.B.1.2. Soit (X,w) une variété kdhlérienne compacte et f une fonc-
tion réelle de classe C*°(X) telle que pour un A > 0 on ait

Ricciy, +i00f > —Aw.

Alors il existe une fonction admissible ¢y telle que la métrique wy := w + 100
satisfait a l'inégalité:
Ricciy,, > —Awy.

En conclusion, ’hypothese qu’on fait sur la classe anticanonique se traduit par
'existence d’une suite (we). de métriques kahlériennes sur X, appartenant toutes
a la classe de cohomologie {w} et telles que Ricci,,, > —ew:.

2. Résultats de géométrie riemannienne concernant la crois-
sance du groupe fondamental

En termes de nos données (& savoir la suite (w:)->0) le théoreme de Cheeger-
Colding 2.A.2.9 implique par un simple argument de changement d’échelle le coro-
llaire suivant:

Corollaire 2.B.1.3 Pour tout € > 0 et tout point p € X, I'image du morphisme
d’inclusion

Co

les @ T (ng (p, %>> — m1(X)

est presque-nilpotent.

En effet, on remarque que g. := cw, satisfait Ricciy,. = Ricci,,_ car la courbure

de Ricci est invariante par changement d’échelle. D’autre part, on a: B,,_ (p, %) =

B, (p, CO) et le théoreme 2.A.2.9 appliqué a (X, g.) implique le corollaire 2.B.1.3.

3. Majoration de la longueur des lacets générateurs

Pour terminer la preuve, on va montrer que i. . est surjectif si ¢ est assez
petit et si p est bien choisi (c’est I’élément-clé!). Il s’agit de démontrer qu’on
peut engendrer le groupe fondamental de X par des lacets dont la longueur est
controlable. Le lemme qui suit nous donnera un controle de ces longueurs, lorsque
le point base est bien choisi.

Lemme 2.B.1.4 ([DPS2]). Soit U un ensemble compact de X. Alors pour chaque
d > 0, il existe un ensemble fermé U, s C U, tel que Vol,(U \ U 5) < 6 et pour
tout x1,x2 € U. s il existe un chemin qui les connecte de longueur par rapport a
we Iinférieure a C(S_%, ou C' est une constante indépendante de 0, €.
Démonstration du lemme. La preuve présentée ci-dessous est une reformula-
tion plus globale des arguments donnés dans [DPS2].
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Dans la suite, on note dA,, la mesure de Liouville induite par w sur le fibré unitaire
de la variété X noté SX et SU la restriction SX|y.

Soit t > 0 et f: X — R, une fonction localement intégrable quelconque; on note
toujours par f 'application fr : X = R,. Compte tenu de l'invariance de la
mesure de Liouville par le flot géodésique de la métrique w, on a les inégalités
suivantes

/ f(expp(tv))d)\w(p,v) < / f(x)dAy(z,w) =
(p,v)eSU

(z,w)ESK}

— / F(2)dVi(x) < asnC(K)| fll
reKy

ou g, désigne le volume de la sphere unité d’un espace euclidien de dimension
2n, K; est la projection sur X de I'image de SU par le flot géodésique et C'(K})
est une constante uniforme si ¢ varie dans un intervalle compact.

Soit D := diam(U,w). Alors d’apres les considérations précédentes, on obtient

D
/ / £ (exp, (t0))dho (p,0) dt < C| f1 11
0 (p,v)eSU

pour une certaine constante C' qui dépend seulement de la géométrie du compact
U. En intervertissant 1’ordre d’intégration, ceci implique

D
(3) /(p,v)eSU /O f (expy(t0)dt dr, < CJf1.

Alors pour tout § > 0, I'inégalité (3) implique 'existence d’un ouvert A(f,d) C SU
tel que:

1) Vol (As(f,8)) = Vol(SU) — 6.

D
C
2) Pour tout (p,v) € A(f,d) on a / f(exp,(tv))dt < ngHLl
0
Pour chaque point p € U on note V(1) le sous-ensemble des vecteurs v de la sphere
unité de l’espace tangent en p tels que (p,v) € A(f,d). Alors d’apres la propriété
1), il existe un point p € U tel que Vol (V,(1)) > vz, — Vol On associe a ce

point p ’ensemble
U(f,0) :={z€U/z = exp,(tv),v € V,(1),t € [0, D]}.

Alors pour une constante C' > 0 qui dépend seulement de la géométrie de (X, w)
et du compact U, on a Vol, (U(f,d)) > Vol,,(U) — C6é.

Revenons maintenant a la suite (w.).. Pour tout € > 0 on considere la fonction

n—1
We z N\ W,

fe(z) =

n
wiB
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Le fait que toutes les 2—formes w. sont cohomologues implique
||f5||L1(X) = / we A w = Vol(X)
X

et donc cette norme est indépendante de €. Alors il existe un ensemble U, s C U
égal a U(f.,9), tel que Vol, (U(e,d)) > Vol,(U) — C§. Par la propriété 2), pour

te
tout point x € U, s on a / f=(exp,_(tv))dt < C/6, ol exp,_(tyv) = x. Mais la
0

distance par rapport a w. entre p. et x est majorée par la racine carrée de l'intégrale
précédente (car en fait la quantité f.(z) est la somme des valeurs propres de w.
par rapport a w). Donc la distance par rapport a w. de deux points arbitraires de
U. 5 est majorée par C~1/2 et ceci acheve la démonstration du lemme.

Remarque. Ce lemme (appliqué a X a la place de X ) montre qu’il existe une
constante C' > 0 telle que pour certains points p. le volume (par rapport a w) des
boules géodésiques B,,_(pe, C) est supérieur a la moitié du volume de X.

4. Fin de la preuve du théoreme 2.B.1.1

On fixe un systeme {7, } de générateurs de 7 (X), et on prend pour U un ensemble
compact qui contient un domaine fondamental F de 'action de 71 (X)) sur X, assez
grand pour que U N~;U # 0 pour tout j. Pour § > 0 tel que § < Vol,(U N~,;U)

et 6 < %VOLUE, le lemme ci-dessus implique 'existence d’une partie U, s C U,
_1

compacte, telle que diam,, (U 5) < C1072 := C et Vol,, (U \ Us5) < d. De plus,
par le choix de ¢ et le fait que ~y; agit isométriquement sur X, on a U, sNy,; Uz 5 # 0
pour chaque j.

Soit p. € U. s N E un point arbitraire. Notons |y;|5. la norme géométrique
de la classe du lacet v; basé en p., mesurée a l'aide de la métrique w.. Les
propriétés de U, s impliquent: |vy;|,. < 2C (car la norme en question est inférieure
a 2diam,,_(U:s)). Il existe donc une géodésique minimisante (par rapport a w)
qui réprésente la classe v;, basée en p. := m(p.), telle que sa longueur est inférieure
& 2C. Donc elle est contenue dans la boule de centre p. et rayon Cy/+/c si € est
assez petit. En conclusion, pour € convenablement choisi, B,,_(pe, Co/+/€) contient
une famille de géodésiques fermées dont les classes d’homotopie engendrent 71 (X),
et par conséquent i. , est surjectif. Pour finir, on applique le corollaire avec les
données ¢ et p. et on en déduit que 71 (X) est presque-nilpotent. Ceci acheve la
preuve du théoreme 2.B.1.1.

2.B.2. Potentiels controlées en moyenne.

Le théoreme 2.B.1.1 ne donne aucun renseignement concernant la longueur de
la série nilpotente du (X ). Dans ce paragraphe on veut indiquer comment on
peut obtenir de telles informations pour une famille spéciale de variétés a classe
de Ricci nef.
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Remarquons d’abord qu’un groupe presque-nilpotent I' est a croissance poly-
nomiale, dans le sens suivant. Si G est un groupe engendré par un nombre fini
d’éléments ¢, ..., gm, on note B(k) le nombre d’éléments de G qui s’écrivent au
moyen d’un mot comprenant au plus k éléments égaux aux générateurs ou a leurs
inverses.

Définition 2.B.2.1. On dit que G est a croissance polynomiale (d’ordre p) s’il
existe des constantes C' et p telles que B(k) < CkP.

Par ailleurs, pour avoir une estimation de la longueur de la série dérivée de T' il
suffit de connaitre son ordre de croissance.

Le genre d’hypothese qu’on va considérer ici est le suivant:

Définition 2.B.2.2. Soit {a} € H;’gl(X) une classe de cohomologie. On dit que
{a} a la propriété (PCM) (i.e. “potentiels controlées en moyenne”) s’il existe des
constantes Cy, C positives et une suite de fonctions (p.)e>o de classe C*° sur X
telles que

i) ¢-(z) <0 pour tout x € X.
i) a+i00p. > —ew.

iii) / exp(—pe)dV < Cre .
b's

Dans ce contexte on a le théoréme suivant (qui est en fait une variante plus
générale de la remarque (1.7) de [DPS2], dans le sens qu’on est moins exigeant au
niveau des hypotheses qualitatives concernant la classe anticanonique):

Théoreme 2.B.2.3. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n
dont la premiére classe de Chern posséde la propriété (PCM). Alors le groupe
fondamental de X est a croissance polynomiale et son degré de croissance est
borné par 2(n + Cp).

Par le théoreme 1.D.1, si une classe de cohomologie {a} a la propriété (INT),
alors elle a la propriété (PCM) avec la constante de croissance Cy = 0. Donc le
théoreme ci-dessus implique le corollaire suivant:

Corollaire 2.B.2.4. Soit X une variété kahlérienne de dimension n compacte
dont la premiére classe de Chern posséde la propriété (INT). Alors le groupe
fondamental de X est a croissance polynomiale et le degré de croissance est borné
par 2n.

Preuve du théoréeme 2.B.2.3. On commence par observer qu’'une classe de
cohomologie de type (1, 1) qui possede la propriété (PCM) est nef, mais de plus on
a une suite de métriques tres spéciales, notamment celle donnée par la définition.
L’idée est d’utiliser ces métriques dans le théoreme d’Aubin-Calabi-Yau afin d’ob-
tenir une famille des métriques kahlériennes sur X, pour lesquelles on a un controle
uniforme des volumes et des diametres des ensembles qu’on va utiliser pour mesurer

7T1(X).
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Dans la suite on note w une métrique kihlériene fixée sur X et comme d’habi-
tude on utilisera la méme notation C' pour toutes les constantes successives qui
vont intervenir dans les calculs.

Comme par hypothese la premiere classe de Chern de la variété X a la pro-
priété (PCM), on a une suite des métriques h. := exp(—f:)hg, ou f. sont des
fonctions de classe C*> sur X tel que pour tout € > 0 on ait

1) supy f- <0
2) [y exp(—f.)dV,, < Cre=.
3) Ricciy, +i00f. > —ew sur X.

On applique maintenant le théoreme d’Aubin-Calabi-Yau (voir le corollaire
2.B.1.2) pour résoudre I’équation

(4) wl = exp(ep. — fo)w"
ol w, = w + i00¢,. et alors on a

Ricci,,. > —ewe

D’apres le théoreme d’Aubin-Calabi-Yau, la fonction ¢. qui vérifie (4) est
unique (car le membre droite est strictement croissant en ¢.). On renormalise ces
fonctions de maniere que [ ~ ¢=dV,, = 0. L’équation (4) devient alors

(5> W? = >\5 eXp(€¢6 - fs)wn

ou A, est la constante de normalisation. L’intérét de cette renormalisation est
expliqué par le lemme (standard) suivant:

Lemme 2.B.2.5. II existe une constante C; > 0 (ne dépendant que de (X,w))
telle que pour toute fonction admissible p € C*(X) qui vérifie fX pdV,, = 0 on
ait supy ¢ < Cj.

(on démontre ce lemme a la fin du paragraphe).

Alors les nouvelles fonctions ¢. sont uniformément bornées supérieurement
par une constante C;. En intégrant sur X 1’égalité (5) on obtient

Vol (X) S Vol (X)

— .
N fx exp(epe — fo)dV, — CfX exp(—f.)dV,, > Cre™°.

(6) Ae

En conclusion, A, > C1£°°, oti les constantes en question sont indépendantes de
e. Pour calculer la taille du groupe fondamental de X, on doit travailler avec des
sous-ensembles de X qui ont une géométrie controlée uniformément par rapport
a la suite de métriques w.. Des tels ensembles sont fournis par le lemme 2.B.1.6.
En effet, si on fixe un ensemble de générateurs (;); du groupe fondamental de X,
par ce lemme on obtient une famille (U.) qui a les propriétés suivantes:

a) Pour chaque v; on a: U, N~v;U. # 0.
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b) Vol,(ENU.) >1/2Vol(X)

c¢) La distance géodésique par rapport a w. entre deux points quelconque de U,
est bornée par une constante C; indépendante de ¢.

Le seul défaut des ensembles U, est ’absence d’un contréle de leur volume
par rapport a we; mais on va voir dans la suite comment on peut gagner un tel
controle grace a I’hypothese (PCM).

Une conséquence de la normalisation des (. et du lemme 2.B.2.5 est I'inégalité
suivante

/ e (2)|dVe, < / lpe — C1]dV,, + C1 Vol(X),
UNE X

et on a donc fU g lpeldV, < 2C;. Un calcul standard montre que I'ensemble

Ves i ={z€U.sNE/|p(x)] <2C16 '}

a un volume par rapport a w supérieur a Vol(U.NE)—4, et donc d’apres I'inégalité
b) le volume de V; 5 est supérieur a 1/2 Vol,,(X)—¢. Fixons J tel que cette derniere
quantité soit égale & 1/3 Vol (X) et notons V. I’ensemble V. 5 correspondant. Alors
en tout point de V. on a

wl > C1eC0w".

On obtient donc

(7) Vol (U. N E) > Vol,,_(V.) > C1e%° Vol, (V.) > C1e%.

Pour finir la démonstration, considérons 1’ensemble

Ws,k = U ’Y(UEJS)
yem (X),l(v)<k

ot pour un élément v du 71 (X) on a I(y) := min{p;y = g;' - - -gf:}, avec €; dans
I’ensemble {—1,0,1}. Alors si on note N (k) le nombre d’éléments v de 71 (X) tels
que [(v) < k, par I'inégalité (7) on obtient

Vol,,_ (W 1) > N(k) Vol,,_(U. s N E) > Cc“° N (k).

Rappelons-nous la propriété (c¢) des ensembles U,: si on fixe un point p. dans
Uk, cet ouvert est contenu dans une boule géodesique (par rapport & w.) de rayon
C1. Donc 'ensemble W, j, est contenu dans la boule de centre p. et rayon Ck et
alors par I'inégalité de Bishop 2.A.2.3 on a

Vol,,. (We ) < Vol,_(B,, (az, kC1)) < Ck*" exp(\/(2n — 1)ekCy).

En combinant les deux dernieres relations et en prenant € = k—12, on obtient

N(k) S Clk2n+200,
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donc 71 (X) est un groupe a croissance polynomiale, de degré inférieur a 2(n+ C).

Preuve du lemme 2.B.2.5. On commence par remarquer que pour une fonction
admissible ¢ on a: Ap < n ou n est la dimension de la variété X et le laplacien
dont on parle est a valeurs propres négatives. En effet, si on considere la forme
Wy = W+ i00¢, alors elle est strictement positive définie, et donc sa trace par
rapport a w est strictement positive dans chaque point de X. Par ailleurs, cette
trace vaut exactement n — Ay, car w est kahlérienne et donc on a

Tr,(i00p) = —Ap.

Soit H l'opérateur de projection de L?(X) sur les fonctions harmoniques (i.e.
constantes). Alors on a (voir [Au]) un opérateur de Green noté G qui vérifie
AG(f) = f— H(f) et qui commute avec A. Une propriété du noyau de cet
opérateur qui sera utile dans la suite est la suivante: le noyau de G noté G défini
sur X x X est C* en dehors de la diagonale de ce produit et a une singularité en
d272" sur la diagonale, si ’on note d,, la distance géodésique associée a w.

Compte tenu de ces propriétés du G et de son noyau on a
o)~ H(p) = [ Glo.)Deoly)er,
X

La normalisation [ + ¢dV,, = 0 implique H(¢) = 0 et alors pour toute constante
K on obtient

o) = /X (G(z,9) + K) Ap(y)w”

La forme de la singularité du noyau G le long de la diagonale implique qu’il est
borné inférieurement sur X x X par une constante —K et qu’il est intégrable sur
X x X. En conclusion on a:

o(r) < n/X(g(x,y) —I—K)wg = (.

Le lemme est démontré.

2.C. Presque-abélianité du groupe fondamental de certaines
variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci numé-
riquement effective.

Dans cette partie on montre que le groupe fondamental des variétés kahlériennes
compactes a classe de Ricci nef est presque-abélien dans deux cas particuliers:

celui des variétés projectives et celui des variétés kahlériennes dont la suite des
diametres D, := diam(X,w.) est borné.
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La preuve dans le cas projectif est basée sur le théoreme 2.B.1.1 et sur deux
résultats dus respectivement a Campana et a Zhang, concernant le morphisme
d’Albanese. Le cas ou la suite des diametres est borné découle d’une estimation
systolique de M. Anderson et de la théorie de convergence au sens de Gromov-
Hausdorff.

2.C.1. Le cas projectif.

Dans le cas d’une variété projective dont la classe anticanonique est numeéri-
quement effective, on obtient 'information suivante concernant la structure du
groupe fondamental de X.

Théoreme 2.C.1.1. Soit X une variété projective de dimension n, avec K)_(1 nef.
Alors 71 (X)) est I'extension d’un groupe fini par un groupe abélien libre (de rang
égal au premier nombre de Betti d’un revétement fini adéquat de X).

Preuve. La preuve du théoreme 2.C.1.1 requiert deux propriétés remarquables
du morphismes d’Albanese, dues respectivement & Campana [Ca] et Zhang [Zh].

Les travaux de F. Campana (cf. 2.A.1) montrent que pour toute variété kahlérienne
X, la limite nilpotente de m1(X) est completement déterminée par la variété im-
age du morphisme d’Albanese de X. D’autre part, dans le cas d’une variété
projective, si ax : X — Alb(X) est le morphisme d’Albanese associé a X, on a le

résultat suivant, qui répond a une conjecture de Demailly, Peternell et Schneider
(cf. [DPS2)):

Théoréme (Zhang). Soit X une variété projective de dimension n, avec K)_(1 nef.
Alors ax est une application surjective.

(voir [Zh] pour une démonstration de ce résultat). Par le théoreme 2.C.1 il existe un
sous-groupe nilpotent I" d’indice fini dans 71 (X). Comme 71 (X) est de type fini, il
en est de méme pour I'. Par [Hirs| ses éléments de torsion forment un sous-groupe
distingué fini; soit IV := I'/ Tors(I"). Donc quitte & passer & un revétement fini de
X, noté X', le groupe I" = 71 (X’) est nilpotent, et dans ce cas la limite nilpotente
de T' est précisement IV. Maintenant la preuve du théoréme 2.C.1.1 s’obtient
en appliquant le résultat de Zhang & X’ et le corollaire suivant du théoreme de
F. Campana 2.A.1:

Corollaire(Campana). Si le morphisme ax est surjectif, alors la limite nilpotente
du groupe fondamental de X est isomorphe au groupe abélien libre de rang by (X),
premier nombre de Betti de X.

2.C.2. Le cas du diametre fini.

Les résultats principaux de ce paragraphe sont les suivants:

Théoreme 2.C.2.1. Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kédhlériennes (wy )i, telles que:
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a) La classe de cohomologie de la métrique wy, est égale a une classe fixée.
b) Pour chaque € > 0 on a: Ricci,, > —%wk.

c¢) 1l existe une constante D > 0 telle que diam(X,wy) < D pour tout entier k.

Alors le groupe fondamental de X est presque-abélien.

Ensuite on montre qu’'une variété kahlérienne dont cq (X ) est nef et a la propriété
(INT) possede une suite de métriques satisfaisant aux hypotheses du théoreme
2.C.2.1. Plus précisement on a:

Théoreme 2.C.2.2. Soit X une variété kahlérienne compacte dont la premieére
classe de Chern est nef et a la propriété (INT). Alors il existe une suite de
métriques kédhlériennes sur X qui ont les propriétés a),b) et c¢) ci-dessus (et donc
en particulier m (X) est presque-abélien).

Finalement on reprend l’exemple de Demailly, Peternell et Schneider présenté au
1.C et on montre que la propriété (INT') n’est pas nécessaire pour avoir une telle
suite de métriques.

Remarque 1. En fait le théoreme 2.C.2.1 est une conséquence du résultat général
suivant:

Théoréme (Yun) II existe une constante € = £(n, D,v) tel que si la variété com-
pacte (M, g) de dimension n vérifie

diam,(M) < D, Vol,(M) > v et Ricciy > —eg

alors w1 (M) est presque-abélien.

On donne cependant le preuve complete du théoreme 2.C.2.1, car le cadre dans
lequel on travaille permet de simplifier le démonstration de Yun (voir [Y]).

Remarque 2. On démontre dans le paragraphe 2.D.3 que dans les hypotheses
du théoreme 2.C.2.1, le morphisme d’Albanese de X est surjectif; donc la presque-
abélianité du groupe fondamental de X peut s’en déduire comme dans le cas ou
X etait projective.

Preuve du théoréme 2.C.2.1. On commence par quelques réductions. Grace
aux hypotheses a) et b) la premiere classe de Chern de X est nef, et donc par
2.B.1.1, le groupe fondamental de X est presque-nilpotent. Par passage a un
revétement fini la classe anticanonique conserve les mémes propriétés que c1(X),
donc on peut supposer que 71(X) est un groupe nilpotent. Comme on ’a déja
remarqué, les éléments de torsion de ce groupe sont en nombre fini; par ailleurs un
groupe nilpotent engendré par un nombre fini d’éléments est résiduellement fini.
En conclusion, quitte a passer a un revétement fini de X on peut supposer que
71(X) est nilpotent sans torsion.

Comme on ’a montré dans 2.B.1, il existe un ensemble de générateurs (y;); du
m1(X) et une famille de points (py)r de X telle que pour une certaine constante
C > 0 indépendante de k on ait |v;|,, < C. Une borne inférieure pour tous
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les éléments non-triviaux du groupe fondamental de X s’obtient par ’estimation
systolique suivante, die a M. Anderson:

Théoréme 2.C.2.3 (Anderson). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte
telle que:

Ricci, > —(m — 1)6%, Vol,(M) = v et diam(M, g) < D.

Soit v un élément qui n’est pas de torsion dans le groupe fondamental et mg € M
un point quelconque. Alors

e > 2Dv
Timo =37 v5(2D)

oti vs(r) est le volume d’une boule géodésique de rayon r dans un espace a courbure
constante, égale a —42.

Preuve. On présente ici la preuve de J. Cheeger (voir [An]), dont I'idée est la
suivante: on considere le groupe cyclique engendré par v, qui est isomorphe a Z.
Pour ce groupe on sait bien quelle est sa fonction de croissance; par ailleurs cette
fonction est majorée par des quantités comportant la norme géométrique de .

Soit I' C 71 (M) le sous-groupe (isomorphe a Z) engendré par . Considérons
le point mg du revetement universel M de M correspondant a la classe d’homotopie
nulle en mg. On choisit le domaine fondamental F' de l'action de 71 (M) sur M
comme suit

Fi= () {zeM/dy(z,ing) < dg(z, o)}

TeT (M)

(un tel domaine s’appelle domaine de Dirichlet). Si on note 7 la projection de M
sur M, on a
7 (Bg (o, ) N F) = By(mg, )

modulo un ensemble de mesure nulle; donc on a:
Vol (Bj (1o, ) N F) = Volg (Bg(mo,T)).

Par la définition de la norme géométrique, on a dgz(mo, ymo) = |v|m, et donc pour
chaque entier positif &k on obtient

U ’Yp(Bg(m()vD) ﬂF) - Bg(m07k|7|mo +D>
lp|<k

En prenant les volumes des ensembles figurant dans l'inclusion ci-dessus on
obtient

(2k + 1)v < vs(k[V[mo + D)
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pour tout k entier positif. Prenons pour kg le plus petit entier tel que 2ky + 1 >

2D
M. Alors par 'inégalité ci-dessus on a
v

v5(2D) < v5(D + kol7|m,)-

Ceci implique ko|y|m, > D. Par le choix de k¢ on obtient

Vs (QD) + v

ko <
0 2v

et ainsi on obtient ’estimation cherchée.

Remarque 1. En fait, le théoreme d’Anderson est plus général que 1’énoncé ci-
dessus. A part 'estimation inférieure de la norme géométrique des éléments qui
sont suffisamment non-triviaux (i.e. dont le cardinal du groupe cyclique engendré
est supérieur a une constante qui dépend seulement de d, D et v) il démontre
qu’on a au plus un nombre N = N (6, D,v) d’éléments d’ordre petit. Donc dans
les hypotheses du théoreme 2.C.2.1, la croissance polynomiale du 71(X) est une
conséquence du théoreme de Bishop 2.A.2.3 (voir la démonstration de Milnor dans
la cas Ricci semi-positif cf. [Mi]).

Remarque 2. Grace a la démonstration ci-dessus on peut obtenir (avec de
légers changements) estimation |y|,, > C(n,v) Vol,, (B, (2o,1)); mais si on
impose une borne inférieure uniforme au membre droite, cela revient —par le
lemme 2.C.2.7— & imposer une borne supérieure a la suite des diametres, qui est
précisément notre contexte de travail.

En résumé, on a une constante C' > 0, un ensemble des générateurs (v;);=1..n du
groupe fondamental de X et une suite de points (pg)x tels que

1) Pour tout j =1...N et k entier positif on a |v;[,, < C.

2) La norme géométrique par rapport a wy et un point arbitraire p € X, de
chaque élément non-trivial v € 71(X) est supérieure & C~1.

Considérons la suite de variétés riemanniennes completes ()Z' , Wk, Pk)k- Pour cha-
que k > 0 la courbure de Ricci de wy est minorée par —1; donc par le critere de
précompacité de Gromov, on peut extraire une sous-suite (qu’on notera avec les
mémes indices) tel qu’il existe un espace métrique propre pointé (Y, dw, pso) pour
lequel B

lim (X, L’Dk,’ﬁk> = (Y, dompoo)

k—o0
[’abélianité du groupe fondamental de X sera une conséquence des propriétés de
I’espace Y que 'on va montre dans la suite. Les arguments utilisés dans ce qui
suit se retrouvent dans beaucoup d’articles de géométrie riemannienne (cf. [FY],
[Col).

On construit d’abord une représentation 7 (X) — Isom(Y). Soit v € m1(X)

une classe d’homotopie non-triviale. Notons dj, la distance géodésique associée a
la métrique wy. Alors par 1) on a

dy,(pr; pPx) < Claig(p) := C(p)
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ol [, désigne la norme algébrique par rapport aux générateues ;. Si on note py,
Pisométrie p : (X, dy) — (X,di) la relation ci-dessus et le lemme d’isométrie de
Gromov 2.A.2.6 montrent l'existence d’une isométrie p., de I'espace Y telle que
quitte a passer a une sous—suite on ait limg_ .. pr = poo au sens de la définition
2.A.2.5. On établit ainsi une correspondance

U (X) — Isom(Y)
et on montre que cette correspondance a les propriétés suivantes:

i) L’application ¥ est un monomorphisme de groupes.

ii) L’action ¥ est discontinue.

Preuve de 7). Soit p1, p2 deux éléments quelconques du groupe fondamental de X .
On note C' := doo (Poo, P2,00Pc0 ). Alors pour tout k assez grand on a di, (p, p2pr) <
2C. Soit ¢y la suite de métriques admissibles sur la réunion disjointe de ()? ,d)
avec (Y, ds) données par la définition de la convergence des applications et soit
r>0ete >0 Alorsil existe uy > 0 tel que si ' € By(pg,r + 2C) et ¢y €
Boo(Doo, 7+ 2C) tels que 0x(z',y") < pa, alors dx(p12, p1,00y’) < €. D’autre part
il existe po > 0 avec la propriété suivante: si x’ € By (pk,7) et ¥’ € Boo(Poo, T) tels
que 0 (2, y") < po, alors 0k (p2z’, p2,00y’) < p1.

Soit ' € Bi(Pk,7) et ¥’ € Boo(Poo, T); alors di (P, p22’) < 2C + 1 et de méme
pour ps o et par les relations ci-dessus on obtient 0y (p1p22’, p1.00p2.00Y") < €; ceci
montre que ¥ est un morphisme de groupes.

Pour vérifier I'injectivité de ¥, supposons que pour un certain v on ait ¥(vy) =
Id(Y). Alors pour tout & > 0 il existe p > 0 tel que dx(z',y') < p implique
0k(7,y') < e. Prenons ' = py et ¥y = Poo. Comme pi tend vers p,, on ob-
tient 9 (VPk, Poo) < € pour tout k assez grand. Mais ceci montre que la norme
géométrique de v par rapport a wy est inférieure a 2¢, contradiction.

Preuve de i) Soit goo € Y €t poo = V(p). Soit (gx)r une suite dont la limite est
(oo- Alors on a

oo (Goos Pocdoo) 2 di(qs PGK) — Ok (Qks Goo) — Ok (PGks Pocfoo) = C/2
si k est assez grand, donc ¥ est discontinue.

Observons ensuite qu'’il existe un groupe G d’isométries de Y tel que Y /G soit un
espace métrique compact. En effet, il suffit de considérer les isométries de Y qui
sont de la forme 7o, = limg vy, (au sens de la définition 2.A.2.5) ou (), sont
des éléments du 71 (X) considérés comme des isométries de (X, wy)r et tels qu’il
existe une constante positive C' pour laquelle di (px,vepr) < C. Pour vérifier la
compacité de l'espace Y /G, prenons un point g, € Y; alors ce point est la limite
d’une suite g € X telle que di(pk, gx) < C pour une certaine constante C' > 0.
Par ailleurs on a g, = ppzp pour zj € X tel que di(pk, zx) < D. Mais observons
que quitte & passer & une sous-suite on peut supposer que (py)r est convergente,
car di(pg, pxpr) < C+ D := C; et on applique le lemme de Gromov 2.D.2.6. Alors

doo (Poo: Poo @) < 2D
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ol pso est la limite des pg, et donc G a une action cocompacte.

Remarque. En fait, par le théoreme de convergence équivariante de Fukaya-
Yamaguchi le quotient de Y par G est exactement la limite de la suite des variétés
(X , wk) k-

Pour finir la démonstration de 2.C.2.1, on observe que ’espace Y est isométrique a
R™ x Y7, ou Y; est un espace métrique compact. En effet, la courbure de Ricci de
wy est minorée par 1/k et alors par des application itérées du ”splitting theorem”
de Cheeger-Colding I’espace Y est isométrique a R” x Y; ou l'espace Y; n’a pas de
droites. Maintenant le groupe G est isomorphe a I'y x I's ou I'; agit trivialement
sur Y7 et 'y agit trivialement sur R™ (la vérification de cette affirmation se fait
exactement comme dans le cas standard ou a la place des espaces métriques on a
des variétés). Donc Y7 est un espace métrique qui n’a pas de droites et qui admet
un quotient compact par un groupe d’isométries; par conséquent il est compact.
Dans ce cas, le groupe I'y est trivial, car il agit discontiniment sur un espace
compact. On a donc le corollaire suivant:

Corollaire 2.C.2.6 Le groupe fondamental m1(X) est isomorphe a un groupe
discontinu d’isométries de R™ pour un certain m < 2n.

Maintenant la presque-abélianité de m1(X) est une conséquence du théoreme de
Bieberbach (voir par exemple [FY]).

Preuve du théoreme 2.C.2.2. Le schéma de la preuve est le suivant: on
démontre d’abord que si la premiere classe de Chern de X est nef et a la propriété
(INT), alors le volume de certaines boules géodésiques de rayon 1 de (X, w.) est
borné inférieurement indépendamment de €. Par ailleurs, on obtient (voir le lemme
2.C.2.7) une borne supérieure du volume de ces boules en fonction du diametre,
du volume total et d’une borne pour la courbure de Ricci. Comme le volume
de (X,w.) est constant, on obtient ainsi une borne supérieure pour la suite des
diametres.

Par hypothese la premiere classe de Chern de X est nef et a la propriété (INT), et
donc on va lui appliquer la proposition 1.D.1. Ainsi on obtient une suite (f:)e>0
de fonctions de classe C*° telles que

i) maxy fe <0.
i) [y exp(—f.)dV, <C.
iii) Ricci,, +i00f. > —cw sur X.
Ensuite on reprend les arguments qu’on a utilisés dans 2.B.2 et on résout une
équation de Monge-Ampere avec les f. ci-dessus pour en tirer des métriques

kdahlériennes sur X qui ont les propriétés i) et i) du théoreme 2.C.2.1, pour
lesquelles le volume des boules géodésiques ne tend pas vers zéro.

On applique donc le corollaire 2.B.1.2 pour résoudre 1’équation

(8) wl = exp(ep. — fo)w™
oll w, := w + i100¢.. Grace au théoreme d’Aubin-Calabi-Yau, la fonction ¢. qui
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vérifie ’équation (8) est unique. Alors on la renormalise de maniére que

/ p:dV, =0
X

et I’égalité (8) devient
(9) wl = e exp(ep. — fo)w"

ou A, est la constante de normalisation. Exactement comme dans 2.B.2, la suite
(Ae)e>0 est minorée par une constante strictement positive C, car ici la constante
de croissance Cy = 0. On démontre maintenant que cette relation a comme
conséquence le fait que le volume des boules géodésiques ne tend pas vers zéro.

Pour ceci on applique le lemme 2.B.1.6 a U = X. Pour tout 4 > 0 on obtient une
famille de sous-ensembles ouverts U, s C X tels que

1) Vol, (U, s) > Vol,(X) — 9,
2) diam,,, (U.5) < C5~1/2,

Alors pour § assez petit, qu’on fixe ensuite, quitte a choisir une famille de points
pe € Ue, on obtient une famille de boules géodésiques B,,_ (ps, C1) telles que

Vol,, (Bwe (pe, C’l)) > = Vol, (X).

N =

D’autre part on a

/ 6. ]dVL, < 20 Vol(X)
BW[—: (pivcl)

ou C est la borne supérieure des ¢.. Considérons ’ensemble

Ve :=A{z € Bu,.(pe, C1)/|p(2)| <8C}.

Par un calcul standard, on obtient que Vol (Vz) > 1/4 Vol(X) et maintenant on
peut en déduire une borne inférieure du volume de la boule B,,_(pe, C1), uniforme
par rapport a w.. En effet, on a

Vol (B, (p,C1)) = )\5/ exp(epe — fe)dV,
Bwe (pE:Cl)

> C/ exp(e¢e)dV,, > Cs Vol,,(Vz)
B, (pe,C1)

> (.

Cette suite de relations implique (éventuellement en utilisant le théoreme de
Bishop si €7 < 1) lexistence d’une constante C' > 0 telle que pour tout € > 0 on
ait
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(10) Vol,, (B, (p,1)) > C.

On démontre ensuite le lemme suivant, bien connu dans le cas d’'une variété a cour-
bure de Ricci semi-positive, qui est pour ’essentiel une conséquence du théoreme
de Bishop:

Lemme 2.C.2.7. Soit X une variété compléete de dimension réelle m munie d’une
métrique riemannienne g dont la courbure de Ricci est minorée par —d62. Alors
pour tout point p € X et tout 1 < R < max{dy(p,q)/q € X}, on a I'inégalité:

Vol, (B,(2R + 2)) N R—1
Voly(B,(1))  — 2m+25(m—1)(R+1)

Démonstration. La preuve consiste en une légere modification des arguments
donnés dans [ShY] pour le cas semi-positif.

Soit 9 € 0By(R) (donc dy(p,zo) = R) et considérons la fonction p(z) =
dg(zo,x). Pour cette fonction, il est connu que

Alp) < (1 + 6p)

au sens des distributions sur X (voir par exemple [ShY]) et que la norme du
gradient de p vaut 1. Par conséquent, on a A(p?) = 2pA(p)+2 < 2m+25(m—1)p,
et donc pour tout ¢ > 0 de classe C* et a support compact dans X on a

(11) /quA(pQ)dV < 2m/X¢dV+25(m— 1)/Xp¢dv.

Par densité, I'inégalité (1) reste vraie pour toute fonction lipschitzienne a support
compact ¢ > 0. Soit ¢ : [0,00) — R4 a support dans [0, R + 1], qui vaut 1 sur
Pintervalle [0, R — 1] et telle que 1(t) = 3(R—t+1) pour t €]JR—1, R+ 1], et soit
o(x) = ¢(p(x)) Alors ¢ est lipschitzienne , a support dans la boule B, (R + 1)
et on a

[ oA @av, == [ VotV
~ /B (@) (p(x)) p(2) [V (),

zo (RA1)

-/ p(@)dV,
Buy (R+1)\Bay (R—1)

> (R — 1) (Voly (Buy (R +1)) = Voly (Byy (R~ 1))).
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D’autre part, par la relation (11) on obtient

m o(m — T
[ oA @av, < 2m [ ota)av; + 250m 1)/320(%);)( )av,
§<%n+%@r%ﬂR+D>W%Q%JR+D)

Par le choix de z¢ on a B),(1) C By, (R+1)\ By, (R—1) et également B, (R+1) C
B,(2R +2). Donc les inégalités ci-dessus et ces relations impliquent

(2m + 26(m — 1)(R + 1)) Volg (B,(2R +2)) > (R — 1) Voly (B,(1))

et ainsi on obtient ’estimation cherchée.

Maintenant on applique ce lemme pour notre suite de métriques et on obtient

d. — 2 < Vol(X)
4n +2¢(2n —1)(d. +2) ~ Vol (BwE (pe, 1))

L’inégalité (10) montre que le membre de droite de I'inégalité ci-dessus est majoré
par une constante C'; on a donc

de — 2

<
dn+e(2n—1)(d: +2) — ¢

et on voit facilement que ceci donne une borne uniforme pour d. = diam(X,w,).
Donc par rapport a la suite de métriques w,, le diametre de X est borné indepen-
dament de ¢ et ceci acheve la démonstration du théoreme 2.D.1.2.

Remarque. Dans le cas ou ¢;(X) a la propriété (INT), on a un théoreme de
Demailly-Peternell-Schneider qui dit que le morphisme d’Albanese est une submer-
sion. Donc si ¢1(X) est nef et a la propriété (INT), alors la presque-abélianité du
groupe fondamental de X découle exactement comme dans le cas projectif 2.C.1.

2.C.3. Un exemple.

Dans ce paragraphe on se propose de montrer que I’hypothese (INT'), bien que
suffisante, n’est pas nécessaire en général pour avoir une suite de métriques dans
la méme classe de cohomologie, a courbure de Ricci presque-positive et dont la
suite des diametres est bornée. Par ailleurs, cet exemple sera utile pour motiver le
théoreme 2.D.3.1. On réprend donc I'exemple de Demailly-Peternell-Schneider; ce
qu’on fait ici est de trouver de métriques adéquates et a cette ocasion on démontre
directement que le fibré anticanonique de la variété en question est nef.

Rappelons la construction de la variété X. Soit I' = C/(Z + iZ) une courbe
elliptique et £ — T le fibré vectoriel de rang 2 donné par

E=CxC?*/(Z+i7Z)
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ou 'action de Z + iZ est donnée par les automorphismes

91(z; 21, 22) =(2 + 1; 21, 22),

92(2; 21, 22) =(2 + 45 21 + 22, 22).

Alors on prend pour X le fibré projectivisé P(E) de E. Dans 1.A.8, on a démontré
que la classe de Ricci de X est nef, et que malgré cela X n’admet aucune métrique
kdhlérienne & courbure de Ricci semi-positive. On va construir une suite (w;)
de métriques kahlériennes qui ont toutes les propriétés de 1’énoncé du théoreme
2.D.1.1, bien que ¢1(X) n’ait pas la propriété (INT).

Pour commencer, considérons la suite de métriques hermitiennes sur C2, (vu
comme fibré trivial sur C) définis par

1
|(21, Z2>|§’6 = |Z1|2 — Im(z)(2122 + 2122> + (g + Im2(z)) |22|2.
Alors pour € quelconque on prend sur X la forme différentielle

we = 1001og | (21, 29)|2.e +idz Ndz

et on démontre qu’elle satisfait les propriétés suivantes:

1) Pour tout £ > 0, la forme w, est fermée et positive définie; elle appartient &
une classe de cohomologie fixée.

\V]

La courbure de Ricci de w,. est minorée par —e.

w

Le diametre de X par rapport a w. est uniformément borné supérieurement.

=~
S— N N

La classe de Ricci de X n’a pas la propriété (INT).

5) Les valeurs propres de w.(x) par rapport a w1 (x) sont minorées uniformément
en tout point x dans les directions transverses aux fibres du morphisme d’Alba-
nese.

Démonstration:

1) Par construction, chaque terme de la suite est une 2-forme fermée et la classe de
cohomologie est constante par rapport a €. Montrons donc que w. est une forme
positive définie. Pour ceci, on travaille dans 'ouvert U de X défini par z5 # 0 (on
fait tous les calculs dans cette carte, car dans les autres la situation est analogue).
Alors la restriction de w, a U s’écrit

— 1
wejy =i091og(|z1 — Im(z)|* + _) +idzndz

id'd" |z —Im(2)]2 d|z —Im(2)]? Ad"]z — Im(2)[?
Ltz —Im(2)? (L + 21 — Im(2)]2)?
+idz A dz

Par un calcul sans difficultés, on voit maintenant que dans ’expression de la re-
striction de w. a U on obtient les coefficients suivants
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—2
e/ —1
We|U :;idzl ANdzy + iuzdz A dzy

(1+¢|2[2)” 2i (14¢|2)2)*
72 1  _Z°4z?
I ) B (5% +1)idz ndz
20 (1+¢|2?) 2 (1+¢l2)

Dans 'expression ci-dessus, on a noté Z := z; — Im(z). Alors la positivité de w.
est équivalente a

—2 2
1,1 2247 L1712 11 2
Lo + >+(€| *) Loz
2¢e \¢ 2 41¢e

Apres quelques simplifications, I'inégalité ci-dessus est équivalente a

S (Brizp) s ez
— - €
4e2 €

et cette inégalité est évidemment vérifiée.

2) Passons maintenant au calcul de la courbure de Ricci; par définition on a
Ricei,,, = —i00 log det(we; k)
et dans notre cas ceci donne
Ricci,,, i = 4i3510g(§ +12)?)-
—iodlog (2 — 12) (Z +121) + (£ +127)°)

= 32’3510g(§ +|2|%) — i001og (6. + | Z|?)

4
ou I, = ﬁ Pour rendre les calculs plus lisibles, on introduit les notations
e(d—¢
suivantes
- 3+¢ B 0
(2 +12P)° (0 +127)°
(3+¢)22 Z?

2 2
(z+12P)" (6 +12P)

Alors pour montrer que la courbure de Ricci de w. est minorée par —e, il suffit de

prouver que
V. O W+W
2 4

)= -w
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Autrement dit, on doit vérifier que

(12) V24 4eV > WA

(3+¢)e 1
1+¢lZ]2 0+ |Z)?

Maintenant on observe que V + |W| = et la relation (12)

est équivalente a

(13) ((3/5 F1)? - 55w2> (45 ou— 2w) > ((3 Fe)— w>2,

ou on a utilisé les notations

1

U_l =—+ |Z‘27
15

wt =6, + |Z|?.

Pour finir, on va grouper les termes dans la relation (13) de la fagon suivante

2(1} - w) ((3/5 + 1)w? — 6€w2) +4(3 + e)v? — 4eb.w? — ((3 +e)v— w>2 >0

Le premier terme du membre gauche est positif, car v > w; quant au deuxieme,
on observe que 6. < 1+ ¢ et que 3 — 2¢ — &2 > 3(1 — ¢); pour voir qu’il est aussi
positif il suffit de démontrer que

3(1 — &)v? 4 2(3 4 e)vw — (5 4 4e)w? > 0.

En utilisant encore une fois que v > w, cette derniere relation est vérifiée des
que € est assez petit.

3) Par le calcul fait au premier point, la forme de la métrique dans l'ouvert U est

e (eZ2°-1)
2i (14¢|2)2)*
|- eZt2

——_—)idzl A dZ + (5% + 1>idz Ndz
2 (1+¢]Z)?)

ile VAN d?l + idz A\ d?l

Pour vérifier ’assertion sur la suite des diametres, il suffit de démontrer que la
longueur des chemins v : Ry +— U donnés par t — (tz1, z) est borné, ou |z1| =1
et z appartient a un compact de C. Par un calcul facile on obtient

oo |21|51/2
Lo = dt <
) /O 1+ eltzr —Im(z)2 " =

m
2
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pour tout € > 0 et donc diam(X,w.) < § + 1.

4). Comme on a vu dans 1.A.1, tous les courants positifs fermés appartenant a la
premiere classe de Chern de la variété X ont une partie singuliere égale a 2[C] (car
le fibré anticanonique est Og(2)) ou C est le diviseur zo = 0. La non-intégrabilité
de la fonction z +— |29| =% sur (C2,0) montre que ¢;(X) n’a pas la propriété (INT).
5). La vérification de cette affirmation est immédiate, vue la forme explicite de la
métrique we.

Compte tenu de cet exemple et du théoreme 2.C.2.2, la question suivante nous
parait naturelle:

Conjecture. Soit X une variété kahlérienne compacte dont la premiére classe
de Chern est nef. Alors il existe une suite de métriques kdhlériennes (wy,),dans
la méme classe de cohomologie, a courbure de Ricci minorée par —1/k et dont la
suite de diamétres est majorée.

En général, le probleme d’avoir une majoration de la suite de diametres semble
difficile, et lié a la nature des singularités des courants positifs fermés appartenant
au bord du cone de Kéahler de la variété X. Par exemple, si les singularités locales
du courant limite de la suite (wy);, sont du type i99(log|z| — log|log |z||), alors
la suite de diametres de ces métriques tend vers 'infini (un calcul facile montre en
effet que la métrique ci-dessus définit une métrique kahlérienne sur B(0,1/2)\ {0}
dans C™, ayant la propriété d’étre complete prés de 0).

2.D.

Dans ce dernier paragraphe on va se concentrer principalement sur les propriétés
des 1-formes holomorphes sur les variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci
nef. Les résultats présentés tournent autour de la conjecture suivante:

Conjecture (DPS). Soit X une variété kdhlérienne compacte a classe de Ricci
nef. Alors le morphisme d’Albanese de X est surjectif.

Dans la premiere partie, on démontre que sous les hypotheses ci-dessus I'irré-
gularité de X est majorée par la dimension complexe de X. De plus, si la suite
des diametres de (X, wy) tend vers 'infini et si la norme géométrique des éléments
de H1(X,Z) est controlée uniformément, on montre que l'irrégularité de X ne
peut pas étre maximale. Pour finir, on donne la preuve d’'un cas particulier de la
conjecture ci-dessus. Signalons que dans le cas ou X est projective avec K)_(l nef,
on a déja mentionné (et utilisé) le résultat de Qi Zhang [Zh] qui a démontré que
le morphisme d’Albanese est surjectif, ce qui implique aussi h'(X,O0x) < n; la
méthode de Zhang utilise de maniere essentielle des arguments de déformation en
caractéristique p > 0. Malheureusement, il parait difficile d’étendre ces résultats
au cas ou la variété est kahlérienne compacte et non projective, lorsque le fibré
anticanonique est supposé nef.
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2.D.1. Une majoration du premier nombre de Betti des
variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci numé-
riquement effective.

Le résultat principal de ce paragraphe est le suivant:

Théoreme 2.D.1.1. Soit X une variété kahlérienne compacte de dimension n,
avec K)_(l nef. Alors

D) by (X) < 2n.

ii) SiT est un sous-groupe du groupe fondamental de X, alors il existe Iy sous-
groupe d’indice fini de I, engendré par au plus 4> 4 1 éléments.

La démonstration du théoreme 1 est basée sur quelques idées de Mikhail Gromov
(voir [Gr], chapitre 5), combinés avec des résultats obtenus par Demailly-Peternell-
Schneider dans [DPS2]. En effet, dans le cadre des variétés riemanniennes a cour-
bure de Ricci presque-positive, on a le résultat suivant:

Théoréme (Gromov). Il existe une fonction p(n,r,d) a valeurs entieres telle que
pour toute variété riemannienne (M, g) de diamétre d, dimension n et courbure de
Ricci minorée par —(n — 1)rg, le premier nombre de Betti de M vérifie I'inégalité
b1 < o(n,r,d). En outre, quand rd* est assez petit, ¢ vaut n.

Pour une application directe du résultat de Gromov sus-mentionné, on au-
rait besoin de savoir que 5(diamw€ (X ))2 tend vers 0 avec e (car a priori, la
seule majoration qu’on a sur la norme géométrique des générateurs de mq(X) est
2diam,,_ (X ). Cependant on arrive a faire marcher les arguments utilisés ci-dessus
grace a 'observation qu’on peut mesurer les éléments du 71 (X) “avec la classe de
cohomologie de w”, donc uniformément par rapport a des divers représentants de
cette classe.

Preuve du théoréeme 2.D.1.1. On commence par préciser quelques notations.
Soit g une métrique riemannienne sur X; on note h : m(X) — H1(X,Z)/Tors le
morphisme de Hurewicz, ou Tors designe la partie de torsion du premier groupe
d’homologie de X'. Soit I' le noyau de ce morphisme; c’est un sous-groupe distingué
de 71 (X) et on considere X := X /T le revétement associé. Alors X est une variété
complete et la partie libre de Hy (X, Z) agit sur X comme groupe d’isométries par
rapport a la métrique image inverse g. Sur le groupe 71(X)/T" on définit la norme
géométrique quotient comme suit:

Définition 2.D.1.2. Soit 7 une classe d’homologie; alors sa norme géométrique
est donnée par ||, = inf{|5],/8 € 7}.

Comme on le voit facilement, on a [§], = dgz(p,7 - D), o D est la projection sur X
de p.

On a déja vu (a plusieurs reprises) que ’hypothese qu’on a sur la classe anticanon-
ique se traduit par lexistence d’une suite des métriques kdahlériennes (w.). dans
la méme classe de cohomologie, dont la courbure de Ricci est minoré par —s. Un
autre argument important pour ce qui va suivre est l'existence d’une famille des
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points (p:). C X telle que pour une certaine constante C' > 0 et un systeéme de
générateurs y; on a |y;|. < C (voir 2.B.1). Considerons des éléments p1, ..., pp,
de m(X) dont les classes dans 71 (X)/I" forment une base de ce groupe abélien
libre. Il existe une (autre) constante C' > 0 telle que pour tout j = 1...b1(X) on
ait: [p;|p. < C. Pour chaque € > 0 considérons 'ensemble

P ={7 € m(X)/T:[Alp. < C}

(évidemment, cet ensemble dépend aussi de e, mais cela n’a pas d’importance
pour nous). D’apres la propriété 2.A.2.2 de la norme géométrique, ’ensemble P
n’a qu’un nombre fini d’éléments. Donc si 7y et toutes ses puissances ont une norme
inférieure a C', alors 7 = 0. Par suite, pour 7 € P qui n’est pas nulle, il existe un
entier m, tel que C < |m7|,. < 2C (il suffit de choisir 'indice minimal m pour
lequel |m7¥| > C'). Ensuite on choisit un indice j tel que m7 a une j-composante
non-nulle et on remplace le générateur p; par 7; le nouveau sous-groupe a moins
d’éléments de norme géométrique inférieure a C' (simplement parce que 7 n’est
plus dedans). Apres un nombre fini d’opérations, on aboutit (quelque soit € > 0)
A un sous-groupe abélien libre A. du groupe des isométries de X, engendré par
b1(X) éléments, tel que

1) les générateurs ont une norme géométrique (par rapport a w, ) inférieure a 2C

2) tous les éléments non-nuls de A, ont une norme géométrique supérieure a C.

Maintenant pour chaque € > 0 on considere la famille suivante:
Fe={mivi+...+mp, W, / mi,...,myentiers}

ot les y; sont les générateurs de A.. On prend l'orbite F.p, et s un nombre entier.

Le nombre de points de cette orbite dans la boule Bg_(p.,2sC) est supérieur au
by
s

nombre de points (\;) € Zb, tel que > |)\;| < s, donc supérieur & 1 Grace
1-

4 2), les boules Bg_ (7P, $) sont disjointes et contenues dans Bg_(P., 2pC + $);
comme la courbure de Ricci de la métrique w,. est minorée par —¢, le lemme de
Bishop-Gromov 2.A.2.3 montre que le nombre de points de 'orbite est majoré par

sC+5), /=
Volg: (Bg, (7., 2sC + §)) fO(Q tD "~ (sinht)?"~ldt

_ _ (5. C - \ weT
VOlwg (ng (p€7 2 )) foc#(Sinht)Qn_ldt

Quand ¢ tend vers 0, le membre droit tend vers (4s + 1)?™ et on va montrer que
cela implique b; < 2n. En effet, les arguments donnés ci-dessus montrent que pour
tout p entier positif on a 'inégalité

sh
T < (45 + 1),
by!
La croissance des deux membres quand s tend vers co impose by < 2n, inégalité
énoncée dans 'alinea i) du théoreme 2.D.1.1.
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Démonstration du ii). Soit X — X le revétement de X associé¢ a I' (i.e. tel
que 71(Xr) est isomorphe a I'). Au moyen de la projection du revétement de X
on transporte sur Xr les métriques de Calabi-Yau w.. Par le théoreme 2.B.1.1, le
groupe fondamental de X est presque-nilpotent, donc chacun de ses sous-groupes
est engendré par un nombre fini d’éléments. Donc I' n’a qu'un nombre fini de
générateurs et alors les longueurs de ces générateurs sont uniformément bornées
par une constante C qui ne dépend pas de ¢, c’est-a-dire de la métrique, mais
seulement de leurs longueur algébrique par rapport aux générateurs de m(X). On
a le lemme suivant (d & Gromov) qui dit que quitte a passer a un revétement fini
de X, on trouve une borne inférieure pour les distances entre les générateurs aussi
grande qu’on veut, en controlant la croissance de leurs longueurs géométriques.

Lemme 2.D.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte, dont le groupe
fondamental est de type fini et soient v1,...,yn des générateurs de my(M). Soit
Cy un nombre réel, tel que |v;|, < Cy, pour tout j. Alors pour tout § > 0 il existe
un revétement fini M’ — M tel que 71 (M'") soit engendré par py, ..., ps avec

a) |pjlg < Co+0

et

b) lpj-pitlg =0

pour j et k distincts (les normes géométriques sont prises par rapport a un point
de revétement universel de M au-dessus du point base du m (M)).

Démonstration du lemme. Considérons les familles {p;} d’éléments de m (M)
vérifiant les propriétés a) |pj|, < Co + J et b) si j et k distincts, |p; - pi. ', > 0.
L’existence d’une telle famille est évidente, donc nous pouvons choisir une famille
comportant le nombre maximum d’éléments et noter ® le sous-groupe de 71 (M)
qu'elle engendre. On lui associe un revétement r : M’ — M, quotient de M par
I'action de ®. Si m est le point base de w1 (M) et m un point au-dessus du m dans
le revétement universel de M, soit m’ la projection de m dans M’.

On va montrer que la fibre de r au dessus de m est finie et donc que P est
d’indice fini dans 7y (M ). Supposons qu’il existe z{ dans r~1(m) tel que d(m’, z{) >
0. Soit a dans le groupe fondamental de M représenté par la projection d’une
géodésique minimale joignant m’ & z{ dans M’. Alors |pal, > d(m/, () > & pour
tout ¢ dans ®. Soit ap € 71 (M) un élément de longueur minimale par rapport
aux générateurs v;, tel que |pag|, > 6 pour tout ¢ € . Alors si ap = 507? avec
ej € {—1,1} et By de longueur inférieure a celle de ayg, il existe ¢g € @ tel que
|60Bolg < 9, et par suite |poap|y = |¢060'y;j|g < Cy + 6. On contredit alors la
maximalité de la famille {p;} en ajoutant I’élément py = ¢ov.

Par conséquent la fibre 7~1(m) est contenue dans la boule géodésique de centre
m’ et de rayon 9, et elle est donc finie. Le lemme est démontré.

On va appliquer le lemme 2 pour les données suivantes: M = Xr, g = w. et
1 . . c s, 2
0 = e 4, pout tout € > 0. Le lemme nous fournit une suite de variétés Xr . et on
note I'. les groupes fondamentaux correspondants. Alors:

1) chaque I'; est d’indice fini dans T,
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42 s el X _1

2) les générateurs de I'; ont une norme géométrique inférieure & C; +e77 et leur
. - L -1
distance mutuelle est supérieure a €~ 4.

On considere le revétement universel de chaque Xt . et on applique une fois
de plus 'inégalité de Bishop (fixons un point base Z., les normes ci-dessus étant
alors prises par rapport a .; si on note 7. ; les générateurs de I', alors les boules

B(Ye,je, %5_%) sont disjointes et contenues dans B(x.,Cq + 25_%)).
Donc le nombre de générateurs de I'. est inférieur a

1
()(Cl+2€ ! )\/g(sinh t)2n—tat

1

fogiz 2 (sinht)2n—1dt.

Quand ¢ tend vers zéro, le quotient des intégrales tend vers 42", et donc pour un
¢ suffisamment petit le groupe I'. aura les propriétés mentionnées dans ’énoncé
du théoreme 1.

Applications a I’étude du morphisme d’Albanese.

a) La démonstration du premier point du théoréme montre qu’en fait si I’
est un sous-groupe du groupe fondamental de X et si nous avons un morphisme
surjectif de I' dans un groupe abélien G, alors le rang du groupe G est inférieur
a 2n. En particulier, I’abélianisé de chaque sous-groupe de m(X) est de rang
inférieur a 2n.

b) Soit L — X un fibré holomorphe en droites nef. On définit sa dimension
numérique par

v(L) = max{k / c;(L)* #0 dans H®F(X)}
Dans ce contexte, on a le théoreme d’annulation suivant:

Théoréme (Kawamata-Viehweg). Si L est un fibré en droites nef sur une variété
projective X, alors

HY(X,0(Kx + L)) =0 pour ¢>n—uv(L).

Si le fibré anticanonique de X est nef et de dimension numérique maximale, on
sait que X est simplement connexe; cela résulte immédiatement du “Basepoint-free
theorem” (voir [CKM],page 57) et du théoreme de structure donné dans [DPS3]:
en effet, par le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg appliqué a L = —Kx
ona H1(X,Ox) = 0 pour tout ¢ > 1; donc b; = 0 et la caracteristique du faisceau
Ox vaut x(Ox) = 1. Le “Basepoint-free theorem” nous donne la semi-positivité
de —Kx et le théoreme de structure des variétés dont le fibré anticanonique est
hermitien semi-positif montre que 71 (X) est un groupe fini (cf. [DPS3]). Main-
tenant un argument standard di & Kobayashi montre que 71(X) = 0: pour tout
revétement fini k : 1 de X, soit X — X, alors x(Og) = kx(Ox) et comme
x(Ox) = x(0Ox%) =1 on conclut que k = 1.

64



c) Si X est une variété projective dont le fibré anticanonique est nef et de
dimension numérique égale a n — 1, alors lirrégularité de X, notée ¢(X) :=
hl(X,Ox) est inférieure ou égale & 1. En effet, on a alors H/(X,Ox) = 0 pour
J > 2 par Kawamata-Viehweg, d’ou x(Ox) =1—¢(X). Si ¢(X) > 0 il existe pour
tout k entier positif X — X un revétement abélien cyclique de degré k. Le fibré
anticanonique de X} a les mémes propriétés numériques que celui de X, donc par
Riemann-Roch on a

X(Ox,) =1 —q(Xy) = k(1 - q(X)).

Mais q(X}) satisfait 0 < ¢(Xx) < n d’apres le théoréeme principal, donc le membre
gauche de ’égalité ci-dessus est borné indépendamment de k et ceci force ¢(X) = 1.
En particulier on a

Corollaire 2.D.1.4. Soit X une variété projective de dimension n dont le fibré
anticanonique est nef et de dimension numérique supérieure ou égale an—1. Alors
le morphisme d’Albanese de X est soit trivial, soit une fibration surjective sur une
courbe elliptique.

2.D.2.

On a vu dans le paragraphe 2.D.1 que dans le cas d’une variété kahlérienne a
classe de Ricci nef, l'irrégularité est majorée par la dimension complexe. Par
ailleurs, dans le paragraphe 2.C.2 on a démontré que si la suite des diametres
D, := diam(X,w.) est majorée, alors le groupe fondamental de X est presque-
nilpotent. On se propose maintenant de regarder le cas ou la suite des diametres
tend vers 'infini. Le résultat présenté dans cette section est le suivant:

Théoreme 2.D.2.1 Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kidhlériennes (wy )y telles que:

i) Chaque métrique wy, appartient a une classe de cohomologie fixée, et Ricci,,, >
—1/kwk .

ii) II existe une constante C' > 0 et une suite (C)x de nombres positifs tels que
limy 00 Cx/Vk = 0 et pour tout « appartenant a la partie libre du H,(X,Z)
on a:

C< |’7|k,p < Cklalg(’)/)

pour tout p € X.
Alors si Dy, := diam(X,wy) tend vers I'infini, l'irrégularité de X est majorée par
n—1.

Avant de passer a la démonstration de ce résultat, faisons quelques remarques.
L’hypothese i) est équivalente & —K x nef. Par I’hypothese i7) on suppose qu’on
peut mesurer le partie libre du H;(X,Z) uniformément par rapport a la suite de
métriques. En fait, 'inégalité du membre de droite est toujours verifiée pour cer-
tains points p € X; ici on suppose que pour les autres points la norme géométrique
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ne tend pas vers l'infini trop vite. Donc le théoreme ci-dessus dit en quelques
sortes que si la suite des diametres tend vers l'infini et que si (malgré cela!) on
peut mesurer uniformément le premier groupe d’homologie de X, alors la variété
X n’est pas un tore.

Preuve. L’idée de la preuve est la suivante. D’apres les hypotheses que 1'on
fait, si on renormalise convenablement la suite (wg)g, un théoreme de Fukaya-
Yamaguchi combiné avec un résultat de T. Colding montre que la limite de la
suite des variétés pointées (X, Gy, q,) est précisement R™, avec m < 2n —1. On a
noté X le revétement cyclique de X et g, est I'image inverse de la renormalisation
de la métrique wy. Ensuite on arrive a construire par le procédé habituel une
action de Z"*(X) sur R™ discontinue en zéro et fidele. Une simple comparaison de
volume implique b1 (X) < m, ce qui impliquera ¢(X) <n — 1.

Pour commencer, fixons quelques notations. Soit A : 7 (X) — H;(X,Z) le
morphisme de Hurewicz et I' := h=1(T) ot T' désigne le sous-groupe de torsion du
premier groupe d’homologie. On définit X : =X /. Alors le groupe fondamental
de X est T' et Z(X) agit sur X comme groupe des isométries par rapport & toute
métrique image inverse.

Considérons la suite (X, iwk,ﬁ)k ol p € X est arbitrairement choisi. La
courbure de Ricci de la métrique 1wk est minorée par —1 et on a le théoreme
suivant, di a Fukaya—Yamaguchi:

Théoréme 2.D.2.2. Il existe une suite de réels positifs (rx)x qui tend vers I'infini
tel que v, < Vk/Cy et une suite de points g, € X telle que

Jlim (X, 7 JVEdy, @) = (R™,d,0)
—00

ou dy, est la distance géodésique associée a la metrique wy, et d est la métrique
canonique sur R,

Dans ses grandes lignes, la preuve du théoreme est la suivante. Quitte a passer a
une sous-suite, on peut supposer que la suite (X, kwk, D)k tend vers un espace de
longueur (Y, dy,q). Si Y n’est pas réduit a un seul point, alors soit z # y et soit y;
un point intérieur de la géodésique minimisante entre y et z. Considérons la suite
des espaces pointés (Y, ridy, z)k ou (rr)g est une suite de nombres réels positifs
qui tend vers l'infini aussi lentement qu’on veut. On fabrique dans I’espace limite
une droite, en dilatant la géodésique entre y et z. Par le “splitting theorem” de
Cheeger—Colding, I'espace limite Y7 est isométrique a R x Y5. Mais Y; est aussi

— T
la limite de la suite (X, —kkdk,ﬁk) (si rg tend vers l'infini assez lentement). En
itérant cette construction au plus 2n fois on obtient une preuve du théoreme ci-

dessus. Signalons ici un autre résultat de T. Colding qui dit qu’en fait les points
de Y ou le cone tangent est isométrique a un espace euclidien sont denses dans Y.

Ensuite on veut trouver une majoration de la dimension m; en général on a
m < 2n, mais dans notre situation on montrera que m < 2n — 1. Dans ce but, ob-
servons d’abord que si la suite des diametres Dy tend vers ’'infini, alors pour toute
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famille de points ¢ € X, le volume des boules géodésiques de rayon 1 centrées
en g de (X,wg) tend vers zéro. Pour ceci, on utilise le lemme 2.C.2.7, appliqué
aux données suivantes: la métrique g sera wy, p := q; et R = %diam(X, wg). On
obtient donc

VOlwk (X) > Dk -2
Vol (Bu, (qk,1)) ~ 4n+1/Vk(2n —1)(Dy, + 2)

et alors
4n 1 Dk + 2

Dr—2 " Vk Dy, — 2
et on voit que le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro. Maintenant

grace au fait que la norme géométrique de chaque élément non-nul de la partie
libre de H;(X,Z) est minoré uniformement, on obtient

Voly, (Buy gk, 1)) < ( )Vol(X)

Volg, (Bwk (T C’)) = Vol,, (Bwk(Qk, C’))

pour une certaine constante C' > 0, ou ¢ est la projection de g, sur X. Si la
constante C' est inférieure a 1, on en déduit donc que limy_,+, Volg, (B@ (Qp» C’)) =

0. Par l'inégalité de Bishop on obtient

Vols, (ng (s 1))

Volg, (B@ (G, C)) =

et donc limy_,~ Volg, (ng (%,1)) = 0. Le cas C > 1 conduit & une conclu-

sion similaire. Montrons maintenant que ceci reste vrai pour les métriques renor-
2

s T —
malisées G, := fwk. En effet, on a

Volg, (ng (@ 1)) = ;i: Volg, (B@ (@ \:_f)>

et en appliquant 'inégalité de Bishop—Gromov encore une fois, on a

 Vk %"’shQ”_ltdt
Volg, (Bwk (T, —)) < fOL
JoVF sh2n=1tdt

- Vols, ( Bz, (@ 1))
< C% Vols, (ng (s 1))

car la suite 7 tend vers l'infini. En conclusion, pour la suite de métriques g, on
obtient

Volg, (ng (s 1)) < O'Vols, (ng (s 1))
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et ainsi le volume des boules géodésiques de rayon 1 centrées dans g, de (X,7;)
tend vers zéro. L’intéret de cette observation est expliqué par le théoreme suivant,
di a Cheeger—Colding;:

Théoréme 2.D.2.3(Cheeger—Colding). Soit (Mk,gk,qk)k une suite de variétés
riemanniennes completes de dimension m, telle que

Volg, (ng (qr 1)) — 0 et Riccig, > —gi

Alors la dimension de Hausdorff de ’espace limite est au plus égale a m — 1.

On applique ce résultat a la suite (Y, J1» Q5); par le théoreme 2.D.2.2 elle converge
vers un espace euclidien de dimension au plus 2n — 1.

Passons maintenant a la derniere étape de la démonstration, qui consiste a con-
struire un monomorphisme de Z*(X) i Isom(R™).

Si on note dgy, la distance associée a la métrique g, alors par les propriétés
de la suite (ry)x et 'hypothese i) du théoreme on obtient d, (G, v;q) < 1 pour
la famille de générateurs «y; de la partie libre du H;(X,Z). Alors par le procédé
de Gromov qu’on a expliqué dans le paragraphe 2.E, pour chaque entier positif &k
on peut trouver un sous—groupe d’indice fini I'y, du groupe Hq(X,Z)/T engendré

par yik, Yo,k tels que:
gy, (@, Vj.kTi) < 4 €t dg, (T, ¥Ty,) > 2

pour chaque v € I'y non-nul. Alors par le lemme d’isométrie de M. Gromov on
construit un morphisme
¥ 29 Isom(R™)

en associant a chaque générateur p; de Z2*) 1a limite (d’une sous-suite) de la
famille d’isométries v, de (X,g;). Le fait que la norme géométrique en g, de
chaque élément non-trivial de I'y est minorée par 2 implique l'injectivité de W
et aussi que 'orbite de I'image de ce morphisme est discontinue en zéro (par les
meémes arguments que ceux utilisés dans le paragraphe 2.C.2).

En conclusion, sur R™ muni de la métrique plate agit un groupe d’isométries
abélien libre noté I's, engendré par Vi oo, - Vb, (x),00 tels que: [|7;00(0)]] < 5 et
[|7(0)|| > 1 pour tout v # Id. Mais ceci implique b1(X) < m, car le nombre de
points de 'orbite de I', en zéro dans une boule de rayon s est d’une part minoré
par Cs"*X) et d’autre part il est de 'ordre de grandeur s™. Par la théorie de
Hodge on obtient 'inégalité q(x) < n — 1 et donc la preuve est terminée.

Remarque. On obtient la méme conclusion dans le théoreme 2.D.2.1 si on rem-
place ’hypothese |y|x,, > C par la condition (moins forte) suivante

N, (k,1) max{1/Dy,1/Vk} — 0

ot Np(k,1) est le cardinal de I'ensemble des éléments v du H;(X,Z) tels que
dw, (P,7DP) < 1. En effet, a des constantes pres, le volume de la boule géodésique
Bg, (P, 1) est majoré par la quantité ci-dessus.
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Application.
Comme corollaire du théoreme 2.D.2.1, on a:

Corollaire 2.D.2.4. Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kédhlériennes qui satisfont les hypothéses i) et ii) du théoréme 2.D.2.1.
Alors si b1 (X) = 2n, la variété X est homéomorphe a un tore.

Preuve. Par le théoreme 2.D.2.1, la suite des diametres Dy, = diam(X,wy) est
uniformément bornée. Alors (Dy/\/k), tend vers zéro, et par le théoreme de
Colding ci-dessous, la variété X est homéomorphe a un tore.

Théoréme (Colding). II existe une constante 6(m) telle que toute variété rieman-
nienne (M, g) de dimension égale a m qui satisfait Riccig > —d(m)g et by (M) =m
est homéomorphe a un tore.

2.D.3. Quelques remarques au sujet du morphisme d’Alba-
nese d’une variété kahlérienne compacte a classe de Ricci
nef

On a vu dans les paragraphes précédents (2.D.1 et respectivement 2.D.2) que
les 1-formes holomorphes des variétés kahlériennes a classe de Ricci nef satisfont
certaines propriétés “quantitatives” (notamment 1’espace vectoriel qu’elles engen-
drent est de dimension inférieure a la dimension complexe de la variété et hormis
le cas des tores cette dimension ne peut pas étre maximale). On se propose dans
cette derniere section de présenter quelques propriétés “qualitatives” des 1-formes
holomorphes sur les variétés complexes compactes dont la classe anticanonique est
numériquement effective. L’idée directrice est la suivante: supposons d’abord pour
simplifier que X est une variété compacte munie d’une métrique riemannienne g
a courbure de Ricci semi-positive. Alors si 8 est une 1-forme harmonique, la fonc-
tion  — |f|y,. est constante, car la formule de Bochner implique le parallélisme
des 1-formes. En général, dans le cas nef, si la courbure de Ricci est minorée par
—1/k, on veut estimer la variation de x — |B|i,» sur X, mais on peut seulement
obtenir des estimations en moyenne. Si on fait des hypotheses d’uniformité sur
la suite des métriques, on obtient le résultat principal de cette section qui est le
suivant:

Théoreme 2.D.3.1. Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite de
métriques kahlériennes (wy)y telles que pour chaque entier positif k la métrique
wy appartient a une classe de cohomologie fixée {w1}, sa courbure de Ricci est
minorée par —1/k et le diameétre Dy, := diam (X, wy) est majoré par une constante
qui ne dépend pas de k.

Alors le morphisme d’Albanese de X est surjectif.

Démonstration. Commencons par fixer quelques notations et faire quelques
rappels. Si g est une métrique riemannienne sur la variété M, soit A, la métrique
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induite par g sur le fibré unitaire en spheres SM. Alors ’application de projection
de SM sur M devient une submersion riemannienne et pour toute fonction f :
SM — R de classe C*°, on a la formule de la “co-aire” suivante

fd)\g:/ (/
SM M MveT) m|v|=1

La mesure de Liouville dA, est invariante par le flot géodésique de la métrique g;
comme conséquence de ce fait on a la proposition suivante qui va nous permettre
ensuite d’estimer la variation de la fonction = — |3|,,» (voir aussi le preprint de
T. Colding):

fda) dg

Proposition 2.D.3.2 Soit f : M — Ry une fonction de classe C*°, et r,t deux
réels positifs. Alors pour tout p € M on a l'inégalité suivante

(14) /( 1 (expy () — (@) (2, ) < tam / oy V()

x,0)ESBy(r)

ot m est la dimension de M et «,, désigne le volume de la sphére unité d’un
I'espace euclidien de dimension égale a m. On note SBy(r) = SM|p ).

Preuve de la proposition. Pour chaque réel positif ¢ on a
b d
Fexpe(t0) = £(@)] = | [ - (Flexpu(ro)ar]| =
Ot d t
= ’/ dfexpm(Tv)(d_eXpw<7—v)>dT’ S/ |df‘expz(7v)d7_
0 T 0

d
car }d— exp,(Tv)| = 1 et par suite
T

/( |f(expx(tv)) — f(x)|d)\g(m,v) <

x,0)ESBy(r)

t
< / / |df|expm(ﬂ))d/\g (LL’, U) dr.
0 J(xz,v)eSBy(p,r)

Considérons pour chaque 7 > 0 Papplication ®, : SBy(p,7) — SBy(p, 7 + 7)
donnée par le flot géodésique, i.e.

O (z,v) = (expm(ﬂ)), d/dT(epr(TU))>
Compte tenu du fait que ®>d)\, = d)4, par un changement de variable on obtient

t t
/ / |df |exp, (rv)dAg (2, v) dT < am/ / |df |z dVy () dT.
0 J(xz,v)eSBgy(p,r) 0 JxzeBy(p,r+7)
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Mais le terme de droite de I'inégalité précédente est majoré par

toy, / |df |xd V()
x€Bgy(p,r+t)

et ceci démontre la proposition.

Considérons maintenant la fonction suivante: f(z) = |B]2 ou 3 est une 1-
forme différentielle quelconque et la notation | - |, désigne la norme ponctuelle
induite par g sur ’espace cotangent en x; par la proposition 2.G.1.1 on obtient

/( JeSB (H)ﬁ@xpm(tv) — B2 |dAg(z,v) <

T

< %%, / (VB, B)s| AV, (x)
mEBp(T’—Ft)

ol V est la connexion de Levi-Civita de la métrique g. Par 'inégalité de Cauchy-
Schwarz on obtient

Lo wmean@ < ([ vszane [ k)

z€Bp(r+t) €Bp(r+t)

En conclusion on en déduit que

/( )ESB (“)mgxpm(tv) - |B|§} dAg(z,v) <

T

<otan([ SRV [ jsRave)’

T EBp(r+t) €Bp(r+t)

Prenons dans 'inégalité ci-dessus r := diam(M, g); on obtient pour toute 1-forme
différentielle B I'inégalité

/u esa 1825, ) — 1812

sant([_[VBRaV) [ |92 avy(w))’

eEM eM

dAg(z,v) <

Maintenant on integre par rapport a t I'inégalité ci-dessus de 0 & D := diam(M, g)
et on obtient

D
/(fv v)eSM/o "m‘zxpx(tv) - ‘5@

<o, 0( [ [VaRav@) [ |82av,)

xT

dt dg(z,v) <

2

Voyons a présent ce que cela donne en termes de notre suite wg. On note Si(X) le
fibré unitaire de la variété (X, wg), | - | la norme sur A*T% induite par wy et Vj
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la connexion de Levi—-Civita de la métrique wy. Observons d’abord que la norme
L? globale de toute forme holomorphe /3 notée

181 i= [ 182 5 Vi (@)

X

est indépendante de k parce que
J1 V@) =i [ saBAw =i [ 5AFAwp
X X X

(on a utilisé le fait que toutes les wy sont cohomologues). De plus, pour toute
1-forme différentielle 5 on a la formule de Bochner

Ak(B) = V. ViB + pr(B)

ou Ay est 'opérateur de Laplace-Beltrami de la métrique wy qui agit sur les 1—
formes, et ou les valeurs propres de l'opérateur pi sont les mémes que celles de
la courbure de Ricci de wy, donc minorées par —1/k. Maintenant la métrique wy,
est kdhlérienne, donc pour toute 1-forme holomorphe 8 on obtient Ag(8) = 0.
En conclusion, pour toute 1-forme holomorphe 3, la formule de Bochner ci-dessus
implique

1
1Bl Ve, (@) < 18I
re

Donc pour chaque entier positif k£ on obtient

D
/ / [&
(z,0)ESKL(X) JO

D’apres la formule de la co-aire qu’on a énoncée au début de la preuve, I'inégalité
ci-dessus s’écrit

D
2 2
/JJGX (/'UGT X |'U|Ic:1/0 "Bhﬁ,expk’m(tq}) - |5‘k,x

Maintenant la classe de cohomologie de wy est constante et donc le volume de X
par rapport a wy l'est aussi. Alors 'inégalité ci-dessus implique l'existence d’un
ouvert Ax(8) C X tel que

1) Le volume de Ag(B) satisfait Vo, (Ax(8)) > (1 — 1/k%)Vol(X).
2) Pour tout point p € Ag(5) on a

D
/ / I8
vETR X, |v[k=1 /0

OégnDQ

vk

1811Z--

z,expk@(tv) - |6|]2€,a: dt dAk(mﬂ]) <

O_/QnD2

Vk

1BIIZ--

dLdo(v) )dVs, (v) <

Qon D?
drda(v) < 22 g2,

2 2
ko, (t) — |B|k,p
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Evaluons & présent la norme L2 de la forme 8. On a

2
18]122 = / s

Pour majorer le second terme du membre de droite de cette inégalité on travaille
dans des coordonnées normales en p. On obtient ainsi par un changement de
variable

[

D
< / / [&
veETRX,|v|r=1J0

Mais par l'inégalité 2 du 2.A.2, le jacobien 0 (t,v) est uniformément borné par
une constante C' = C(D,n). Si le point p est dans Ag(3), on obtient

C(D,n
18122 < 185, Vol (x) + C22) g2,
kl/

2 Vi, (x) < |BI2., Vol(X) + /

rxeX

1812 - 16

i’p dV,, (z).

AV, () <

z,expp(tv) - |B|i,p Qk(tvv>dt dO’(U).

pour toute 1-forme holomorphe S.

En conclusion, il existe un rang kg > 0 tel que pour tout k£ > kg on ait

(15) 18122 < 2 Vol(X) |87,

pour toute 1-forme holomorphe f et tout point p € Ag(f).
On définit les sous—ensembles de X suivants
ND(X, (wi)k) := {p € X/ pour tout voisinage V du point p on a
Vol,,,, (V) > C(V) > 0 pour une sous-suite (K, )m }
D(X, (wi)k) := {p € X/ il existe un voisinage W du point p
telle que len;o Vol,,, (W) = 0}.

Il est clair que X = ND(X, (wi)r) UD(X, (wk)r) et que cette réunion est dis-

jointe. On montre ensuite que si ¢(X) # 0, alors 'ensemble N'D (X, (wy)x) con-
tient au moins un point non-critique pour 'application d’Albanese de X.

Comme les métriques (wy)x sont toutes cohomologues, on a
/ wi Awp ! = Vol(X)
X

et donc si on note )\? (z) les valeurs propres de wy, par rapport a w; en un point
quelconque, ’égalité ci-dessus s’écrit

(16) /X Z A%(x) dVv,,, = nVol(X).
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En utilisant & nouveau le fait que le volume de la variété X par rapport a wy est
constant, la relation (16) entraine ’existence d’une suite de sous-ensembles (Ug)x

1
de X telles que pour chaque entier k on ait Vol,, (Uy) > 3 Vol(X) et également

1
A% (p)

< 2n pour tout point p € Ug. Donc pour chaque point p € U, on a

‘M:

Jj=1

Ni(p) >

= op
Pour toute 1-forme holomorphe 3, considérons la suite des ouverts Uy () :=
Ur N Ak(B). Alors pour tout k supérieur a un certain rang k; (indépendant de

B) on a Vol,, (Ux(B)) > iVOl(X) (par la propriété 1 de Ag(B)). Si on note

ko := max(ko, k1) on observe que

(17) U Up(B) NND(X, (wi)x) # 0

E>ko

car sinon (J;.>;, Ux(B) est un sous-ensemble de l'ensemble D(X, (wk)x) et grace &
la, compacité de X, on aurait

hm Volwk U Un

m>k2

Mais par ailleurs Vol,, (U,,>x, Um(8)) > Vol,, (Ux(8)) > 1/4Vol(X) pour tout
k > ks, contradiction. a

Prenons donc un point ¢ dans l'intersection (17). Alors il existe une suite de
points ¢, € Uy, (8) qui convergent vers g. Par la relation (15) et le fait qu’en tous
les points de Uy les valeurs propres )\;? sont minorées par 1/2n, on obtient

18]l 2 < 2Vol(X)|Blk,..q,. < 3nVol(X)|B]y

7qm
et par passage a la limite on obtient

(18) 1B8llL2 < 3n Vol(X) sup

1,z

Pour le reste de la preuve, supposons qu’il existe des 1-formes holomorphes
non-identiquement nulles sur X (sinon, la surjectivité de I’application d’Albanese
ne pose pas de problemes majeurs). Alors par I'inégalité (18) on en déduit que
I’ensemble N'D (X , W) k) contient au moins un point py non-critique pour ax.

On démontre dans la proposition 2.D.3.5 que le fait que py est non-critique
entraine la non-dégénérescence locale en pg de la suite de métriques, transversale-
ment au fibres du morphisme d’Albanese. Ceci signifie la chose suivante:

Définition 2.D.3.3 La suite de métriques (wy,)y, est dite non-dégénérée localement
en py dans les directions transverses aux fibres du morphisme d’Albanese, s’il existe
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un voisinage U de pg et une constante C' > 0 telle que pour tout point p € U et
tout vecteur v € 1, X orthogonal a ker(dax ) par rapport a la métrique w; on ait

|U|wk > Clvlw,-

Alors on voit facilement que cette propriété de non-dégénérescence entraine 1’asser-
tion suivante: pour toute 1-forme holomorphe globale 3, tout point p € U et tout
k > 1 on ait

1Ble,p < ClB1,p-

En effet, pour un point p € U on note H), le sous-espace de l’espace tangent
holomorphe en p, égal a I'orthogonal par rapport a w; du noyau de la différentielle
de ax en p. On peut prendre pour chaque k des coordonnées locales en p, soient

Z1ky-- -, 2n.k, telles que les m = m(p) premiers vecteurs parmi ( 3 ) forment
2,k

une base orthonormale par rapport a w; et orthogonale par rapport a wj de I'espace

H

p, et telles que les autres vecteurs

soient dans le noyau de dax ,. La
Ozt k

propriété 2.D.3.3 de la suite de métriques implique

8}2

> O
8zk,j

As(p) = |

pour tout 7 =1...m et p € U. Par ailleurs toute 1-forme holomorphe globale /3
s’écrit en p de la facon suivante

Bp = Z Bjkdz; i
=

et comme les valeurs propres )\?(q) pour j = 1...m sont minorées par la constante
C1, on obtient

1Blep < C7?1Bl1p-

En conclusion, quitte a admettre pour l'instant la proposition 2.D.3.5, on a le

corollaire suivant:

Corollaire 2.D.3.4. Pour toute 1-forme holomorphe (3 il existe une suite Ag(S)
d’ouverts de X tels que:

1) Pour tout entier positif k on a Vol,, (Ax(8)) > (1 —1/kY*) Vol(X).
2) Pour chaque p € A(8)NU on a

1BIIZ- < CIB1,

SlkaQ

Si application d’Albanese ax n’est pas surjective, alors il existe une 1—
forme holomorphe 8 non identiquement nulle, telle que 3,, = 0. Considérons la
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suite Ag(B) donnée par le corollaire ci-dessus. L’appartenence de py a I’ensemble
ND (X, (wk)k), implique l'existence d’une suite de points p,, € Ay, (8)NU conver-
gent vers pg. En effet, considérons une suite décroissante (U, )., de voisinages de
po dont l'intersection est exactement py. Comme p € N'D (X , (wk)k), pour chaque
m on a Vol, (Up) > ¢(m) > 0 si k appartient a une sous-suite non-bornée des
entiers positifs, et compte tenu du point 1) du corollaire 2.D.3.3, il existe bien un
rang k., > ko tel que Ag, (8) N Uy, # 0. 1l suffit de prendre alors p,, dans cette
intersection.

Par le point 2) du corollaire ci-dessus on obtient

1812 < CIBI .-

Quand m tend vers l'infini, le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro,
ce qui entraine 3 = 0, contradiction.

Remarque 1. Il se peut que ’ensemble N'D (X , (wi) k) consiste en exactement
un point. En effet, regardons I'espace projectif (P™,wy), muni de la métrique telle
que

. 1
mwp = 5-0010g (Flaof” + a1 .+ |zf?)

ou m: C"™1\ {0} — P" est la projection canonique.

Alors ’ensemble N'D (X, (wk)k) contient seulement le point ¢ =[1:0:...:0], car
wy tend vers la distribution de Dirac J, quand k tend vers I'infini.

Remarque 2. Si N'D (X, (wk)k) contient un ouvert U, alors le diametre de (X, wy)
est uniformement borné. Pour vérifier cette affirmation, rappelons que ’équation
qui donne la suite (wg)x est

1
wp = Ak exp(p@k — fr)w"

ou A est la constante de renormalisation, telle que maxx (fi) = maxx(pg) = 0
(voir 2.C.2.2). On peut supposer que 'ouvert U est disjoint de la variété des zéros
de I'idéal de Nadel associée a la suite (f)r. Alors il existe une constante C' > 0

telle que / exp(—fx) dV,, < C pour tout entier positif & (voir [Na]) et donc
U

O<C(U)§/

wﬁ = )\k:/ exp(l/kcpk - fk) de S )\k/ exp(—fk) de S C)\k
U U

U

Donc 'existence d’un ouvert U C N'D (X s (wr) k) permet de minorer la constante
Ak; le fait que diam(X,wy) < D en découle maintenant exactement comme dans
le paragraphe 2.C.2.2..

En général, on ne peut pas minorer Ay, méme si la suite des potentiels (f)x
est choisi de maniere optimale. Dans I’exemple 2.C.3, un calcul simple montre que
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A est de l'ordre de grandeur 1/k. Dans cet exemple, le volume de (X, wy) est
“concentré” dans le diviseur zo = 0.

On démontre maintenant le résultat suivant, dont on a eu besoin dans la
preuve du théoreme précédent:

Proposition 2.D.3.5 Soit X une variété complexe compacte munie d’une suite
de métriques kdhlériennes (wy )y telles que pour tout entier positif k on a

diam(X,wy) < D, Vol,, (X) > v, Ricci,, > —6%wp.

et soit pg un point qui n’est pas critique pour I’application d’Albanese de X.

Alors la suite (wg )y, est non-dégénérée localement en py transversalement aux fibres
du morphisme d’Albanese de X.

Preuve. La preuve présentée ci-dessous doit beaucoup aux remarques de S. Gal-
lot, qui ont permis de simplifier nos arguments initiales.

Commencons par ’observation suivante, qui est une conséquence de I’'inégalité
de Sobolev de S. Gallot. Dans I’hypothese ci-dessus, pour toute 1-forme holomor-
phe B et tout k> 1 on a

(19) 1Ble.p < CllB| L2

en tout point p € X, ou C est une constante qui ne dépend pas de la suite de
métriques. Pour ceci, remarquons d’abord que par I'inégalité de Kato (voir par
exemple [HSU]) et la minoration de la courbure de Ricci on a

2
k,x

1
1B EW

k,pAk(W

kp) S Re(VEViB, Bk <

1
ko) < %W
tout point p € X. Rappelons maintenant le résultat de S. Gallot (voir [Gal):

et par conséquence on obtient Ay (|3 k,p pour tout entier positif £ et

Théoréme (Gallot). Soit (M, g) une variété riemannienne compacte de dimension
m, telle que Ricci, > —(m — 1)§%g, Vol,(M) =V et diam(M, g) < D. Alors pour
toute fonction positive f qui satisfait A(f) < 62f presque partout sur M on a
I’estimation

1

|floe < V(l +np(8)) || fl 2

ou np est une fonction continue qui tend vers zéro quand ¢ tend vers zéro.

Par I'inégalité de Kato et le théoreme de Gallot ci-dessus appliqués aux variétés
(X,wg), on en déduit l'inégalité (19), ou la constante C' peut étre choisi (par
exemple) 2/ Vol(X).
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Soit pg un point non-critique quelconque pour ay; soit également U un voisi-
nage du point py qui n’intersecte pas I’ensemble critique de aux. Avec les notations
précedents, pour tout v € H), tel que |v|; =1 on a |dax p(v)| > § pour une cer-
taine constante § = §(U) > 0. Par I'inégalité (19), on obtient |dax (v)| < C|vlk
pour une certaine constante C'. En resumé, pout tout vecteur v € Hy,, de norme 1
par rapport a w; on a

pour une (autre) constante C uniforme par rapport a k et p € U. Ceci acheéve la
preuve de la proposition 2.D.3.5.

Remarque 3. Sous les hypotheses du théoreme 2.D.3.1, on obtient I'information
suivante concernant la dégénérescence de la suite wy: si g(X) # 0, alors I’ensemble

Dn(X):={pe€ X/kli_{I()lo)\?(p) =0 pour tout j =1,...,n}.

est contenu dans un sous-ensemble analytique de X. En effet, soit p € D, (X);
d’apres I'inégalité (19), pour toute 1-forme [ la relation suivante

B(v)] < C(B)|v

k,p

a lieu pour tout vecteur v dans ’espace tangent en p. Mais ’appartenance de p a
D, (X) fait que le membre de droite de cette inégalité tend vers zéro quand k tend
vers l'infini. Donc 8, = 0 et par suite D,,(X) est un sous-ensemble de I’ensemble
critique de ax.
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RESUME

L’objet principal de cette these est I’étude des fibrés en droites numériquement
effectifs sur les variétés complexes compactes et les propriétés des variétés kahlé-
riennes compactes a classe de Ricci nef.

Dans une premiere partie, nous démontrons que la notion d’effectivité numé-
rique (au sens métrique) est invariante par images inverses de morphismes sur-
jectives entre variétés complexes compactes. Ceci implique 1’équivalence des deux
formulation de 'effectivité numérique — au sens métrique et respectivement au
sens des courbes — dans le cadre des variétés de Moishezon. En utilisant des
techniques analytiques de J.-P. Demailly, nous donnons deux caractérisations de
cette notion en termes de restrictions a de sous-variétés analytiques. Dans la
seconde partie, on s’intéresse surtout a des propriétés du groupe fondamental et
des 1-formes holomorphes des variétés kahlériennes compactes a classe de Ricci
nef, en s’appuyant sur les outils de la géométrie des espaces a courbure de Ricci
minorée.

Ainsi, en combinant des techniques de Demailly, Peternell et Schneider avec
une version du “lemme de Margulis” démontré par Cheeger-Colding, nous mon-
trons la presque-nilpotence du groupe fondamental des variétés kahlériennes com-
pactes a classe de Ricci nef. Pour certains classes de telles variétés, on peut nette-
ment améliorer ce résultat et démontrer que leur groupe fondamental est presque
abélien.

Concernant les 1-formes holomorphes, on démontre que la dimension de 1’es-
pace vectoriel qu’elles engendrent est majoré par la dimension de la variété. Nous
obtenons également des information “qualitatives” pour les 1-formes holomorphes,
en estimant la variation en moyenne de leur norme. Comme application, on donne
une réponse partielle a une conjecture de Demailly, Peternell et Schneider.

MOTS-CLES

Variété complexe, variété kiahlérienne, 1-forme holomorphe, groupe fonda-
mental, morphisme d’Albanese, courbure de Ricci, inégalité de Bishop-Gromov,
fibré numériquement effectif, critere de positivité.

CLASSIFICATION MATHEMATIQUE

14J60, 58A25, 32J25, 32C17, 53C20, 53C23.
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