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Résumé

On se propose dans le travail qui suit d’étudier un problème soulevé par R. Harvey [6] en
1977 : un courant θ positif et fermé, admet-il toujours un cône tangent ? C.O. Kiselman [8]
a montré récemment que la réponse générale est négative : il existe un courant θ = i∂∂ϕ

de bidegré (1, 1), où ϕ est une fonction plurisousharmonique, qui n’admet pas de cône
tangent. M. Blel [2] a obtenu une condition suffisante pour l’existence d’une limite pour
les homothétiques de θ, par les homothéties de rapport r > 0. Nous étendons ici cette
condition suffisante au cas des homothéties de rapport complexe, puis nous donnons une
deuxième condition suffisante plus naturelle.

Bien que les deux conditions soient apparentées, nous montrerons par des exemples qu’au-
cune des deux n’entrâıne l’autre, ce qui prouve aussi qu’elles ne sont pas nécessaires.

Abstract The goal of this work is to study a question proposed by R. Harvey [6] in 1977 :
does a positive closed current always possess a tangent cone ? C.O. Kiselman [8] has recently
shown that the general response is negative : there is a current θ = i∂∂ϕ of bi-degree (1,1),
where ϕ is a plurisubharmonic function, which has no tangent cone. M. Blel [2] has obtained
a sufRcient condition for the existence of a limit for the homothetic images of θ, by the
homotheties of ratio r > 0.

Here, we extend this sufficient condition to the case of homotheties with complex ratio. We
then give a second sufficient condition which is more natural.

Although the two conditions look quite similar, we give examples to show that in fact neither
one implies the other. This proves also that neither of the two conditions is necessary.

Mots-clés : Courant positifs fermés – Cône tangent – Nombres de Lelong – Fonctions
plurisousharmoniques.

Mathematical subject classification : 32C30



Introduction

L’objet du présent travail est d’étudier un problème posé par R. Harvey [6] en 1977 :
un courant θ de type (p, p) positif et fermé, admet-il toujours un cône tangent ? De façon
précise, si hr désigne l’homothétie de rapport r, la famille (h∗

rθ)r>0 admet-elle une limite
lorsque r tend vers 0, au sens faible des courants ?

En 1971, J.R. King [7] a montré que le cône tangent au courant d’intégration sur un
ensemble analytiqueX existe : c’est le courant d’intégration sur le cône tangent àX (compté
avec multiplicité sur chaque composante).

Mais tout récemment, en 1988, C.O. Kiselman [8] a montré que la réponse générale est
négative : il existe un courant θ = i∂∂ϕ de bidegré (1, 1), associé à une fonction plurisoushar-
monique ϕ, qui n’admet pas de cône tangent. La construction de Kiselman met en évidence
le rôle de la masse projective νθ(r) du courant θ . C’est à partir d’hypothèses sur la fonction
νθ que nous chercherons des conditions suffisantes pour l’existence du cône tangent.

Au chapitre I, nous montrons d’abord que la famille (h∗

rθ)r>0 est de masse uniformément
petite au voisinage de 0, ce qui ramène l’étude de la convergence faible aux compacts de
Cn \ {0}. Grâce à l’utilisation de coordonnées projectives w = Φ(z), on montre ensuite au
chapitre II que les coefficients de T = Φ∗θ faisant intervenir des directions radiales tendent
vers 0. On cherche enfin une estimation des autres coefficients en étudiant leur variation dans
la direction radiale ; une intégration par parties et l’inégalité de Cauchy-Schwarz fournissent
alors l’estimation cherchée en fonction des masses projectives du courant. Ceci nous permet
d’obtenir une première condition suffisante pour l’existence du cône tangent, et le résultat
est valable en fait pour des homothéties de rapport complexe tendant vers 0.

M. Blel [2] avait obtenu cette condition par une technique voisine, dans le cas d’une
homothétie à rapport réel. En prenant la dérivée seconde des coefficients non radiaux dans
la direction radiale complexe, nous obtenons d’autre part une deuxième condition suffisante,
qui est sans doute plus naturelle que la première.

Nous terminons notre travail par des exemples qui montrent qu’aucune des deux con-
ditions n’entrâıne l’autre, et ceci prouve aussi qu’elles ne sont certainement pas nécessaires.
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