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RESUME

L’objet de cette these est I’étude des propriétés de positivité algébriques,
analytiques et cohomologiques des fibrés vectoriels holomorphes sur les variétés
kéahlériennes compactes lisses.

Dans la premiere partie, nous décrivons les propriétés de positivité algébriques
et analytiques des fibrés vectoriels obtenus comme images directes par des
morphismes lisses de fibrés en droites numériquement effectifs adjoints par
le fibré canonique relatif.

Dans la deuxiéme partie, nous étendons aux variétés kdahlériennes compactes
le théoreme, diu a F. Bogomolov, d’annulation des espaces de pformes holo-
morphes & valeurs dans un fibré en droites de dual numériquement effectif.
La troisieme partie, motivée par les travaux de M. Green et R. Lazarsfeld, est
consacrée aux théoremes d’annulation générique des groupes de cohomologie
de fibrés vectoriels semi-négatifs. Nous décrivons aussi la structure des lieux
exceptionnels de cohomologie.
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INTRODUCTION

1. Introduction générale

L’idée directrice de ce texte est de relier les propriétés de positivité
algébriques, analytiques et cohomologiques des fibrés vectoriels holomorphes
sur les variétés analytiques complexes compactes lisses.

Soit £ — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique
complexe compacte lisse. Algébriquement, 'amplitude de E est reliée a
’'abondance de sections de ses puissances symétriques S¥F : le fibré F est
dit tres ample si ses sections globales réalisent tous les jets d’ordre 1 a valeurs
dans F et tous les couples de valeurs dans EGFE — X x X —Ax. La notation
Ax désigne la diagonale de X x X. Le fibré E est dit ample si une de ses
puissances symétriques est tres ample.

Les notions de positivité analytiques se lisent en termes d’existence de
métriques hermitiennes sur F a courbure positive : le fibré E est dit stricte-
ment positif au sens de Griffiths s’il peut étre muni d’une métrique hermi-
tienne de classe C* dont la forme de courbure, qui est une (1,1)—forme
différentielle a valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de FE,
est définie positive sur les tenseurs élémentaires de TX ® F.

L’annulation des groupes de cohomologie de Dolbeault a valeurs dans FE
en certains bidegrés (p,q) avec p + ¢ > dim X fournit des notions de posi-
tivité cohomologiques. Rappelons a titre d’exemple le théoreme d’annulation
d’Akizuki-Kodaira-Nakano :

THEOREME. — Soit L — X un fibré en droites ample sur une variété
X analytique complexe compacte lisse. Alors pour tout (p,q) € N? avec
p+q>dimX,

HI(X, 0% ® L) = 0.

Ces notions cohomologiques ont d’importantes conséquences géométriques
en particulier pour I’extension de sections holomorphes.

Nous donnerons des définitions précises de positivité dans les préliminaires
et dans chaque chapitre. Dans ce chapitre introductif, le mot positif est a
prendre en un sens tres flexible. Ce texte est composé de trois parties large-
ment indépendantes.



Images directes de fibrés en droites adjoints

D’aprés une conjecture de P. A. Griffiths [Gr 69], un fibré vectoriel
FE — X ample sur une variété X projective lisse serait strictement positif
au sens de Griffiths. Ce résultat est élémentaire pour les fibrés en droites et
les fibrés vectoriels tres amples. 11 a été démontré par H. Umemura [Um 73]
sur les courbes en se ramenant au cas d’un fibré ample et stable. Ce dernier
résultat a été précisé par F. Campana et H. Flenner [C-F 90] : il existe un
revétement fini ramifié de la courbe X tel que I'image réciproque de E soit
quotient d’une somme de fibrés en droites amples.

Nous obtenons dans cette direction le

THEOREME. — Soit E — X un fibré vectoriel ample sur un espace
projectif, une variété abélienne, ou une variété torique projective. Pour
tout k € N, le fibré vectoriel S¥E @ det E est strictement positif au sens de
Griffiths.

L’hypothese sur la variété de base X assure l'existence d’une auto-
application 6 : X — X qui augmente la polarisation choisie.

Ce théoreme est corollaire d’'une étude des propriétés de positivité du
faisceau image directe w*(K;’} /y ® L) par un morphisme lisse ¢ : X — Y
entre variétés kahlériennes compactes lisses d’un fibré en droites L holomor-
phe semi-positif adjoint par le fibré canonique relatif K;'} Iy de .

L’hypothese naturelle sur le fibré en droites est ici I'effectivité numérique :
un fibré en droites L — X sur une variété X projective lisse est dit numéri-
quement effectif (nef) si son degré sur toute courbe est positif ou nul. Plus
généralement, un fibré en droites L — X sur une variété (X,w) kdhlérienne
compacte lisse est dit numériquement effectif s’il peut étre muni d’une
métrique hermitienne de classe C°° dont la courbure a une partie négative,
mesurée par rapport a w, arbitrairement petite. Un fibré vectoriel £ — X
est dit nef si le fibré en droites Og(1) — P(FE) canoniquement associé a E
est nef sur P(E), la variété des hyperplans de E.

Le type de résultat que nous présentons est

THEOREME. — Soit X etY deux variétés kahlériennes compactes lisses,
¢ : X — Y une submersion et L. — X un fibré en droites holomorphe numé-
riquement effectif et o—ample. Alors le faisceau p, (K% /Y®L) est localement
libre et numériquement effectif.

Nous développons en particulier un procédé L? de construction de métriques
hermitiennes sur ¢, (K% /Y®L), introduit par J. P. Demailly [De 92]. Comme
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les métriques de Bergman, ces métriques prennent en compte les espaces de
sections holomorphes de K}’} y ® L sur les fibres de . Nous introduisons
aussi une technique de régularisation par transport parallele des métriques
hermitiennes continues sur les fibrés vectoriels holomorphes avec controle de
la courbure.

Les questions de positivité du faisceau image directe du faisceau canon-
ique relatif ont été abordées dans le cadre projectif entre autres par T. Fujita
[Fu 78], Y. Kawamata [Ka 81], J. Kolldr [Ko 86] et E. Viehweg [Vi 95]. En
particulier, elles sont importantes pour I’étude de 'additivité des dimensions
de Kodaira-Iitaka et pour la description de polarisations sur les espaces de
modules.

Versions kihlériennes du théoréme d’annulation de Bogomolov

Notons que I'hypothese d’amplitude sur le fibré L dans le théoréeme
d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano force la variété X a étre projective.
L’objet de la deuxieme partie est d’obtenir sur les variétés kéhlériennes
compactes lisses, sous des hypotheses de semi-positivité pour le fibré en
droites L, des théoremes d’annulation qui étendent, au moins partiellement,
le théoreme d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano. Cette démarche est
essentiellement motivée par la perspective d’élaborer une théorie de Mori
des variétés kahlériennes compactes.

Considérons L — X un fibré en droites nef sur la variété X kahlérienne
compacte. Sa dimension numérique notée v(L) est le plus grand entier
naturel [ tel que la classe de cohomologie de De Rham ¢;(L)! ne soit pas
nulle.

Une idée-force est I'utilisation du théoreme de Calabi-Yau pour la con-
struction d’une suite de métriques hermitiennes h. de classe C* sur le fibré
en droites L nef afin de répartir de mieux en mieux la positivité de L sur la
variété kéhlérienne compacte (X,w), de méme que sur une variété projective
polarisée (X, icy (L)), la courbure icy, (L) de (L, h) est parfaitement répartie.

Nous parvenons dans le cadre kdhlérien, a une généralisation du théoreme
d’annulation de F. Bogomolov [Bo 78] :

THEOREME. — Soit L — X un fibré en droites numériquement effectif
de dimension numérique v(L) sur une variété X kéhlérienne compacte lisse
de dimension n. Alors pour tout p € N avec p > n — v(L),

H™(X, 0% ® L) = 0.

Au cours de la démonstration, nous obtenons que les métriques h. perme-
ttent de réaliser la dimension numérique v(L) comme le nombre de valeurs
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propres de courbure strictement positives sur un ensemble de mesure de plus
en plus grande a mesure que ¢ tend vers zéro.

Parvenir par cette méthode au théoreme d’annulation de type Kawamata-
Viehweg (i.e. sous les hypotheses du théoreme précédent, 'annulation des
groupes H?(X, 0% ® L) = 0 en degrés ¢ > n—v(L)) nécessiterait un controle
fin des différents représentants harmoniques pour les différentes métriques
hermitiennes h. d’une classe dans la cohomologie de Dolbeault H™%(X, L).
Ce point reste encore incomplet dans 'article d’I. Enoki [En 93].

Les résultats obtenus s’étendent aux variétés de Fujiki (i.e. les variétés
qui sont des modifications de variétés k&hlériennes compactes.)

Annulation générique des groupes de cohomologie d’un fibré semi-négatif

D’une part, sous des hypotheses de stricte positivité algébrique ou an-
alytique pour le fibré en droites L, le théoréme d’annulation d’Akizuki-
Kodaira-Nakano conduit a la positivité cohomologique de L. D’autre part,
les travaux de M. Green et R. Lazarsfeld [G-L 87] [G-L 91] décrivent la co-
homologie générique des fibrés topologiquement triviaux (i.e. de premiere
classe de Chern nulle et qui peuvent donc étre munis d’une métrique hermi-
tienne & courbure nulle).

Pour une variété (X, w) kdhlérienne compacte, la notation Pic®(X) dési-
gne le tore complexe qui parametre les classes d’isomorphie de fibrés en
droites topologiquement triviaux sur X. Pour tout fibré L sur X, nous
étudions les lieux exceptionnels de cohomologie des déformations de L par
produit tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux :

SU(L) = {y € Pic®(X)/HUL ® \,) # {0}

ol A\, désignera un représentant de y € Pic?(X).

Nous obtenons pour un fibré en droites L semi-négatif (ou bien par du-
alité de Serre pour Ky ® L ou L est un fibré en droites semi-positif) des
théoremes d’annulation générique et de structure des lieux exceptionnels
dont le prototype est

THEOREME. — Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte lisse de
dimension d’Albanese dim a(X) et L — X un fibré en droites dont le dual
est globalement engendré. Alors, pour tout entier g strictement inférieur a
dim a(X), le lieu exceptionnel S1(L) est un ensemble analytique réunion de
translatés de sous-tores de Pic®(X) de codimension supérieure A
dim a(X) — ¢q. De plus, S9(L) C S9(L?) Cc SY(L3) C ---.

Ici a: X — Alb(X) est le morphisme d’Albanese de X.
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Hormis la derniere assertion, ce théoreme s’étend sur les variétés pro-
jectives, aux fibrés en droites de dual numériquement effectif et abondant
(i.e. de dimension numérique égale a la dimension de Kodaira-litaka). En
effet, les lieux exceptionnels se transforment de fagon naturelle au cours de
modifications et de revétements galoisiens de la variété de base.

Nous donnons aussi des versions pour les fibrés vectoriels obtenues prin-
cipalement par des constructions d’images directes de fibrés en droites.

Nous retrouvons, a ’'aide de la structure des lieux exceptionnels, des
propriétés de périodicité dues a S.D. Cutkosky et V. Srinivas [C-S 93] de la
fonction

k— hi(L @ u*)
ou p est un fibré en droites numériquement plat (i.e. dont la premieére classe
de Chern est de torsion).

A partir d’idées présentes dans les travaux d’ H. Skoda [Sk 78] sur la
surjectivité des morphismes entre fibrés vectoriels, nous déterminons des
cas ou les fibrés en droites topologiquement triviaux ne modifient pas la
cohomologie de L.

Il a fallu en particulier élaborer une théorie de Hodge des fibrés semi-
négatifs. Il n’y a pas en général de conjugaison naturelle sur la cohomologie
a valeurs dans L, si L est semi-négatif. Cependant, les formes harmoniques
a valeurs dans L se comportent simplement par les principales opérations,
notamment le produit extérieur. Nous obtenons dans ce cadre un théoreme
d’injectivité de ’application induite en cohomologie par le produit tensoriel
par une section d’un fibré en droites semi-négatif, qui étend un résultat de J.
Kollar. Nous étudions aussi les morphismes de Lefschetz de multiplication
par la forme de Kéahler agissant sur la cohomologie des fibrés semi-négatifs :

THEOREME. — Sip+q < n et si F est semi-positif, alors le morphisme
de Lefschetz

W'"PTIN  HPI(X F) —s H" 9" P(X, F)

est surjectif.

Nous donnons une application de nos résultats au calcul de la car-
actéristique d’Euler de variétés définies par une section d’un fibré vectoriel
semi-positif.

Certains résultats de M. Green et R. Lazarsfeld ont été conjecturés et
exploités par A. Beauville [Be 88] et F. Catanese [Ca 91] pour I’étude des
systemes paracanoniques des variétés irrégulieres. L. Ein et R. Lazarsfeld
[E-L 96] ont résolu des conjectures de J. Kollar [Ko 95| sur les variétés de
type d’Albanese général par les méthodes développées dans [G-L 91].
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2. Préliminaires

2.1. Géométrie différentielle complexe

2.1.1. Condition de Kahler.

Soit X une variété analytique complexe lisse munie d’'une métrique her-
mitienne g de classe C*°. La métrique g permet de mesurer les vecteurs
du fibré tangent TX := (TgX,J) muni de la structure complexe J. Elle
permet par suite de mesurer les vecteurs du complexifié de I’espace tangent
TeX := (Tr X ®r C,Id ® ix). On notera T1O0X et T%!X les espaces pro-
pres de 'endomorphisme J ® Id : Tc — I pour les valeurs propres ¢ et —¢
respectivement. Ainsi, TcX =T19X ¢ 701 X.

Apres oubli de la structure complexe J sur Tr X, la partie réelle de la
métrique hermitienne ¢ fournit sur X une métrique riemannienne gg. La
connexion de Levi-Civita associée sera notée V. La partie imaginaire de ¢
est une 2—forme différentielle sur X notée par commodité —w/2. La forme
w est réelle, de type (1,1). Réciproquement, si 2 est une forme différentielle,
réelle, de type (1,1), & — Q(&, J§)/2 définit par polarisation, en tout point
de X, une forme G sesquilinéaire a symétrie hermitienne. On dira que 2
est définie positive si G l'est. Par ce procédé, la donnée d’une métrique
hermitienne est équivalente a la donnée d’une forme réelle, de type (1,1),
définie positive.

DFINITION 2.1. — Une forme réelle de type (1,1) définie positive est
dite de Kahler si elle est d—fermée. Une métrique g est dite kdhlérienne si
la forme w associée est une forme de Kahler.

Cette condition est souvent utilisée par les caractérisations suivantes.
PROPOSITION 2.2. — ([Wu 83] first lecture) Il y a équivalence entre

(i) La métrique g est kidhlérienne i. e. dw =10 .

(ii) Les fibrés T'°X et TY'X sont conservés par la connexion de Levi-
Civita V¢ sur TcX associée a la métrique riemannienne ggr ® | |% i. e.

VJ=0.

(iii) Pour tout x € X, il existe un systeme de coordonnées holomorphes
(z1,++,2n) centré en x dans lequel 'écriture locale de w est de la
forme

w ZZ dzj NdzZ; — i Z cirpZpdz; A dZx + O(|2]3).
J Jklp

(Un tel systéme est dit w—géodésique en x.)



(ii) montre que la condition de K&hler impose une relation forte entre la
structure complexe et la structure métrique sur X.

(iii) montre que les relations entre opérateurs différentiels du premier ordre
(relations de Hodge) sur une variété kahlérienne lisse seront analogues a
celles obtenues sur l’espace hermitien plat (C",| |?).

2.1.2. Connexion de Chern d’un fibré vectoriel holomorphe her-
mitien.

Soit X une variété analytique complexe lisse et (F,h) — X un fibré
vectoriel holomorphe hermitien (i.e. muni d’'une métrique hermitienne de
classe C*) de rang r sur X. Le fibré vectoriel holomorphe TX = (Tr X, J)
est isomorphe & (710X, xi) tandis que son conjugué TX := (Tr X, —J) est
isomorphe a (T%! X, xi). Ainsi,

NTEX = NYT*X +TX)= @ NMT*X
p+q=d

ot APIT*X := NPT*X AN N TFX.

On notera C®(X,\P!T*X ® E) = APY(X, FE) lespace des (p,q)—formes
de classe C* a valeurs dans le fibré vectoriel holomorphe E. La donnée
de la métrique hermitienne A permet de définir en tout point z € X un
accouplement sesquilinéaire

d d d+d’
{, VN T XQOE x \ TE,XQE, -\ Tg,X

par B
{fu@eu @€'} :=hle,e)un.

Une connexion D : C*(X,E) — C*(X,T¢X ® E) est dite compatible
avec la structure complexe de E si sa partie de type (0,1), 120’1 :C¥(X,E) —
C>®(X,T*X ® E), coincide avec l'opérateur de structure dg.

Une connexion D sur le fibré hermitien (E,h) est dite hermitienne si
pour toutes sections locales e et ¢ de F,

dh(e,€') = {De,e'} + {e, De'}.

PROPOSITION 2.3. — Sur un fibré holomorphe hermitien (E,h), il ex-
iste une unique connexion hermitienne compatible avec la structure com-
plexe. Elle est appelée connexion de Chern de (E,h). Sa courbure, ap-
pelée courbure de Chern de (E,h) ou courbure de h et notée ic,(E), est
une (1,1)—forme a valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de
(E,h).
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On définira par la suite d’autres opérateurs différentiels agissant sur des
espaces de formes. Pour deux tels opérateurs A et B de degré respectif a et
b, on pose

[A,B] := AB — (—1)®BA.

2.2. Notions de positivité

2.2.1. Conventions.

Sur une variété analytique complexe lisse, on parlera indifféremment d’un
diviseur D, du faisceau localement libre O(D) des fonctions méromorphes
m telles que divm + D soit effectif et du fibré en droites dont les sections
holomorphes locales décrivent le faisceau O(D).

Le dual d’un fibré vectoriel E sera noté E*. Cependant, on utilisera
aussi la notation E~! si E est un fibré en droites.

2.2.2. Définitions algébriques.

Soit £ — X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique
complexe lisse. On désignera par Ax la diagonale de X x X et par J'E
le fibré vectoriel holomorphe des jets d’ordre 1 de E. On rappelle quelques
définitions classiques.

Le fibré FE est dit globalement engendré si pour tout z € X, 'application
d’évaluation des sections globales H°(X, E) — E, est surjective.

Le fibré FE est dit semi-ample si une de ses puissances symétriques S*FE
(avec k € N — {0}) est globalement engendrée.

Le fibré E est dit trés ample si pour tout x € X, application d’évaluation
HY(X,E) — J'E, est surjective et pour tout (z,y) € X x X — Ay,
I'application d’évaluation H°(X,E) — E, @ E, est surjective.

Le fibré E est dit ample si une de ses puissances symétriques S¥FE (avec
k € N—{0}) est tres ample.

On rappelle maintenant le critere d’amplitude de Seshadri :

PROPOSITION 2.4. — [Ha 70] Un fibré en droites L — X holomorphe
sur une variété X projective est ample si et seulement si il existe un réel
e > 0 tel que

VC courbe de X,deg L > ¢ max mult, C
TEe

ot deg. L est le degré du fibré L sur la courbe C et mult, C la multiplicité
de la courbe C au point x.
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Ce critere motive la notion d’effectivité numérique. La définition qui suit
repose sur le caractere projectif de la variété de base.

DFINITION 2.5. — Un fibré E — X vectoriel holomorphe sur une variété
X projective lisse est dit numériquement effectif (nef) si pour tout mor-
phisme f d’une courbe dans X, tout quotient localement libre de rang 1 de
f*E est de degré positif ou nul.

Par le critere d’amplitude de Seshadri, sur une variété projective lisse,
un fibré en droites est nef si et seulement si sa premiere classe de Chern
c1(L) € H?(X,R) est dans 'adhérence du cone convexe des classes de di-
viseurs amples.

2.2.3. Définitions analytiques.

Une (1,1)—forme alternée © sur un espace vectoriel complexe (T,.J) a
valeurs dans l'espace des endomorphismes hermitiens d’un espace vectoriel
hermitien (V,( , )) est dite semi-positive au sens de Griffiths (resp. stricte-
ment positive au sens de Griffiths ) si

VE@veT oV —{0}, ((&JE|Ov,v) >0 (resp.>0).
On notera © >4 0 (resp. © > 0)-

DFINITION 2.6. — [Gr 69] Un fibré vectoriel holomorphe E sur une
variété X analytique complexe lisse est dit semi-positif au sens de Grif-
fiths s’il peut étre muni d’une métrique h hermitienne de classe C*° dont
la courbure de Chern,(1,1)—forme différentielle a valeurs dans le fibré des
endomorphismes hermitiens de (E, h), est semi-positive au sens de Griffiths
en tout point de X.

Suivant le théoréme 1.12 de [D-P-S 94], on pose la

DFINITION 2.7. — Un fibré vectoriel holomorphe E — X sur une variété
X analytique complexe lisse est dit numériquement effectif s’il existe une
suite (h,,) de métriques hermitiennes de classe C* sur S™E telle que, pour
une métrique w fixée sur X,

Ve >0, Img / Ym > mo, Vo € X, icp,, (S"E) +mew ® Idg > 4 0.

Le théoréeme 4.1 de [De 92’] permet construire des métriques hermi-
tiennes sur E a partir de métriques hermitiennes sur le fibré en droites
Og(1) — P(F) canoniquement associé & E sur P(E), la variété des hyper-
plans de E. C’est la clef de la
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PROPOSITION 2.8. — Un fibré vectoriel E — X sur une variété X an-
alytique complexe lisse est nef (resp ample) si et seulement si le fibré en
droites Og(1) est nef (resp. ample) sur P(E).

L’analogue pour la stricte positivité au sens de Griffiths est I'objet de la
conjecture de Griffiths. Cete proposition sert en particulier a montrer que
si X est projective, la définition analytique de D'effectivité numérique est
équivalente a la définition algébrique : on est ramené aux cas des fibrés en
droites pour lequel il suffit d’appliquer le critere de Seshadri.

2.2.4. Des propriétés algébriques aux propriétés analytiques.

La construction de métriques hermitiennes & courbure semi-positive sur
un fibré vectoriel holomorphe ¥ — X de rang r globalement engendré est
obtenue par 'application

¢p: X — Grass(r, H'(X, E))
r — {se HYX,E)/s(z) =0}

de X dans la variété grassmannienne des sous espaces de codimension r
de H(X,E). En effet, le fibré vectoriel E est alors obtenu comme im-
age réciproque par ®p du fibré quotient universel sur Grass(r, H'(X, F))
([G-H 78] page 207). Reste a noter que la métrique quotient d’une métrique
plate sur le fibré vectoriel trivial Grass(r, HY(X, E)) x H°(X, E) est & cour-
bure semi-positive au sens de Griffiths ([Gr 69] 2.d).

Pour un fibré en droites L effectif (i. e. qui admet une section holomor-
phe non nullle), on dispose d’une application rationnelle

®p: X — — — Grass(1, H*(X, L)) = P(H°(X, L)).

Le rang générique de la courbure de la métrique (singuliére) image réciproque
sur L est la dimension de I'image de ®,.

DFINITION 2.9. — La dimension de Kodaira-litaka de L, notée k(L),
est le maximum des rangs des applications rationnelles ®ym : X — — —
P(H°(X,L™)), (m > 1), avec par convention (L) = —oc si aucune puis-
sance tensorielle de L n’a de section holomorphe non nulle.

2.2.5. Des propriétés analytiques aux propriétés algébriques.

On montre & I'aide de la théorie des estimations L? qu’un fibré vectoriel
F strictement positif au sens de Griffiths sur une variété analytique complexe
lisse compacte est ample. On construit pour cela explicitement des sections
holomorphes de Og(1) avec des jets prescrits en deux points quelconques de
P(E).
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L’outil principal est le

THORME 2.10. — [De 82] Soit q un entier strictement positif. Soit
(X,w) une variété kiahlérienne compléte lisse de dimension n. Soit L — X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne singuliére
h~| |?e~% a poids ¢ localement intégrable telle que, au sens des courants

icy(L) > w i.e. localement 190 ¢ > w.

Alors pour toute forme u € L*(N"1T*X ® L,w,h), 01 —fermée, il existe
une forme B
ve 2N 1T*X @ L,w,h) telle que u = dy, v. De plus, on a I’estimation

L2
1
/ lv2e"%du, < —/ lu|?e~?du,,.
X qJ/x

Ici, la notation L2(A™?T*X ® L,w, h) désigne I’espace des (n, q)—formes &
valeurs dans le fibré hermitien (L, h) de carré intégrable pour les métriques
w et h.

Le choix de poids & poéles logarithmiques et I'estimation L? suffisent pour
obtenir les jets souhaités.
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Premiere partie

IMAGES DIRECTES DE
FIBRES EN DROITES
ADJOINTS



3. Introduction

L’objet de cette partie est I’étude des propriétés d’amplitude et de pos-
itivité sur Y de 'image directe o, d’un fibré en droites holomorphe L par
un morphisme lisse ¢ : X — Y entre variétés analytiques complexes com-
pactes connexes lisses. Nous montrerons qu’en général I'amplitude de L
n’implique pas celle de 'image directe ¢, L, mais seulement celle de I'image
directe ¢, (K x Yy ® L) du fibré adjoint par le fibré canonique relatif.

Des résultats dans cette direction ont été démontrés par Fujita [Fu 78]
dans le cas o Y est une courbe, par Kawamata [Ka 81] et Kollar [Ko 86]
pour I'image directe du fibré canonique relatif sur les variétés projectives.
Citons le résultat principal de Kawamata, dont la démonstration a été sim-
plifiée par Kollar :

THEOREME. — Soit ¢ : X — Y un morphisme surjectif entre variétés
projectives lisses. Supposons que le diviseur de ramification soit a croise-
ments normaux et qu’en dehors d’un ensemble de codimension 2, les fibres
de ¢ soient réduites.

Alors . (Kx/y) est localement libre et numériquement effectif.

En découle par utilisation de revétements cycliques, le

COROLLAIRE. — ([Vi 95] corollaire 2.44). Soit ¢ : X — Y un mor-
phisme surjectif lisse entre deux variétés projectives lisses et L — X un
fibré en droites semi-ample.

Alors go*(KX/y ® L) est localement libre et numériquement effectif.

Les méthodes utilisées dans le cadre analytique conduisent a des pro-
priétés de positivité en termes de tenseurs de courbure, a priori plus fortes
que les propriétés de positivité algébriques.

Nous obtenons des applications en direction de la conjecture de Griffiths
reliant amplitude et positivité des fibrés vectoriels ([Gr 69], probleme 0.9),
et pour la classification des variétés kahlériennes compactes dont le fibré
tangent est numériquement effectif [D-P-S 94].

3.1. Définitions

Pour tout morphisme f : X — Y entre variétés algébriques ou analy-
tiques complexes lisses, nous noterons K ;( /y ou Kx/y le fibré en droites
canonique relatif Kx ® f*K;l. Si f est un morphisme fini, Ky/y est le
fibré en droites associé au diviseur de ramification du morphisme f. Si f est
une submersion, Ky,y est égal au déterminant du faisceau des différentielles
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relatives Qy/y défini par A*(Z/Z%) ot A : X — X Xy X est le morphisme
diagonal relatif & f et Z le faisceau d’idéaux de A(X) dans X xy X.

On utilisera les notions d’amplitude, d’effectivité numérique (définition
2.7) et de positivité au sens de Griffiths (définition 2.6).

Un fibré en droites sur une variété X est dit gros si sa dimension de
Kodaira-litaka est égale a la dimension de X. Un fibré vectoriel F est dit
gros si le fibré en droites canoniquement associé Og(1) est gros sur P(E) la
variété des hyperplans de F.

Soit f une submersion entre variétés complexes compactes. Un fibré
vectoriel sur la source de f est dit f—ample (resp. f—nef, resp. f—gros)
si ses restrictions a toutes les fibres du morphisme f sont des fibrés amples
(resp. nef, resp. gros).

3.2. Etude d’un exemple

L’image réciproque d’un fibré vectoriel nef (par un morphisme quel-
conque) est un fibré vectoriel nef. La situation est différente pour les images
directes.

Soit m : X = Y le revétement cyclique ramifié le long d’un diviseur lisse
et réduit B donné par une section générique d’un fibré en droites globalement
engendré L*. Alors m,0x = @f;ol L7 n’est pas nef ; par contre puisque
le fibré canonique relatif donné par la ramification est Kx/y = 7 LF1 le
faisceau localement libre m, K x/y = 7 (Ox) ® LF-1 = @f;ol L7 est nef.

3.3. Enoncé des résultats

Au paragraphe 5 nous exposons une démonstration algébrique des résul-
tats de positivité pour 'image directe par un morphisme lisse d’un fibré en
droites nef et relativement gros adjoint par le fibré canonique relatif.

THORME 3.1. — (Version algébrique) Soit ¢ : X — Y un morphisme
surjectif lisse entre deux variétés projectives lisses, et L — X un fibré en
droites ample (resp. numériquement effectif et p—gros).

Alors . (K x/y @ L) est localement libre et ample (resp. localement libre et
numériquement effectif).

En suivant un schéma de démonstration analogue, nous obtenons au
paragraphe 6 une version kdhlérienne de ce résultat.

THORME 3.2. — (Version analytique) Soit ¢ : X — Y une submersion
entre deux variétés kahlériennes compactes lisses et L. — X un fibré en
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droites numériquement effectif et p—ample.
Alors ¢, (Kx/y @ L) est localement libre et numériquement effectif.

11 suffit ici aussi de supposer que L est seulement p—gros. Mais la tech-
nique est alors plus difficile. La démonstration repose sur la construction de
métriques hermitiennes & I’aide d’estimations L?. Le théoreme 3.2 montre
en particulier le résultat suivant :

COROLLAIRE 3.3. — [D-P-S 94] Soit X une variété kahlérienne com-
pacte lisse dont le fibré tangent est numériquement effectif. Alors, il ex-
iste un revétement étale fini X — X tel que, en notant ay le morphisme

d’Albanese de X, pour tout entier naturel k, ag*(K)_{ﬁ) est un fibré vec-
X

toriel numériquement effectif.

En ajoutant une hypothese (H) sur la variété de base, on obtient au
paragraphe 7 une conclusion plus forte que celle du théoreme 3.1 :

Hypotheése (H). — Il existe sur Y une auto-application 0 :' Y — Y et
une métrique kihlérienne w telles que, pour un réel a > 1, {#*w} > a{w}.

Ici {a} désigne la classe de i9d-cohomologie de la (1,1)-forme différentielle
a. La notation {a} > {b} signifie que pour tout € > 0, il existe une fonction
F' de classe C* sur Y telle que

a>b+i00F — cw.

THORME 3.4. — Soit X et Y deux variétés projectives lisses, ¢ : X — Y
une submersion, et L — X un fibré en droites ample. Supposons que
I’hypothése (H) soit satisfaite sur Y .

Alors le fibré ¢, (K x/y ® L) est strictement positif au sens de Griffiths
(donc ample).

Un outil important de la démonstration est un procédé de régularisation
des métriques continues sur un fibré vectoriel.

Le théoreme 3.4 a pour corollaire le résultat suivant, qui serait une
conséquence de la conjecture de Griffiths.

COROLLAIRE 3.5. — Soit Y une variété projective lisse dont un reveé-
tement ramifié est une variété projective lisse vérifiant I’hypothése (H). Soit
E — Y un fibré vectoriel ample sur Y. Alors pour tout entier naturel k,
SkE @ det E est strictement positif au sens de Griffiths.

Ce corollaire s’applique en particulier sur les variétés projectives lisses a
courbure sectionnelle holomorphe constante positive ou nulle (i.e. 'espace
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projectif P et les variétés revétues sans ramification par des variétés abéliennes
[Ig 54]).

3.4. Compléments sur ’hypothese (H)

L’hypothese (H) est satisfaite par

- les tores compacts : par image réciproque par la multiplication
par 2, une métrique kahlérienne est multipliée par 4.

- I'espace projectif : pour I’élévation au carré des coordonnées
homogenes, 'image réciproque de O(1) est O(2).

- plus généralement les variétés toriques [Da 78| : I’élévation au
carré des composantes dans les cartes affines C™ se recolle car les
changements de cartes sont des ménomes de Laurent. L’effet de
cette auto-application 6 sur les fibrés en droites est déterminé par
leffet sur leurs restrictions au tore dense et donc par l'effet sur
les caracteres de ce tore. Si L est un fibré en droites associé au
caractere \, le fibré 0*L est isomorphe & L? puisque le caractere
O*\ est égal & A2,

Cette hypothese a été initialement considérée pour retrouver sur C une
application analogue aux morphismes de Frobenius. Elle fournit d’autre
part, dans certains contextes, un substitut au produit tensoriel de fibrés en
droites.

4. Préliminaires

Les lemmes suivants seront utiles dans la manipulation des faisceaux.

LEMME 4.1. — ([Ha 77] exercice I11.8.3) Formule de projection

Soit f : X — Y un morphisme de variétés, F un faisceau cohérent sur
X, et £ un faisceau localement libre de rang fini sur Y.

Alors pour tout i € N, les images directes supérieures R' f(F ® f*E) et
R f.(F) ® € sont naturellement isomorphes.

LEMME 4.2. — ([Ha 77] proposition I11.9.3) Formule de changement de
base

Soit f : X — Y un morphisme de variétés et F un faisceau cohérent
sur X. Soit Y/ une variété et 6 : Y' — Y un morphisme plat. Soit enfin
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X":= X xy Y'. On a donc le diagramme suivant :

X —° 4 X avecF— X.

[[f

Y —— Y

Alors pour tout i € N, 0*RIf,(F) et R'g.(6*F) sont naturellement
isomorphes.

Avec les notations précédentes, les faisceaux de différentielles relatives
Qx/yr et ©*(Qx/y) sont isomorphes ([Ha 77] proposition 11.8.10). Si de
plus f, et par suite g sont des submersions, K? Dy = det(Qx//y) et
0K f( y sont isomorphes. On obtient ainsi une formule de changement
de base pour les fibrés adjoints : pour tout 7 € N,

OR fu(KL )y @ F) = Rigu (K%, )y © OFF).

Cette formule peut aussi étre obtenue a partir de la premiere formule de
changement de base par application de la dualité de Serre sur les fibres de f
: puisque f est supposée submersive, ses fibres sont réduites et lisses et leur
faisceau dualisant coincide avec la restriction du faisceau canonique relatif.

Dans le cadre analytique, nous utiliserons les lemmes suivants :

LEMME 4.3. — Soit X une variété complexe compacteetp : (E,h) — X
un fibré vectoriel hermitien. Soit D = D’ + D" sa connexion de Chern. Soit
s une section holomorphe locale de F au voisinage d’un point oy de X. Alors
pour tout x au voisinage de xy et £ € T, X,

<(§7 ng)chh(E)$sw7 Sa:>h
[EIE

(&, J2€)] 100, log ||s]|*> >

avec égalité si D's = 0 au point x.
LEMME 4.4. — ([De 92’], lemme 4.4) Soit X une variété complexe com-

pacte, v une (1, 1)-forme réelle sur X, et p : (E*,h) — X un fibré vectoriel
hermitien.

Alors
ich(E) > qrif 7®ldp <= icp (E) <griff —7®ldgs <= i00log h > p*,

ot log h est considérée comme fonction sur I'espace total E*. Ici > piff
désigne la positivité au sens de Griffiths.
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LEMME 4.5. — Soit u1,...,u, des fonctions plurisousharmoniques sur
une variété complexe X . Alors, log(e"* + ... + e€"?) est plurisousharmonique
sur X.

Ces deux derniers lemmes montrent en particulier que la "somme” de
métriques a courbure négative est encore a courbure négative.

5. Démonstration du théoréme algébrique

Ici, X et Y sont deux variétés projectives lisses de dimension respective
n et m. Le morphisme ¢ : X — Y est une submersion, le fibré en droites
L =Y est p—gros.

5.1. Réduction du cas ample au cas nef

Il suffit d’étudier le cas ou L est numériquement effectif et relativement
gros. En effet, dans le cas ot L est ample, il existe un entier p tel que LP ®
©*Oy (—1) reste nef. Il existe une variété projective lisse Y’, un revétement
fini p: Y’ — Y et un fibré en droites Gy ample sur Y’ tels que p*Oy (1) =
GY.,. On complete la situation par le diagramme suivant :

L —— L

X %5 X

!

® ®

y -2 vy

Alors les fibrés (L' @ ¢* Gyt )P = 0 (LP @ ¢* Oy (—1)) et donc L' @ "Gy
sont nef et ¢’ —gros. Si le cas nef est démontré,

P (Kxy @ L' @ ¢"Gyr) = ol (Kxy @ L) @ Gy
sera numériquement effectif et ¢, (Kx//y» ® L') sera ample. Par la formule
de projection,

Pu(Kxryr @ L) = p*ou(Kx)y ® L).

Puisque p est un morphisme fini, un théoreme d’ Hartshorne ([Ha 66] propo-
sition 4.3) assure que ¢, (Kx/y ® L) sera ample ; ce qui conclut la démons-
tration de la réduction au cas nef. On suppose donc L — X numériquement
effectif et p—gros.
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5.2. Premiére étape : ¢, (Kx/y ® L) est localement libre

Puisque ¢ est un morphisme lisse, le théoreme d’annulation de Kawamata-
Viehweg [Ka 82] [Vi 82], s’applique sur les fibres de ¢ (qui sont toutes
réduites et lisses) et donne, en désignant par X, la fibre de ¢ en y,

Vj >0, H/(X,,Kx,®L)=0.
Par platitude de ¢,
y+— dimH°(X,, Kx, ® L)

est localement constante sur Y. Par un théoreme de Grauert ([Ha 77] corol-
laire I111.12.9) le faisceau ¢, (K x/y ® L) est localement libre.

5.3. Deuxiéme étape : lemme de Castelnuovo-Mumford

Soit G — Y un fibré en droites tres ample sur Y. On montre que pour
toute donnée (X, , L) vérifiant les hypotheses du théoreme 3.1, si E' désigne
le fibré vectoriel associé au faisceau localement libre ¢, (Kx/y @ L), alors
E® Ky ® G™*t! est globalement engendré.

A cette fin, on dispose du critere de Castelnuovo-Mumford [Mu 66].

LEMME 5.1. — Soit Y une variété projective lisse munie d’un fibré en
droites trés ample G. Soit EE — Y un fibré vectoriel. Si les groupes de coho-
mologie H(Y, E ® G™") sont nuls pour tout i > 0, alors E est globalement
engendré.

Ce lemme se démontre en vérifiant que les morphismes de restriction aux
intersections transverses décroissantes de diviseurs de |G| sont surjectifs.

Il suffit donc de vérifier ’annulation, pour 0 < i < m, de

H (Y, E@ Ky G
= H' (X, Kx® Lo ).
La deuxieme égalité a lieu car les images directes supérieures R/, (Kx ®

L) = Ky @ Rip (K x/y @ L) sont nulles par le théoréme d’annulation de
Kawamata-Viehweg.

Maintenant, puisque L et G sont nef, L ® o*G™1~% Iest aussi. Puisque
L est p—gros, la classe ¢4 (c1(L)"™™) est représentée, en tout point y de Y,
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par D'entier strictement positif ny c1(Lyp,)" "™ ot Fy est la fibre de ¢ en y.
Puisque de plus G est tres ample,

/X (a(z e gram—)" = écﬁ(m F1—i) /Y oo (D)) Aer(@)!

est une somme de termes positifs dont le dernier est strictement positif.
La dimension numérique et par suite la dimension de Kodaira-litaka de
L ® o*G™1=% sont donc maximales : L ® ¢*G™ 1~ est gros. On applique
alors le théoréeme de Kawamata-Viehweg pour conclure.

5.4. Troisiéme étape : produits fibrés

On déduit de I’étape précédente que pour tout s € N, E®* @ Ky @G+l
est globalement engendré.

Pour cela, on consideére une construction inspirée de E. Viehweg ([Vi 83]
Lemma 3.5). Soit X6 = X Xp X Xy Xy X le produit fibré de s copies
de X. On note <pz(~s) : X&) 5 X; la projection sur le ACTE facteur, ;1 X; =
X — Y lapplication ¢ et L; — X; le fibré en droites L. Puisque X, Y et ¢
sont lisses le produit fibré X () est une variété lisse. L’application naturelle

S
o) 1 X6) 5 Y est lisse. L) := ® (,OZ(S)*LZ‘ est nef et ¢(®) —gros.
i=1

Afin d’exploiter le résultat de ’étape précédente, il suffit de remarquer
que, par application des formules de projection et de changement de base
pour les fibrés adjoints,

s s Xs
o (Ko y @ L) = (pu(Kx)y @ 1))

5.5. Quatrieme étape : @, (Kx,y ® L) est nef

Soit 7 : P(E) — Y la variété des hyperplans de E. Sur P(F), on dispose
d’une application surjective entre fibrés

T E® — 1*S°E — Op(s)

obtenue par la symétrisation suivie de ’application d’évaluation fibre a fibre
sur Og(s). On en déduit une application surjective

™(E® @ Ky @ G™™) = 0p(s) @ 7*(Ky @ G™™)

qui permet de munir Og(s) ® 7 (Ky ® G™*!) d’une métrique & courbure
positive et donc Op(1) d’une métrique h(*) dont la courbure vérifie

. 1, "
icy) (Op(l)) > =57 icg(Ky ® G™h)

ol H est une métrique hermitienne de classe C*® fixée sur Ky @ G™T!. Les
fibrés Op(1) et £ = . (Kx/y ® L) sont donc nef.
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6. Démonstration du théoréme analytique

Le morphisme ¢ : X — Y est une submersion entre variétés kéhlériennes
compactes lisses. Le fibré en droites L — X est nef et p—ample.

6.1. Métriques sur les fibrés en droites nef et relativement amples

On cherche a traduire en termes de métriques I’hypothese sur le fibré en
droites.

LEMME 6.1. — Soit ¢ : X — Y une application surjective entre variétés
kahlériennes compactes lisses et L — X un fibré en droites sur X nef et
p—ample. Soit w une métrique kédhlérienne sur Y.

Alors, pour tout € > 0, il existe une métrique hermitienne H de classe
C™ sur L telle que icy (L) + ep*w soit une métrique kédhlérienne sur X.

Dmonstration. — Puisque L est p—ample et que Y est compacte, les
estimations L? pour 'opérateur 0 (théoréme 2.10) fournissent une puissance
p-ieme LP de L (p > 0) telle que les fibres de ¢ se plongent dans des espaces
projectifs grace a LP : en chaque point y € Y, il suffit que la courbure
de L? compense certains poids logarithmiques, que ’on peut choisir

=" ()
dépendant continument de y. On obtient alors le diagramme suivant:

Lr ——  Og,(1)

|

X —— P(E)

N
Y

avec E, := ¢, (LP) localement libre.

On fixe une métrique sur E,. Pour la métrique A induite sur L, il existe
un réel A > 0 tel que ic(E,) > —pAw®Idg,. Par suite, ic, (L) + (A+1)¢*w
est une métrique kahlérienne sur X. Comme L est nef, pour tout € > 0, il
existe une métrique h. sur L telle que

icn (L) > —(ien(L) + (A + 1)¢*w).

La métrique h := (h-h®)/17¢ est alors telle que ici (L) + (A + 1)p*w soit
une métrique kahlérienne sur X. O
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6.2. Démonstration du théoréme analytique

6.2.1. Premieére étape : construction de métriques sur les im-
ages directes.

La proposition suivante fournit dans le cadre kahlérien, ’argument ana-
logue au fait que, dans un cadre projectif, pour toute donnée (X, ¢, L) sat-
isfaisant les hypotheéses du théoreme 3.1, le fibré Ky @ G™*! ne dépendant
que de Y suffit a rendre o, (Kx/y ® L) ® Ky ® G™*! globalement engendré
(Deuxieme étape).

PROPOSITION 6.2. — Soit ¢ : X — Y une submersion entre variétés
kéahlériennes compactes et L — X un fibré en droites sur X nef et ¢—ample.
Soit w une métrique kahlérienne sur Y. Alors il existe une constante A ne
dépendant que de w et de Y, telle que pour toute donnée (X, p, L) vérifiant
les hypothéses du théoréme 3.2, on peut munir gp*(KX/y ® L) d’une métrique
hermitienne de classe C*° vérifiant

ic(px(Kxyy © L)) 2 Griff —Aw @ 1dy, (kv o1)-
Dmonstration. — On utilise les méthodes de construction de métriques

par estimations L? développées dans [De 92°].

Puisque L est nef et p—ample, le lemme 6.1 fournit une métrique sur
L telle que w := ic(L) + ¢*w soit une métrique kahlérienne sur X. Soit
(U;) un recouvrement de Y par des boules relativement compactes dans des
cartes. Soit v; une fonction sur U; quadratique en les coordonnées, bornée,
et vérifiant
icy(Kyt) —i0dv; > w.

On définit

Hj = {s € HO(QD_l(Uj),KX/y ® L)//—I(U : |S|%(X/Y®L6Ujowde < +oo},
® J

ou la métrique sur Kx/y = Kx ® ¢* ;1 est déduite des métriques w et w.
Les poids sont tels que

ic(Kyt) + ic(Kx)y ® L) — ¢*i00v; > ic(L) + ¢*w = w.

Ce calcul met en évidence la nécessité d’adjoindre Kx/y a L pour obtenir
des estimations qui ne dépendent que de la base Y.
Pour y € Uj et § € Ej, soit la forme linéaire
= ’Hj — C
s — s(y)&
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ot on considere s € HO(U;, E) avec Ey et E} en dualité naturelle. On note
|€]; la norme de la forme linéaire =. En choisissant une base hilbertienne
de H;, on constate que log| |5 est une fonction plurisousharmonique sur
l'espace total Ejy,. Soit (U;) et (Uj) deux recouvrements de Y par des
boules telles que U ]’ cc U ]’/ CC Uj et 0; une fonction de classe C* a support
dans U J’-’ , partout inférieure & 1 et identiquement égale a 1 sur UJ’». Pour
y €Y et § € Ej, on pose

A

La fin de la démonstration consiste a montrer que la métrique ainsi
définie (sur E* et par dualité sur E) satisfait les conditions requises dans la
proposition 6.2. Pour ceci, il suffit d’appliquer le lemme suivant qui permet
de controler la perte de positivité due aux recollements des métriques | |;.

LEMME 6.3. — ([De 92’] lemme 3.5) Soit X une variété complexe munie
d’une (1, 1)—forme positive Q. Soit Vj’ - Vj” C V; des recouvrements locale-
ment finis de X par des ouverts relativement compacts. Soit 6; une fonction
de classe C*° a support dans Vj”, partout inférieure a 1 et identiquement
égale a 1 sur Vj’ . Soit B; des constantes telles que

2(638593 — 30] A 50]) > —BjQ sur le/ \ le.

Soit w; une fonction presque plurisousharmonique sur V; telle que, i00 wj >
v pour une (1,1)—forme réelle v sur X, de classe C*°. Soit enfin C; des
constantes telles que

Ve e VI\ V] wj(z) <Cj+ sup wp(z).
k#jV]>x

Alors la fonction w := log (" sze“’f ) est presque plurisousharmonique, et son
hessien vérifie

13511} > Y — Q(Z%w/\%/Bjecj)Q.

On montre d’abord l'existence d’une constante C' ne dépendant que de
Y telle que

log [€]F < C +log €]z sur p~' (U] \ Uj) NUR) C E*,

ol p: B* — Y est la projection naturelle.

Soit donc y € (U \U;)NUy et € € Ej;. Soit h; € H; telle que |y, =1
et |hj(y).£] = |&];. 1l existe une constante ¢y ne dépendant que des recou-
vrements de Y, indépendante de y € Y et une fonction x de classe C* a

support compact dans U; N Uy, égale a 1 sur un voisinage V, de y et telle
que [0x| < co.
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Soit 1) := (2dim Y") log | — y| sur ¢~ }(Uy). La fonction 1 est majorée sur
¢~ 1(U},) et minorée en dehors de V, par des constantes ne dépendant que
des recouvrements de Y. Puisque ¢ est une submersion, on a

/ |f2e ¥dVyy < 400 = f =0 sur o '(y).
¢~ (Uk)

o 1(Uy) est faiblement pseudo - convexe,
Jom1 ) 10(xhy)[Pes#~dV,, < +oo,
ic(Kx') +ic(Kx)y ® L) — ¢*i00 vy, + 001 > w.
L’application des estimations L? de Hérmander (théoreme 2.10) fournit donc
une section fi, € C* (¢~ 1 (Uy), Kx/y ® L) telle que
o I(fr.—xhj) =0
o Jomrq [FrPe7VdVy <1 [y, [0(xh;) e ¢~V dV,
o f,=0sur p (y).

On obtient alors, en utilisant les bornes de v et le fait que |v; — vg| est
majorée par une constante ne dépendant que de Y

175 = xhjla, < e2lhjlag = co.

Par suite 9
(e = xh) ()£ [hs(w)-€1° KI5

€17 > >
g | fe = xhil3, e ¢

D’ou l'existence de la constante C'.
En outre, il existe une constante B ne dépendant que de Y telle que
19]869] — 289] VAN 69J > —Bw
et donc

i(0; 0 p)0A(0j o p) — i0(6; o p) A (0; o p) > —Bp*w.

Le lemme de recollement 6.3 fournit donc

100 log |¢]* > p"(~2Be (Y o )w) > —Ap'e
J

pour une constante A ne dépendant que de Y.

Le lemme 4.4 permet alors de conclure

ic(pu(Kxy ® L)) 2 Griff —Aw ©1dy, (k¢ yoL)-
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6.2.2. Deuxieéme étape : produits fibrés.

La construction de E. Viehweg des produits fibrés et la proposition 6.2
permettent de munir £* d’une métrique hermitienne de classe C* dont la
courbure vérifie :

iC(E®S) zGriff —Aw ® Id.

6.2.3. Troisieme étape : ¢, (Kx/y ® L) est nef.

On utilise I'application surjective 7*E®* — Opg(s) pour munir Og(1)
d’une métrique hermitienne de classe C* dont la courbure vérifie :

ic(Og(1)) > —éw*w.

Le fibré E est donc nef.

7. Démonstration du théoréme de positivité au sens de
Griffiths

7.1. Transport de la positivité par morphisme fini

On montre d’abord que, comme ’amplitude ([Ha 66] proposition 4.3), la
positivité au sens de Griffiths est conservée par morphisme fini. Comme le
montrent les lemmes 4.4 et 4.5, il est plus naturel d’étudier le transport de
la négativité au sens de Griffiths.

PROPOSITION 7.1. — Soit F' : X’ — X un morphisme fini surjectif
entre variétés kahlériennes compactes. Soit w une métrique kahlérienne sur
X et p: E— X un fibré vectoriel sur X. Soit v un réel.

Alors
ic(F*E) <qpiff —vF*w @ 1d <= ic(E) <qpi —vw @ 1d.

Dmonstration. — L’implication <= est démontrée dans [Fr 79] : il suffit
de corriger la métrique image réciproque aux points ou la différentielle de F’
s’annule.

Pour 'autre implication, on considére une métrique hermitienne h de
classe C*° sur F*E telle que pour un « > 0 assez petit

ich(F*E) <Griff —(V + a)F*w Q Idp«g.
On munit F de la métrique trace hy définie par

Vre X, Vo e By ho(@)(v) = de;F S R

F(z')=x
TV=v
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ou T est défini par

|,

X — X

La métrique hermitienne hg sur E est continue sur X, de classe C*° en dehors
du lieu de ramification de F'.

On montre maintenant 'inégalité

i0pdplog hg > (v + a)p*w au sens des courants.

Puisque la métrique hgy est continue, il suffit d’étudier sa courbure en
dehors du lieu de ramification de F. Soit g € X en dehors du lieu de
ramification de F. Soit (Fj_l)lgjgdeg r (resp. (Tj_l)lgjgdeg r ) des inverses
de F' (resp. T') définis sur un voisinage ouvert de . Alors au voisinage de

Zo,
deg F

log ho(z)(v) = log Zh T ).

On choisit des reperes h—normaux aux voisinages des points Fj_l(xo). Ainsi
un calcul analogue a celui de la démonstration du lemme 4.5 permet d’obtenir
I'inégalité de courbure souhaitée.

On remarque que cette inégalité permet ici de définir la connexion de
Chern du fibré hermitien continu (E, hg). En effet, aux points ot la fonction
ho est de classe C*°, on a

10ghg A 5E hy = hoiaEgEho - h%z@EEE log hy.

Puisque i0p0grhg et 100 log hg sont des courants positifs fermés, ils sont
a coefficients localement intégrables. La fonction hg est localement bornée.
Par conséquent, Ophg et donc Oxhg sont de carré localement intégrables.
La connexion de Chern de (E, hg) est localement définie par la 1—forme
hy Ldx hg de carré localement intégrable. Sa courbure est localement donnée
par EX(halaxho) au sens des courants.

On explicite maintenant le procédé de régularisation de la métrique her-
mitienne hg. Puisqu’il s’agit de fonctions a valeurs matricielles, le procédé
de Richberg de régularisation des fonctions plurisousharmoniques continues
a l'aide de fonctions maximum ne s’applique pas. La méthode proposée ici
résout la difficulté par utilisation du transport paralléle.

LEMME 7.2. — Soit (X,w) une variété kihlérienne compacte et p : E —
X un fibré vectoriel sur X. Soit hg une métrique hermitienne continue sur
FE telle que, pour un réel v, et un réel a > 0

i0p0pho > (v + a)hop*w au sens des courants.
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Alors il existe sur E une métrique hermitienne h de classe C* telle que

ich(E) <Griff —vw ® Idg.

Remarque. — Le procédé de régularisation et le résultat sont valables
pour un majorant non nécessairement décomposable. Il faut alors modifier
la démonstration en utilisant le lemme 4.3 au lieu du lemme 4.4.

Dmonstration. — On étend au cas de fonctions continues & valeurs ma-
tricielles la méthode de régularisation développée dans [De 82].

Soit H une métrique hermitienne de classe C*® sur E, D la connexion
de Chern associée et 7 := 7 le transport parallele relatif & DH. Soit
X : R = R I'application de classe C*° définie par

x(t) = —exp (ﬁ) si t<1
x(t) = 0 si t>1.

On désigne par C := / X (I€]%)dA(€) ot n est la dimension de X.
£eCn

Ces données permettent de définir par convolution une suite de métriques
hermitiennes sur F de classe C* : pour tout ¢ >0, z € X, V € E,, on pose

2
@)= ot [ 3 (Y e 0 v o)

2
£
EeT. X

ou 7, ¢ désigne le transport parallele relatif a la connexion DH le long de la
géodésique v : [0,1] — X, t — exp, t&.
On commence par montrer que h. est de classe C*.

Soit zp un point de X et (u) = (uy,...,u,) un systéme de coordonnées
holomorphes sur X au voisinage de zg tel que

wik(u) = 0jk — Y cirpTy + O(|ul’),
lp

ol (cjkip) est le tenseur de courbure de (T'X,w) et d;; le symbole de Kro-
necker. Un tel systéme de coordonnées est dit w—géodésique en zy. Son
existence en tout point de la variété X est équivalente au caractere kahlérien
de la forme w. On pose :

U = uk(expz 5)’ Rk = Uk(Z),
Vg = ug — 2, &= dyug €.

Dans tous les calculs qui suivront, (ug) et (zx) seront considérés comme
deux m-uplets indépendants de variables indépendantes. L’espace total de
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T X qui parametre les petites géodésiques est de dimension 2n. La notation
vy, est une écriture condensée de uy — 2.

Puisque (u) est un systéme de coordonnées w—géodésique, il existe un
systeme (n) = (11, ...,7,) orthonormé C* de coordonnées sur les fibres de
T X, au voisinage de zgp, tel que

Il =D Insf* = Inl

avec

e = &k — chklpzlzp§] +0(|2%).€.
le

Pour transformer les variables n en variables z et u, on utilise le dévelop-
pement limité de I'exponentielle ([De 82] lemme 8.2) :

ug =2k + & + 5 chklp (Zp %) &+ Oz + €17 €.

le
Ainsi _
T
§k = vk — chklp <Zp + §p> vjur+ O(Jul + |z])*,
le
et
= v = 5 2 g (S + 3700 ) + Oul + |2
le
On choisit (V) = (V4,...,V;) un systeme de coordonnées holomorphes

sur ' au voisinage de zq tel que
IVIE =D Ial? = D dip@VaVu + O(luf’[V ),

by FkAp

ol (djrr,) est le tenseur de courbure de (E,H). Un tel systeme est dit
H-synchrone en zp des coordonnées géodésiques (u). On appelle (af,) la
matrice de la métrique hg dans ces coordonnées.

Au voisinage de zg, la métrique h. s’ écrit donc

hE(Z)(V) = C;Qn / X <’77 = u )ZGAA Tzu )ATz,u(V)Ad)‘(n)'

ueCn

Sous cette forme, h. apparait comme une métrique de classe C*.

Reste & montrer que pour ¢ > 0 assez petit, icy_ (E) <qpig —vw @ Idg ;
c’est-a~dire par le lemme 4.4 que pour € > 0 assez petit, i00 h-(.)(.) > vhep*w,
oup: E — X est la projection naturelle.
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Pour le calcul du hessien de h.(.)(.), on dérivera sous le signe intégral
apres avoir étudié la dépendance en z et V' du transport parallele 7 et des
coordonnées (n). On transformera ensuite les dérivées en (z) en des dérivées
en (u). Il apparaitra le hessien de hg, minoré par hypotheése. La continuité
de hg suffira pour montrer que les autres termes tendent vers 0 avec e.

On commence par établir un développement du transport parallele le
long de la géodésique 7 : t — exp, t& ~ (ug) = (21 + tvg, + O(|z] + |ul)?).

Puisque les coordonnées sur E sont H —synchrones en 2y des coordonnées
(u), la matrice de la connexion D est de la forme

JAP" (u) = = 3" djuéimel, ® ex + O(Jul)?¢].
JkAp

Le transport parallele est donné par

Ay nm
“Tp —
dtJ (rV)=0
soit P
E(TV)A - § :djkkuvj(gk + 1) (V) = O(|2] + u])?.

Jku
Par intégration, on démontre que

v
TV =Va+ Y djiov; (Zx + Ek)VH +O(|2] + |u])®.
Jku

D’ ou
_ _ ) _
(TV))\(TV)A = V)\VA + Zdjm“vj(zk + Ek‘)VMV&
Jku

- v —
2 Tz + 5 VAV + O] + [ul VP,
Jkp

Pour transformer les dérivations en (z) en des dérivations en (u) dans le
calcul du hessien de h., on introduit les opérateurs

V?L = % + o en particulier V;va =0 vfr vp =0
_ 0 0 _ -
Vim = oz Ot Vmlp =0 Vi Up = —20p,m.

La contribution du transport parallele est

i ((TV)A(TV)A) =" A VeV, + O(lz] + [u]) [V 2.
in

38



A partir de 'expression précédente de 7, on calcule
1 _ 1_ _
|k l? = |ox|” — 3 > Cnip <Zpul + gvpvz> VU
jlp
1 —_ _ 1 \_ 5
- 5 chjpl ZUyp + gvlvp VU4 + O(|u| + |Z|) .
Jlp
Puisque € jp = ¢jrip, on obtient

ol —X" v X 4
i (VD)) = 255 ez + Ty — 250(ul + 21y
€ & 2e
D’apres [De 82]

d\(n) = <%) dny Admy A ... Ndn, A di,

ou 7 est différentié¢ par rapport a u a z fixé. En utilisant ¢, = cjrp et
v = U — Zk, on obtient

1
dA(n) = dA(u) [1 = Corap (Wil — gvﬁp) +O(Jul + |2])?
klp

Donc

Vi (dA() = —dA(u) [Z CrkipTy + O(lu] +|2[)°
kp

Les trois calculs précédents donnent

Vi (XA TV TY))

X// 3 B B X,,
- [—z—gzzcjmpupwp)vjw5—20<|u| + [z | ) (rV ATV ),
Jkp
- X'd\(u) [Z crriplip + O([ul + [2)? | (TV)A(V)
kp

+ xdA(n) [Z djinOiVaVu + O(lz] + [ul)* [V 2
Jn

En utilisant
VmUp = —20mp
Vi ((VEV)) = O(ul + 2DV

Vm (@A) = O(lu] + [2])dA(u)
Umlnl? = —2vm + O(Ju| + |2])3,
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on obtient
Vi Vi (XA (FV)NV))

X/// X/// 5
= | 2o cimn(Ep + Tp)uiTkvm + 7 O(Jul + |2))

Jjkp
Xl/ X// 3
+ T3 2 Cmip(Zp + W)y + 5 Olul + [2)* | dA)(TV)ATV )y
Jp

2 7 1
+ LLQ > ChripTptm + %O(M +2])°
kp

+ XD ckkim + X O(|ul + |Z|)] dA(u)(TV)A(TV )
P

X// . X//

= 2|5 D dinom VAV + S5 O(ul + =)V
K

+ XY dran VAV + X O(ul + [2)|V | dA®).

o

Au point zg, cette expression devient

Vi Vi (XA TV ATV ],)

X/l/ X//
= 6_4 Z CiklpUpUjUkUm + 6_2 Z CimlpUplj
Jp

Jkp
2x" _ , —
+ =2 Z CrklpUpUm + X Z Cikim + O(e) | dA(u)VaV )
kp k

"
+ |:—2>€<—2 Z djléﬁﬂjumvﬁ -2 Z dmlMVﬁ + O(€)|V|] d\(u)Vy.
ik B

Afin d’intégrer par parties I'expression du hessien de h. et d’utiliser la
majoration de la courbure de £ muni de hg, il faut reconnaitre des dérivées
secondes par rapport aux coordonnées (u). Le terme nouveau par rapport
au cas de la régularisation des fonctions plurisousharmoniques est

"
X _ N
—26—2 g djléﬁujum — 2X’dml&g
J

9?2 -
= _2§ 7 2vd.
- Ou; Oy, (e Xdﬂ&g) + O(e),
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comme on peut le vérifier en utilisant
9
— =1+ O(e).
duy il ! (€)

Les autres termes se réécrivent

m "
_ X —_
= E CiklpUpUj Ul Um + 8_2 E CimipUplj

Jkp Jp
2 "
+ Z ChklpUpUm + X Z Ckklm
kp k
/ e 2
Z (XY Ciriptij T + €°X D Chiap)
(9up6um T ’

32
> W(EQXCjklm) +0(e).
1 J

Puisque X,Zaga(u)(Tz7uV))\(TZ7uV)Ad)\(77) est une (n,n)—forme réelle sur
AA
X,

Z CLO ( ) 82 62 (X/(T V) Wd)\( ))85
M 0210Zm Bulaﬁm zuV ) ATz V)N n I1Sm

= Re Y aQa(w) Vi Vi (X (oA TeaV)adAM) ) si5m

ImAA
0 82 2 v
= Re Z a)v\( )W /Z CiklpUju + €7X Z Ckklp)slngAVA
ImAA\p P m 7k k
0 82 2 I/
— )3 3_ (E chklm)slngAVA
ImANjk Uk

0 82

% )\A 3uj8ﬂm (52delM)V)\Vﬁsl§m + O(€)|S|2|V|2 d\(u).

On peut alors intégrer par parties I'expression du hessien de h. obtenue
par dérivation sous le signe intégral.

V)5
Z 8z18zm Sm
/ a hO )( ) lgmdA(U)
(u)

Ou 0ty
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1 0?ho()(V) _ ) ~
t oo lie /(u) lZ W(X/chklpujuk +2 D" Chbtp) siEmdA ()
mp Jk k
2 62%\)\
- —oemRe/<u> 3 e g AT st + 0@V | dA(w)
JImAAp
8 hO ( ) 2 _
6’52" /(u Du 0, € XCikim S15m AN (u).

La minoration du hessien de hg montre que le premier terme est supérieur
a la quantité (v +a+ O(e))|s|2 V7.

On montre maintenant que les autres termes tendent vers 0 avec e.
Puisque le calcul est local, on peut supposer, quitte & multiplier par un
poids de classe C*, que

2 .0
O%ay,

U,)\ S] Z/ Buja_ V)\VASjgmd)\(u)ZO
JmAX

En utilisant une transformée de Fourier discréte, comme dans [D-S 80|, on
en déduit qu’il existe une constante C' telle que VA, A, j,m

< u uu
/( ) d\(u) < C / Z Furdm, W (%:aw> dA(u

Reste a appliquer le lemme suivant pour obtenir ’estimation de courbure.
O

82a)\/\
Buj(?_

LEMME 7.3. — Soit u une fonction continue plurisousharmonique au
1
voisinage de 0 dans C". Soit v, : t — o2 / AudA(z).
|z—z0|<t

Alors v, (t) est une fonction croissante qui tend vers 0 quand t tend vers
0, uniformément en z.

Ce lemme exprime le fait que le nombre de Lelong d’une fonction plurisoushar-
monique en un point de continuité est nul [Le 68]. De plus, pour tout ¢, la
fonction zg — vy, (t) est continue. O

7.2. Démonstration du théoréme de positivité au sens de Griffiths

7.2.1. Premiere étape : construction de métriques sur
e+ (Kx/y ® L).

On suppose que Y satisfait I’hypothese (H). On suppose pour commencer
que L est nef. L’auto-application va permettre de rendre arbitrairement
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petite la perte de positivité. A partir de litérée p-itme de 6, notée 6, on
construit le diagramme

Pp ®

(p)
y 2,y

On note toujours E := ¢, (Kx/y ® L). A partir de la fonction F' satis-
faisant B
0w > aw +i00F (a:=a—¢e>1),

on construit par récurrence sur p une fonction F), satisfaisant

9Py > aPu + i@ng.

Puisque ¢ est une submersion (@(p)*KX/y = Kx,)y,) et que 0 est fini
donc plat, la formule de changement de base pour les fibrés adjoints donne
P E = (op)s(Kx, /v @ Lp). Ly = OW*L est nef et ¢,—ample. On peut
donc appliquer la proposition 6.2 aux données (X, pp, Ly) : il existe une
métrique hermitienne de classe C® sur #P*E telle que

ic(0P*E) > apig —Aw @ I1d >qpig —Aa P(0P*w — 00 F,)  1d.
En multipliant cette métrique par e4* “#», on obtient une métrique hermi-
tienne de classe C® sur #®*E telle que

ic(0P*E) > Criff —Aa"POPw ® 1d
et par la proposition 7.1, puisque 8 est fini,
ZC(E) ZGriff —Aa"Pw @ Id.

On retrouve en particulier que E = ¢, (K x/y ® L) est numériquement ef-
fectif.

7.2.2. Seconde étape : p,(Kx/y ® L) est strictement positif au
sens de Griffiths.

On suppose maintenant que L est ample. On montre que le fibré

E = ¢,(Kx/y ® L) est alors un fibré vectoriel strictement positif au sens
de Griffiths sur Y.
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LEMME 7.4. — Soit G un fibré en droites ample sur Y. Il existe un
entier naturel p tel que ©P*L @ goI*,G_l soit nef sur X,.

Dmonstration. — On munit L et G de métriques hermitiennes de classe
C* a courbure strictement positive. On peut supposer, quitte a multiplier
w, que w > ic(G). Soit € > 0 tel que ic(L) > ep*w + gic(L). Soit p tel que
eaP > 1.

ic(@(p)*L) 590;9(1))*00 + €ic(@(p)*L)
epralw + €100 Fy o ¢, + cic(©@P)* L)
eal¥ic(G) + €idd Fy 0 p + cic(@P*L).

e{ic(@P*L)}.

vV IV IV IV

{ie(OP*L & p3G~1)}

Puisque ©® est un morphisme fini, ©®* L est ample et, par suite OP*L @
<p;G*1 peut étre muni d’une métrique hermitienne de classe C*° a courbure
positive : il est donc nef.

La premiere étape prouve alors que ¢, (Kx, /v, ® O+ @xG~1) peut
étre muni, pour tout £ > 0, d’une métrique hermitienne de classe C*° dont
la courbure vérifie

ic(@p*(KXp/yp 0P+ (p;G*I)) > Griff —w®Id.

Par la formule de projection, on obtient que ¢y (K X,/ Y, ®®(p)*L) est stricte-
ment positif au sens de Griffiths. La formule de changement de base montre
que ce dernier fibré vectoriel est isomorphe & P)* E. Puisque %) est un mor-
phisme fini, on conclut grace a la proposition 7.1 que F = ¢, (K Xy ® L)
est strictement positif au sens de Griffiths. O

8. Applications

8.1. Variétés kihlériennes compactes dont le fibré tangent est
numériquement effectif

Soit X une variété kdhlérienne compacte dont le fibré tangent est nu-
mériquement effectif. D’apres [D-P-S 94], il existe un revétement étale fini
X = X tel que X vérifie les mémes hypotheses que X et tel que «, le
morphisme d’Albanese de X, soit une submersion (sur un tore) dont les
fibres sont des variétés de Fano. Le fibré anti-canonique (relatif) est nef et
a—ample. Par application du théoreme 3.2, on déduit que pour tout k& € N,
oz*(K)Z(k) est numériquement effectif.
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8.2. Positivité de S*E ® detE

On démontre le corollaire 3.5. Soit £ — Y un fibré vectoriel ample sur
une variété projective lisse Y satisfaisant ’hypothese (H). Soit X := P(E)
la variété des hyperplans de E, p : X — Y la projection naturelle. Par
hypothese, le fibré en droites Og(1) canoniquement associé a E est ample
sur X. Il suffit de remarquer que Kx/y = Op(—r) ® p*det E, et donc que
px(Kx/y ® Op(r + k)) = S*E ® det E. On applique alors le théoréme 3.4.

On suppose maintenant que Y admet un morphisme surjectif fini p
Y' = Y ot Y’ est une variété projective lisse satisfaisant I'hypothese (H).
D’apres la proposition 4.3 de [Ha 66], p* FE est ample sur Y. Le premier cas
montre que S¥p*(E) @ det p*(E) = p*(S*E ® det E) est strictement positif
au sens de Griffiths. Reste a appliquer la proposition 7.1 pour conclure.

En utilisant d’autres variétés de drapeaux de E comme dans [De 88|,
ou des produits fibrés de copies de P(F) comme dans [Ma 96] ou encore
des sommes de copies de E, on obtient sur les variétés vérifiant I’hypothese
(H), la stricte positivité au sens de Griffiths de fibrés construits sur E par
d’autres représentations du groupe linéaire tensorisées par une puissance
strictement positive du déterminant de E. Puisque la somme de fibrés
strictement positifs au sens de Griffiths est strictement positive au sens de

Griffiths, on en déduit en particulier la stricte positivité au sens de Griffths
de E®F ® (det E) rangeE—1

8.3. Remarque : méthode algébrique

Les variétés de Fano d’indice supérieur ou égal & la dimension sont,
d’apreés un théoreme de Kobayashi-Ochiai [K-O 73], I'espace projectif P" de
dimension n et la quadrique non dégénérée Q™ de dimension n plongée dans
P*+1. Par simple application du critere de Castelnuovo-Mumford, on peut
retrouver le corollaire précédent sur ces variétés.

Rappelons d’abord le théoreme d’annulation de Griffiths [Gr 69], selon
lequel '
VEeN,¥i >0, H(V,S*E®det EQ L® Ky)=0

pour tout fibré vectoriel ample £ — Y et tout fibré en droites L — Y
semi-positif ou nef.

Dans le cas de l'espace projectif, il existe un fibré en droites G := O(1)
trés ample sur Y tel que G = Ky 1 Ceci donne bien

Vi>0, H(Y,S*EQdet EQ G™' @ G =0.

Le fibré S¥*E @ det E® G~ est donc globalement engendré. Par conséquent
SkE®det E est strictement positif au sens de Griffiths, et son dual est méme
strictement négatif au sens de Nakano.
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Dans le cas de la quadrique Y = Q™, n > 2, I'indice n’est que n; il faut
donc justifier autrement ’annulation du pieme groupe de cohomologie. On
a dans ce cas Ky = G avec G = Opn+1(1)|gn, et SFE est ample tandis
que det E® G~ est semi-positif : si n > 3, ceci résulte du fait que le groupe
de Picard de la quadrique est engendré par G; pour n = 2, le groupe de
Picard de Q? ~ P! x P! est Z2 avec G = O(1,1) ; tout fibré en droites ample

est donc minoré par G. Par dualité de Serre, on trouve alors

H"(Y,S*E@det E® GT'@G™) = HYY,(S*E®det E® G 1)*)"
= 0
car S*E @ det E ® G~ est ample.

Puisque le fibré quotient universel sur les grassmanniennes peut jouer
le réle du fibré en droites tres ample G dans le critere de Castelnuovo -
Mumford, les résultats précédents restent vrais sur ces variétés [Ma 96].
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Deuxieme partie

VERSIONS KAHLERIENNES DU
THEOREME D’ANNULATION
DE BOGOMOLOV

9. Introduction et énoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique com-
plexe compacte lisse. Si X est projective, le théoreme de Bogomolov donne
'annulation des espaces H%(X, QF ®L~') de p-formes holomorphes & valeurs
dans L', en degrés p strictement inférieurs & la dimension de Kodaira-Iitaka
de L, notée x(L). Nous étendons au paragraphe 11 ce résultat a toutes
les variétés kéahlériennes compactes en remplacant (L) par un entier e(L)
supérieur ou égal & k(L) et ne dépendant que de c;(L) la premiere classe de
Chern de L. Lorsque L est numériquement effectif, nous montrons au para-
graphe 12 que I'annulation a méme lieu en degrés p strictement inférieurs
a la dimension numérique de L, notée v(L). Nous montrons au paragraphe
13 que tous ces résultats restent vrais sur les variétés de Fujiki. Les tech-
niques utilisées sont 1’'inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano et le théoreme
de Calabi - Yau [Ya 77].

Dans toute cette partie, L désigne un fibré en droites holomorphe sur
une variété X analytique complexe compacte lisse. On définit d’abord trois
entiers mesurant le rang des directions positives de courbure de L.

9.1. Dimension de Kodaira-Iitaka

Si V;,, désigne I'espace de sections holomorphes HY(X, L™) et Z,, l’en-
semble base du systéme linéaire |L™|, la dimension de Kodaira-Iitaka de L,
notée k(L), est le maximum des rangs des morphismes canoniques
o, : X -7, = P(V,,), (m > 1), avec par convention k(L) = —oo si
tous les V,,, sont réduits a {0}.

Si Vin # {0}, le morphisme ®,, permet de munir L™ = &% Op(y,,)(1)
et par suite L d’une métrique singuliere a courbure positive, de rang sur
X — Z,, égal au rang de ®,,.



9.2. Dimension d’effectivité

On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X par

Cro (X, C)Nkerd

H%1(X,C) := & .
5o(X.C) i00C ,_1(X,C)

L’injection de I’espace des formes de classe C*° dans ’espace des distributions
induit un isomorphisme entre la cohomologie de Bott-Chern ainsi définie et
la cohomologie définie de maniere analogue a 'aide des courants.

Si X est kdahlérienne, la classe de cohomologie de Bott-Chern d’un courant
de bidegré pur (p,q) avec p > 1 et ¢ > 1 coincide avec sa classe de coho-
mologie de De Rham.

On dira que le fibré L (ou le R—diviseur L) est pseudo-effectif si la
classe de cohomologie de Bott-Chern ¢ (L) g a, parmi ses représentants, un
courant de type (1,1) positif fermé. Par exemple si X est projective, cela
revient a supposer que la classe de cohomologie de De Rham ¢; (L) appartient
au cone convexe fermé engendré par les classes des diviseurs effectifs dans
H?(X,R) [De 92]. La dimension d’effectivité de L, notée e(L), est alors
définie par

e(L) = max {k /3T € e1(L)pc, T > 0,rang T, = k

sur un ensemble de mesure strictement positive}

ou T, désigne la partie absolument continue de T' par rapport & une métrique
de classe C*°.

Puisque tout courant positif fermé dans ¢; (L) go est la forme de courbure
d’une métrique singuliere sur L, la dimension d’effectivité de L prend en
compte toutes les métriques singulieres sur L et pas seulement celles qui
proviennent d’un plongement canonique. Cette dimension ne dépend que de

C1 (L)BC-

9.3. Dimension numérique

On suppose ici que le fibré L (ou le R—diviseur L) est numériquement
effectif (nef), c’est-a-dire que pour tout € > 0, ¢1(L) o peut étre représentée
par une forme de type (1,1) de classe C*° minorée par —ew. Si X est
projective, cela revient a supposer que ci(L) appartient au cone convexe
fermé engendré par les classes des diviseurs amples, ou encore que le degré
de L sur toute courbe est positif ou nul. La dimension numérique de L notée
v(L), est alors le plus grand des entiers s tels que la classe de cohomologie
de Bott-Chern (¢1(L)p¢)® soit non nulle.
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9.4. Comparaison de ces dimensions

On suppose désormais, sauf au paragraphe 13 sur les variétés de Fujiki,
que (X,w) est kdhlérienne.

PROPOSITION 9.1. — (i) Si L est un fibré en droites pseudo-effectif,
alors k(L) < e(L).
(ii) Si L est un fibré en droites numériquement effectif, alors e(L) < v(L).

(iii) Les inégalités précédentes peuvent étre strictes.

Dmonstration. —
(i) résulte de la remarque de la fin du paragraphe 9.1.

(ii) 11 suffit de montrer que pour tout courant positif fermé 7' dans ¢y (L) on

0< / (Toe)" A F < /cl(L)k/\wnfk.
X X

Un tel courant s’écrit a + 00 ¢ ol « est un représentant de classe C> de
c1(L) et o une fonction quasi-plurisousharmonique sur X (i.e. une fonction
dont le hessien i90 ¢ est localement minoré par une forme de type (1,1) de
classe C*>). On cherche a approcher T,. par des courants de classe C* pour
pouvoir estimer (T )".

On commence par régulariser ¢ a l'aide du théoreme 9-1 de [De 82]. 1l
existe donc une famille croissante (o) =€10,1] de fonctions de classe C* sur
X et une famille coissante (A.) ccjo,1) de fonctions continues sur X telles que

e . tend partout vers ¢
o a+i00p, > - w

e ). tend partout vers 7_(.) v(yp,.),

ou 7_ est une fonction continue positive sur X et v(yp, x) désigne le nombre
de Lelong de ¢ en x. Il résulte de la démonstration que a + i00 ¢. tend
presque partout vers T,.. La minoration du hessien de y. est mauvaise
précisément la ou . tend vers —oco. On tronque donc ¢, en posant

Pe = max(ge, )

ou ( f”)ne}o 1 est une famille croissante de fonctions de classe C*° tendant
partout vers —oo et vérifiant les minorations

a+1i00 f1 > —nw ¥n €]0,1];
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cette famille existe car L est nef.

On montre maintenant que pour tout n > 0 fixé, il existe £(n) > 0 tel
que
(%) Ve <e(n) a+iddd! > —n m)z(xx(T,, Dw.
Soit E := E, 5(p) = {v € X/ v(p,x) > n/2}. Par un théoreme de Siu, £
est un sous ensemble analytique strict de X.
Puisque ¢ vaut —oo sur E compact,

351(77)’vx €L, @61(7])(2:) < fn(x)

3V, voisinage ouvert de FE, Ve <e1(n), Yy € Vi, 0:(y) < @op(y) <
f"y).

Ve <ei(n), a+iddy! = a+idd f1 > —nw sur V.
Par compacité de X —V,
Je(n) <e1(n), Ve < €M), A < Ay < 1 m)z(xx(t) sur X — V.
On a donc
Ve <e(n), a+iddy! > —n m)?X(T,, Dw sur X.
Reste & montrer que a + 1900 wg(n) tend presque partout vers T,.. Soit
un point x € X o ¢(z) > —oco et a + 90 . tend vers T,,.
Puisque f"(z) tend vers —oo, il existe 1y = no(x) tel que
v <mo, Ve €]0,1],  pe(x) > p(x) > f(2)
v < no, Ve €]0,1], V., voisinage de z,Vy € V., ,p:(y) > f"(y)
vn <mno, Ve €]0,1],  i00v¢! =idd ¢ en .
D’oi1 la convergence presque partout de a + 90 ¢Z(n) vers Tge.
Le lemme de Fatou fournit maintenant

/(Tac)k A F < lign_}glf/ (o + i65¢g(n) + nm)?x(ﬁ, 1) w)’f Awk
X X

< /01 (L) AW,
X

(iii) Soit L un fibré en droites ample sur X; et Ly un fibré en droites plat
mais pas de torsion sur Xo . Pour L := pj(L1) ® p5(L2) sur X := X1 x Xo
ol p; et po sont les projections canoniques de X sur X; et X5, on a

—o00 =k(L) <e(L) =v(L) = dimXj.
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Suivant I'exemple 1-7 de [D-P-S 94], on considere le fibré en droites L associé
au seul fibré vectoriel de rang 2 extension non triviale de deux fibrés en
droites triviaux sur une courbe elliptique. Le calcul explicite des métriques
singulieres sur L (qui permet de conclure que L nef n’a pas de métrique
hermitienne de classe C* & courbure semi-positive) conduit a

0=~k(L)=e(L)<v(L)=1.

En combinant ces deux exemples, on peut rendre les deux inégalités simul-
tanément strictes.

O

9.5. Enoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique com-
plexe compacte lisse. Le théoréme d’annulation de Bogomolov [Bo 78] dit
que si X est projective alors

HY(X, 0% @ L") =0 pour p < s(L).

On étend ce résultat dans deux directions, en supposant X seulement
kahlérienne .

THORME 9.2. — Si L est pseudo-effectif alors
HY (X, 0% @ L) =0 pourp < e(L).
THORME 9.3. — Si L est numériquement effectif alors
HY X, 0% ® L") =0 pourp < v(L).

THORME 9.4. — Plus généralement, si L est numériquement équivalent
a un R—diviseur de la forme D + E avec D nef et E& pseudo-effectif alors

HY (X, 0% @ L™ =0  pour p < v(D).

Suivant [Fu 83], on dira qu’une variété Y analytique complexe compacte
lisse est de Fujiki si elle est le but d’une application f : X — Y holomorphe
surjective, dont la source X est kahlérienne compacte lisse. Par un résultat
de J. Varouchas ([Va 85] théoréme 3), une telle variété est modification d’une
variété kahlérienne compacte lisse.

THORME 9.5. — Les résultats précédents restent vrais sur les variétés
de Fujiki.
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Remarque. — Le théoréme 9.2 peut étre reformulé de la fagon suivante :
le faisceau QF des p-formes holomorphes sur X n’a pas de sous-faisceaux de
rang un associé a un fibré en droites pseudo-effectif de dimension d’effectivité
strictement supérieure a p. Les autres théoréemes se reformulent de fagon
analogue. En particulier, les faisceaux Q% (p < dim X) d’une variété de
Fujiki compacte lisse n’ont pas de sous fibré en droites nef et gros (i.e. de
dimension de Kodaira-litaka maximale).

Remarque. — Dans le cas ou X est projective, le théoréeme 9.3 peut
se démontrer en utilisant des sections hyperplanes convenables de X et
en raisonnant par récurrence sur la dimension de X. On se rameéne ainsi
au cas ou v(L) = dim X. Le théoreme de Bogomolov permet de conclure
puisqu’alors v(L) = k(L). Cette méthode tombe compleétement en défaut
dans le cas kéhlérien général puisque X peut n’avoir aucun sous-ensemble
analytique propre autre que les parties finies. On utilisera donc ici des
méthodes d’analyse.

La démonstration de Viehweg [Vi 82] du théoréme d’annulation de la
cohomologie d’un fibré nef et gros sur une variété projective lisse repose apres
revétement cyclique et conjugaison pour les groupes de cohomologie d'un
faisceau de structure, sur le théoreme d’annulation de Bogomolov. Mais sur
une variété kahlérienne générale, il n’est pas possible de réduire le théoreme
d’annulation de Kawamata-Viehweg, a un théoreme d’annulation de type
Bogomolov.

10. Les outils

10.1. Rappels de géométrie kahlérienne

Le symbole A désigne I’adjoint de la multiplication par w. Soit v une
(1,1)—forme réelle sur T, X. Il existe une base (t;)lgjgn de Tr X, w(x)—

orthonormée, telle que v = i3 74 vt} A f; ou les (v;) sont les valeurs
propres de v par rapport a w(x). Pour toute (p,0)—forme sur 7, X, soit
U= y=pusty(ty =1, AL AL ), on a

= 3 (2= Y sty = = 3 (5 it

|J|=p j€J |J|=p j¢&J
10.2. Inégalité de Bochner - Kodaira - Nakano

Soit h une métrique hermitienne de classe C* sur L, O (L) := %ch(L)
la forme de courbure de la connexion de Chern du fibré en droites hermitien
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(L,h) et Ay < ... < A, ses valeurs propres par rapport a w. Alors pour
toute p-forme holomorphe u & valeurs dans L™! on a

0> /([@h(L_l),A]u,u]>(L_17h)de > /()\1 o Al Ve
X X

10.3. Théoréme de Calabi - Yau

La courbure de Ricci d’'une métrique kahlérienne sur X est dans la
premiere classe de Chern de X. Le théoreme de Calabi - Yau affirme (dans
ce cas particulier) que tout représentant de classe C* de c¢1(X) peut étre
réalisé comme courbure de Ricci d’une métrique kahlérienne sur X.

Plus précisement, soit v € H5'(X) une classe de Kihler et p € c1(X)
une (1,1)— forme réelle fermée de classe C*. Il existe dans - une unique
forme de Kéahler v dont la forme de Ricci Ricci(v) est p. Autrement dit, si
f est un potentiel de Ricci(w) — p tel que [ efw™ =+, on obtient

X

V" = el

Cette derniere équation admet une unique solution v dans « pour toute

donnée f satisfaisant [ e/w™ = ™.

X
Conjecturé par E. Calabi, ce résultat a été démontré par S.T. Yau par des
techniques au développement desquelles Th. Aubin a beaucoup contribué.

11. Groupes de cohomologie d’un fibré pseudo-effectif

On se propose dans ce paragraphe de démontrer le théoréeme 9.2 sur la
cohomologie des fibrés en droites pseudo-effectifs.

Soit T un courant positif fermé dans c1 (L) tel que le rang de sa partie ab-
solument continue soit e(L) sur une partie A de mesure strictement positive.
Soit h une métrique hermitienne de classe C* quelconque sur L. Le courant
T s’écrit O (L) +i00 o ot1 ¢ est une fonction quasi-plurisousharmonique sur
X. Par le théoreme de régularisation 9-1 de [De 82], il existe une famille
croissante (%)ee}o,l] de fonctions de classe C*° sur X, une famille croissante
(Ac)-e0,1] de fonctions de continues sur X et une famille (7¢).¢jo 1) de (1,1)—
formes réelles continues sur X telles que :

e Pour tout x € X, ¢.(x) tend vers p(x)
e i00 . > e — Aew

® Ve > _@h(L)
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e ~. tend presque partout vers (1'35 Lp) ac

e ). tend presque partout vers 0.

L’identité de Bochner - Kodaira - Nakano donne pour toute p—forme
holomorphe u & valeurs dans L~ muni de la métrique duale de he 27%=

J(=60(E) = 08 02, M) g1 ™™V < 0

X
JU=OME) = 7+ Ao, NJu, ) oy ™52V, < 0.
X

Les théoremes usuels d’intégration s’appliquent car ¢, est uniformément
majorée , 7. minorée, \. et . croissantes, et conduisent a

/ <[—Tac, A]u, u> (L_17h)e27ﬂ,0de < 0.
X
D’ou
([=Tue: Nu, u) (-1 ye*™dV,, < 0.
X— Supp(T—Thac)
Sur X — supp(T —Ty.), les valeurs propres de T, sont des fonctions L! pos-
itives dont e(L) sont strictement positives sur A — supp(7T' — Ty.). La forme

u est donc nulle sur A, holomorphe sur X et par conséquent identiquement
nulle. |

12. Groupes de cohomologie d’un fibré nef

On démontre maintenant le théoréme 9.3 concernant les fibrés en droites
numériquement effectifs.

Soit | = v(L) la dimension numérique de L. Puisque L est nef, cl(L)l

peut étre représentée par un courant positif fermé non nul 7. D’ou

/cl(L)l AWt = /T/\w"_l > 0.
X X

Puisque ¢1(L) + e{w} est pour tout ¢ > 0 une classe de Kahler, le
théoréme de Calabi - Yau fournit une métrique hermitienne h. sur L telle
que ©y,_(L) + ew soit une métrique kéhlérienne sur X et

(Oh (L) + ew)"™ = A"
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avec n
[ (e1(L) + ew)
A== [ ~e 00 (C > 0).
X

Soit h une métrique hermitienne quelconque sur L. La métrique h. s’ecrit
he=2™?=. On peut imposer la condition de normalisation [ x pedV, = 0.
Alors

n—1
Ayp. = 00 . A % = Trace,Op_ (L) — Trace,Op(L)
n—1)!
v: = Gy Trace,0y, (L) — Trace,©p(L))

ou G, est I'opérateur de Green du Laplacien de associé a w[G-H 78]. On ob-
serve que la famille de fonctions ( Trace,Op_(L)) c€)0,1] est bornée en masse,
que Gy, : L' — L' est compact, on peut donc supposer, quitte & extraire
une sous-suite, que @, converge presque partout vers ¢ € L.

On remarque de plus que, par construction, pour tout € > 0,0;_(L) +
ew > 0 et donc 190 p. > —Op(L) — w. La condition de normalisation
[x =dV,, = 0 assure donc que la suite (¢.) ccjo,1 st uniformément majorée
sur X compacte.

Soit (—e <)7f < ... < 7§ les valeurs propres de ©p, par rapport a w.
Soit & > 0 tel nol s o it strictement inférieur & 1
oi el que p := soit strictement inférieur a 1.
o R +1 n—1I1+1
na

/(vﬁ +e)dV, <
X

n—1
=: A.

/
n—1
< !(Cl(L)“‘*’) Ah
)[ R

Alors V. := {x € X/ +¢& > Ae %} est de volume inférieur & &° [ w™.
De plus Ac est partout égal au produit des valeurs propres de O, (L) + cw,
soit 7§ +¢e < ... <7 +¢. En dehors de V,, on a donc

1/n—1+1

Vo te > (i 4e) . (Yo )/
)‘6 1/n7l+1

((%";Jre)“)

n—1

gn—Il+1

-1
6_6 n—1+1

v

> Bet.
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On prend maintenant une p—forme holomorphe u & valeurs dans L~
muni de he (p < ). Il vient par 'identité de Bochner - Kodaira - Nakano

0= [ (O (L), M) o1 ™V
X

Par suite

0= / (O + oo+ Vs + oo+ Vaoplulpos e dvL
X
> /(Bgﬂ — (n—p)e) ”“H?L—l,h)e%“’fde +/(n _ p)(_ff)”U\\?L—l,h)ez’T”Ede.
X-Ve V.

2 2T e n—p 2 2T Qe
[t < (14 gomr—ims) [l e av
X Ve

< O7 Vol (V) < Cyel.

car (p¢) est uniformément majorée. Par le théoréme de convergence dominée,
on obtient

J 1l yemeav, <o
X

et u est donc nulle. [

Idée de démonstration du théoreme 9.4. — On adapte la démonstration
précédente aprés avoir remarqué que pour tout € > 0, on peut trouver une
forme de classe C*° cohomologue a E et minorée par —ew en dehors d’une
partie W, de X de mesure inférieure a ¢.

13. Sur les variétés de Fujiki

On se propose ici de déduire le théoreme 9.5 des théorémes analogues
sur les variétés kéhlériennes par les techniques développées dans [Fu 83].

On montre d’abord que sur les variétés de Fujiki comme sur les variétés
kahlériennes, les définitions relatives a la pseudo-effectivité et a ’effectivité
numérique s’expriment en cohomologie de De Rham.

LEMME 13.1. — Sur une variété de Fujiki X, tout courant T de type
(p,q) avec p > 1,q > 1 qui est d-exact, est i00-exact.
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Dmonstration. — Ce résultat est classique sur les variétés kahlériennes,
par la théorie de Hodge. Soit p : X — X une modification de X, avec X
kahlérienne. Puisque l'injection des formes différentielles dans les courants
induit un isomorphisme en cohomologie de Bott-Chern, il existe une forme
différentielle u de classe C*, et un courant 7" tels que T = u + 900 T’. La
forme p*u est, comme T, d-fermée. Il résulte des formules pu,p*u = u, ou i
est calculé au sens des courants, et ju, i00 = 100 i, que T est i00-exact. O

ProproSITION 13.2. — Soit f : X — Y une application holomorphe
entre variétés analytiques complexes compactes lisses et L — Y un fibré en
droites sur Y.

(i) Méme si L est pseudo-effectif, f*L ne l'est pas en général.
(ii) Si L est nef, f*L I'est aussi et v(f*L) < v(L).

Dmonstration. — (ii) résulte des définitions. Pour (i), il suffit de con-
sidérer I'injection du diviseur exceptionnel E ~ P"~! dans I’éclaté d’une
variété de dimension n en un point et le fibré en droites effectif O(FE) dont
la restriction & E est isomorphe & Opn—1(—1). O

Dans le contexte des variétés de Fujiki, on obtient pour une application
surjective la

ProprosITION 13.3. — Soit f : X — Y une application holomorphe
surjective entre variétés de Fujiki compactes lisses et L — Y un fibré en
droites sur Y.

(i) Si L est pseudo-effectif, f*L l'est aussi et e(f*L) > e(L).
(ii)) Si L est nef, v(f*L) = v(L).

Dmonstration. — Pour (i), soit T un courant de type (1,1), positif, d-
fermé, dans la dans la classe de cohomologie de Bott-Chern ¢;(L)pc, tel
que le rang de sa partie absolument continue soit e(L) sur un ensemble de
mesure non nulle. Le courant T s’écrit T = u + 300 ¢, ou u est de classe
C™ et ¢ localement intégrable. Puisque f est surjective et propre, ¢ o f
est une fonction localement intégrable. Le courant f*T := f*u + 00 o f
permet de conclure puisque la différentielle de f est surjective en dehors
d’un sous-ensemble analytique strict de X.

Pour (ii), il suffit d’apres la proposition précédente de traiter le cas ou
X est kdhlérienne . On munit donc X d’une métrique kahlérienne w. On
note m = dimY, n = dim X et | = v(L). Soit u un représentant de classe
C> et de type (1,1) de la classe ¢1(L). Par la formule de projection,

fo (Frul Aw™™™) =l A fufw™™),
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Le courant f,(w"™ ™) est positif fermé de degré zéro : il correspond a la
fonction constante strictement positive égale au volume d’une fibre générique
de f. Puisque u! n’est pas nulle en cohomologie de De Rham, il en est donc
de méme pour f*u'. Ainsi v(f*L) = v(L). O

Reste a rappeler le théoreme d’injectivité (voir [Fu 83] théoreme (4.10))
pour conclure la démonstration du théoréme 9.5.

THORME 13.4. — Soit f : X — Y une application holomorphe surjec-
tive entre variétés de Fujiki compactes lisses et E — Y un fibré vectoriel
surY. Alors I'application naturelle H?4(Y, E) — HP9(X, f*F) est injective
pour tout couple d’entiers (p, q).

Remarque. — Les méthodes utilisées ici permettent de montrer le théo-
réme suivant de type Kawamata-Viehweg ([Fu 83] théoreme (4.9))

THORME 13.5. — Soit X une variété de Fujiki compacte lisse et L — X
un fibré en droites dont la premiére classe de Chern ci(L) possede un
représentant de classe C*° semi-positif dont le rang sur un ensemble de
mesure non nulle est k. Alors

HY(X,L7Y)=0 pourq< k.

En particulier, si L a une puissance globalement engendrée (on dit que L
est semi-ample) alors ’annulation a lieu en degrés ¢ strictement inférieurs a
la dimension numérique de L.

Démontrer par ces méthodes le théoreme de Kawamata-Viehweg général
sur les variétés kahlériennes compactes nécessiterait d’estimer différents re-
présentants harmoniques, pour différentes métriques, d’une classe de coho-
mologie de Dolbeault a valeurs dans L.
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Troisieme partie

ANNULATION GENERIQUE
DES GROUPES DE
COHOMOLOGIE D’UN FIBRE
SEMI-NEGATIF



14. Introduction

Dans toute la suite, (X,w) désignera une variété kéhlérienne compacte
connexe lisse de dimension n, F' — X un fibré vectoriel holomorphe sur X
de rang r. La lettre ® désignera une (0, 1)-forme harmonique sur X.

Nous noterons Pic?(X) le tore complexe qui parametre les classes d’iso-
morphie de fibrés en droites topologiquement triviaux sur X (i.e. de premiére
classe de Chern nulle). Pour y € Pic’(X), la notation A, désignera un
représentant de y. Pour (p,q,m) € N2 x N*, nous étudions les lieux excep-
tionnels de cohomologie :

SBI(X, F) = {y € Pi®(X) /WP (X, F © \,) = m}.

S’il n’y a pas de risque de confusion, nous omettrons X dans la notation
SPA(X F). Sip est nul, nous 'omettrons. De méme, si m vaut 1, nous
l'omettrons. Plus généralement, pour tout morphisme ¢ : X — A de X
dans un tore complexe, nous étudions

SPU(X, F,a) := {y € Pic’(A)/hP4(X,F @ a*)\,;) > m}.

Par utilisation des techniques de déformation de groupes de cohomologie,
Green et Lazarsfeld ont obtenu des théorémes d’annulation générique et de
structure des lieux exceptionnels de cohomologie pour les fibrés topologique-
ment triviaux [G-L 87] [G-L 87’] [G-L 91]. Cette restriction est due a I'utili-
sation de la théorie de Hodge comme argument ultime. Au paragraphe 15,
nous étudions des notions de semi-négativité pour obtenir des outils analy-
tiques analogues a ceux fournis par la théorie de Hodge. Nous étudions en
particulier les morphismes de Lefschetz et les morphismes de produit ten-
soriel par une section agissant sur la cohomologie des fibrés semi-négatifs.
Nous étendons au paragraphe 16 les théoremes d’annulation générique aux
fibrés semi-négatifs.

Nous définissons au paragraphe 17 une condition de dégénérescence rel-
ative a (X, F, ®) et nous montrons que cette condition réduit a obstruction
du premier ordre les obstructions supérieures qui apparaissent dans la défor-
mation des classes de cohomologie de F' dans la direction ®. Nous proposons
ensuite des hypotheses de semi-négativité analytiques et algébriques sur F
qui assurent la condition de dégénérescence et, par suite, la structure linéaire
du lieu exceptionnel de la cohomologie des déformations de F' par produit
tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux. En découlent
des propriétés de périodicité de la fonction k — h?(X, F @ p*) ot F est un
fibré vectoriel semi-positif et p un fibré en droites numériquement plat.

Nous définissons ensuite une condition forte du premier ordre qui réduit
les obstructions supérieures a l’obstruction du premier ordre et implique

60



aussi 'annulation de cette derniére obstruction. Sous cette condition, les
déformations de F' ont toutes la méme cohomologie. Nous donnons des hy-
potheses analytiques et algébriques qui assurent la condition forte du premier
ordre.

Au paragraphe 18, nous étendons les résultats précédents au cas de la
cohomologie des déformations d’un fibré en droites numériquement effectif
et abondant sur une variété projective. Nous montrons au paragraphe 20
comment obtenir des résultats pour les fibrés vectoriels.

Nous noterons o = ax : X — Alb(X) le morphisme d’Albanese de X.
Le prototype des théoremes que nous obtenons est

THEOREME. — Considérons (X,w) une variété kihlérienne compacte
lisse de dimension d’Albanese dim (X ) et ' — X un fibré en droites dont
le dual est globalement engendré. Alors, pour tout ¢ < dim«a(X), le lieu
exceptionnel S?(F') de la cohomologie des déformations de F' par produit
tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux est un ensemble
analytique réunion de translatés de sous-tores de Pic®(X) de codimension
supérieure a dim a(X) — q. De plus, S4(F) C S4(F?) c SY(F3) C ---

Au paragraphe 21, nous retrouvons le théoréeme de Lichnerowicz sur la
surjectivité et la lissité du morphisme d’Albanese d’une variété kahlérienne
compacte a courbure de Ricci semi-positive.

Les théorémes d’annulation générique et de structure des lieux exception-
nels sur les variétés kahlériennes completes a géométrie bornée s’obtiendront
sans doute par une démarche similaire.

H. Dunio a obtenu sur les variétés projectives, des théoremes d’annulation
générique pour les fibrés en droites de dual semi-ample ou abondant en les
déduisant par construction de revétements cycliques, de théoremes sur les
fibrés en droites topologiquement triviaux (voir [E-V 92]).

15. Notions de semi-négativité

15.1. Définitions et propriétés

Soit la variété (X,w) et le fibré vectoriel FF — X comme dans l'intro-
duction. On munit F' d’une métrique hermitienne h de classe C*°. Les
métriques w et h permettent de définir sur ’espace des formes a valeurs dans
F un produit scalaire global noté (( , )). Onnote D := D'+ D" la connexion
de Chern sur le fibré holomorphe hermitien (F,h) et § := ¢’ + 6" Padjoint
de D pour le produit scalaire {( , )). La notation A désigne 'adjoint de la
multiplication extérieure par w notée L agissant sur les formes différentielles
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a valeurs dans F. Onnote A (resp. A’; A”)le Laplacien associé a 'opérateur
D (resp. D', D").

Dans ce contexte, on dispose des identités de Hodge :

[0",L] =iD' [§,L] = —iD" .. [5,L] =i(D' — D")
(D", A] =i8' [D',A] = —is",

de la relation entre Laplaciens (conséquence de [D’, "] = 0 et de [D”, '] = 0)
A — A/ + A”,

de la relation de commutation (conséquence par lidentité de Jacobi de
l'identité [D, [0, L]] = 0)
[A,L] =0

et de l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano :

A" = A + Jicy (F), Al.

L’opérateur [ic,(F'),A] agit ponctuellement de la maniére suivante : en
notant

(dz) une base w-orthonormée de Ty X,
(ex) une base h-orthonormée de E,,

wy =1y, dz Ndz,

icp(F)y = 02 ik Cikapdzi A dzpey ® ey,

U= > upydzr Ndzy @ ey € APITEX ® Fy,
[|=p,|J|=q,A

et en convenant que les tenseurs u} ; sont alternés en les indices I et J

< licp(F), Au,u > = Z Z Cjk)xuugl/,Ju?[',J
[I'|=p—1,|J|=q jk

} XN T
+ Z Z CikAUT 5 UT e
|I|=p,|J'|=q—1 jkAp
. A K
- Z ZCJJAWI,JUI,J-

[I|=p,|J|=q 5 An

DFINITION 15.1. — On dira que le fibré vectoriel F' est (p,q)-semi-
positif s’il peut étre muni d’une métrique hermitienne h de classe C*™ telle
que lopérateur [icy(F'), A] soit semi-positif sur AP2T*X & F. On dira alors
que (F, h) est (p, q)-semi-positif.
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Puisqu’il s’agit d’une propriété de courbure, cette notion est conservée par
produit tensoriel par un fibré en droites plat. Par exemple, un fibré en
droites qui admet une métrique hermitienne de classe C*° & courbure semi-
négative (resp. semi-positive) est (0,¢q)- et (p,0)-semi-positif (resp. (n,q)-
et (p,n)-semi-positif) pour tous p et gq.

On dit qu’un fibré vectoriel holomorphe est semi-ample si une de ses
puissances symétriques est globalement engendrée. Un fibré en droites dont
le dual est semi-ample est (0, q)- et (p,0)-semi-positif pour tous p et g. Un
fibré en droites semi-ample est (n,q)- et (p, n)-semi-positif pour tous p et q.

Un fibré vectoriel globalement engendré est (p, n)-semi-positif pour tout
p. Pour les fibrés vectoriels, on obtiendra au paragraphe 20 des théoremes
plus précis.

On utilisera essentiellement la (0, ¢)-semi-positivité et on y fera référence
comme & une notion de semi-négativité.

L’intérét de cette notion repose dans le lemme suivant, conséquence sim-
ple de la semi-positivité des Laplaciens, de la relation entre Laplaciens et de
I'identité de Bochner-Kodaira-Nakano :

LEMME 15.2. — Une (p, q)-forme a valeurs dans un fibré vectoriel (p, q)-
semi-positif est A”-harmonique si et seulement si elle est A-harmonique.

Pour une (p, q)-forme &, A”-harmonique & valeurs dans un fibré vectoriel
hermitien (p, ¢)-semi-positif on a

D¢=6¢=D"¢=5§"€=0 et lic,(F),A]¢ = 0.
15.2. Dualité de Serre

On dispose du

LEMME 15.3. — Sur une variété de dimension n, un fibré est (p,q)-
semi-positif si et seulement si son dual est (n — p,n — q)-semi-positif.

Dmonstration. — Si § : APIT*X @ FF — A" P"IT*X ® F* désigne
I'opérateur de Hodge tel que

u A fv = (u,v)dV,

pour u et v dans APIT*X ® F, et si F* est muni de la métrique duale h*
d’une métrique h sur F, on a

([icns (F7), Altu, fu) = ([ica(F), Alu, u).
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15.3. Morphisme de Lefschetz

Pour tout couple d’entiers (p, q) tel que p 4+ ¢ < n, on considere le mor-
phisme de Lefschetz

grax, Py green—r (x| F).

Si F est le fibré en droites trivial sur X, la théorie de Hodge montre que ces
morphismes sont des isomorphismes. Dans le cas ol Fest semi-positif, reste
le

THORME 15.4. — (i) Si a est une (p, q)-forme A”-harmonique & valeurs
dans un fibré vectoriel hermitien (p, q)-semi-positif, alors, pour tout r € N,
L"a est A”-harmonique.

(ii)) Sip+q < n et si F est (p,q)-semi-positif, alors le morphisme de
Lefschetz L™ P~1 est injectif.

(iii) Les composantes de la décomposition primitive d’une (p,q)-forme
A"- harmonique & valeurs dans un fibré vectoriel hermitien (p, q)-semi-posi-
tif sont A”-harmoniques.

(iv) Sip+q < n et si F' est (n— q,n— p)-semi-positif, alors le morphisme
de Lefschetz L™ P~1 est surjectif.

Dmonstration. —
(i) Puisque w est kahlérienne, D”(L"a) = 0.
Par les identités de Hodge,

r—1
5”(Lra) — I"8"a + Z Lk[5”, L]Lr—k—la
k=0
r—1
= iy L"'D'L"*a
k=0
= irL" 'D'a=0

par le lemme 15.2.

ii) Soit @ une (p, q)-forme A”-harmonique & valeurs dans F telle que

p,q q q
L™ P74q soit A”-exacte. D’apres (i), L™ P 9a est A”-harmonique et donc
nulle. La décomposition primitive de a est de la forme >Z, -, L"a,. Par
suite, >,>¢ Lt =P=4q, est une décomposition primitive de la forme nulle
de bidegré (n — ¢,n — p). Par unicité, on conclut a la nullité de a.

(iii) Soit b une (p,q)-forme A”-harmonique & valeurs dans F. Soit
> r>max(0,p+q—n) L 0r sa décomposition primitive. Par le lemme 15.2, b
est A-harmonique. Puisque L et A commutent avec A, les formes b, sont
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A-harmoniques par unicité de la décomposition primitive. La relation en-
tre Laplaciens et leur semi-positivité montrent alors que les formes b, sont
A"-harmoniques.

(iv) Soit b une (n — ¢,n — p)-forme A”-harmonique & valeurs dans F' et
> r>n—p—q L by sa décomposition primitive. D’apres (iii), les formes b, sont
D"-fermées. L7—7tPHap, est donc un antécédent de b par L™ P74,
]

r2n—p—q
Ce dernier résultat figure en bidegré (p,0) dans [En 93].

15.4. Produit tensoriel par une section

Pour décrire des relations d’inclusion entre lieux exceptionnels de coho-
mologie, on généralise le théoreme d’injectivité de Kollar ([Ko 86] Théoreme
2.2).

THORME 15.5. — Soit F' — X un fibré en droites (n, q)-semi-positif sur
une variété kiahlérienne compacte lisse de dimension n. Soit s une section
globale non nulle d’une puissance F* (k € N*) de F. Alors les morphismes
induits en cohomologie par le produit tensoriel par s

Rs:HI(Kx @ F'®\) — HY(Kx @ F** @ \)

sont injectifs pour tout | € N*, et A fibré en droites plat sur X.

Il en découlera le

COROLLAIRE 15.6. — Soit F' — X et s comme dans le théoréme pré-
cédent. Alors pour tout | € N* les lieux exceptionnels de cohomologie

vérifient
SpU(FY) C Spa(FHh).

Dmonstration. — Elle peut se faire en suivant [En 93]. On utilise ici une
démarche légerement différente. Soit h une métrique hermitienne de classe
C*™ sur F a courbure (n,q)-semi-positive et h) une métrique & courbure
nulle sur A. Soit £ une (n, ¢)-forme A”-harmonique & valeurs dans le fibré
en droites F' ® A muni de la métrique k! ® hy.

On montre d’abord que ¢ ® s est une (n,q)-forme A”-harmonique a
valeurs dans F'* @ A\ muni de la métrique A!* @ hy. 11 est clair que
D"(§ ® s) = 0. Par les identités de Hodge, on trouve

0"(€®s) = i[D,A|(§®s) =iD" (A @ s)) = iD' ((AS) ® 5)
= i([D',AJE) @ s + (—1)%8&AE A D's
= "6@5+ (—1)¥BGAEAD's = (—1)38SGAE A D s,
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Maintenant, D"(A¢) = [D",Al¢ = i’é = 0 par le lemme 15.2 et
D"D's = D?s = ¢(F*) A 5. Par conséquent,

A'E@s) = d"§"(E®s)=iAeAD"D's
= PAEANC(FFY N s = [ie(FF), A€ ® s

car { est de bidegré (n,q). Par l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano, £ est
en tout point de X dans le noyau de [ic(F' ® A), A] et donc dans celui de
lic(F¥), A]. Ainsi ¢ ® s est A”-harmonique.

Si de plus £ ® s est D"-exacte, elle est nulle et par conséquent £ est nulle.
O

16. Annulation pour les fibrés semi-négatifs

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer le

THORME 16.1. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F' comme dans
lintroduction. Soit 0 < g < dim«a(X). On suppose que F — X est (0, q)-
semi-positif. Alors, S1(F) est un sous-ensemble analytique de Pic’(X) de
codimension supérieure a dim a(X) — q.

Il en résultera le

COROLLAIRE 16.2. — Si de plus X est de type d’Albanese général, i.e.
si dima(X) = dim X, alors (—1)"x(F) = x(Kx ® F*) > 0.

Exemple. — On considére un tore complexe T de dimension g > 2 et
le fibré en droites L défini par L := piO(-3) = P! x T =: X ol p; est
la premiere projection. Le fibré L est (0,1)-semi-positif. La dimension
d’Albanese de X est g. Le groupe H'(X,L) = H(P',O(-3)) est iso-
morphe & C2. Mais d’apres le théoréme précédent, pour y générique dans
Pic’(X) ~ Pic%(T), le groupe HY(X,L ® \,) est nul. C’est aussi une
conséquence de la formule de Kiinneth.

L’outil essentiel est apporté par la
PROPOSITION 16.3. — Soit (F,h) un fibré vectoriel hermitien (0,q)-

semi-positif. Si ® est une (0,1)-forme harmonique et a une (0,q)- forme
A"-harmonique & valeurs dans (F, h), alors ® A a est A”-harmonique.

Dmonstration. — On a déja
D' (®ANa)=(0®)ANa—PAD"a=0.
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Maintenant,

id"(®ANa) = [A,D](PAa)
= AD'(®ANa) car®Aa est de type (0,q+1)
= A(®ADa) car ® est harmonique
= 0 d’apres le lemme 15.2.
O
Remarque. — Par le méme calcul, on prouve que le produit extérieur

d’une (0, g)-forme A”-harmonique & valeurs dans un fibré (0, ¢)-semi-positif
par une (0,q’)-forme A”-harmonique & valeurs dans un fibré (0, ¢’)-semi-
positif est A”-harmonique pour la métrique produit.

Démonstration du théoréme 16.1. — L’analyticité de S4,(F) provient de
Iexistence locale sur Pic?(X) d’un complexe de faisceaux localement libres
qui calcule la cohomologie des déformations de F' ([G-L 87| paragraphe 1).
La proposition 16.3 rend possible 1'utilisation de la démarche qui conduit
au théoreme 2.10 de [G-L 87] : soit yp un point lisse de SZ,(F') ou h9(X, F ®
Ayy) = m # 0. On prend a une (0, g)-forme A”-harmonique a valeurs dans
F ® Ayy. On définit

W :={® (0,1)— forme harmonique /[®Aa] =0 dans HI" (X, F®\,)}.

Comme F', le fibré F' & Ay, est (0, g)-semi-positif. En fait, puisqu’une forme
A”-harmonique et D"-exacte est nulle, la proposition 16.3 montre que

Vo eW, PAa=0.
Par un lemme simple d’algebre linéaire, pour tout z € X ou a(z) # 0,
dim{®(z) e T} X, ® e W} < dim{v € T} X /v ANa(z) =0} < dega = q.

On note e 'application d’évaluation des (0, 1)-formes harmoniques sur X. La
transposée de la différentielle du morphisme d’Albanese a est I'application
d’évaluation des 1-formes holomorphes sur X. Par conjugaison, on obtient
donc

ranga(z) = h%Y(X) — dimkere(z)
dim{®(z) e T} X, o ¢ W} > dimW — dimkere(z).

Par conséquent, puisque dim a(X) = rang o(z) en un point x générique de
X

)

codim(W, H' (X, 0)) = h%(X) — dim W > dim a(X) — q.
Le théoréme du complexe dérivé ([G-L 87] Théoreme 1.6) affirme que,

dans ’espace tangent a PicO(X ) en yo, le cone tangent en yy au lieu excep-
tionnel SZ (F) (ici l'espace tangent au point lisse yo de SZ (F')) est inclus

67



dans le lieu exceptionnel SZ (D*®(F,yo)) du complexe dérivé de F en ygy. Ce
complexe est le complexe de faisceaux localement libres et triviaux

D*(F,yo) : Ty,Pic®(X) x H*(X, F®\y,) — Ty Pic’(X) x H*TH (X, F®\,,)

la différentielle étant donnée en un point z € T, Pic’(X) ~ H(X, O) par le
produit extérieur par la (0, 1)-forme harmonique ® qui représente la classe

de cohomologie z. En particulier, puisque h?(F ® \y,) est égal a m, le lieu
S4.(D*(F,yp)) est inclus dans W. On obtient

codimy, (S4,(F),Pic®(X)) = codim(T},, 4, (F), T, Pic’(X))
> codim(S%, (D*(F,yo)), Ty, Pic’ (X))
>

codim(W, H(X,0)) > dima(X) —¢. H

Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de maniére compati-
ble sur F — X, la construction du complexe dérivé, le théoreme 1.6 de
[G-L 87] et par suite le théoreme précédent restent valides si on s’intéresse
a la cohomologie G-équivariante.

Remarque. — La propriété universelle du morphisme d’Albanese permet
d’interpréter la transposée de la différentielle d’un morphisme a : X — A de
X dans un tore complexe A comme I’évaluation des 1-formes holomorphes
sur X provenant par a des 1-formes holomorphes sur A. Une démonstration
analogue a celle du théoreéme 16.1 conduit alors au

THORME 16.4. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F' comme dans
lintroduction. Soit a : X — A un morphisme de X dans un tore complexe
A.Soit 0 < ¢ < dima(X). On suppose que F — X est (0, q)-semi-positif.
Alors, S9(X, F,a) est un sous-ensemble analytique de Pic’(A) de codimen-
sion supérieure a dima(X) — q.

17. Lieux exceptionnels de cohomologie

L’étude repose sur le calcul d’une suite spectrale de déformation des
groupes de cohomologie de F'. On définit d’abord une condition de dégéné-
rescence qui permet ce calcul et on présente ensuite des hypotheses de semi-
négativité qui impliquent la condition de dégénérescence.

17.1. Condition de dégénérescence

DFINITION 17.1. — Soit (X, F, ®) comme dans I'introduction. On dira
que le triplet (X, F, ®) vérifie la condition de dégénérescence en bidegré (p, q)
si pour tout couple (a,b) de (p,q)-formes de classe C* a valeurs dans F' tel
que
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e D'a=dAb

e b est A”-harmonique,

on a
"o
D"a =0.

Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de maniére compatible
sur ' — X, la condition de dégénérescence se généralise pour les formes
&, G-équivariantes : il suffit de ne considérer dans la définition que les
couples (a,b) de formes G-équivariantes.

17.2. Déformation des groupes de cohomologie

Soit yp un point lisse de SE:4(F) ou hP4(F @ Ay,) est exactement égal
& m. Soit une forme harmonique ® € T, Pic’(X) ~ H!(X, 0) tangente en
yo & SEA(F). Par le théoreme du complexe dérivé (|G-L 87] théoreme 1.6),
P est dans le lieu exceptionnel S4, (D*(Q% @ F,yp)) du complexe dérivé de
QI)’( ® F en yg ; par conséquent, les applications

HPUN (X, F @ Ay ) "2 HPU(X, P @ Ay ) =2 HPO L (X, F @ Ay,

sont nulles.

Soit Z la ”droite” de Pic’(X) passant par yo et de direction ®. On
désigne par z une coordonnée sur Z centrée en yo. Soit AP9(F® Ay, ) 'espace
vectoriel (de dimension infinie) des (p, ¢)-formes de classe C* sur X a valeurs
dans F' ® Ay,. Un complexe de faisceaux sur Z qui calcule la cohomologie
de (F ® A\y)yez est (|G-L 87’] proposition 2.4)

(AP2 %) 1 AP*(F ® Ny) ®c Og—L s AP (F @ \yy) ©c O
oll
d= D}é@)\yo + 20 A.
On notera désormais D" = D}é®>\y0.
PROPOSITION 17.2. — Avec les notations précédentes, si de plus (X, F®

Ayo, @) vérifie la condition de dégénérescence en bidegrés (p,q — 1) et (p,q)
alors les fibres de faisceaux en

(HI(AP2,d%)),, et HPI(X, F © Ay) @c (Oz)y,

0

sont isomorphes et par suite Z est totalement incluse dans SEA(F).
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Dmonstration. — L’idéal maximal M, de (Oz),, induit une filtration
de B* := AP*(F ® )‘yo) ®c (OZ)yo par

FPB® = AP (F @ Ayy) ©c (My,)®

puis une suite spectrale ([G-L 87’] paragraphe 6). On convient comme dans
E

[G-H 78] que T est une notation pour EOF

e En rang 0,
FsBs+t do

st s,t+1
EO T Fstlps+t EO

[a] = [Z asfzs/] —  [2°D"as] mod F¥Tpstitl,

s§'>s
Donc,

s,t t MZSI

El Pl 0
E}Y = HPST (X, F® Ay,) Qc e

Yo

e En rang 1,

E&t _ {a c FsBert/da c Fs+1Bs+t+1} & ESJrLt

1 = 1

Fs+1l s+t + d(FsBﬁLt*l)

Z as/zS,] — {z”l(D"aHl +®A as)}

[a] =
s'>s
avec D"as = 0. mod FsH2pstitl
+dFS+1BS+t.
di[a] = {ZS+ID/I(ZS+1 + 2520 A agp + 25T 0 Aa

= |:d(28+1a8+1) + 25T A gy
= {Zerl(I) A as} .
On simplifiera désormais comme ci-dessus les formes D”-exactes. Or, si

s+t =¢q—1 ou g, puisque les différentielles du complexe dérivé de QI))( ®F
en yo sont nulles, ® A ag est D"-exacte : dj[a] = 0.

e En rang 2,

et {a € FsBs*t/da € Fst2Bstit1} 0
2 = Fs+1Rs+t + d(Fs—lBs+t_1)

s+2,t—1
E2
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[a] = Z ag 2" — [zs+2<1> A Qgi1

s'>s
avec D"ay =0 mod FsH3pstit!
et D"as 1+ P Aas=0. +dFstipste,

Modulo F**t1Bs+t 4 d(Fs~1Bst=1) on peut supposer que as est A’-
harmonique. La condition de dégénérescence en bidegrés (p,q — 1) et (p,q)
montre que D"as11 =0si s+t = ¢ —1 ou q. Puisque les différentielles du
complexe dérivé de Qf @ F en yg sont nulles pour ces bidegrés, ® A a1 est
D"-exacte : dd™" et d? sont nulles.

e En rang r quelconque supérieur a 2,

{a c FSBS+t/d(Z c Fs+rBs+t+1} dy

= +rt—r41
Eﬁ - Fs+1Bs+t + d(strJrlBsthfl) Eﬁ e
[a] = Z ag 2" — (27D A asir_1]
s§'>s
avec D"as =0 mod Fstrlipstitl
D'as 1 +®ANag =0 +dFstipstt,

DI/CZS_H»_l + P A Agypr—2 = 0.

Modulo F5H1Bstt  g(Fs=+L1 Bs+i=1) et par applications successives de
la condition de dégénérescence, on peut supposer que pour tout ¢ € [0,7 —
2] NN, as4; est A”- harmonique. La condition de dégénérescence permet
d’affirmer que D"as1,—1 = 0. L’argument du complexe dérivé montre alors
que P A agy,—1 est D"-exacte et que d,.[a] = 0 en bidegrés (p,q—1) et (p, q).

e En conclusion, en degré ¢ la suite spectrale précédente dégénere en Fj.

MS
D 51" = o 60 o ()

s+1
s+t=q s Myo

est le gradué associé a une filtration de la fibre en yg du faisceau de coho-
mologie HI(AP*,d*). En dehors d’un sous-ensemble analytique propre de
Z, tous les faisceaux (H(AP*,d*)) qen sont localement libres et

@)

HI(AP®, d*) @ _Y _ HPYX,F® )\y)_

M,
Sur un voisinage épointé du point yo dans Z, ce dernier groupe est par
conséquent de dimension h?9(X, F ® \y,) soit m. Le voisinage et par suite
toute la droite Z sont dans I'ensemble analytique SE4(F). O
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17.3. Structure des lieux exceptionnels de cohomologie

PROPOSITION 17.3. — On suppose que le fibré vectoriel F est (0,q)-
semi-positif. Alors, pour toute (0,1)-forme ® harmonique sur X, le triplet
(X, F, ®) vérifie la condition de dégénérescence en bidegré (0, q).

Dmonstration. — Soit a et b deux (0, ¢)-formes de classe C* a valeurs
dans F telles que D"a = ® A b et b soit A”-harmonique. Alors, ® A b est
A"-harmonique d’aprés la proposition 16.3 et D”-exacte par hypothese :
elle est donc nulle. O

THORME 17.4. — Soit a : X — A un morphisme de X dans un tore
complexe A.

(i) Si F est un fibré vectoriel (0,q — 1)- et (0, q)-semi-positif, alors le
lieu exceptionnel S%,(X, F,a) est une réunion de translatés de sous -tores de
Pic’(A).

(ii) Si F est un fibré en droites qui admet une métrique hermitienne de
classe C*° a courbure semi-négative, alors pour tout q € N, le lieu exception-
nel S9, (X, F,a) est une réunion de translatés de sous -tores de Pic’(A).

(iii) Si F' est un fibré en droites de dual semi-ample, alors pour tout
q € N, le lieu exceptionnel S (X, F,a) est une réunion de translatés de sous
-tores de Pic®(A).

Dmonstration. — On traite le cas ou a est le morphisme d’Albanese de
X. Le cas général s’en déduit par la propriété universelle.

Puisque (i) = (i) = (iii), on se place sous les hypothéses (i). Par
la proposition précédente, pour toute (0,1)-forme harmonique ¢ et pour
tout y € Pic’(X), (X, F ® \,, ®) vérifie la condition de dégénérescence en
bidegrés (0,q — 1) et (0,q). La proposition 17.2 montre qu’aux points lisses
y de SE,(F) ou h4(X, F ® Ay) = m toutes les droites tangentes a SZ, (F') sont
en fait incluses dans SZ,(F). Ceci suffit pour affirmer que les composantes
irréductibles du lieu exceptionnel S (F') sont des translatés de sous-tores

de Pic’(X). O

On peut préciser la structure des composantes irréductibles des lieux
exceptionnels.

COROLLAIRE 17.5. — Si F' est un fibré vectoriel (0,q—1)- et (0, q)-semi-
positif, et si Z est une composante irréductible de S%,(F), alors il existe un
espace complexe normal N, une application analytique surjective a fibres
connexes f : X — N tels que

(i) il existe \g € Pic®(X), tel que Z C \g + f*(Pic®(N)),
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(ii)) dim N < q,
(iii) N est de type d’Albanese général.

Dmonstration. — Elle suit celle de [G-L 91](Théoreme 0.1). On con-
sidere
u: X—2XSAIb(X)——Z

obtenue en intégrant les 1-formes holomorphes sur X dont les conjuguées
sont tangentes a Z C ST, (F). Ici Z est le tore dual du tore Z. L’espace N
est alors ’espace complexe intermédiaire qui apparait dans la factorisation
de Stein de u. (i) et (iii) sont des conséquences de la construction de N.
Pour (ii), on raisonne comme dans la démonstration du théoreme 16.1 en
remplacant le mophisme d’Albanese ax de X par sa restriction u et donc
R%1(X) par dim N. O

17.4. Périodicité

Dans ce paragraphe, on retrouve une partie du résultat de périodicité da
a S.D. Cutkosky et V. Srinivas ([C-S 93] theorem 8), comme conséquence
du théoreme de structure des lieux exceptionnels.

COROLLAIRE 17.6. — Soit (X, F') comme dans I'introduction. On sup-
pose que F' est un fibré vectoriel (0,q—1)- et (0, q)-semi-positif. Alors, pour
tout fibré en droites p numériquement plat (i.e. de premiére classe de Chern
de torsion) la fonction

ki hi(F @ i*)

est périodique pour k > kg assez grand.

Dmonstration. — Si p est de torsion, le résultat est acquis. On suppose
maintenant que u est topologiquement plat, mais pas de torsion. On rermar-
que d’abord que la fonction A — h%(X, FF® \) semi-continue supérieurement
sur Pic’(X) compacte est majorée. On considere

m,,(F) := max{m/ il existe une infinité de k € N/h4(F @ u*) = m}.

L’ensemble analytique anﬂ( F)(F ) est une réunion finie de translatés de sous-

tores de Pic®(X). L’une de ses composantes irréductibles contient deux
points de {u*,k € N} et par conséquent tout ’ensemble de points alignés
{p¥, k € N}. Ainsi, pour tout k € N,h%(F ® p¥) > m,(F). Les valeurs
strictement plus grandes que m,,(F') sont en nombre fini et ne peuvent étre
atteintes qu’un nombre fini de fois. A partir d’un certain rang kg, les di-
mensions sont donc

BI(F @ 1) = my(F).
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Si g est numériquement plat, avec rcy(u) = 0, le fibré p s’écrit 7 ® X avec 7
de torsion et A\ topologiquement plat (il suffit de prendre une racine r¢1€

du fibré plat x”). On obtient alors, pour k assez grand
hI(F @ p*) = my(F @ 7)

qui ne dépend que de k modulo 7. O

17.5. Condition forte du premier ordre

DFINITION 17.7. — Soit (X, F, ®) comme dans I'introduction. On dira
que le triplet (X, F, ®) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré
(p,q) si pour tout couple (a,b) de (p,q)-formes de classe C* a valeurs dans
F tel que

e D'a=®dAb

il existe une (p, q)-forme c de classe C*° a valeurs dans F' telle que

dANa=D"c.

Remarque. — La condition forte du premier ordre en bidegré (p,q) im-
plique I'annulation de la différentielle en degré ¢ du complexe dérivé de
Q% ® F en [Ox], le point 0 de Pic®(X).

PROPOSITION 17.8. — Si yg € SE4(F) et si (X, F ® \y,,®) vérifie la
condition forte du premier ordre en bidegrés (p,q — 1) et (p,q), alors la
”droite” passant par yq et de direction ® est incluse dans le lieu exceptionnel
SPa(F).

Idée de démonstration. — La condition forte du premier ordre montre,
sans supposer m égal a hP4(F ® \y,) ni ® tangente a SH4(F), que les diffé-
rentielles d4~1 et d4 de la suite spectrale considérée dans la démonstration
de la proposition 17.2 sont nulles en rang r > 1.

PROPOSITION 17.9. — Soit ® une (0, 1)-forme harmonique sur X. On
suppose qu’il existe une métrique hermitienne h de classe C*° sur F' et un
nombre réel ¢ strictement positif tels que

lich,(F),A] > €[i® A® ® Idp,A] sur A™T'T*X ® F.

Alors (X, F, ®) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré (n,q).
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Dmonstration. — Soit a et b deux (n,q)-formes de classe C* & valeurs
dans F telles que D”a = ® Ab. On cherche a appliquer & ® A a le principe
des estimations L? pour l'opérateur D"

On remarque d’abord que :

D"(®ANa) = PAD"a car & est harmonique
= OPADPAD par hypothese
= 0 car ® est de bidegré (0,1).

Soit v une (n,q + 1)-forme de classe C* a valeurs dans F' muni de la
métrique h. v s’écrit v1 + vy avec vy € kerD” et vy € (kerD”)t C Kerd”. On
note «(®) l'adjoint de la multiplication extérieure par ®.

(@ Aa o) = [(@Aavu)
= |{a, (@0
Or, puisque v1 est de bidegré (n,q + 1) et ® de bidegré (1,0),

< Jlaffle(@)vr 2.
L(®)vy = —i[®, AJvy = —i® A Avy.
Par conséquent,

(@)l = {—i® A Avi, ((@)r))
= «26 AP A Avy, 1)1>>
= «[1.5/\‘1),/\]1)1,1)1».

Par I’hypotheése de courbure sur F', puisque vy est de bidegré (n,q + 1),
— 1
([i® A @, AJor, 1)) < —{([icn(F), Alor, o)
L’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano fournit
(lien(F), Ao, o) < [D"vi || + [[8" o1 |* = 16" oa]|* = [|6"]>.
Ainsi,
o _ llall®, o 2
(@ Aa, 0" < —]|570]".

Par le théoreme d’Hahn-Banach et les propriétés d’ellipticité de A” (on
peut imposer la condition supplémentaire §”c¢ = 0), il existe une forme
c € C®(X,A™IT*X ® F) telle que

dANa=D"c.
O

Remarque. — L’idée directrice de cette démonstration et donc de ce
paragraphe est inspirée par [Sk 78].
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THORME 17.10. — (i) Soit Q une métrique kéhlérienne sur Alb(X).
Supposons qu’il existe une métrique hermitienne h de classe C* sur F' telle
que [icy,(F),A] > [0*Q ® Idp, A] sur A™T*X @ F et sur A T*X @ F.
Alors pour tout m € N,S%4(F) = S 9(F~1) est soit vide, soit égal &
Pic’(X).

(ii) En particulier, si F est un fibré en droites dont une puissance F* est
globalement engendrée et vérifie H' (X, F*) = 0, alors pour tout (q,m) €
N x N*, 8¢ (F~1) est soit vide, soit égal & Pic’(X).

Dmonstration. — (i) Par hypothese, pour tout ® € H'(X, O) harmoni-
que et pour tout y € PicO(X ), il existe une métrique hermitienne de classe
C® sur F® Ay et un € > 0 tel que

[ich(F (= )\y),A] > 5[26 NP ® Idp@)\y,A]

sur AIT*X @ F et sur A»HT*X @ F.

D’apres la proposition 17.9, (X, F ® Ay, ®) vérifie la condition forte du
premier ordre en bidegrés (n,q—1) et (n, q). Par la proposition 17.8, toutes
les droites passant par un point de S/»9(F') sont incluses dans S)»9(F).

(ii) Soit ® € H'(X,0) et Eg 'extension de F* par lui-méme définie
par .
0— FF 5 By — FF 5 0.

Puisque H'(X, F*) = 0 et que F* est globalement engendré, la suite exacte
longue associée montre que Eg est aussi globalement engendré et par suite
semi-positif au sens de Griffiths. Pour une métrique quotient sur F*, par

un calcul de ([Gr 69] 2.d),

7—

ic(F) > ~® A ®.

|

On conclut alors comme dans (i). O
18. Fibrés en droites de dual nef et abondant

Dans cette partie, on se propose d’étendre au cas des fibrés en droites de
dual nef et abondant sur les variétés projectives, les théoremes d’annulation
et de structure des lieux exceptionnels de cohomologie précédement démontrés
pour les fibrés en droites de dual semi-ample.

18.1. Définitions et propriétés

Soit F' — X un fibré en droites nef sur une variété X kéhlérienne com-
pacte lisse de dimension n. Sa dimension numérique v(F) est le plus grand
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des entiers k tels que la classe de cohomologie ¢;(F)* € H*(X,R) soit
non nulle. Sa dimension de Kodaira-litaka x(F") a été introduite dans la
définition 2.9. Les premieres propriétés des ces invariants birationnels sont
résumées dans la

ProprosITION 18.1. — (i) w(F) < v(F).
(ii) Si F' est semi-ample, alors k(F) = v(F).
(iii) Si k(F) =n —1 ou n, ou si v(F) = n alors k(F) = v(F).

Dmonstration. — (i) a été démontré dans la proposition 9.1.

Pour (ii), un morphisme canonique associé a une puissance tensorielle de F'
globalement engendrée permet de montrer I'inégalité v(F') < k(F).

Pour (iii), on remarque d’abord que x(F') est 'exposant de croissance de la

suite des dimensions (hO(X v ))keN' Les inégalités de Morse holomorphes

[De 94] exprimées sous forme algébrique donnent, puisque F' est nef sur X

kéhlérienne,
n

rO (X, F*) > k—'cl(F)" —o(k™).

n!
Ainsi, si v(F) = n alors k(F) = n. O

DFINITION 18.2. — Un fibré en droites nef est dit abondant (good
en anglais) si sa dimension de Kodaira-Iitaka coincide avec sa dimension
numérique.

Pour un fibré en droites quelconque F', on définit sa dimension de Kodaira-

Titaka topologique '(F') par

K'(F):= max k(F®M\).
AEPic(X)

Un fibré en droites nef est dit topologiquement abondant si sa dimension
de Kodaira-Iitaka topologique coincide avec sa dimension numérique. Cela
revient a dire que le fibré devient abondant aprés tensorisation par un fibré
topologiquement trivial.

Exemple. — Un fibré topologiquement trivial mais pas de torsion est nef

; aucune de ses puissances n’a de sections : il n’est donc pas abondant. 1l
est par contre topologiquement abondant.

18.2. Théoréme d’annulation, lieux exceptionnels

Dans ce paragraphe, on démontre le
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THORME 18.3. — Soit X une variété projective lisse et F' — X un fibré
en droites nef et topologiquement abondant. Alors pour tout m, S% (F~1)
est un ensemble analytique réunion de translatés de sous-tores de Pic’(X)
de codimension supérieure a dim a(X) — q.

Remarque. — Le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg montre
que pour un fibré en droites nef sur une variété projective, S9(F~1) est vide
en degrés ¢ strictement inférieurs a la dimension numérique v(F).

Remarque. — Le résultat de périodicité du corollaire 17.6 peut aussi
étre obtenu pour les fibrés en droites nef et topologiquement abondants sur
les variétés projectives.

Dmonstration. — Il suffit de traiter le cas ou F est abondant. On
cherche a se ramener au cas ou F' est globalement engendré en dehors d'un
diviseur, puis a réduire les multiplicités de ce diviseur.

On applique d’abord le

LEMME 18.4. — ([Ka 85] proposition 2.1, voir aussi [E-V 92| lemme
5.11) Soit F' — X un fibré en droites nef et abondant sur une variété X
projective lisse. Alors, il existe une variété Y projective lisse, une modifica-
tion 7 : Y — X, un diviseur effectif D sur Y et un entier mg tels que pour
tout m € N*, le fibré en droites T*F™™° @ O(—D) soit semi-ample.

Puisque I'image inverse d’un fibré semi-ample par une application quel-
conque est semi-ample, on peut supposer quitte a prendre une nouvelle mod-
ification, que D est & croisements normaux (i.e. & composantes lisses et
transverses aux points d’intersection.)

Comme dans [Bi 95], on utilise ensuite le
LEMME 18.5. — ([Ka 85] lemme 3.1) Soit D un diviseur effectif a
croisements normaux sur une variété Y projective lisse de dimension n.

Alors, il existe une variété Z projective lisse, un revétement galoisien 7 :
Z —'Y de groupe G fini et un diviseur D' sur Z tels que

7D = myD’

et tels que le fibré Oz (D') soit muni d’une action p du groupe G telle que
la partie invariante du faisceau image directe du faisceau Oz(D") soit

(m02(D)" = Oy(| 1)

mo

ou [ ] désigne la partie entiére des diviseurs.
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On peut, par choix de mg, supposer que les multiplicités de D sont
strictement inférieures a mg pour obtenir

(W*OZ(D/))[) = Oy.

Dmonstration. — On rappelle brievement comment ce revétement est
obtenu (voir aussi [E-V 92| lemme 3.19). On suppose d’abord que D est
irréductible et réduit.

Soit A un diviseur tres ample sur Y tel que O(mgA— D) soit engendré par
ses sections globales. Soit Hy, - - -, Hy, n diviseurs génériques dans le systeme
linéaire complet |mgA — D] tels que le diviseur D + Hy + --- + H,, soit a
croisements normaux. On peut supposer que l'intersection DNH{N---NH,
est vide.

On note L le fibré en droites canoniquement associé a un diviseur
A. Soit Z la normalisée du sous-ensemble analytique Z’ C L%’g 4 défini
localement par les équations

(y7§17”' 7571) € Z, — VJ, é._;no = U](y)UD(y)

ol o (resp. op) est une section de Ly, a—p (resp Lp) de diviseur H; (resp.
D). On note 7 'application naturelle de Z dans Y.

On montre que Z est lisse. En un point £ = (y,&1,--+,&,) € Z tel que
Y € Nies Hr et y & DUUyz; Hi, si (0x0p, 21) est un systeme de coordonnées
holomorphes au voisinage de y, (£, ;) est un systéme de coordonnées holo-
morphes au voisinage de £. Normaliser assure la possibilité de prendre une
racine mg-ieme d’une fonction holomorphe au voisinage d’un point ou elle
ne s’annule pas.

En un point § = (y,&1,---,6n) € Z tel que y € DN (pes Hi et y &
Uigs Hi, il existe lo tel que ay,(y) # 0. Si (Z&,0poyy, z1)(I" # lo) est un

Ulo ?
systeme de coordonnées holomorphes au voisinage de y, (557’“, opoy, 2r) est
0

un systeme de coordonnées holomorphes au voisinage de &.

Le diviseur 7*D est donné par 1’équation op(y) = 0. On note H'j :=
ZN{& =0} et D' := Hy +---+ H',,. Puisque DN, H; = 0, il vient
™D = moD'.

Le faisceau Oz(—D’) C Oz est muni de l'action naturelle p du groupe
de Galois G := (Z/mg)". Pour tout nombre entier naturel d, et pour tout
ouvert U de Y, (m.0z(dD"))” (U) est 'espace des fonctions méromorphes
sur 7~ 1(U), avec des poles d’ordre inférieur & d le long de H'y U--- U H',,
invariantes par p, donc provenant de U. Ainsi,

D
d ])

(r.02(dD"))” = Oy (|
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Si D n’est pas irréductible, D := d; D1 + --- + d;D;, on construit une
composée de revétements galoisiens m; de groupe G; correspondant a chaque
composante irréductible D;. Cette composée est dominée par un revétement
galoisien dont le groupe est une extension des groupes G;. En notant que
pour tout couple (4,7), (7,0)% = 1,0 si i # j et (7,0)% = O, on
retrouve la formule du cas irréductible. U

Maintenant, les fibrés ((7*7*F) @ O(=D'))™ = 7* (r*F™ @ O(-D))
et par suite, F := (7*7*F) ® O(—D’) sont semi-amples. Ce dernier est
de plus muni d’une G-action 1 ® p, ou 1 désigne la G-action triviale sur
le fibré 7#*7*F qui provient de Y. Cette action permettra de conclure
malgré 'augmentation d’irrégularité entre Y et Z : les images réciproques
sur Z des fibrés en droites topologiquement triviaux sur Y peuvent étre
retrouvés parmi les fibrés en droites topologiquement triviaux sur Z, grace
a lopération du groupe de Galois G sur une partie du groupe de Picard
de Z. Il y a un nombre fini de composantes irréductibles dans ’ensemble
des G-fibrés en droites topologiquement triviaux sur Z. Le lemme suivant
affirme que la composante irréductible de (7*Oy, 1) est composée de fibrés
qui proviennent de fibrés en droites sur Y.

LEMME 18.6. — Soit m : Z — Y un revétement galoisien de groupe G
fini. Soit L' — Z un fibré en droites sur Z muni d’une action p de G telle
que (L', p) soit dans la composante irréductible de (7*QOy,1) des G-fibrés
en droites sur Z. Alors, il existe un fibré en droites L — Y sur Y tel que
(L', p) soit isomorphe & (7*L,1).

Dmonstration. — Par hypothese, puisque le groupe des caracteres de G
est fini, pour tout g € G, z € Z, I/, € L, si g.z = z, alors p(g).l;, =l,,. Ainsi
L :=L'/p est un fibré en droites holomorphe sur Y. On montre alors que le
morphisme

r: L — 7L
(1) = (20

est un isomorphisme entre (L', p) et (7*L,1). O

Soit (A2, p2) un G-fibré en droites topologiquement trivial sur Z dans la
composante irréductible de (7*Oy, 1) des G-fibrés en droites sur Z. Par le
lemme précédent, on peut donc écrire (Ag, p2) sous la forme (7*A1,1). A
I’aide, par exemple, de la cohomologie des courants et de l'image directe
des courants on constate que 7* : H*(Y,R) — H?*(Z,R) est injective. La
premiére classe de Chern du fibré A\; est donc de torsion. Quand (Ag, p2)
varie dans la composante irréductible de (7*Oy, 1) des G-fibrés en droites
sur Z, puisque la partie de torsion de H?(Y,Z) est discrete, le fibré Ay change
par un fibré topologiquement trivial. Par conséquent, le fibré A; est, comme
Oy, topologiquement trivial.
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Puisque 7 est une modification, il existe un fibré en droites A € Pic?(X)
tel que A1 = 7*\. Réciproquement, tout fibré en droites A topologiquement
trivial sur X permet de construire (7*7*\, 1), G-fibré en droites topologique-
ment trivial sur Xy, dans la composante irréductible de (7*Ox,,1) des G-
fibrés en droites sur Xs.

Il s’agit maintenant relier la cohomologie G-équivariante des déformations
du fibré en droites semi-ample F' sur Xs a celle des déformations de F' sur X.

[Hq(Z,Ffl(X))\Q)}G = HI(Y,m(F1® ) )

= HY(Y,m( *T*F*1®OZ(D')®)\2)1®”®”)

(
(
= HY (Y *F oM ®7T*(O(D/))p)
- Hq(

(P N)
- Hq(X,F’ ®>\).

La premiere égalité a lieu car on peut prendre la moyenne des images par
G d’un représentant d’une classe de cohomologie, la derniére égalité car 7
est une modification entre variétés projectives lisses : les images directes
supérieures R’ 7, (Ox, ) sont nulles pour tout j > 0.

Le théoreme 18.3 est alors une conséquence de la version G-équivariante
du théoréme analogue pour les fibrés semi-amples (théoreme 18.7) . O

Soit r : Y — X un revétement galoisien de groupe G entre deux variétés
projectives lisses et F' — Y un fibré vectoriel. On note Pic?(Y, G)° la com-
posante irréductible de (r*Ox, 1) des G-fibrés en droites topologiquement
triviaux sur Y. On définit

S4(F,G) :={\ € Pic®(Y,G)°/ dim [HI(Y, F ® \)]¥ > m}.

On désigne par a% : Y — Alb(Y)% le morphisme obtenu en intégrant

les 1-formes holomorphes sur Y, invariantes par G. En fait, en identifiant
Alb(Y)¢ et Alb(X), on obtient % = ax or.

THORME 18.7. — Si le fibré F est (0,q—1)- et (0, q)-semi-positif. Alors
pour tout m, S, (F,G) est un ensemble analytique réunion de translatés de
sous-tores de Pic’(Y,G)° de codimension supérieure a dim a%(Y) — q.

19. Remarque sur les diviseurs effectifs

Le but de ce paragraphe est de montrer comment étendre la plupart des
résultats d’annulation pour la cohomologie des déformations d’un fibré vec-
toriel F' en des résultats d’annulation pour la cohomologie des déformations
de FF®@ O(—D) ou D est un diviseur effectif simple.
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DFINITION 19.1. — On dira qu’un espace complexe réduit (D,Op) est
normal a singularités rationnelles s’il existe un espace complexe irréductible
réduit lisse D et une modification v : D — D composée d’éclatements de cen-
tre réduit et lisse, tels que v,Op = Op et pour tout i € N—{0}, R',Op = 0.
En particulier, si D est sous-espace d’une variété kéhlérienne, D est une
variété kahlérienne.

ProOPOSITION 19.2. — Soit X une variété analytique complexe com-
pacte lisse et D un diviseur effectif réduit normal a singularités rationnelles.
On note i : D — X Dinclusion. Soit v : D — D une résolution de D donnée
par la définition 19.1 et v := i 0 v.

Alors
SYUX,F®O(-D)) c SUX,F)USI~Y(D,*F,u).

Dmonstration. — La suite exacte courte de définition de Op conduit
pour tout fibré en droites A € Pic?(X), & la suite exacte

HY(D,i*(F®\) - HI(X,F®O(-D)®\) - HY(X,F ® \).

Reste & remarquer en utilisant la suite spectrale de Leray pour v : D — D
que .
HTYD,*(F®\) = H"YD,*F @ *)).
O

On obtient ainsi, par exemple, en utilisant la propriété de transport de la
semi-négativité par image réciproque et le théoreme 16.4 d’annulation relatif
le

THORME 19.3. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F' comme dans
Pintroduction. On suppose que F' — X peut étre muni d’une métrique
hermitienne de classe C*° a courbure semi-négative. Soit D un diviseur
effectif réduit normal a singularités rationnelles. Alors, S4(X,F @ O(—D))
est un sous-ensemble analytique de Pic’(X) de codimension supérieure a
min(dim ax (X),dimax (D) + 1) — q.

Remarque. — La (0, ¢)-semi-positivité dépend de la métrique kahlérienne
choisie. Elle ne vérifie donc pas de propriétés de transport simples.

20. Fibrés vectoriels

La (0, g)-semi-positivité est une hypothese difficile a obtenir pour un
fibré vectoriel. Le but de cette partie est de montrer comment obtenir des
théorémes d’annulation générique pour la cohomologie des fibrés vectoriels
sous des hypotheses algébriques simples.
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20.1. Par les variétés de drapeaux

Soit £ — X un fibré vectoriel nef et abondant de rang r sur X projective.
Par définition, le fibré en droites Og(1) — P(E) est nef et abondant sur
P(FE) projective : on peut donc lui appliquer les résultats précédents. On
note 7 : P(E) — X la submersion naturelle. Le morphisme d’Albanese de
P(F) est la composée

appy 1 P(E)——X —25Alb(X).

et les fibrés en droites topologiquement triviaux sur P(E) sont donnés par
I’isomorphisme
7™ : Pic?(X) ~ Pic’(P(E))

qui respecte les structures affines. Puisque

pour tout k € N*, 7,0p(k) = SFE,

pour tout (j, k) € N* x N*, Rim, (Op(k)) =0

et que Kp(p) := m*(Kx ®@det E) ® Op(-r),
la suite spectrale de Leray associée a m donne pour tous k € N* et m € N*|
I’isomorphisme affine

7 ST (SR E* @ det E*) ~ 89 (Op(—r — k)).
On obtient donc des théoremes d’annulation générique et de structure

des lieux exceptionnels pour les fibrés S*E* ® det E* en degrés ¢ plus petits
ou égaux a la dimension d’Albanese de X moins le rang de E. La méme

démarche sur d’autres variétés de drapeaux, ou sur des produits de copies de
P(F) donne des théorémes pour d’autres représentations du groupe linéaire.

20.2. Par ’isomorphisme de Le Potier

Pour tout A € Pic%(X), sur 7 : P(E) ~ P(E ® \) — X, les fibrés en
droites Ogga(1l) et Op(1) ® 7 (A) sont isomorphes. L’isomorphisme de Le
Potier [L P 73] donne donc pour tous (p,q) € N? et m € N*

Sil(E) = S5(0p(1)).
20.3. Par les notions de semi-positivité
La semi-positivité d’un fibré vectoriel hermitien au sens de Nakano (utile

pour les théoremes d’annulation de cohomologie) implique la semi-positivité
au sens de Griffiths (géométrique). La "réciproque” établie dans [D-S 80]
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montre en particulier que si F est un fibré vectoriel hermitien semi-positif au
sens de Griffiths (par exemple un fibré vectoriel globalement engendré), alors
E ® det E est (n, q)-semi-positif pour tout ¢ > 0 et par dualité E* ® det E*
est (0, ¢)-semi-positif pour tout ¢ < dim X. Le théoreme 16.1 d’annulation
pour les fibrés semi-négatifs s’applique donc et donne le

COROLLAIRE 20.1. — Soit E un fibré vectoriel semi-positif au sens de
Griffiths. Alors pour \ générique dans Pic’(X),

HY (X, E*®@det E*® \) =0 pour tout ¢ < dim a(X).

En guise d’application, on considere Y une sous-variété de codimension
r de X définie par une section s d’un fibré vectoriel de rang r de la forme
F = F ® det F avec E semi-positif au sens de Griffiths. L’hypothese sur
la codimension de Y assure que s est localement donnée par des familles
régulieres de fonctions holomorphes. Le complexe de Koszul associé a s :

r 2
0— N\ AL hoy—o
donne donc une résolution de Zy. On déduit du corollaire précédent que
pour A générique dans Pic?(X) et ¢ < dim o(X) — rang(F), on a

HYX,Ty ® \) = 0.

En conséquence, pour A générique dans Pic?(Y) et ¢ < dim a(X) —rang(F),
on obtient, en utilisant la suite exacte courte qui définit Oy, 'annulation

HI(Y,\) =0.

En particulier, si la variété X est de type d’Albanese général (i.e. si
dim a(X) = dim X), on obtient que (—1)4mYy(Oy) > 0.

21. Variétés a courbure de Ricci semi-positive

On retrouve dans ce paragraphe un théoreme de Lichnerowicz [Li 71] sur
le morphisme d’Albanese d’une variété a courbure de Ricci semi-positive.
Plus généralement,

THORME 21.1. — Soit X une variété kahlérienne compacte lisse de di-
mension n dont le fibré canonique est (0,n — 1)-semi-positif. Alors, le mor-
phisme d’Albanese a : X — Alb(X) est une submersion.

Dmonstration. — Puisque O est isolé dans S"(Kx), pour toute (0,1)-
forme harmonique ® non nulle, le complexe dérivé de Kx en {O} dans la
direction &

H"NX, Kx)—22 5 H(X, Kx)—2250
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a une homologie nulle en degré n (i.e. H" 7 1(X, KX)LH”(X, Kx) est
surjective). C’est aussi une conséquence de la dualité de Serre

H"YX,Kx) x H(X,0) - H"(X, Kx).

On choisit une métrique h sur Kx a courbure (0,n — 1)-semi-positive.
Par le théoreme de Calabi-Yau (paragraphe 10.3), il existe une métrique
kahlérienne w sur X dont la courbure de Ricci est g—ﬂich(K x) € c1(X). Ainsi,
I’application naturelle

L (T ) = (AT X @ Kb, AW @ 1Y)

est une isométrie (a un facteur constant pres). La forme £(¢1) est une (0,n)-
forme harmonique a valeurs dans Kx. Elle ne s’annule en aucun point.

Le lemme 16.3 et la théorie de Hodge montrent que I'application entre
espaces de formes harmoniques

H (X, Kx)—22H (X, Ky)

est aussi surjective.

Par conséquent aucune (0, 1)-forme harmonique non nulle ne s’annule :
la différentielle du morphisme d’Albanese de X est partout surjective. [
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