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RÉSUMÉ

L’objet de cette thèse est l’étude des propriétés de positivité algébriques,
analytiques et cohomologiques des fibrés vectoriels holomorphes sur les variétés
kählériennes compactes lisses.

Dans la première partie, nous décrivons les propriétés de positivité algébriques
et analytiques des fibrés vectoriels obtenus comme images directes par des
morphismes lisses de fibrés en droites numériquement effectifs adjoints par
le fibré canonique relatif.

Dans la deuxième partie, nous étendons aux variétés kählériennes compactes
le théorème, dû à F. Bogomolov, d’annulation des espaces de pformes holo-
morphes à valeurs dans un fibré en droites de dual numériquement effectif.
La troisième partie, motivée par les travaux de M. Green et R. Lazarsfeld, est
consacrée aux théorèmes d’annulation générique des groupes de cohomologie
de fibrés vectoriels semi-négatifs. Nous décrivons aussi la structure des lieux
exceptionnels de cohomologie.

MOTS-CLÉS

Variétés kählériennes compactes lisses, fibrés vectoriels holomorphes, notions
de positivité, théorèmes d’annulation, lieux exceptionnels de cohomologie,
méthodes transcendantes.
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remercier.

3



4



Table des matières

Introduction 9

1 Introduction générale 9
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8.1 Variétés kählériennes compactes dont le fibré tangent est nu-
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8.2 Positivité de SkE ⊗ detE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
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INTRODUCTION

1. Introduction générale

L’idée directrice de ce texte est de relier les propriétés de positivité
algébriques, analytiques et cohomologiques des fibrés vectoriels holomorphes
sur les variétés analytiques complexes compactes lisses.

Soit E → X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique
complexe compacte lisse. Algébriquement, l’amplitude de E est reliée à
l’abondance de sections de ses puissances symétriques SkE : le fibré E est
dit très ample si ses sections globales réalisent tous les jets d’ordre 1 à valeurs
dans E et tous les couples de valeurs dans E⊕E → X×X−∆X . La notation
∆X désigne la diagonale de X ×X. Le fibré E est dit ample si une de ses
puissances symétriques est très ample.

Les notions de positivité analytiques se lisent en termes d’existence de
métriques hermitiennes sur E à courbure positive : le fibré E est dit stricte-
ment positif au sens de Griffiths s’il peut être muni d’une métrique hermi-
tienne de classe C∞ dont la forme de courbure, qui est une (1, 1)−forme
différentielle à valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de E,
est définie positive sur les tenseurs élémentaires de TX ⊗ E.

L’annulation des groupes de cohomologie de Dolbeault à valeurs dans E
en certains bidegrés (p, q) avec p + q > dimX fournit des notions de posi-
tivité cohomologiques. Rappelons à titre d’exemple le théorème d’annulation
d’Akizuki-Kodaira-Nakano :

Théorème. — Soit L → X un fibré en droites ample sur une variété
X analytique complexe compacte lisse. Alors pour tout (p, q) ∈ N2 avec
p+ q > dimX,

Hq(X,ΩpX ⊗ L) = 0.

Ces notions cohomologiques ont d’importantes conséquences géométriques
en particulier pour l’extension de sections holomorphes.

Nous donnerons des définitions précises de positivité dans les préliminaires
et dans chaque chapitre. Dans ce chapitre introductif, le mot positif est à
prendre en un sens très flexible. Ce texte est composé de trois parties large-
ment indépendantes.



Images directes de fibrés en droites adjoints

D’après une conjecture de P. A. Griffiths [Gr 69], un fibré vectoriel
E → X ample sur une variété X projective lisse serait strictement positif
au sens de Griffiths. Ce résultat est élémentaire pour les fibrés en droites et
les fibrés vectoriels très amples. Il a été démontré par H. Umemura [Um 73]
sur les courbes en se ramenant au cas d’un fibré ample et stable. Ce dernier
résultat a été précisé par F. Campana et H. Flenner [C-F 90] : il existe un
revêtement fini ramifié de la courbe X tel que l’image réciproque de E soit
quotient d’une somme de fibrés en droites amples.

Nous obtenons dans cette direction le

Théorème. — Soit E → X un fibré vectoriel ample sur un espace
projectif, une variété abélienne, ou une variété torique projective. Pour
tout k ∈ N, le fibré vectoriel SkE ⊗ detE est strictement positif au sens de
Griffiths.

L’hypothèse sur la variété de base X assure l’existence d’une auto-
application θ : X → X qui augmente la polarisation choisie.

Ce théorème est corollaire d’une étude des propriétés de positivité du
faisceau image directe ϕ⋆(K

ϕ
X/Y ⊗ L) par un morphisme lisse ϕ : X → Y

entre variétés kählériennes compactes lisses d’un fibré en droites L holomor-
phe semi-positif adjoint par le fibré canonique relatif Kϕ

X/Y de ϕ.

L’hypothèse naturelle sur le fibré en droites est ici l’effectivité numérique :
un fibré en droites L→ X sur une variété X projective lisse est dit numéri-
quement effectif (nef) si son degré sur toute courbe est positif ou nul. Plus
généralement, un fibré en droites L→ X sur une variété (X,ω) kählérienne
compacte lisse est dit numériquement effectif s’il peut être muni d’une
métrique hermitienne de classe C∞ dont la courbure a une partie négative,
mesurée par rapport à ω, arbitrairement petite. Un fibré vectoriel E → X
est dit nef si le fibré en droites OE(1) → P(E) canoniquement associé à E
est nef sur P(E), la variété des hyperplans de E.

Le type de résultat que nous présentons est

Théorème. — Soit X et Y deux variétés kählériennes compactes lisses,
ϕ : X → Y une submersion et L → X un fibré en droites holomorphe numé-
riquement effectif et ϕ−ample. Alors le faisceau ϕ⋆(K

ϕ
X/Y⊗L) est localement

libre et numériquement effectif.

Nous développons en particulier un procédé L2 de construction de métriques
hermitiennes sur ϕ⋆(K

ϕ
X/Y⊗L), introduit par J. P. Demailly [De 92]. Comme
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les métriques de Bergman, ces métriques prennent en compte les espaces de
sections holomorphes de Kϕ

X/Y ⊗ L sur les fibres de ϕ. Nous introduisons
aussi une technique de régularisation par transport parallèle des métriques
hermitiennes continues sur les fibrés vectoriels holomorphes avec contrôle de
la courbure.

Les questions de positivité du faisceau image directe du faisceau canon-
ique relatif ont été abordées dans le cadre projectif entre autres par T. Fujita
[Fu 78], Y. Kawamata [Ka 81], J. Kollár [Ko 86] et E. Viehweg [Vi 95]. En
particulier, elles sont importantes pour l’étude de l’additivité des dimensions
de Kodaira-Iitaka et pour la description de polarisations sur les espaces de
modules.

Versions kählériennes du théorème d’annulation de Bogomolov

Notons que l’hypothèse d’amplitude sur le fibré L dans le théorème
d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano force la variété X à être projective.
L’objet de la deuxième partie est d’obtenir sur les variétés kählériennes
compactes lisses, sous des hypothèses de semi-positivité pour le fibré en
droites L, des théorèmes d’annulation qui étendent, au moins partiellement,
le théorème d’annulation d’Akizuki-Kodaira-Nakano. Cette démarche est
essentiellement motivée par la perspective d’élaborer une théorie de Mori
des variétés kählériennes compactes.

Considérons L→ X un fibré en droites nef sur la variété X kählérienne
compacte. Sa dimension numérique notée ν(L) est le plus grand entier
naturel l tel que la classe de cohomologie de De Rham c1(L)

l ne soit pas
nulle.

Une idée-force est l’utilisation du théorème de Calabi-Yau pour la con-
struction d’une suite de métriques hermitiennes hε de classe C∞ sur le fibré
en droites L nef afin de répartir de mieux en mieux la positivité de L sur la
variété kählérienne compacte (X,ω), de même que sur une variété projective
polarisée (X, ich(L)), la courbure ich(L) de (L, h) est parfaitement répartie.

Nous parvenons dans le cadre kählérien, à une généralisation du théorème
d’annulation de F. Bogomolov [Bo 78] :

Théorème. — Soit L → X un fibré en droites numériquement effectif
de dimension numérique ν(L) sur une variété X kählérienne compacte lisse
de dimension n. Alors pour tout p ∈ N avec p > n− ν(L),

Hn(X,ΩpX ⊗ L) = 0.

Au cours de la démonstration, nous obtenons que les métriques hε perme-
ttent de réaliser la dimension numérique ν(L) comme le nombre de valeurs
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propres de courbure strictement positives sur un ensemble de mesure de plus
en plus grande à mesure que ε tend vers zéro.

Parvenir par cette méthode au théorème d’annulation de type Kawamata-
Viehweg (i.e. sous les hypothèses du théorème précédent, l’annulation des
groupes Hq(X,ΩnX⊗L) = 0 en degrés q > n−ν(L)) nécessiterait un contrôle
fin des différents représentants harmoniques pour les différentes métriques
hermitiennes hε d’une classe dans la cohomologie de Dolbeault Hn,q(X,L).
Ce point reste encore incomplet dans l’article d’I. Enoki [En 93].

Les résultats obtenus s’étendent aux variétés de Fujiki (i.e. les variétés
qui sont des modifications de variétés kählériennes compactes.)

Annulation générique des groupes de cohomologie d’un fibré semi-négatif

D’une part, sous des hypothèses de stricte positivité algébrique ou an-
alytique pour le fibré en droites L, le théorème d’annulation d’Akizuki-
Kodaira-Nakano conduit à la positivité cohomologique de L. D’autre part,
les travaux de M. Green et R. Lazarsfeld [G-L 87] [G-L 91] décrivent la co-
homologie générique des fibrés topologiquement triviaux (i.e. de première
classe de Chern nulle et qui peuvent donc être munis d’une métrique hermi-
tienne à courbure nulle).

Pour une variété (X,ω) kählérienne compacte, la notation Pic0(X) dési-
gne le tore complexe qui paramètre les classes d’isomorphie de fibrés en
droites topologiquement triviaux sur X. Pour tout fibré L sur X, nous
étudions les lieux exceptionnels de cohomologie des déformations de L par
produit tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux :

Sq(L) :=
{
y ∈ Pic0(X)/Hq(L⊗ λy) 6= {0}

}

où λy désignera un représentant de y ∈ Pic0(X).

Nous obtenons pour un fibré en droites L semi-négatif (ou bien par du-
alité de Serre pour KX ⊗ L où L est un fibré en droites semi-positif) des
théorèmes d’annulation générique et de structure des lieux exceptionnels
dont le prototype est

Théorème. — Soit (X,ω) une variété kählérienne compacte lisse de
dimension d’Albanese dimα(X) et L → X un fibré en droites dont le dual
est globalement engendré. Alors, pour tout entier q strictement inférieur à
dimα(X), le lieu exceptionnel Sq(L) est un ensemble analytique réunion de
translatés de sous-tores de Pic0(X) de codimension supérieure à
dimα(X) − q. De plus, Sq(L) ⊂ Sq(L2) ⊂ Sq(L3) ⊂ · · ·.

Ici α : X → Alb(X) est le morphisme d’Albanese de X.
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Hormis la dernière assertion, ce théorème s’étend sur les variétés pro-
jectives, aux fibrés en droites de dual numériquement effectif et abondant
(i.e. de dimension numérique égale à la dimension de Kodaira-Iitaka). En
effet, les lieux exceptionnels se transforment de façon naturelle au cours de
modifications et de revêtements galoisiens de la variété de base.

Nous donnons aussi des versions pour les fibrés vectoriels obtenues prin-
cipalement par des constructions d’images directes de fibrés en droites.

Nous retrouvons, à l’aide de la structure des lieux exceptionnels, des
propriétés de périodicité dues à S.D. Cutkosky et V. Srinivas [C-S 93] de la
fonction

k 7→ hq(L⊗ µk)

où µ est un fibré en droites numériquement plat (i.e. dont la première classe
de Chern est de torsion).

A partir d’idées présentes dans les travaux d’ H. Skoda [Sk 78] sur la
surjectivité des morphismes entre fibrés vectoriels, nous déterminons des
cas où les fibrés en droites topologiquement triviaux ne modifient pas la
cohomologie de L.

Il a fallu en particulier élaborer une théorie de Hodge des fibrés semi-
négatifs. Il n’y a pas en général de conjugaison naturelle sur la cohomologie
à valeurs dans L, si L est semi-négatif. Cependant, les formes harmoniques
à valeurs dans L se comportent simplement par les principales opérations,
notamment le produit extérieur. Nous obtenons dans ce cadre un théorème
d’injectivité de l’application induite en cohomologie par le produit tensoriel
par une section d’un fibré en droites semi-négatif, qui étend un résultat de J.
Kollár. Nous étudions aussi les morphismes de Lefschetz de multiplication
par la forme de Kähler agissant sur la cohomologie des fibrés semi-négatifs :

Théorème. — Si p+ q ≤ n et si F est semi-positif, alors le morphisme
de Lefschetz

ωn−p−q∧ : Hp,q(X,F ) −→ Hn−q,n−p(X,F )

est surjectif.

Nous donnons une application de nos résultats au calcul de la car-
actéristique d’Euler de variétés définies par une section d’un fibré vectoriel
semi-positif.

Certains résultats de M. Green et R. Lazarsfeld ont été conjecturés et
exploités par A. Beauville [Be 88] et F. Catanese [Ca 91] pour l’étude des
systèmes paracanoniques des variétés irrégulières. L. Ein et R. Lazarsfeld
[E-L 96] ont résolu des conjectures de J. Kollár [Ko 95] sur les variétés de
type d’Albanese général par les méthodes développées dans [G-L 91].

13





2. Préliminaires

2.1. Géométrie différentielle complexe

2.1.1. Condition de Kähler.

Soit X une variété analytique complexe lisse munie d’une métrique her-
mitienne g de classe C∞. La métrique g permet de mesurer les vecteurs
du fibré tangent TX := (TRX,J) muni de la structure complexe J . Elle
permet par suite de mesurer les vecteurs du complexifié de l’espace tangent
TCX := (TRX ⊗R C, Id ⊗ i×). On notera T 1,0X et T 0,1X les espaces pro-
pres de l’endomorphisme J ⊗ Id : TC → TC pour les valeurs propres i et −i
respectivement. Ainsi, TCX = T 1,0X ⊕ T 0,1X.

Après oubli de la structure complexe J sur TRX, la partie réelle de la
métrique hermitienne g fournit sur X une métrique riemannienne gR. La
connexion de Levi-Civita associée sera notée ∇. La partie imaginaire de g
est une 2−forme différentielle sur X notée par commodité −ω/2. La forme
ω est réelle, de type (1, 1). Réciproquement, si Ω est une forme différentielle,
réelle, de type (1, 1), ξ → Ω(ξ, Jξ)/2 définit par polarisation, en tout point
de X, une forme G sesquilinéaire à symétrie hermitienne. On dira que Ω
est définie positive si G l’est. Par ce procédé, la donnée d’une métrique
hermitienne est équivalente à la donnée d’une forme réelle, de type (1, 1),
définie positive.

Dfinition 2.1. — Une forme réelle de type (1, 1) définie positive est
dite de Kähler si elle est d−fermée. Une métrique g est dite kählérienne si
la forme ω associée est une forme de Kähler.

Cette condition est souvent utilisée par les caractérisations suivantes.

Proposition 2.2. — ([Wu 83] first lecture) Il y a équivalence entre

(i) La métrique g est kählérienne i. e. dω = 0 .

(ii) Les fibrés T 1,0X et T 0,1X sont conservés par la connexion de Levi-
Civita ∇C sur TCX associée à la métrique riemannienne gR ⊗ | |2C i. e.
∇J = 0.

(iii) Pour tout x ∈ X, il existe un système de coordonnées holomorphes
(z1, · · · , zn) centré en x dans lequel l’écriture locale de ω est de la
forme

ω ≃ i
∑

j

dzj ∧ dzj − i
∑

jklp

cjklpzlzpdzj ∧ dzk +O(|z|3).

(Un tel système est dit ω−géodésique en x.)



(ii) montre que la condition de Kähler impose une relation forte entre la
structure complexe et la structure métrique sur X.

(iii) montre que les relations entre opérateurs différentiels du premier ordre
(relations de Hodge) sur une variété kählérienne lisse seront analogues à
celles obtenues sur l’espace hermitien plat (Cn, | |2).

2.1.2. Connexion de Chern d’un fibré vectoriel holomorphe her-
mitien.

Soit X une variété analytique complexe lisse et (E, h) → X un fibré
vectoriel holomorphe hermitien (i.e. muni d’une métrique hermitienne de
classe C∞) de rang r sur X. Le fibré vectoriel holomorphe TX = (TRX,J)
est isomorphe à (T 1,0X,×i) tandis que son conjugué TX := (TRX,−J) est
isomorphe à (T 0,1X,×i). Ainsi,

∧d T ⋆CX =
∧d(T ⋆X + T ⋆X) =

⊕
p+q=d

∧p,q T ⋆X

où
∧p,q T ⋆X :=

∧p T ⋆X ∧
∧q T ⋆X.

On notera C∞(X,
∧p,q T ⋆X ⊗ E) = Ap,q(X,E) l’espace des (p, q)−formes

de classe C∞ à valeurs dans le fibré vectoriel holomorphe E. La donnée
de la métrique hermitienne h permet de définir en tout point x ∈ X un
accouplement sesquilinéaire

{ , } :
∧d

T ⋆C,xX ⊗ Ex ×
∧d′

T ⋆C,xX ⊗Ex →
∧d+d′

T ⋆C,xX

par
{u⊗ e, u′ ⊗ e′} := h(e, e′)u ∧ u′.

Une connexion D : C∞(X,E) → C∞(X,T ⋆CX ⊗ E) est dite compatible
avec la structure complexe de E si sa partie de type (0, 1), D0,1 : C∞(X,E) →
C∞(X,T ⋆X ⊗ E), cöıncide avec l’opérateur de structure ∂E.

Une connexion D sur le fibré hermitien (E, h) est dite hermitienne si
pour toutes sections locales e et e′ de E,

dh(e, e′) = {De, e′}+ {e,De′}.

Proposition 2.3. — Sur un fibré holomorphe hermitien (E, h), il ex-
iste une unique connexion hermitienne compatible avec la structure com-
plexe. Elle est appelée connexion de Chern de (E, h). Sa courbure, ap-
pelée courbure de Chern de (E, h) ou courbure de h et notée ich(E), est
une (1, 1)−forme à valeurs dans le fibré des endomorphismes hermitiens de
(E, h).
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On définira par la suite d’autres opérateurs différentiels agissant sur des
espaces de formes. Pour deux tels opérateurs A et B de degré respectif a et
b, on pose

[A,B] := AB − (−1)abBA.

2.2. Notions de positivité

2.2.1. Conventions.

Sur une variété analytique complexe lisse, on parlera indifféremment d’un
diviseur D, du faisceau localement libre O(D) des fonctions méromorphes
m telles que divm + D soit effectif et du fibré en droites dont les sections
holomorphes locales décrivent le faisceau O(D).

Le dual d’un fibré vectoriel E sera noté E⋆. Cependant, on utilisera
aussi la notation E−1 si E est un fibré en droites.

2.2.2. Définitions algébriques.

Soit E → X un fibré vectoriel holomorphe sur une variété X analytique
complexe lisse. On désignera par ∆X la diagonale de X × X et par J1E
le fibré vectoriel holomorphe des jets d’ordre 1 de E. On rappelle quelques
définitions classiques.

Le fibré E est dit globalement engendré si pour tout x ∈ X, l’application
d’évaluation des sections globales H0(X,E) → Ex est surjective.

Le fibré E est dit semi-ample si une de ses puissances symétriques SkE
(avec k ∈ N− {0}) est globalement engendrée.

Le fibréE est dit très ample si pour tout x ∈ X, l’application d’évaluation
H0(X,E) → J1Ex est surjective et pour tout (x, y) ∈ X × X − ∆X ,
l’application d’évaluation H0(X,E) → Ex ⊕ Ey est surjective.

Le fibré E est dit ample si une de ses puissances symétriques SkE (avec
k ∈ N− {0}) est très ample.

On rappelle maintenant le critère d’amplitude de Seshadri :

Proposition 2.4. — [Ha 70] Un fibré en droites L → X holomorphe
sur une variété X projective est ample si et seulement si il existe un réel
ε > 0 tel que

∀C courbe de X,degC L > εmax
x∈C

multxC

où degC L est le degré du fibré L sur la courbe C et multxC la multiplicité
de la courbe C au point x.
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Ce critère motive la notion d’effectivité numérique. La définition qui suit
repose sur le caractère projectif de la variété de base.

Dfinition 2.5. — Un fibréE → X vectoriel holomorphe sur une variété
X projective lisse est dit numériquement effectif (nef) si pour tout mor-
phisme f d’une courbe dans X, tout quotient localement libre de rang 1 de
f⋆E est de degré positif ou nul.

Par le critère d’amplitude de Seshadri, sur une variété projective lisse,
un fibré en droites est nef si et seulement si sa première classe de Chern
c1(L) ∈ H2(X,R) est dans l’adhérence du cône convexe des classes de di-
viseurs amples.

2.2.3. Définitions analytiques.

Une (1, 1)−forme alternée Θ sur un espace vectoriel complexe (T, J) à
valeurs dans l’espace des endomorphismes hermitiens d’un espace vectoriel
hermitien (V, 〈 , 〉) est dite semi-positive au sens de Griffiths (resp. stricte-
ment positive au sens de Griffiths ) si

∀ξ ⊗ v ∈ T ⊗ V − {0}, 〈(ξ, Jξ)⌋Θv, v〉 ≥ 0 ( resp. > 0).

On notera Θ ≥Griff 0 (resp. Θ >Griff 0).

Dfinition 2.6. — [Gr 69] Un fibré vectoriel holomorphe E sur une
variété X analytique complexe lisse est dit semi-positif au sens de Grif-
fiths s’il peut être muni d’une métrique h hermitienne de classe C∞ dont
la courbure de Chern,(1, 1)−forme différentielle à valeurs dans le fibré des
endomorphismes hermitiens de (E, h), est semi-positive au sens de Griffiths
en tout point de X.

Suivant le théorème 1.12 de [D-P-S 94], on pose la

Dfinition 2.7. — Un fibré vectoriel holomorpheE → X sur une variété
X analytique complexe lisse est dit numériquement effectif s’il existe une
suite (hm) de métriques hermitiennes de classe C∞ sur SmE telle que, pour
une métrique ω fixée sur X,

∀ε > 0, ∃m0 / ∀m ≥ m0, ∀x ∈ X, ichm(S
mE) +mεω ⊗ IdE ≥Griff 0.

Le théorème 4.1 de [De 92’] permet construire des métriques hermi-
tiennes sur E à partir de métriques hermitiennes sur le fibré en droites
OE(1) → P(E) canoniquement associé à E sur P(E), la variété des hyper-
plans de E. C’est la clef de la
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Proposition 2.8. — Un fibré vectoriel E → X sur une variété X an-
alytique complexe lisse est nef (resp ample) si et seulement si le fibré en
droites OE(1) est nef (resp. ample) sur P(E).

L’analogue pour la stricte positivité au sens de Griffiths est l’objet de la
conjecture de Griffiths. Cete proposition sert en particulier à montrer que
si X est projective, la définition analytique de l’effectivité numérique est
équivalente à la définition algébrique : on est ramené aux cas des fibrés en
droites pour lequel il suffit d’appliquer le critère de Seshadri.

2.2.4. Des propriétés algébriques aux propriétés analytiques.

La construction de métriques hermitiennes à courbure semi-positive sur
un fibré vectoriel holomorphe E → X de rang r globalement engendré est
obtenue par l’application

ΦE : X → Grass(r,H0(X,E))
x 7→ {s ∈ H0(X,E)/s(x) = 0}

de X dans la variété grassmannienne des sous espaces de codimension r
de H0(X,E). En effet, le fibré vectoriel E est alors obtenu comme im-
age réciproque par ΦE du fibré quotient universel sur Grass(r,H0(X,E))
([G-H 78] page 207). Reste à noter que la métrique quotient d’une métrique
plate sur le fibré vectoriel trivial Grass(r,H0(X,E))×H0(X,E) est à cour-
bure semi-positive au sens de Griffiths ([Gr 69] 2.d).

Pour un fibré en droites L effectif (i. e. qui admet une section holomor-
phe non nullle), on dispose d’une application rationnelle

ΦL : X −− → Grass(1,H0(X,L)) =: P(H0(X,L)).

Le rang générique de la courbure de la métrique (singulière) image réciproque
sur L est la dimension de l’image de ΦL.

Dfinition 2.9. — La dimension de Kodaira-Iitaka de L, notée κ(L),
est le maximum des rangs des applications rationnelles ΦLm : X − − →
P(H0(X,Lm)) , (m ≥ 1), avec par convention κ(L) = −∞ si aucune puis-
sance tensorielle de L n’a de section holomorphe non nulle.

2.2.5. Des propriétés analytiques aux propriétés algébriques.

On montre à l’aide de la théorie des estimations L2 qu’un fibré vectoriel
E strictement positif au sens de Griffiths sur une variété analytique complexe
lisse compacte est ample. On construit pour cela explicitement des sections
holomorphes de OE(1) avec des jets prescrits en deux points quelconques de
P(E).
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L’outil principal est le

Thorme 2.10. — [De 82] Soit q un entier strictement positif. Soit
(X,ω) une variété kählérienne complète lisse de dimension n. Soit L → X
un fibré en droites holomorphe muni d’une métrique hermitienne singulière
h ≃ | |2e−ϕ à poids ϕ localement intégrable telle que, au sens des courants

ich(L) ≥ ω i.e. localement i∂∂ ϕ ≥ ω.

Alors pour toute forme u ∈ L2(
∧n,q T ⋆X ⊗ L,ω, h), ∂L−fermée, il existe

une forme
v ∈ L2(

∧n,q−1 T ⋆X ⊗ L,ω, h) telle que u = ∂L v. De plus, on a l’estimation
L2 ∫

X
|v|2e−ϕdvω ≤

1

q

∫

X
|u|2e−ϕdvω.

Ici, la notation L2(
∧n,q T ⋆X ⊗ L,ω, h) désigne l’espace des (n, q)−formes à

valeurs dans le fibré hermitien (L, h) de carré intégrable pour les métriques
ω et h.

Le choix de poids à pôles logarithmiques et l’estimation L2 suffisent pour
obtenir les jets souhaités.
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3. Introduction

L’objet de cette partie est l’étude des propriétés d’amplitude et de pos-
itivité sur Y de l’image directe ϕ⋆L d’un fibré en droites holomorphe L par
un morphisme lisse ϕ : X → Y entre variétés analytiques complexes com-
pactes connexes lisses. Nous montrerons qu’en général l’amplitude de L
n’implique pas celle de l’image directe ϕ⋆L, mais seulement celle de l’image
directe ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) du fibré adjoint par le fibré canonique relatif.

Des résultats dans cette direction ont été démontrés par Fujita [Fu 78]
dans le cas où Y est une courbe, par Kawamata [Ka 81] et Kollár [Ko 86]
pour l’image directe du fibré canonique relatif sur les variétés projectives.
Citons le résultat principal de Kawamata, dont la démonstration a été sim-
plifiée par Kollár :

Théorème. — Soit ϕ : X → Y un morphisme surjectif entre variétés
projectives lisses. Supposons que le diviseur de ramification soit à croise-
ments normaux et qu’en dehors d’un ensemble de codimension 2, les fibres
de ϕ soient réduites.
Alors ϕ⋆(KX/Y ) est localement libre et numériquement effectif.

En découle par utilisation de revêtements cycliques, le

Corollaire. — ([Vi 95] corollaire 2.44). Soit ϕ : X → Y un mor-
phisme surjectif lisse entre deux variétés projectives lisses et L → X un
fibré en droites semi-ample.
Alors ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est localement libre et numériquement effectif.

Les méthodes utilisées dans le cadre analytique conduisent à des pro-
priétés de positivité en termes de tenseurs de courbure, a priori plus fortes
que les propriétés de positivité algébriques.

Nous obtenons des applications en direction de la conjecture de Griffiths
reliant amplitude et positivité des fibrés vectoriels ([Gr 69], problème 0.9),
et pour la classification des variétés kählériennes compactes dont le fibré
tangent est numériquement effectif [D-P-S 94].

3.1. Définitions

Pour tout morphisme f : X → Y entre variétés algébriques ou analy-
tiques complexes lisses, nous noterons Kf

X/Y ou KX/Y le fibré en droites

canonique relatif KX ⊗ f⋆K−1
Y . Si f est un morphisme fini, KX/Y est le

fibré en droites associé au diviseur de ramification du morphisme f . Si f est
une submersion, KX/Y est égal au déterminant du faisceau des différentielles
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relatives ΩX/Y défini par ∆⋆(I/I2) où ∆ : X → X ×Y X est le morphisme
diagonal relatif à f et I le faisceau d’idéaux de ∆(X) dans X ×Y X.

On utilisera les notions d’amplitude, d’effectivité numérique (définition
2.7) et de positivité au sens de Griffiths (définition 2.6).

Un fibré en droites sur une variété X est dit gros si sa dimension de
Kodaira-Iitaka est égale à la dimension de X. Un fibré vectoriel E est dit
gros si le fibré en droites canoniquement associé OE(1) est gros sur P(E) la
variété des hyperplans de E.

Soit f une submersion entre variétés complexes compactes. Un fibré
vectoriel sur la source de f est dit f−ample (resp. f−nef, resp. f−gros)
si ses restrictions à toutes les fibres du morphisme f sont des fibrés amples
(resp. nef, resp. gros).

3.2. Etude d’un exemple

L’image réciproque d’un fibré vectoriel nef (par un morphisme quel-
conque) est un fibré vectoriel nef. La situation est différente pour les images
directes.

Soit π : X → Y le revêtement cyclique ramifié le long d’un diviseur lisse
et réduit B donné par une section générique d’un fibré en droites globalement
engendré Lk. Alors π⋆OX =

⊕k−1
j=0 L

−j n’est pas nef ; par contre puisque

le fibré canonique relatif donné par la ramification est KX/Y = π⋆Lk−1, le

faisceau localement libre π⋆KX/Y = π⋆(OX)⊗ Lk−1 =
⊕k−1
j=0 L

j est nef.

3.3. Enoncé des résultats

Au paragraphe 5 nous exposons une démonstration algébrique des résul-
tats de positivité pour l’image directe par un morphisme lisse d’un fibré en
droites nef et relativement gros adjoint par le fibré canonique relatif.

Thorme 3.1. — (Version algébrique) Soit ϕ : X → Y un morphisme
surjectif lisse entre deux variétés projectives lisses, et L → X un fibré en
droites ample (resp. numériquement effectif et ϕ−gros).
Alors ϕ⋆(KX/Y ⊗L) est localement libre et ample (resp. localement libre et
numériquement effectif).

En suivant un schéma de démonstration analogue, nous obtenons au
paragraphe 6 une version kählérienne de ce résultat.

Thorme 3.2. — (Version analytique) Soit ϕ : X → Y une submersion
entre deux variétés kählériennes compactes lisses et L → X un fibré en
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droites numériquement effectif et ϕ−ample.
Alors ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est localement libre et numériquement effectif.

Il suffit ici aussi de supposer que L est seulement ϕ−gros. Mais la tech-
nique est alors plus difficile. La démonstration repose sur la construction de
métriques hermitiennes à l’aide d’estimations L2. Le théorème 3.2 montre
en particulier le résultat suivant :

Corollaire 3.3. — [D-P-S 94] Soit X une variété kählérienne com-
pacte lisse dont le fibré tangent est numériquement effectif. Alors, il ex-
iste un revêtement étale fini X̃ → X tel que, en notant α

X̃
le morphisme

d’Albanese de X̃ , pour tout entier naturel k, α
X̃⋆

(K−k
X

X̃

) est un fibré vec-

toriel numériquement effectif.

En ajoutant une hypothèse (H) sur la variété de base, on obtient au
paragraphe 7 une conclusion plus forte que celle du théorème 3.1 :

Hypothèse (H). — Il existe sur Y une auto-application θ : Y → Y et
une métrique kählérienne ω telles que, pour un réel α > 1, {θ⋆ω} ≥ α{ω}.

Ici {a} désigne la classe de i∂∂-cohomologie de la (1,1)-forme différentielle
a. La notation {a} ≥ {b} signifie que pour tout ε > 0, il existe une fonction
F de classe C∞ sur Y telle que

a ≥ b+ i∂∂ F − εω.

Thorme 3.4. — SoitX et Y deux variétés projectives lisses, ϕ : X → Y
une submersion, et L → X un fibré en droites ample. Supposons que
l’hypothèse (H) soit satisfaite sur Y .

Alors le fibré ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est strictement positif au sens de Griffiths
(donc ample).

Un outil important de la démonstration est un procédé de régularisation
des métriques continues sur un fibré vectoriel.

Le théorème 3.4 a pour corollaire le résultat suivant, qui serait une
conséquence de la conjecture de Griffiths.

Corollaire 3.5. — Soit Y une variété projective lisse dont un revê-
tement ramifié est une variété projective lisse vérifiant l’hypothèse (H). Soit
E → Y un fibré vectoriel ample sur Y . Alors pour tout entier naturel k,
SkE ⊗ detE est strictement positif au sens de Griffiths.

Ce corollaire s’applique en particulier sur les variétés projectives lisses à
courbure sectionnelle holomorphe constante positive ou nulle (i.e. l’espace
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projectif Pn et les variétés revêtues sans ramification par des variétés abéliennes
[Ig 54]).

3.4. Compléments sur l’hypothèse (H)

L’hypothèse (H) est satisfaite par

- les tores compacts : par image réciproque par la multiplication
par 2, une métrique kählérienne est multipliée par 4.

- l’espace projectif : pour l’élévation au carré des coordonnées
homogènes, l’image réciproque de O(1) est O(2).

- plus généralement les variétés toriques [Da 78] : l’élévation au
carré des composantes dans les cartes affines Cn se recolle car les
changements de cartes sont des mônomes de Laurent. L’effet de
cette auto-application θ sur les fibrés en droites est déterminé par
l’effet sur leurs restrictions au tore dense et donc par l’effet sur
les caractères de ce tore. Si L est un fibré en droites associé au
caractère λ, le fibré θ⋆L est isomorphe à L2 puisque le caractère
θ⋆λ est égal à λ2.

Cette hypothèse a été initialement considérée pour retrouver sur C une
application analogue aux morphismes de Frobenius. Elle fournit d’autre
part, dans certains contextes, un substitut au produit tensoriel de fibrés en
droites.

4. Préliminaires

Les lemmes suivants seront utiles dans la manipulation des faisceaux.

Lemme 4.1. — ([Ha 77] exercice III.8.3) Formule de projection

Soit f : X → Y un morphisme de variétés, F un faisceau cohérent sur
X, et E un faisceau localement libre de rang fini sur Y .

Alors pour tout i ∈ N, les images directes supérieures Rif⋆(F ⊗ f⋆E) et
Rif⋆(F)⊗ E sont naturellement isomorphes.

Lemme 4.2. — ([Ha 77] proposition III.9.3) Formule de changement de
base

Soit f : X → Y un morphisme de variétés et F un faisceau cohérent
sur X. Soit Y ′ une variété et θ : Y ′ → Y un morphisme plat. Soit enfin
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X ′ := X ×Y Y
′. On a donc le diagramme suivant :

X ′ Θ
−−−−→ X avec F → X.

g

y

yf

Y ′ θ
−−−−→ Y

Alors pour tout i ∈ N, θ⋆Rif⋆(F) et Rig⋆(Θ
⋆F) sont naturellement

isomorphes.

Avec les notations précédentes, les faisceaux de différentielles relatives
ΩX′/Y ′ et Θ⋆(ΩX/Y ) sont isomorphes ([Ha 77] proposition II.8.10). Si de
plus f , et par suite g sont des submersions, Kg

X′/Y ′ = det(ΩX′/Y ′) et

Θ⋆Kf
X/Y sont isomorphes. On obtient ainsi une formule de changement

de base pour les fibrés adjoints : pour tout i ∈ N,

θ⋆Rif⋆(K
f
X/Y ⊗F) ≃ Rig⋆(K

g
X′/Y ′ ⊗Θ⋆F).

Cette formule peut aussi être obtenue à partir de la première formule de
changement de base par application de la dualité de Serre sur les fibres de f
: puisque f est supposée submersive, ses fibres sont réduites et lisses et leur
faisceau dualisant cöıncide avec la restriction du faisceau canonique relatif.

Dans le cadre analytique, nous utiliserons les lemmes suivants :

Lemme 4.3. — SoitX une variété complexe compacte et p : (E, h) → X
un fibré vectoriel hermitien. Soit D = D′ +D′′ sa connexion de Chern. Soit
s une section holomorphe locale de E au voisinage d’un point x0 de X. Alors
pour tout x au voisinage de x0 et ξ ∈ TxX,

(ξ, Jxξ)⌋ i∂∂x log ‖s‖
2 ≥

〈(ξ, Jxξ)⌋ich(E)xsx, sx〉h
‖sx‖2

avec égalité si D′s = 0 au point x.

Lemme 4.4. — ([De 92’], lemme 4.4) Soit X une variété complexe com-
pacte, γ une (1, 1)-forme réelle sur X, et p : (E⋆, h) → X un fibré vectoriel
hermitien.

Alors

ich⋆(E) ≥Griff γ⊗IdE ⇐⇒ ich(E
⋆) ≤Griff −γ⊗IdE⋆ ⇐⇒ i∂∂ log h ≥ p⋆γ,

où log h est considérée comme fonction sur l’espace total E⋆. Ici ≥Griff
désigne la positivité au sens de Griffiths.
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Lemme 4.5. — Soit u1, . . . , up des fonctions plurisousharmoniques sur
une variété complexe X. Alors, log(eu1 + . . .+ eup) est plurisousharmonique
sur X.

Ces deux derniers lemmes montrent en particulier que la ”somme” de
métriques à courbure négative est encore à courbure négative.

5. Démonstration du théorème algébrique

Ici, X et Y sont deux variétés projectives lisses de dimension respective
n et m. Le morphisme ϕ : X → Y est une submersion, le fibré en droites
L→ Y est ϕ−gros.

5.1. Réduction du cas ample au cas nef

Il suffit d’étudier le cas où L est numériquement effectif et relativement
gros. En effet, dans le cas où L est ample, il existe un entier p tel que Lp ⊗
ϕ⋆OY (−1) reste nef. Il existe une variété projective lisse Y ′, un revêtement
fini ρ : Y ′ → Y et un fibré en droites GY ′ ample sur Y ′ tels que ρ⋆OY (1) =
GpY ′ . On complète la situation par le diagramme suivant :

L′ −−−−→ Ly

y
X ′ ̺

−−−−→ X

ϕ′

y

yϕ

Y ′ ρ
−−−−→ Y

Alors les fibrés (L′⊗ϕ′⋆G−1
Y ′ )p = ̺⋆(Lp⊗ϕ⋆OY (−1)) et donc L′⊗ϕ′⋆G−1

Y ′

sont nef et ϕ′−gros. Si le cas nef est démontré,

ϕ′
⋆(KX′/Y ′ ⊗ L′ ⊗ ϕ′⋆G−1

Y ′ ) = ϕ′
⋆(KX′/Y ′ ⊗ L′)⊗G−1

Y ′

sera numériquement effectif et ϕ′
⋆(KX′/Y ′ ⊗ L′) sera ample. Par la formule

de projection,

ϕ′
⋆(KX′/Y ′ ⊗ L′) = ρ⋆ϕ⋆(KX/Y ⊗ L).

Puisque ρ est un morphisme fini, un théorème d’ Hartshorne ([Ha 66] propo-
sition 4.3) assure que ϕ⋆(KX/Y ⊗L) sera ample ; ce qui conclut la démons-
tration de la réduction au cas nef. On suppose donc L→ X numériquement
effectif et ϕ−gros.
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5.2. Première étape : ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est localement libre

Puisque ϕ est un morphisme lisse, le théorème d’annulation de Kawamata-
Viehweg [Ka 82] [Vi 82], s’applique sur les fibres de ϕ (qui sont toutes
réduites et lisses) et donne, en désignant par Xy la fibre de ϕ en y,

∀j > 0, Hj(Xy,KXy ⊗ L) = 0.

Par platitude de ϕ,

y 7→ dimH0(Xy ,KXy ⊗ L)

est localement constante sur Y . Par un théorème de Grauert ([Ha 77] corol-
laire III.12.9) le faisceau ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est localement libre.

5.3. Deuxième étape : lemme de Castelnuovo-Mumford

Soit G → Y un fibré en droites très ample sur Y . On montre que pour
toute donnée (X,ϕ,L) vérifiant les hypothèses du théorème 3.1, si E désigne
le fibré vectoriel associé au faisceau localement libre ϕ⋆(KX/Y ⊗ L), alors
E ⊗KY ⊗Gm+1 est globalement engendré.

A cette fin, on dispose du critère de Castelnuovo-Mumford [Mu 66].

Lemme 5.1. — Soit Y une variété projective lisse munie d’un fibré en
droites très ample G. Soit E → Y un fibré vectoriel. Si les groupes de coho-
mologie H i(Y,E ⊗G−i) sont nuls pour tout i > 0, alors E est globalement
engendré.

Ce lemme se démontre en vérifiant que les morphismes de restriction aux
intersections transverses décroissantes de diviseurs de |G| sont surjectifs.

Il suffit donc de vérifier l’annulation, pour 0 < i ≤ m, de

H i
(
Y,E ⊗KY ⊗Gm+1−i

)

= H i
(
Y, ϕ⋆(KX ⊗ L)⊗Gm+1−i

)

= H i
(
X,KX ⊗ L⊗ ϕ⋆Gm+1−i

)
.

La deuxième égalité a lieu car les images directes supérieures Rjϕ⋆(KX ⊗
L) = KY ⊗ Rjϕ⋆(KX/Y ⊗ L) sont nulles par le théorème d’annulation de
Kawamata-Viehweg.

Maintenant, puisque L et G sont nef, L⊗ϕ⋆Gm+1−i l’est aussi. Puisque
L est ϕ−gros, la classe ϕ⋆ (c1(L)

n−m) est représentée, en tout point y de Y ,
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par l’entier strictement positif
∫
Fy
c1(L|Fy

)n−m où Fy est la fibre de ϕ en y.
Puisque de plus G est très ample,
∫

X

(
c1(L⊗ ϕ⋆Gm+1−i)

)n
=

m∑

k=0

Ckn(m+ 1− i)k
∫

Y
ϕ⋆
(
c1(L)

n−k
)
∧ c1(G)

k

est une somme de termes positifs dont le dernier est strictement positif.
La dimension numérique et par suite la dimension de Kodaira-Iitaka de
L⊗ ϕ⋆Gm+1−i sont donc maximales : L⊗ ϕ⋆Gm+1−i est gros. On applique
alors le théorème de Kawamata-Viehweg pour conclure.

5.4. Troisième étape : produits fibrés

On déduit de l’étape précédente que pour tout s ∈ N, E⊗s⊗KY ⊗G
m+1

est globalement engendré.

Pour cela, on considère une construction inspirée de E. Viehweg ([Vi 83]
Lemma 3.5). Soit X(s) := X ×ϕ X ×ϕ · · · ×ϕ X le produit fibré de s copies

de X. On note ϕ
(s)
i : X(s) → Xi la projection sur le iième facteur, ϕi : Xi =

X → Y l’application ϕ et Li → Xi le fibré en droites L. Puisque X, Y et ϕ
sont lisses le produit fibré X(s) est une variété lisse. L’application naturelle

ϕ(s) : X(s) → Y est lisse. L(s) :=
s⊗
i=1

ϕ
(s)⋆
i Li est nef et ϕ

(s)−gros.

Afin d’exploiter le résultat de l’étape précédente, il suffit de remarquer
que, par application des formules de projection et de changement de base
pour les fibrés adjoints,

ϕ
(s)
⋆ (KX(s)/Y ⊗ L(s)) =

(
ϕ⋆(KX/Y ⊗ L)

)⊗s
.

5.5. Quatrième étape : ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est nef

Soit π : P(E) → Y la variété des hyperplans de E. Sur P(E), on dispose
d’une application surjective entre fibrés

π⋆E⊗s → π⋆SsE → OE(s)

obtenue par la symétrisation suivie de l’application d’évaluation fibre à fibre
sur OE(s). On en déduit une application surjective

π⋆(E⊗s ⊗KY ⊗Gm+1) → OE(s)⊗ π⋆(KY ⊗Gm+1)

qui permet de munir OE(s) ⊗ π⋆(KY ⊗ Gm+1) d’une métrique à courbure
positive et donc OE(1) d’une métrique h(s) dont la courbure vérifie

ich(s) (OE(1)) ≥ −
1

s
π⋆icH(KY ⊗Gm+1)

où H est une métrique hermitienne de classe C∞ fixée sur KY ⊗Gm+1. Les
fibrés OE(1) et E = ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) sont donc nef.
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6. Démonstration du théorème analytique

Le morphisme ϕ : X → Y est une submersion entre variétés kählériennes
compactes lisses. Le fibré en droites L→ X est nef et ϕ−ample.

6.1. Métriques sur les fibrés en droites nef et relativement amples

On cherche à traduire en termes de métriques l’hypothèse sur le fibré en
droites.

Lemme 6.1. — Soit ϕ : X → Y une application surjective entre variétés
kählériennes compactes lisses et L → X un fibré en droites sur X nef et
ϕ−ample. Soit ω une métrique kählérienne sur Y .

Alors, pour tout ε > 0, il existe une métrique hermitienne H de classe
C∞ sur L telle que icH(L) + εϕ⋆ω soit une métrique kählérienne sur X.

Dmonstration. — Puisque L est ϕ−ample et que Y est compacte, les
estimations L2 pour l’opérateur ∂ (théorème 2.10) fournissent une puissance
p-ième Lp de L (p≫ 0) telle que les fibres de ϕ se plongent dans des espaces
projectifs grâce à Lp : en chaque point y ∈ Y , il suffit que la courbure
de Lp|ϕ−1(y) compense certains poids logarithmiques, que l’on peut choisir
dépendant continument de y. On obtient alors le diagramme suivant:

Lp −−−−→ OEp(1)y

y
X −֒−−−→ P (E⋆p)

ϕց ւ
Y

avec Ep := ϕ⋆(L
p) localement libre.

On fixe une métrique sur Ep. Pour la métrique h induite sur L, il existe
un réel A > 0 tel que ic(Ep) ≥ −pAω⊗ IdEp . Par suite, ich(L)+ (A+1)ϕ⋆ω
est une métrique kählérienne sur X. Comme L est nef, pour tout ε > 0, il
existe une métrique hε sur L telle que

ichε(L) ≥ −ε
(
ich(L) + (A+ 1)ϕ⋆ω

)
.

La métrique h̃ := (hεh
ε)1/1+ε est alors telle que ich̃(L) + ε(A + 1)ϕ⋆ω soit

une métrique kählérienne sur X.
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6.2. Démonstration du théorème analytique

6.2.1. Première étape : construction de métriques sur les im-
ages directes.

La proposition suivante fournit dans le cadre kählérien, l’argument ana-
logue au fait que, dans un cadre projectif, pour toute donnée (X,ϕ,L) sat-
isfaisant les hypothèses du théorème 3.1, le fibré KY ⊗Gm+1 ne dépendant
que de Y suffit à rendre ϕ⋆(KX/Y ⊗L)⊗KY ⊗Gm+1 globalement engendré
(Deuxième étape).

Proposition 6.2. — Soit ϕ : X → Y une submersion entre variétés
kählériennes compactes et L→ X un fibré en droites sur X nef et ϕ−ample.
Soit ω une métrique kählérienne sur Y . Alors il existe une constante A ne
dépendant que de ω et de Y , telle que pour toute donnée (X,ϕ,L) vérifiant
les hypothèses du théorème 3.2, on peut munir ϕ⋆(KX/Y ⊗L) d’une métrique
hermitienne de classe C∞ vérifiant

ic(ϕ⋆(KX/Y ⊗ L)) ≥Griff −Aω ⊗ Idϕ⋆(KX/Y ⊗L).

Dmonstration. — On utilise les méthodes de construction de métriques
par estimations L2 développées dans [De 92’].

Puisque L est nef et ϕ−ample, le lemme 6.1 fournit une métrique sur
L telle que w := ic(L) + ϕ⋆ω soit une métrique kählérienne sur X. Soit
(Uj) un recouvrement de Y par des boules relativement compactes dans des
cartes. Soit vj une fonction sur Uj quadratique en les coordonnées, bornée,
et vérifiant

icω(K
−1
Y )− i∂∂ vj ≥ ω.

On définit

Hj := {s ∈ H0(ϕ−1(Uj),KX/Y ⊗ L)/

∫

ϕ−1(Uj)
|s|2KX/Y ⊗Le

vj◦ϕdVw < +∞},

où la métrique sur KX/Y = KX ⊗ ϕ⋆K−1
Y est déduite des métriques w et ω.

Les poids sont tels que

ic(K−1
X ) + ic(KX/Y ⊗ L)− ϕ⋆ i∂∂ vj ≥ ic(L) + ϕ⋆ω = w.

Ce calcul met en évidence la nécessité d’adjoindre KX/Y à L pour obtenir
des estimations qui ne dépendent que de la base Y .

Pour y ∈ Uj et ξ ∈ E⋆y , soit la forme linéaire

Ξ : Hj → C

s 7−→ s(y).ξ
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où on considère s ∈ H0(Uj , E) avec Ey et E⋆y en dualité naturelle. On note
||ξ||j la norme de la forme linéaire Ξ. En choisissant une base hilbertienne
de Hj , on constate que log || ||2j est une fonction plurisousharmonique sur
l’espace total E|Uj

. Soit (U ′
j) et (U ′′

j ) deux recouvrements de Y par des
boules telles que U ′

j ⊂⊂ U ′′
j ⊂⊂ Uj et θj une fonction de classe C∞ à support

dans U ′′
j , partout inférieure à 1 et identiquement égale à 1 sur U ′

j. Pour
y ∈ Y et ξ ∈ E⋆y , on pose

||ξ||2 :=
∑

θ2j (y)||ξ||
2
j .

La fin de la démonstration consiste à montrer que la métrique ainsi
définie (sur E⋆ et par dualité sur E) satisfait les conditions requises dans la
proposition 6.2. Pour ceci, il suffit d’appliquer le lemme suivant qui permet
de contrôler la perte de positivité due aux recollements des métriques || ||j.

Lemme 6.3. — ([De 92’] lemme 3.5) SoitX une variété complexe munie
d’une (1, 1)−forme positive Ω. Soit V ′

j ⊂ V ′′
j ⊂ Vj des recouvrements locale-

ment finis de X par des ouverts relativement compacts. Soit θj une fonction
de classe C∞ à support dans V ′′

j , partout inférieure à 1 et identiquement
égale à 1 sur V ′

j . Soit Bj des constantes telles que

i(θj∂∂θj − ∂θj ∧ ∂θj) ≥ −BjΩ sur V ′′
j \ V ′

j .

Soit wj une fonction presque plurisousharmonique sur Vj telle que, i∂∂ wj ≥
γ pour une (1, 1)−forme réelle γ sur X, de classe C∞. Soit enfin Cj des
constantes telles que

∀x ∈ V ′′
j \ V ′

j wj(x) ≤ Cj + sup
k 6=jV ′

k
∋x
wk(x).

Alors la fonction w := log(
∑
θ2j e

wj) est presque plurisousharmonique, et son
hessien vérifie

i∂∂ w ≥ γ − 2(
∑

1V ′′

j \V ′

j
Bje

Cj )Ω.

On montre d’abord l’existence d’une constante C ne dépendant que de
Y telle que

log ||ξ||2j ≤ C + log ||ξ||2k sur p−1((U ′′
j \ U ′

j) ∩ U
′
k) ⊂ E⋆,

où p : E⋆ → Y est la projection naturelle.

Soit donc y ∈ (U ′′
j \U

′
j)∩U

′
k et ξ ∈ E⋆y . Soit hj ∈ Hj telle que ||hj ||Hj = 1

et |hj(y).ξ| = ||ξ||j . Il existe une constante c0 ne dépendant que des recou-
vrements de Y , indépendante de y ∈ Y et une fonction χ de classe C∞ à
support compact dans Uj ∩ Uk, égale à 1 sur un voisinage Vy de y et telle
que |∂χ| ≤ c0.
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Soit ψ := (2 dim Y ) log |ϕ − y| sur ϕ−1(Uk). La fonction ψ est majorée sur
ϕ−1(Uk) et minorée en dehors de Vy par des constantes ne dépendant que
des recouvrements de Y . Puisque ϕ est une submersion, on a

∫

ϕ−1(Uk)
|f |2e−ψdVw < +∞ =⇒ f ≡ 0 sur ϕ−1(y).

ϕ−1(Uk) est faiblement pseudo - convexe,
∫
ϕ−1(Uk)

|∂(χhj)|
2evk◦ϕ−ψdVw < +∞,

ic(K−1
X ) + ic(KX/Y ⊗ L)− ϕ⋆ i∂∂ vk + i∂∂ ψ ≥ w.

L’application des estimations L2 de Hörmander (théorème 2.10) fournit donc
une section fk ∈ C∞(ϕ−1(Uk),KX/Y ⊗ L) telle que

• ∂(fk − χhj) = 0

•
∫
ϕ−1(Uk)

|fk|
2evk◦ϕ−ψdVw ≤ c1

∫
ϕ−1(Uk)

|∂(χhj)|
2evk◦ϕ−ψdVw

• fk ≡ 0 sur ϕ−1(y).

On obtient alors, en utilisant les bornes de ψ et le fait que |vj − vk| est
majorée par une constante ne dépendant que de Y

||fk − χhj ||Hk
≤ c2||hj ||Hj = c2.

Par suite

||ξ||2k ≥
|(fk − χhj)(y).ξ|

2

||fk − χhj ||2Hk

≥
|hj(y).ξ|

2

c2
≥

||ξ||2j
c2

.

D’où l’existence de la constante C.

En outre, il existe une constante B ne dépendant que de Y telle que

iθj∂∂θj − i∂θj ∧ ∂θj ≥ −Bω

et donc

i(θj ◦ p)∂∂(θj ◦ p)− i∂(θj ◦ p) ∧ ∂(θj ◦ p) ≥ −Bp⋆ω.

Le lemme de recollement 6.3 fournit donc

i∂∂ log ||ξ||2 ≥ p⋆(−2BeC(
∑

j

1U ′′

j \U
′

j
)ω) ≥ −Ap⋆ω

pour une constante A ne dépendant que de Y .

Le lemme 4.4 permet alors de conclure

ic(ϕ⋆(KX/Y ⊗ L)) ≥Griff −Aω ⊗ Idϕ⋆(KX/Y ⊗L).
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6.2.2. Deuxième étape : produits fibrés.

La construction de E. Viehweg des produits fibrés et la proposition 6.2
permettent de munir E⊗s d’une métrique hermitienne de classe C∞ dont la
courbure vérifie :

ic(E⊗s) ≥Griff −Aω ⊗ Id.

6.2.3. Troisième étape : ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est nef.

On utilise l’application surjective π⋆E⊗s → OE(s) pour munir OE(1)
d’une métrique hermitienne de classe C∞ dont la courbure vérifie :

ic (OE(1)) ≥ −
A

s
π⋆ω.

Le fibré E est donc nef.

7. Démonstration du théorème de positivité au sens de

Griffiths

7.1. Transport de la positivité par morphisme fini

On montre d’abord que, comme l’amplitude ([Ha 66] proposition 4.3), la
positivité au sens de Griffiths est conservée par morphisme fini. Comme le
montrent les lemmes 4.4 et 4.5, il est plus naturel d’étudier le transport de
la négativité au sens de Griffiths.

Proposition 7.1. — Soit F : X ′ → X un morphisme fini surjectif
entre variétés kählériennes compactes. Soit ω une métrique kählérienne sur
X et p : E → X un fibré vectoriel sur X. Soit ν un réel.

Alors

ic(F ⋆E) <Griff −νF ⋆ω ⊗ Id ⇐⇒ ic(E) <Griff −νω ⊗ Id.

Dmonstration. — L’implication ⇐= est démontrée dans [Fr 79] : il suffit
de corriger la métrique image réciproque aux points où la différentielle de F
s’annule.

Pour l’autre implication, on considère une métrique hermitienne h de
classe C∞ sur F ⋆E telle que pour un α > 0 assez petit

ich(F
⋆E) <Griff −(ν + α)F ⋆ω ⊗ IdF ⋆E .

On munit E de la métrique trace h0 définie par

∀x ∈ X, ∀v ∈ Ex, h0(x)(v) =
1

degF

∑

F (x′)=x

TV=v

h(x′)(V )
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où T est défini par
F ⋆E

T
−−−−→ E

π

y

yp

X ′ F
−−−−→ X.

La métrique hermitienne h0 sur E est continue surX, de classe C∞ en dehors
du lieu de ramification de F .

On montre maintenant l’inégalité

i∂E∂E log h0 > (ν + α)p⋆ω au sens des courants.

Puisque la métrique h0 est continue, il suffit d’étudier sa courbure en
dehors du lieu de ramification de F . Soit x0 ∈ X en dehors du lieu de
ramification de F . Soit (F−1

j )1≤j≤degF (resp. (T−1
j )1≤j≤degF ) des inverses

de F (resp. T ) définis sur un voisinage ouvert de x0. Alors au voisinage de
x0,

log h0(x)(v) = log(
1

degF

deg F∑

j=1

h(F−1
j (x))(T−1

j v)).

On choisit des repères h−normaux aux voisinages des points F−1
j (x0). Ainsi

un calcul analogue à celui de la démonstration du lemme 4.5 permet d’obtenir
l’inégalité de courbure souhaitée.

On remarque que cette inégalité permet ici de définir la connexion de
Chern du fibré hermitien continu (E, h0). En effet, aux points où la fonction
h0 est de classe C∞, on a

i∂Eh0 ∧ ∂E h0 = h0i∂E∂Eh0 − h20i∂E∂E log h0.

Puisque i∂E∂Eh0 et i∂E∂E log h0 sont des courants positifs fermés, ils sont
à coefficients localement intégrables. La fonction h0 est localement bornée.
Par conséquent, ∂Eh0 et donc ∂Xh0 sont de carré localement intégrables.
La connexion de Chern de (E, h0) est localement définie par la 1−forme
h−1
0 ∂Xh0 de carré localement intégrable. Sa courbure est localement donnée

par ∂X(h
−1
0 ∂Xh0) au sens des courants.

On explicite maintenant le procédé de régularisation de la métrique her-
mitienne h0. Puisqu’il s’agit de fonctions à valeurs matricielles, le procédé
de Richberg de régularisation des fonctions plurisousharmoniques continues
à l’aide de fonctions maximum ne s’applique pas. La méthode proposée ici
résout la difficulté par utilisation du transport parallèle.

Lemme 7.2. — Soit (X,ω) une variété kählérienne compacte et p : E →
X un fibré vectoriel sur X. Soit h0 une métrique hermitienne continue sur
E telle que, pour un réel ν, et un réel α > 0

i∂E∂Eh0 > (ν + α)h0p
⋆ω au sens des courants.
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Alors il existe sur E une métrique hermitienne h de classe C∞ telle que

ich(E) <Griff −νω ⊗ IdE.

Remarque. — Le procédé de régularisation et le résultat sont valables
pour un majorant non nécessairement décomposable. Il faut alors modifier
la démonstration en utilisant le lemme 4.3 au lieu du lemme 4.4.

Dmonstration. — On étend au cas de fonctions continues à valeurs ma-
tricielles la méthode de régularisation développée dans [De 82].

Soit H une métrique hermitienne de classe C∞ sur E, DH la connexion
de Chern associée et τ := τH le transport parallèle relatif à DH . Soit
χ : R → R l’application de classe C∞ définie par

{
χ(t) = − exp

(
1
t−1

)
si t < 1

χ(t) = 0 si t ≥ 1.

On désigne par C :=

∫

ξ∈Cn
χ′(|ξ|2)dλ(ξ) où n est la dimension de X.

Ces données permettent de définir par convolution une suite de métriques
hermitiennes sur E de classe C∞ : pour tout ε > 0, z ∈ X, V ∈ Ez, on pose

hε(z)(V ) :=
1

Cε2n

∫

ξ∈TzX

χ′

(
‖ξ‖2ω
ε2

)
h0(expz ξ) (τz,ξ(V )) dλω(ξ),

où τz,ξ désigne le transport parallèle relatif à la connexion DH le long de la
géodésique γ : [0, 1] → X, t 7→ expz tξ.

On commence par montrer que hε est de classe C∞.

Soit z0 un point de X et (u) = (u1, . . . , un) un système de coordonnées
holomorphes sur X au voisinage de z0 tel que

ωjk(u) = δjk −
∑

lp

cjklpulup +O(|u|3),

où (cjklp) est le tenseur de courbure de (TX,ω) et δjk le symbole de Kro-
necker. Un tel système de coordonnées est dit ω−géodésique en z0. Son
existence en tout point de la variété X est équivalente au caractère kählérien
de la forme ω. On pose :

uk := uk(expz ξ), zk := uk(z),

vk := uk − zk, ξk := dzuk.ξ.

Dans tous les calculs qui suivront, (uk) et (zk) seront considérés comme
deux n-uplets indépendants de variables indépendantes. L’espace total de
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TX qui paramètre les petites géodésiques est de dimension 2n. La notation
vk est une écriture condensée de uk − zk.

Puisque (u) est un système de coordonnées ω−géodésique, il existe un
système (η) = (η1, . . . , ηn) orthonormé C∞ de coordonnées sur les fibres de
TX, au voisinage de z0, tel que

‖ξ‖2ω =
∑

|ηi|
2 = |η|2

avec

ηk = ξk −
1

2

∑

jlp

cjklpzlzpξj +O(|z|3).ξ.

Pour transformer les variables η en variables z et u, on utilise le dévelop-
pement limité de l’exponentielle ([De 82] lemme 8.2) :

uk = zk + ξk +
1

2

∑

jlp

cjklp

(
zp +

ξp
3

)
ξjξl +O(|z|2 + |ξ|2)|ξ|2.

Ainsi

ξk = vk −
1

2

∑

jlp

cjklp

(
zp +

vp
3

)
vjvl +O(|u|+ |z|)4,

et

ηk = vk −
1

2

∑

jlp

cjklp

(
zpvjul +

1

3
vpvjvl

)
+O(|u|+ |z|)4.

On choisit (V ) = (V1, . . . , Vr) un système de coordonnées holomorphes
sur E au voisinage de z0 tel que

‖V ‖2H =
∑

λ

|Vλ|
2 −

∑

jkλµ

djkλµujukVλV µ +O(|u|3|V |2),

où (djkλµ) est le tenseur de courbure de (E,H). Un tel système est dit
H-synchrone en z0 des coordonnées géodésiques (u). On appelle (a0λλ) la
matrice de la métrique h0 dans ces coordonnées.

Au voisinage de z0, la métrique hε s’ écrit donc

hε(z)(V ) =
1

Cε2n

∫

u∈Cn

χ′

(
|η (z, u) |2

ε2

)
∑

λλ

a0λλ(u)τz,u(V )λτz,u(V )λdλ(η).

Sous cette forme, hε apparait comme une métrique de classe C∞.

Reste à montrer que pour ε > 0 assez petit, ichε(E) <Griff −νω ⊗ IdE ;
c’est-à-dire par le lemme 4.4 que pour ε > 0 assez petit, i∂∂ hε(.)(.) > νhεp

⋆ω,
où p : E → X est la projection naturelle.

37



Pour le calcul du hessien de hε(.)(.), on dérivera sous le signe intégral
après avoir étudié la dépendance en z et V du transport parallèle τ et des
coordonnées (η). On transformera ensuite les dérivées en (z) en des dérivées
en (u). Il apparaitra le hessien de h0, minoré par hypothèse. La continuité
de h0 suffira pour montrer que les autres termes tendent vers 0 avec ε.

On commence par établir un développement du transport parallèle le
long de la géodésique γ : t 7→ expz tξ ≃ (uk) = (zk + tvk +O(|z|+ |u|)3).

Puisque les coordonnées sur E sont H−synchrones en z0 des coordonnées
(u), la matrice de la connexion DH est de la forme

ξ⌋AD
H
(u) = −

∑

jkλµ

djkλµξjuke
⋆
µ ⊗ eλ +O(|u|)2|ξ|.

Le transport parallèle est donné par

dγ

dt
⌋DH(τV ) = 0

soit
d

dt
(τV )λ −

∑

jkµ

djkλµvj(zk + tvk)(τV )µ = O(|z| + |u|)3.

Par intégration, on démontre que

(τV )λ = Vλ +
∑

jkµ

djkλµvj(zk +
vk
2
)Vµ +O(|z|+ |u|)3.

D’ où

(τV )λ(τV )λ = VλV λ +
∑

jkµ

djkλµvj(zk +
vk
2
)VµV λ

+
∑

jkµ

djkλµvj(zk +
vk
2
)VλV µ +O(|z|+ |u|)3|V |2.

Pour transformer les dérivations en (z) en des dérivations en (u) dans le
calcul du hessien de hε, on introduit les opérateurs

▽+
l :=

∂

∂zl
+

∂

∂ul
en particulier ▽+

l vp = 0 ▽+
l vp = 0

▽−
m :=

∂

∂zm
−

∂

∂um
▽−
mvp = 0 ▽−

m vp = −2δp,m.

La contribution du transport parallèle est

▽+
l

(
(τV )λ(τV )λ

)
=
∑

jµ

djlλµvjVλV µ +O(|z|+ |u|)2|V |2.
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A partir de l’expression précédente de ηk, on calcule

|ηk|
2 = |vk|

2 −
1

2

∑

jlp

cjklp

(
zpul +

1

3
vpvl

)
vjvk

−
1

2

∑

jlp

ckjpl

(
zlup +

1

3
vlvp

)
vkvj +O(|u|+ |z|)5.

Puisque ckjpl = cjklp, on obtient

▽+
l

(
χ′(

|η|2

ε2
)

)
=

−χ′′

2ε2

∑

jkp

cjklp(zp + up)vjvk −
χ′′

2ε2
O(|u|+ |z|)4.

D’après [De 82]

dλ(η) =

(
i

2

)n
dη1 ∧ dη1 ∧ . . . ∧ dηn ∧ dηn

où η est différentié par rapport à u à z fixé. En utilisant clkjp = cjklp et
vk = uk − zk, on obtient

dλ(η) = dλ(u)


1−

∑

klp

ckklp(ulup −
1

3
vlvp) +O(|u|+ |z|)3


 .

Donc

▽+
l (dλ(η)) = −dλ(u)



∑

kp

ckklpup +O(|u|+ |z|)2


 .

Les trois calculs précédents donnent

▽+
l

(
χ′dλ(η)(τV )λ(τV )λ

)

=



−
χ′′

2ε2

∑

jkp

cjklp(zp + up)vjvk +
χ′′

ε2
O(|u|+ |z|)4



 dλ(η)(τV )λ(τV )λ

− χ′dλ(u)




∑

kp

ckklpup +O(|u|+ |z|)2



 (τV )λ(τV )λ

+ χ′dλ(η)




∑

jµ

djlλµvjVλV µ +O(|z|+ |u|)2|V |2



 .

En utilisant

▽−
mvp = −2δmp

▽−
m

(
(τV )λ(τV )λ

)
= O(|u|+ |z|)|V |2

▽−
m (dλ(η)) = O(|u|+ |z|)dλ(u)

▽−
m|η|

2 = −2vm +O(|u|+ |z|)3,
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on obtient

▽−
m ▽+

l

(
χ′dλ(η)(τV )λ(τV )λ

)

=


χ

′′′

ε4

∑

jkp

cjklp(zp + up)vjvkvm +
χ′′′

ε4
O(|u|+ |z|)5

+
χ′′

ε2

∑

jp

cjmlp(zp + up)vj +
χ′′

ε2
O(|u|+ |z|)3


 dλ(η)(τV )λ(τV )λ

+


2χ

′′

ε2

∑

kp

ckklpupvm +
χ′′

ε2
O(|u|+ |z|)3

+ χ′
∑

k

ckklm + χ′O(|u|+ |z|)

]
dλ(u)(τV )λ(τV )λ

− 2



χ
′′

ε2

∑

jµ

djlλµvjvmVλV µ +
χ′′

ε2
O(|u|+ |z|)3|V |2

+ χ′
∑

µ

dmlλµVλV µ + χ′O(|u|+ |z|)|V |2


 dλ(η).

Au point z0, cette expression devient

▽−
m ▽+

l

(
χ′dλ(η)(τV )λ(τV )λ

)

=


χ

′′′

ε4

∑

jkp

cjklpupujukum +
χ′′

ε2

∑

jp

cjmlpupuj

+
2χ′′

ε2

∑

kp

ckklpupum + χ′
∑

k

ckklm +O(ε)


 dλ(u)VλV λ

+


−2

χ′′

ε2

∑

jµ

djlλµujumV µ − 2χ′
∑

µ

dmlλµV µ +O(ε)|V |


 dλ(u)Vλ.

Afin d’intégrer par parties l’expression du hessien de hε et d’utiliser la
majoration de la courbure de E muni de h0, il faut reconnaitre des dérivées
secondes par rapport aux coordonnées (u). Le terme nouveau par rapport
au cas de la régularisation des fonctions plurisousharmoniques est

−2
χ′′

ε2

∑

j

djlλµujum − 2χ′dmlλµ

= −2
∑

j

∂2

∂uj∂um
(ε2χdjlλµ) +O(ε),
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comme on peut le vérifier en utilisant

∂

∂ul
|η|2 = ul +O(ε).

Les autres termes se réécrivent

χ′′′

ε4

∑

jkp

cjklpupujukum +
χ′′

ε2

∑

jp

cjmlpupuj

+
2χ′′

ε2

∑

kp

ckklpupum + χ′
∑

k

ckklm

=
∑

p

∂2

∂up∂um
(χ′
∑

jk

cjklpujuk + ε2χ
∑

k

ckklp)

−
∑

jk

∂2

∂uk∂uj
(ε2χcjklm) +O(ε).

Puisque χ′
∑

λλ

a0λλ(u)(τz,uV )λ(τz,uV )λdλ(η) est une (n, n)−forme réelle sur

X,

∑

lmλλ

a0λλ(u)

(
∂2

∂zl∂zm
−

∂2

∂ul∂um

)(
χ′(τz,uV )λ(τz,uV )λdλ(η)

)
slsm

= Re
∑

lmλλ

a0λλ(u)▽
−
m ▽+

l

(
χ′(τz,uV )λ(τz,uV )λdλ(η)

)
slsm

= Re



∑

lmλλp

a0λλ(u)
∂2

∂up∂um
(χ′
∑

jk

cjklpujuk + ε2χ
∑

k

ckklp)slsmVλV λ

−
∑

lmλλjk

a0λλ(u)
∂2

∂uk∂uj
(ε2χcjklm)slsmVλV λ

− 2
∑

lmλλjµ

a0λλ(u)
∂2

∂uj∂um
(ε2χdjlλµ)VλV µslsm +O(ε)|s|2|V |2


 dλ(u).

On peut alors intégrer par parties l’expression du hessien de hε obtenue
par dérivation sous le signe intégral.

∑

lm

∂2hε(.)(V )

∂zl∂zm
slsm

=
1

Cε2n

∫

(u)

∑

lm

χ′ ∂
2h0(.)(V )

∂ul∂um
slsmdλ(u)
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+
1

Cε2n
Re

∫

(u)

∑

lmp

∂2h0(.)(V )

∂up∂um
(χ′
∑

jk

cjklpujuk + ε2χ
∑

k

ckklp)slsmdλ(u)

−
2

Cε2n
Re

∫

(u)




∑

jlmλλµ

∂2a0λλ

∂uj∂um
ε2χdjlλµVλV µslsm +O(ε)|s|2|V |2



dλ(u)

−
1

Cε2n

∫

(u)

∑

jklm

∂2h0(.)(V )

∂uk∂uj
ε2χcjklmslsmdλ(u).

La minoration du hessien de h0 montre que le premier terme est supérieur
à la quantité (ν + α+O(ε))||s||2ω ||V ||2hε .

On montre maintenant que les autres termes tendent vers 0 avec ε.
Puisque le calcul est local, on peut supposer, quitte à multiplier par un
poids de classe C∞, que

∀(uλ), (sj),
∑

jmλλ

∫

(u)

∂2a0λλ
∂uj∂um

VλV λsjsmdλ(u) ≥ 0.

En utilisant une transformée de Fourier discrète, comme dans [D-S 80], on
en déduit qu’il existe une constante C telle que ∀λ, λ, j,m,

∫

(u)

∣∣∣∣∣
∂2a0λλ
∂uj∂um

∣∣∣∣∣ dλ(u) ≤ C

∫

(u)

∑

k

∂2
∑
µ a

0
µµ

∂uk∂uk
dλ(u) = C

∫

(u)
∆

(
∑

µ

a0µµ

)
dλ(u).

Reste à appliquer le lemme suivant pour obtenir l’estimation de courbure.

Lemme 7.3. — Soit u une fonction continue plurisousharmonique au

voisinage de 0 dans Cn. Soit νz0 : t 7→
1

t2n−2

∫

|z−z0|<t

∆u dλ(z).

Alors νz0(t) est une fonction croissante qui tend vers 0 quand t tend vers
0, uniformément en z0.

Ce lemme exprime le fait que le nombre de Lelong d’une fonction plurisoushar-
monique en un point de continuité est nul [Le 68]. De plus, pour tout t, la
fonction z0 7→ νz0(t) est continue.

7.2. Démonstration du théorème de positivité au sens de Griffiths

7.2.1. Première étape : construction de métriques sur
ϕ⋆(KX/Y ⊗ L).

On suppose que Y satisfait l’hypothèse (H). On suppose pour commencer
que L est nef. L’auto-application va permettre de rendre arbitrairement
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petite la perte de positivité. A partir de l’itérée p-ième de θ, notée θ(p), on
construit le diagramme

Lp −−−−→ Ly

y
Xp

Θ(p)

−−−−→ X

ϕp

y

yϕ

Y
θ(p)

−−−−→ Y.

On note toujours E := ϕ⋆(KX/Y ⊗ L). A partir de la fonction F satis-
faisant

θ⋆ω ≥ aω + i∂∂ F (a := α− ε > 1),

on construit par récurrence sur p une fonction Fp satisfaisant

θ(p)⋆ω ≥ apω + i∂∂ Fp.

Puisque ϕ est une submersion (Θ(p)⋆KX/Y = KXp/Yp) et que θ
(p) est fini

donc plat, la formule de changement de base pour les fibrés adjoints donne
θ(p)⋆E = (ϕp)⋆(KXp/Y ⊗ Lp). Lp = Θ(p)⋆L est nef et ϕp−ample. On peut
donc appliquer la proposition 6.2 aux données (Xp, ϕp, Lp) : il existe une
métrique hermitienne de classe C∞ sur θ(p)⋆E telle que

ic(θ(p)⋆E) ≥Griff −Aω ⊗ Id ≥Griff −Aa−p(θ(p)⋆ω − i∂∂ Fp)⊗ Id.

En multipliant cette métrique par eAa
−pFp , on obtient une métrique hermi-

tienne de classe C∞ sur θ(p)⋆E telle que

ic(θ(p)⋆E) ≥Griff −Aa−pθ(p)⋆ω ⊗ Id

et par la proposition 7.1, puisque θ(p) est fini,

ic(E) ≥Griff −Aa−pω ⊗ Id.

On retrouve en particulier que E = ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est numériquement ef-
fectif.

7.2.2. Seconde étape : ϕ⋆(KX/Y ⊗L) est strictement positif au
sens de Griffiths.

On suppose maintenant que L est ample. On montre que le fibré
E := ϕ⋆(KX/Y ⊗ L) est alors un fibré vectoriel strictement positif au sens
de Griffiths sur Y .
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Lemme 7.4. — Soit G un fibré en droites ample sur Y . Il existe un
entier naturel p tel que Θ(p)⋆L⊗ ϕ⋆pG

−1 soit nef sur Xp.

Dmonstration. — On munit L et G de métriques hermitiennes de classe
C∞ à courbure strictement positive. On peut supposer, quitte à multiplier
ω, que ω ≥ ic(G). Soit ε > 0 tel que ic(L) ≥ εϕ⋆ω + εic(L). Soit p tel que
εap > 1.

ic(Θ(p)⋆L) ≥ εϕ⋆pθ
(p)⋆ω + εic(Θ(p)⋆L)

≥ εϕ⋆pa
pω + ε i∂∂ Fp ◦ ϕp + εic(Θ(p)⋆L)

≥ εapϕ⋆pic(G) + ε i∂∂ Fp ◦ ϕp + εic(Θ(p)⋆L).

{ic(Θ(p)⋆L⊗ ϕ⋆pG
−1)} ≥ ε{ic(Θ(p)⋆L)}.

Puisque Θ(p) est un morphisme fini, Θ(p)⋆L est ample et, par suite Θ(p)⋆L⊗
ϕ⋆pG

−1 peut être muni d’une métrique hermitienne de classe C∞ à courbure
positive : il est donc nef.

La première étape prouve alors que ϕp⋆(KXp/Yp ⊗Θ(p)⋆L⊗ϕ⋆pG
−1) peut

être muni, pour tout ε′ > 0, d’une métrique hermitienne de classe C∞ dont
la courbure vérifie

ic(ϕp⋆(KXp/Yp ⊗Θ(p)⋆L⊗ ϕ⋆pG
−1)) ≥Griff −ε′ω ⊗ Id.

Par la formule de projection, on obtient que ϕp⋆(KXp/Yp⊗Θ(p)⋆L) est stricte-
ment positif au sens de Griffiths. La formule de changement de base montre
que ce dernier fibré vectoriel est isomorphe à θ(p)⋆E. Puisque θ(p) est un mor-
phisme fini, on conclut grâce à la proposition 7.1 que E = ϕ⋆(KX/Y ⊗ L)
est strictement positif au sens de Griffiths.

8. Applications

8.1. Variétés kählériennes compactes dont le fibré tangent est

numériquement effectif

Soit X une variété kählérienne compacte dont le fibré tangent est nu-
mériquement effectif. D’après [D-P-S 94], il existe un revêtement étale fini
X̃ → X tel que X̃ vérifie les mêmes hypothèses que X et tel que α, le
morphisme d’Albanese de X̃, soit une submersion (sur un tore) dont les
fibres sont des variétés de Fano. Le fibré anti-canonique (relatif) est nef et
α−ample. Par application du théorème 3.2, on déduit que pour tout k ∈ N,
α⋆(K

−k

X̃
) est numériquement effectif.
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8.2. Positivité de SkE ⊗ detE

On démontre le corollaire 3.5. Soit E → Y un fibré vectoriel ample sur
une variété projective lisse Y satisfaisant l’hypothèse (H). Soit X := P(E)
la variété des hyperplans de E, p : X → Y la projection naturelle. Par
hypothèse, le fibré en droites OE(1) canoniquement associé à E est ample
sur X. Il suffit de remarquer que KX/Y = OE(−r)⊗ p⋆ detE, et donc que

p⋆(KX/Y ⊗OE(r + k)) = SkE ⊗ detE. On applique alors le théorème 3.4.

On suppose maintenant que Y admet un morphisme surjectif fini ρ :
Y ′ → Y où Y ′ est une variété projective lisse satisfaisant l’hypothèse (H).
D’après la proposition 4.3 de [Ha 66], ρ⋆E est ample sur Y ′. Le premier cas
montre que Skρ⋆(E) ⊗ det ρ⋆(E) = ρ⋆(SkE ⊗ detE) est strictement positif
au sens de Griffiths. Reste à appliquer la proposition 7.1 pour conclure.

En utilisant d’autres variétés de drapeaux de E comme dans [De 88],
ou des produits fibrés de copies de P(E) comme dans [Ma 96] ou encore
des sommes de copies de E, on obtient sur les variétés vérifiant l’hypothèse
(H), la stricte positivité au sens de Griffiths de fibrés construits sur E par
d’autres représentations du groupe linéaire tensorisées par une puissance
strictement positive du déterminant de E. Puisque la somme de fibrés
strictement positifs au sens de Griffiths est strictement positive au sens de
Griffiths, on en déduit en particulier la stricte positivité au sens de Griffths
de E⊗k ⊗ (detE) rangE−1.

8.3. Remarque : méthode algébrique

Les variétés de Fano d’indice supérieur ou égal à la dimension sont,
d’après un théorème de Kobayashi-Ochiai [K-O 73], l’espace projectif Pn de
dimension n et la quadrique non dégénérée Qn de dimension n plongée dans
Pn+1. Par simple application du critère de Castelnuovo-Mumford, on peut
retrouver le corollaire précédent sur ces variétés.

Rappelons d’abord le théorème d’annulation de Griffiths [Gr 69], selon
lequel

∀k ∈ N,∀i > 0, H i(Y, SkE ⊗ detE ⊗ L⊗KY ) = 0

pour tout fibré vectoriel ample E → Y et tout fibré en droites L → Y
semi-positif ou nef.

Dans le cas de l’espace projectif, il existe un fibré en droites G := O(1)
très ample sur Y tel que Gn+1 = K−1

Y . Ceci donne bien

∀i > 0, H i(Y, SkE ⊗ detE ⊗G−1 ⊗G−i) = 0.

Le fibré SkE⊗detE⊗G−1 est donc globalement engendré. Par conséquent
SkE⊗detE est strictement positif au sens de Griffiths, et son dual est même
strictement négatif au sens de Nakano.
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Dans le cas de la quadrique Y = Qn, n ≥ 2, l’indice n’est que n ; il faut

donc justifier autrement l’annulation du nième groupe de cohomologie. On
a dans ce cas KY = G−n avec G = OPn+1(1)|Qn , et SkE est ample tandis
que detE⊗G−1 est semi-positif : si n ≥ 3, ceci résulte du fait que le groupe
de Picard de la quadrique est engendré par G ; pour n = 2, le groupe de
Picard de Q2 ≃ P1×P1 est Z2 avec G = O(1, 1) ; tout fibré en droites ample
est donc minoré par G. Par dualité de Serre, on trouve alors

Hn(Y, SkE ⊗ detE ⊗G−1 ⊗G−n) = H0(Y, (SkE ⊗ detE ⊗G−1)⋆)⋆

= 0

car SkE ⊗ detE ⊗G−1 est ample.

Puisque le fibré quotient universel sur les grassmanniennes peut jouer
le rôle du fibré en droites très ample G dans le critère de Castelnuovo -
Mumford, les résultats précédents restent vrais sur ces variétés [Ma 96].
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Deuxième partie

VERSIONS KÄHLÉRIENNES DU

THÉORÈME D’ANNULATION

DE BOGOMOLOV

9. Introduction et énoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique com-
plexe compacte lisse. Si X est projective, le théorème de Bogomolov donne
l’annulation des espaces H0(X,ΩpX⊗L−1) de p-formes holomorphes à valeurs
dans L−1, en degrés p strictement inférieurs à la dimension de Kodaira-Iitaka
de L, notée κ(L). Nous étendons au paragraphe 11 ce résultat à toutes
les variétés kählériennes compactes en remplaçant κ(L) par un entier e(L)
supérieur ou égal à κ(L) et ne dépendant que de c1(L) la première classe de
Chern de L. Lorsque L est numériquement effectif, nous montrons au para-
graphe 12 que l’annulation a même lieu en degrés p strictement inférieurs
à la dimension numérique de L, notée ν(L). Nous montrons au paragraphe
13 que tous ces résultats restent vrais sur les variétés de Fujiki. Les tech-
niques utilisées sont l’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano et le théorème
de Calabi - Yau [Ya 77].

Dans toute cette partie, L désigne un fibré en droites holomorphe sur
une variété X analytique complexe compacte lisse. On définit d’abord trois
entiers mesurant le rang des directions positives de courbure de L.

9.1. Dimension de Kodaira-Iitaka

Si Vm désigne l’espace de sections holomorphes H0(X,Lm) et Zm l’en-
semble base du système linéaire |Lm|, la dimension de Kodaira-Iitaka de L,
notée κ(L), est le maximum des rangs des morphismes canoniques
Φm : X − Zm → P(Vm) , (m ≥ 1), avec par convention κ(L) = −∞ si
tous les Vm sont réduits à {0}.

Si Vm 6= {0}, le morphisme Φm permet de munir Lm = Φ⋆mOP(Vm)(1)
et par suite L d’une métrique singulière à courbure positive, de rang sur
X − Zm égal au rang de Φm.



9.2. Dimension d’effectivité

On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X par

Hp,q
BC(X,C) :=

C∞
p,q(X,C) ∩ ker d

i∂∂ C∞
p−1,q−1(X,C)

.

L’injection de l’espace des formes de classe C∞ dans l’espace des distributions
induit un isomorphisme entre la cohomologie de Bott-Chern ainsi définie et
la cohomologie définie de manière analogue à l’aide des courants.

SiX est kählérienne, la classe de cohomologie de Bott-Chern d’un courant
de bidegré pur (p, q) avec p ≥ 1 et q ≥ 1 cöıncide avec sa classe de coho-
mologie de De Rham.

On dira que le fibré L (ou le R−diviseur L) est pseudo-effectif si la
classe de cohomologie de Bott-Chern c1(L)BC a, parmi ses représentants, un
courant de type (1, 1) positif fermé. Par exemple si X est projective, cela
revient à supposer que la classe de cohomologie de De Rham c1(L) appartient
au cône convexe fermé engendré par les classes des diviseurs effectifs dans
H2(X,R) [De 92]. La dimension d’effectivité de L, notée e(L), est alors
définie par

e(L) = max {k /∃T ∈ c1(L)BC , T ≥ 0, rang Tac = k

sur un ensemble de mesure strictement positive}

où Tac désigne la partie absolument continue de T par rapport à une métrique
de classe C∞.

Puisque tout courant positif fermé dans c1(L)BC est la forme de courbure
d’une métrique singulière sur L, la dimension d’effectivité de L prend en
compte toutes les métriques singulières sur L et pas seulement celles qui
proviennent d’un plongement canonique. Cette dimension ne dépend que de
c1(L)BC .

9.3. Dimension numérique

On suppose ici que le fibré L (ou le R−diviseur L) est numériquement
effectif (nef), c’est-à-dire que pour tout ε > 0, c1(L)BC peut être représentée
par une forme de type (1, 1) de classe C∞ minorée par −εω. Si X est
projective, cela revient à supposer que c1(L) appartient au cône convexe
fermé engendré par les classes des diviseurs amples, ou encore que le degré
de L sur toute courbe est positif ou nul. La dimension numérique de L notée
ν(L), est alors le plus grand des entiers s tels que la classe de cohomologie
de Bott-Chern (c1(L)BC )

s soit non nulle.
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9.4. Comparaison de ces dimensions

On suppose désormais, sauf au paragraphe 13 sur les variétés de Fujiki,
que (X,ω) est kählérienne.

Proposition 9.1. — (i) Si L est un fibré en droites pseudo-effectif,
alors κ(L) ≤ e(L).

(ii) Si L est un fibré en droites numériquement effectif, alors e(L) ≤ ν(L).

(iii) Les inégalités précédentes peuvent être strictes.

Dmonstration. —

(i) résulte de la remarque de la fin du paragraphe 9.1.

(ii) Il suffit de montrer que pour tout courant positif fermé T dans c1(L) on
a

0 ≤
∫

X

(Tac)
k ∧ ωn−k ≤

∫

X

c1(L)
k ∧ ωn−k.

Un tel courant s’écrit α + i∂∂ ϕ où α est un représentant de classe C∞ de
c1(L) et ϕ une fonction quasi-plurisousharmonique sur X (i.e. une fonction
dont le hessien i∂∂ ϕ est localement minoré par une forme de type (1, 1) de
classe C∞). On cherche à approcher Tac par des courants de classe C∞ pour
pouvoir estimer (Tac)

k.

On commence par régulariser ϕ à l’aide du théorème 9-1 de [De 82]. Il
existe donc une famille croissante (ϕε)ε∈]0,1] de fonctions de classe C∞ sur
X et une famille coissante (λε)ε∈]0,1] de fonctions continues sur X telles que

• ϕε tend partout vers ϕ

• α+ i∂∂ ϕε ≥ −λε ω

• λε tend partout vers τ−(.) ν(ϕ, .),

où τ− est une fonction continue positive sur X et ν(ϕ, x) désigne le nombre
de Lelong de ϕ en x. Il résulte de la démonstration que α + i∂∂ ϕε tend
presque partout vers Tac. La minoration du hessien de ϕε est mauvaise
précisément là où ϕε tend vers −∞. On tronque donc ϕε en posant

ψηε := max(ϕε, f
η)

où (fη)η∈]0,1] est une famille croissante de fonctions de classe C∞ tendant
partout vers −∞ et vérifiant les minorations

α+ i∂∂ fη ≥ −ηω ∀η ∈]0, 1];
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cette famille existe car L est nef.

On montre maintenant que pour tout η > 0 fixé, il existe ε(η) > 0 tel
que

(⋆) ∀ε ≤ ε(η) α+ i∂∂ ψηε ≥ −ηmax
X

(τ−, 1)ω.

Soit E := Eη/2(ϕ) = {x ∈ X/ ν(ϕ, x) ≥ η/2}. Par un théorème de Siu, E
est un sous ensemble analytique strict de X.

Puisque ϕ vaut −∞ sur E compact,

∃ε1(η),∀x ∈ E, ϕε1(η)(x) < fη(x).

∃Vη voisinage ouvert de E, ∀ε ≤ ε1(η), ∀y ∈ Vη, ϕε(y) ≤ ϕε1(η)(y) <
fη(y).

∀ε ≤ ε1(η), α+ i∂∂ ψηε = α+ i∂∂ fη ≥ −η ω sur Vη.

Par compacité de X − Vη

∃ε(η) ≤ ε1(η), ∀ε ≤ ε(η), λε ≤ λε(η) ≤ η max
X

(τ−) sur X − Vη.

On a donc

∀ε ≤ ε(η), α+ i∂∂ ψηε ≥ −η max
X

(τ−, 1)ω sur X.

Reste à montrer que α + i∂∂ ψηε(η) tend presque partout vers Tac. Soit

un point x ∈ X où ϕ(x) > −∞ et α+ i∂∂ ϕε tend vers Tac.

Puisque fη(x) tend vers −∞, il existe η0 = η0(x) tel que

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], ϕε(x) ≥ ϕ(x) > fη(x)

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], ∃Vε,η voisinage de x,∀y ∈ Vε,η , ϕε(y) > fη(y)

∀η ≤ η0, ∀ε ∈]0, 1], i∂∂ ψηε = i∂∂ ϕε en x.

D’où la convergence presque partout de α+ i∂∂ ψηε(η) vers Tac.

Le lemme de Fatou fournit maintenant
∫

X

(Tac)
k ∧ ωn−k ≤ lim inf

η→0

∫

X

(α+ i∂∂ ψηε(η) + ηmax
X

(τ−, 1) ω)
k
∧ ωn−k

≤
∫

X

c1(L)
k ∧ ωn−k.

(iii) Soit L1 un fibré en droites ample surX1 et L2 un fibré en droites plat
mais pas de torsion sur X2 . Pour L := p⋆1(L1)⊗ p⋆2(L2) sur X := X1 ×X2

où p1 et p2 sont les projections canoniques de X sur X1 et X2, on a

−∞ = κ(L) < e(L) = ν(L) = dimX1.
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Suivant l’exemple 1-7 de [D-P-S 94], on considère le fibré en droites L associé
au seul fibré vectoriel de rang 2 extension non triviale de deux fibrés en
droites triviaux sur une courbe elliptique. Le calcul explicite des métriques
singulières sur L (qui permet de conclure que L nef n’a pas de métrique
hermitienne de classe C∞ à courbure semi-positive) conduit à

0 = κ(L) = e(L) < ν(L) = 1.

En combinant ces deux exemples, on peut rendre les deux inégalités simul-
tanément strictes.

9.5. Enoncé des résultats

Soit L un fibré en droites holomorphe sur une variété X analytique com-
plexe compacte lisse. Le théorème d’annulation de Bogomolov [Bo 78] dit
que si X est projective alors

H0(X,ΩpX ⊗ L−1) = 0 pour p < κ(L).

On étend ce résultat dans deux directions, en supposant X seulement
kählérienne .

Thorme 9.2. — Si L est pseudo-effectif alors

H0(X,ΩpX ⊗ L−1) = 0 pour p < e(L).

Thorme 9.3. — Si L est numériquement effectif alors

H0(X,ΩpX ⊗ L−1) = 0 pour p < ν(L).

Thorme 9.4. — Plus généralement, si L est numériquement équivalent
à un R−diviseur de la forme D + E avec D nef et E pseudo-effectif alors

H0(X,ΩpX ⊗ L−1) = 0 pour p < ν(D).

Suivant [Fu 83], on dira qu’une variété Y analytique complexe compacte
lisse est de Fujiki si elle est le but d’une application f : X → Y holomorphe
surjective, dont la source X est kählérienne compacte lisse. Par un résultat
de J. Varouchas ([Va 85] théorème 3), une telle variété est modification d’une
variété kählérienne compacte lisse.

Thorme 9.5. — Les résultats précédents restent vrais sur les variétés
de Fujiki.
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Remarque. — Le théorème 9.2 peut être reformulé de la façon suivante :
le faisceau ΩpX des p-formes holomorphes sur X n’a pas de sous-faisceaux de
rang un associé à un fibré en droites pseudo-effectif de dimension d’effectivité
strictement supérieure à p. Les autres théorèmes se reformulent de façon
analogue. En particulier, les faisceaux ΩpX(p < dimX) d’une variété de
Fujiki compacte lisse n’ont pas de sous fibré en droites nef et gros (i.e. de
dimension de Kodaira-Iitaka maximale).

Remarque. — Dans le cas où X est projective, le théorème 9.3 peut
se démontrer en utilisant des sections hyperplanes convenables de X et
en raisonnant par récurrence sur la dimension de X. On se ramène ainsi
au cas où ν(L) = dimX. Le théorème de Bogomolov permet de conclure
puisqu’alors ν(L) = κ(L). Cette méthode tombe complètement en défaut
dans le cas kählérien général puisque X peut n’avoir aucun sous-ensemble
analytique propre autre que les parties finies. On utilisera donc ici des
méthodes d’analyse.

La démonstration de Viehweg [Vi 82] du théorème d’annulation de la
cohomologie d’un fibré nef et gros sur une variété projective lisse repose après
revêtement cyclique et conjugaison pour les groupes de cohomologie d’un
faisceau de structure, sur le théorème d’annulation de Bogomolov. Mais sur
une variété kählérienne générale, il n’est pas possible de réduire le théorème
d’annulation de Kawamata-Viehweg, à un théorème d’annulation de type
Bogomolov.

10. Les outils

10.1. Rappels de géométrie kählérienne

Le symbole Λ désigne l’adjoint de la multiplication par ω. Soit γ une
(1, 1)−forme réelle sur TxX. Il existe une base (t⋆j )1≤j≤n de T ⋆xX, ω(x)−

orthonormée, telle que γ = i
∑n
j=1 γjt

⋆
j ∧ t

⋆
j où les (γj) sont les valeurs

propres de γ par rapport à ω(x). Pour toute (p, 0)−forme sur TxX, soit
u =

∑
|J |=p uJ t

⋆
J(t

⋆
J := t⋆j1 ∧ . . . ∧ t

⋆
jp), on a

[γ,Λ]u =
∑

|J |=p

(
∑

j∈J

γj −
n∑

j=1

γj)uJ t
⋆
J = −

∑

|J |=p

(
∑

j /∈J

γj)uJ t
⋆
J .

10.2. Inégalité de Bochner - Kodaira - Nakano

Soit h une métrique hermitienne de classe C∞ sur L, Θh(L) :=
i
2π ch(L)

la forme de courbure de la connexion de Chern du fibré en droites hermitien

52



(L, h) et λ1 ≤ . . . ≤ λn ses valeurs propres par rapport à ω. Alors pour
toute p-forme holomorphe u à valeurs dans L−1 on a

0 ≥
∫

X

〈[Θh(L
−1),Λ]u, u]〉(L−1,h)dVω ≥

∫

X

(λ1 + . . .+ λn−p)||u||
2
(L−1,h)dVω.

10.3. Théorème de Calabi - Yau

La courbure de Ricci d’une métrique kählérienne sur X est dans la
première classe de Chern de X. Le théorème de Calabi - Yau affirme (dans
ce cas particulier) que tout représentant de classe C∞ de c1(X) peut être
réalisé comme courbure de Ricci d’une métrique kählérienne sur X.

Plus précisement, soit γ ∈ H1,1(X) une classe de Kähler et ρ ∈ c1(X)
une (1, 1)− forme réelle fermée de classe C∞. Il existe dans γ une unique
forme de Kähler v dont la forme de Ricci Ricci(v) est ρ. Autrement dit, si
f est un potentiel de Ricci(ω) − ρ tel que

∫

X
efωn = γn, on obtient

vn = efωn.

Cette dernière équation admet une unique solution v dans γ pour toute
donnée f satisfaisant

∫

X
efωn = γn.

Conjecturé par E. Calabi, ce résultat a été démontré par S.T. Yau par des
techniques au développement desquelles Th. Aubin a beaucoup contribué.

11. Groupes de cohomologie d’un fibré pseudo-effectif

On se propose dans ce paragraphe de démontrer le théorème 9.2 sur la
cohomologie des fibrés en droites pseudo-effectifs.

Soit T un courant positif fermé dans c1(L) tel que le rang de sa partie ab-
solument continue soit e(L) sur une partie A de mesure strictement positive.
Soit h une métrique hermitienne de classe C∞ quelconque sur L. Le courant
T s’écrit Θh(L)+ i∂∂ ϕ où ϕ est une fonction quasi-plurisousharmonique sur
X. Par le théorème de régularisation 9-1 de [De 82], il existe une famille
croissante (ϕε)ε∈]0,1] de fonctions de classe C∞ sur X, une famille croissante
(λε)ε∈]0,1] de fonctions de continues sur X et une famille (γε)ε∈]0,1] de (1, 1)−
formes réelles continues sur X telles que :

• Pour tout x ∈ X, ϕε(x) tend vers ϕ(x)

• i∂∂ ϕε ≥ γε − λεω

• γε ≥ −Θh(L)
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• γε tend presque partout vers (i∂∂ ϕ)ac

• λε tend presque partout vers 0.

L’identité de Bochner - Kodaira - Nakano donne pour toute p−forme
holomorphe u à valeurs dans L−1 muni de la métrique duale de he−2πϕε

∫

X

〈[−Θh(L)− i∂∂ ϕε,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤ 0

∫

X

〈[−Θh(L)− γε + λεω,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤ 0.

Les théorèmes usuels d’intégration s’appliquent car ϕε est uniformément
majorée , γε minorée, λε et ϕε croissantes, et conduisent à

∫

X

〈[−Tac,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0.

D’où ∫

X− supp(T−Tac)

〈[−Tac,Λ]u, u〉(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0.

Sur X− supp(T −Tac), les valeurs propres de Tac sont des fonctions L
1 pos-

itives dont e(L) sont strictement positives sur A− supp(T −Tac). La forme
u est donc nulle sur A, holomorphe sur X et par conséquent identiquement
nulle.

12. Groupes de cohomologie d’un fibré nef

On démontre maintenant le théorème 9.3 concernant les fibrés en droites
numériquement effectifs.

Soit l = ν(L) la dimension numérique de L. Puisque L est nef, c1(L)
l

peut être représentée par un courant positif fermé non nul T . D’où

∫

X

c1(L)
l ∧ ωn−l =

∫

X

T ∧ ωn−l > 0.

Puisque c1(L) + ε{ω} est pour tout ε > 0 une classe de Kähler, le
théorème de Calabi - Yau fournit une métrique hermitienne hε sur L telle
que Θhε(L) + εω soit une métrique kählérienne sur X et

(Θhε(L) + εω)n = λεω
n
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avec

λε =

∫

X
(c1(L) + εω)n

∫
X ω

n
∼ε→0Cε

n−l (C > 0).

Soit h une métrique hermitienne quelconque sur L. La métrique hε s’ecrit
he−2πϕε . On peut imposer la condition de normalisation

∫
X ϕεdVω = 0.

Alors

∆ωϕε = i∂∂ ϕε ∧
ωn−1

(n− 1)!
= TraceωΘhε(L)− TraceωΘh(L)

ϕε = Gω( TraceωΘhε(L)− TraceωΘh(L))

où Gω est l’opérateur de Green du Laplacien de associé à ω[G-H 78]. On ob-
serve que la famille de fonctions ( TraceωΘhε(L))ε∈]0,1] est bornée en masse,

que Gω : L1 → L1 est compact, on peut donc supposer, quitte à extraire
une sous-suite, que ϕε converge presque partout vers ϕ ∈ L1.

On remarque de plus que, par construction, pour tout ε > 0,Θhε(L) +
εω > 0 et donc i∂∂ ϕε ≥ −Θh(L) − ω. La condition de normalisation∫
X ϕεdVω = 0 assure donc que la suite (ϕε)ε∈]0,1] est uniformément majorée
sur X compacte.

Soit (−ε ≤)γε1 ≤ . . . ≤ γεn les valeurs propres de Θhε par rapport à ω.

Soit δ > 0 tel que µ :=
n− l

n− l + 1
+ δ

l − 1

n− l + 1
soit strictement inférieur à 1.

On a
∫

X

(γεn + ε)dVω ≤
∫

X

[(γε1 + ε) + . . .+ (γεn + ε)]dVω

≤
∫

X

(c1(L) + εω) ∧
ωn−1

(n− 1)!

≤
∫

X

(c1(L) + ω) ∧
ωn−1

(n− 1)!
=: A.

Alors Vε := {x ∈ X/γεn + ε ≥ Aε−δ} est de volume inférieur à εδ
∫
X ω

n.
De plus λε est partout égal au produit des valeurs propres de Θhε(L) + εω,
soit γε1 + ε ≤ . . . ≤ γεn + ε. En dehors de Vε, on a donc

γεn−l+1 + ε ≥ ((γε1 + ε) . . . (γεn−l+1 + ε))1/n−l+1

≥
( λε

(γεn + ε)l−1

)1/n−l+1

≥ B
ε

n−l
n−l+1

ε−δ
l−1

n−l+1

≥ Bεµ.

55



On prend maintenant une p−forme holomorphe u à valeurs dans L−1

muni de hε (p < l). Il vient par l’identité de Bochner - Kodaira - Nakano

0 ≥
∫

X

〈[Θhε(L
−1),Λ]u, u〉(L−1,h)e

2πϕεdVω.

Par suite

0 ≥
∫

X

(γε1 + . . .+ γεn−l+1 + . . .+ γεn−p)||u||
2
(L−1,h)e

2πϕεdVω

≥
∫

X−Vε

(Bεµ − (n− p)ε)||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω +

∫

Vε

(n− p)(−ε)||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω.

∫

X

||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω ≤

(
1 +

n− p

Bεµ−1 − (n − p)

) ∫

Vε

||u||2(L−1,h)e
2πϕεdVω

≤ C1 Volω(Vε) ≤ C2ε
δ .

car (ϕε) est uniformément majorée. Par le théorème de convergence dominée,
on obtient ∫

X

||u||2(L−1,h)e
2πϕdVω ≤ 0

et u est donc nulle.

Idée de démonstration du théorème 9.4. — On adapte la démonstration
précédente aprés avoir remarqué que pour tout ε > 0, on peut trouver une
forme de classe C∞ cohomologue à E et minorée par −εω en dehors d’une
partie Wε de X de mesure inférieure à ε.

13. Sur les variétés de Fujiki

On se propose ici de déduire le théorème 9.5 des théorèmes analogues
sur les variétés kählériennes par les techniques développées dans [Fu 83].

On montre d’abord que sur les variétés de Fujiki comme sur les variétés
kählériennes, les définitions relatives à la pseudo-effectivité et à l’effectivité
numérique s’expriment en cohomologie de De Rham.

Lemme 13.1. — Sur une variété de Fujiki X, tout courant T de type
(p, q) avec p ≥ 1, q ≥ 1 qui est d-exact, est i∂∂-exact.
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Dmonstration. — Ce résultat est classique sur les variétés kählériennes,
par la théorie de Hodge. Soit µ : X̃ → X une modification de X, avec X̃
kählérienne. Puisque l’injection des formes différentielles dans les courants
induit un isomorphisme en cohomologie de Bott-Chern, il existe une forme
différentielle u de classe C∞, et un courant T ′ tels que T = u + i∂∂ T ′. La
forme µ⋆u est, comme T , d-fermée. Il résulte des formules µ⋆µ

⋆u = u, où µ⋆
est calculé au sens des courants, et µ⋆ i∂∂ = i∂∂ µ⋆ que T est i∂∂-exact.

Proposition 13.2. — Soit f : X → Y une application holomorphe
entre variétés analytiques complexes compactes lisses et L→ Y un fibré en
droites sur Y .

(i) Même si L est pseudo-effectif, f⋆L ne l’est pas en général.

(ii) Si L est nef, f⋆L l’est aussi et ν(f⋆L) ≤ ν(L).

Dmonstration. — (ii) résulte des définitions. Pour (i), il suffit de con-
sidérer l’injection du diviseur exceptionnel E ≃ Pn−1 dans l’éclaté d’une
variété de dimension n en un point et le fibré en droites effectif O(E) dont
la restriction à E est isomorphe à OPn−1(−1).

Dans le contexte des variétés de Fujiki, on obtient pour une application
surjective la

Proposition 13.3. — Soit f : X → Y une application holomorphe
surjective entre variétés de Fujiki compactes lisses et L → Y un fibré en
droites sur Y .

(i) Si L est pseudo-effectif, f⋆L l’est aussi et e(f⋆L) ≥ e(L).

(ii) Si L est nef, ν(f⋆L) = ν(L).

Dmonstration. — Pour (i), soit T un courant de type (1, 1), positif, d-
fermé, dans la dans la classe de cohomologie de Bott-Chern c1(L)BC , tel
que le rang de sa partie absolument continue soit e(L) sur un ensemble de
mesure non nulle. Le courant T s’écrit T = u + i∂∂ ϕ, où u est de classe
C∞ et ϕ localement intégrable. Puisque f est surjective et propre, ϕ ◦ f
est une fonction localement intégrable. Le courant f⋆T := f⋆u + i∂∂ ϕ ◦ f
permet de conclure puisque la différentielle de f est surjective en dehors
d’un sous-ensemble analytique strict de X.

Pour (ii), il suffit d’après la proposition précédente de traiter le cas où
X est kählérienne . On munit donc X d’une métrique kählérienne ω. On
note m = dimY , n = dimX et l = ν(L). Soit u un représentant de classe
C∞ et de type (1, 1) de la classe c1(L). Par la formule de projection,

f⋆
(
f⋆ul ∧ ωn−m

)
= ul ∧ f⋆(ω

n−m).
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Le courant f⋆(ω
n−m) est positif fermé de degré zéro : il correspond à la

fonction constante strictement positive égale au volume d’une fibre générique
de f . Puisque ul n’est pas nulle en cohomologie de De Rham, il en est donc
de même pour f⋆ul. Ainsi ν(f⋆L) = ν(L).

Reste à rappeler le théorème d’injectivité (voir [Fu 83] théorème (4.10))
pour conclure la démonstration du théorème 9.5.

Thorme 13.4. — Soit f : X → Y une application holomorphe surjec-
tive entre variétés de Fujiki compactes lisses et E → Y un fibré vectoriel
sur Y . Alors l’application naturelle Hp,q(Y,E) → Hp,q(X, f⋆E) est injective
pour tout couple d’entiers (p, q).

Remarque. — Les méthodes utilisées ici permettent de montrer le théo-
rème suivant de type Kawamata-Viehweg ([Fu 83] théorème (4.9))

Thorme 13.5. — Soit X une variété de Fujiki compacte lisse et L→ X
un fibré en droites dont la première classe de Chern c1(L) possède un
représentant de classe C∞ semi-positif dont le rang sur un ensemble de
mesure non nulle est k. Alors

Hq(X,L−1) = 0 pour q < k.

En particulier, si L a une puissance globalement engendrée (on dit que L
est semi-ample) alors l’annulation a lieu en degrés q strictement inférieurs à
la dimension numérique de L.

Démontrer par ces méthodes le théorème de Kawamata-Viehweg général
sur les variétés kählériennes compactes nécessiterait d’estimer différents re-
présentants harmoniques, pour différentes métriques, d’une classe de coho-
mologie de Dolbeault à valeurs dans L.
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Troisième partie

ANNULATION GÉNÉRIQUE

DES GROUPES DE

COHOMOLOGIE D’UN FIBRÉ

SEMI-NÉGATIF



14. Introduction

Dans toute la suite, (X,ω) désignera une variété kählérienne compacte
connexe lisse de dimension n, F → X un fibré vectoriel holomorphe sur X
de rang r. La lettre Φ désignera une (0, 1)-forme harmonique sur X.

Nous noterons Pic0(X) le tore complexe qui paramètre les classes d’iso-
morphie de fibrés en droites topologiquement triviaux surX (i.e. de première
classe de Chern nulle). Pour y ∈ Pic0(X), la notation λy désignera un
représentant de y. Pour (p, q,m) ∈ N2 × N⋆, nous étudions les lieux excep-
tionnels de cohomologie :

Sp,qm (X,F ) := {y ∈ Pic0(X)/hp,q(X,F ⊗ λy) ≥ m}.

S’il n’y a pas de risque de confusion, nous omettrons X dans la notation
Sp,qm (X,F ). Si p est nul, nous l’omettrons. De même, si m vaut 1, nous
l’omettrons. Plus généralement, pour tout morphisme a : X → A de X
dans un tore complexe, nous étudions

Sp,qm (X,F, a) := {y ∈ Pic0(A)/hp,q(X,F ⊗ a⋆λy) ≥ m}.

Par utilisation des techniques de déformation de groupes de cohomologie,
Green et Lazarsfeld ont obtenu des théorèmes d’annulation générique et de
structure des lieux exceptionnels de cohomologie pour les fibrés topologique-
ment triviaux [G-L 87] [G-L 87’] [G-L 91]. Cette restriction est due à l’utili-
sation de la théorie de Hodge comme argument ultime. Au paragraphe 15,
nous étudions des notions de semi-négativité pour obtenir des outils analy-
tiques analogues à ceux fournis par la théorie de Hodge. Nous étudions en
particulier les morphismes de Lefschetz et les morphismes de produit ten-
soriel par une section agissant sur la cohomologie des fibrés semi-négatifs.
Nous étendons au paragraphe 16 les théorèmes d’annulation générique aux
fibrés semi-négatifs.

Nous définissons au paragraphe 17 une condition de dégénérescence rel-
ative à (X,F,Φ) et nous montrons que cette condition réduit à l’obstruction
du premier ordre les obstructions supérieures qui apparaissent dans la défor-
mation des classes de cohomologie de F dans la direction Φ. Nous proposons
ensuite des hypothèses de semi-négativité analytiques et algébriques sur F
qui assurent la condition de dégénérescence et, par suite, la structure linéaire
du lieu exceptionnel de la cohomologie des déformations de F par produit
tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux. En découlent
des propriétés de périodicité de la fonction k 7→ hq(X,F ⊗ µk) où F est un
fibré vectoriel semi-positif et µ un fibré en droites numériquement plat.

Nous définissons ensuite une condition forte du premier ordre qui réduit
les obstructions supérieures à l’obstruction du premier ordre et implique
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aussi l’annulation de cette dernière obstruction. Sous cette condition, les
déformations de F ont toutes la même cohomologie. Nous donnons des hy-
pothèses analytiques et algébriques qui assurent la condition forte du premier
ordre.

Au paragraphe 18, nous étendons les résultats précédents au cas de la
cohomologie des déformations d’un fibré en droites numériquement effectif
et abondant sur une variété projective. Nous montrons au paragraphe 20
comment obtenir des résultats pour les fibrés vectoriels.

Nous noterons α = αX : X → Alb(X) le morphisme d’Albanese de X.
Le prototype des théorèmes que nous obtenons est

Théorème. — Considérons (X,ω) une variété kählérienne compacte
lisse de dimension d’Albanese dimα(X) et F → X un fibré en droites dont
le dual est globalement engendré. Alors, pour tout q < dimα(X), le lieu
exceptionnel Sq(F ) de la cohomologie des déformations de F par produit
tensoriel par les fibrés en droites topologiquement triviaux est un ensemble
analytique réunion de translatés de sous-tores de Pic0(X) de codimension
supérieure à dimα(X) − q. De plus, Sq(F ) ⊂ Sq(F 2) ⊂ Sq(F 3) ⊂ · · ·.

Au paragraphe 21, nous retrouvons le théorème de Lichnerowicz sur la
surjectivité et la lissité du morphisme d’Albanese d’une variété kählérienne
compacte à courbure de Ricci semi-positive.

Les théorèmes d’annulation générique et de structure des lieux exception-
nels sur les variétés kählériennes complètes à géométrie bornée s’obtiendront
sans doute par une démarche similaire.

H. Dunio a obtenu sur les variétés projectives, des théorèmes d’annulation
générique pour les fibrés en droites de dual semi-ample ou abondant en les
déduisant par construction de revêtements cycliques, de théorèmes sur les
fibrés en droites topologiquement triviaux (voir [E-V 92]).

15. Notions de semi-négativité

15.1. Définitions et propriétés

Soit la variété (X,ω) et le fibré vectoriel F → X comme dans l’intro-
duction. On munit F d’une métrique hermitienne h de classe C∞. Les
métriques ω et h permettent de définir sur l’espace des formes à valeurs dans
F un produit scalaire global noté 〈〈 , 〉〉. On note D := D′+D′′ la connexion
de Chern sur le fibré holomorphe hermitien (F, h) et δ := δ′ + δ′′ l’adjoint
de D pour le produit scalaire 〈〈 , 〉〉. La notation Λ désigne l’adjoint de la
multiplication extérieure par ω notée L agissant sur les formes différentielles
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à valeurs dans F . On note ∆ (resp. ∆′, ∆′′) le Laplacien associé à l’opérateur
D (resp. D′, D′′).

Dans ce contexte, on dispose des identités de Hodge :

[δ′′, L] = iD′ [δ′, L] = −iD′′ i.e. [δ, L] = i(D′ −D′′)
[D′′,Λ] = iδ′ [D′,Λ] = −iδ′′,

de la relation entre Laplaciens (conséquence de [D′, δ′′] = 0 et de [D′′, δ′] = 0)

∆ = ∆′ +∆′′,

de la relation de commutation (conséquence par l’identité de Jacobi de
l’identité [D, [δ, L]] = 0)

[∆, L] = 0

et de l’identité de Bochner-Kodaira-Nakano :

∆′′ = ∆′ + [ich(F ),Λ].

L’opérateur [ich(F ),Λ] agit ponctuellement de la manière suivante : en
notant

(dzl) une base ω-orthonormée de T ⋆xX,

(eλ) une base h-orthonormée de Ex,

ωx = i
∑
l dzl ∧ dzl,

ich(F )x = i
∑
jkλµ cjkλµdzj ∧ dzke

⋆
λ ⊗ eµ,

u =
∑

|I|=p,|J |=q,λ
uλIJdzI ∧ dzJ ⊗ eλ ∈ Λp,qT ⋆xX ⊗ Fx,

et en convenant que les tenseurs uλI,J sont alternés en les indices I et J

< [ich(F ),Λ]u, u > =
∑

|I′|=p−1,|J |=q

∑

jkλµ

cjkλµu
λ
kI′,Ju

µ
jI′,J

+
∑

|I|=p,|J ′|=q−1

∑

jkλµ

cjkλµu
λ
I,jJ ′u

µ
I,kJ ′

−
∑

|I|=p,|J |=q

∑

jλµ

cjjλµu
λ
I,Ju

µ
I,J .

Dfinition 15.1. — On dira que le fibré vectoriel F est (p, q)-semi-
positif s’il peut être muni d’une métrique hermitienne h de classe C∞ telle
que l’opérateur [ich(F ),Λ] soit semi-positif sur Λp,qT ⋆X ⊗ F . On dira alors
que (F, h) est (p, q)-semi-positif.
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Puisqu’il s’agit d’une propriété de courbure, cette notion est conservée par
produit tensoriel par un fibré en droites plat. Par exemple, un fibré en
droites qui admet une métrique hermitienne de classe C∞ à courbure semi-
négative (resp. semi-positive) est (0, q)- et (p, 0)-semi-positif (resp. (n, q)-
et (p, n)-semi-positif) pour tous p et q.

On dit qu’un fibré vectoriel holomorphe est semi-ample si une de ses
puissances symétriques est globalement engendrée. Un fibré en droites dont
le dual est semi-ample est (0, q)- et (p, 0)-semi-positif pour tous p et q. Un
fibré en droites semi-ample est (n, q)- et (p, n)-semi-positif pour tous p et q.

Un fibré vectoriel globalement engendré est (p, n)-semi-positif pour tout
p. Pour les fibrés vectoriels, on obtiendra au paragraphe 20 des théorèmes
plus précis.

On utilisera essentiellement la (0, q)-semi-positivité et on y fera référence
comme à une notion de semi-négativité.

L’intérêt de cette notion repose dans le lemme suivant, conséquence sim-
ple de la semi-positivité des Laplaciens, de la relation entre Laplaciens et de
l’identité de Bochner-Kodaira-Nakano :

Lemme 15.2. — Une (p, q)-forme à valeurs dans un fibré vectoriel (p, q)-
semi-positif est ∆′′-harmonique si et seulement si elle est ∆-harmonique.

Pour une (p, q)-forme ξ, ∆′′-harmonique à valeurs dans un fibré vectoriel
hermitien (p, q)-semi-positif on a

D′ξ = δ′ξ = D′′ξ = δ′′ξ = 0 et [ich(F ),Λ]ξ = 0.

15.2. Dualité de Serre

On dispose du

Lemme 15.3. — Sur une variété de dimension n, un fibré est (p, q)-
semi-positif si et seulement si son dual est (n− p, n− q)-semi-positif.

Dmonstration. — Si ♯ : Λp,qT ⋆X ⊗ F → Λn−p,n−qT ⋆X ⊗ F ⋆ désigne
l’opérateur de Hodge tel que

u ∧ ♯v = 〈u, v〉dVω

pour u et v dans Λp,qT ⋆X ⊗ F , et si F ⋆ est muni de la métrique duale h⋆

d’une métrique h sur F , on a

〈[ich⋆(F
⋆),Λ]♯u, ♯u〉 = 〈[ich(F ),Λ]u, u〉.
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15.3. Morphisme de Lefschetz

Pour tout couple d’entiers (p, q) tel que p + q ≤ n, on considère le mor-
phisme de Lefschetz

Hp,q(X,F )
Ln−p−q

−−−−→Hn−q,n−p(X,F ).

Si F est le fibré en droites trivial sur X, la théorie de Hodge montre que ces
morphismes sont des isomorphismes. Dans le cas où F est semi-positif, reste
le

Thorme 15.4. — (i) Si a est une (p, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs
dans un fibré vectoriel hermitien (p, q)-semi-positif, alors, pour tout r ∈ N,
Lra est ∆′′-harmonique.

(ii) Si p + q ≤ n et si F est (p, q)-semi-positif, alors le morphisme de
Lefschetz Ln−p−q est injectif.

(iii) Les composantes de la décomposition primitive d’une (p, q)-forme
∆′′- harmonique à valeurs dans un fibré vectoriel hermitien (p, q)-semi-posi-
tif sont ∆′′-harmoniques.

(iv) Si p+q ≤ n et si F est (n−q, n−p)-semi-positif, alors le morphisme
de Lefschetz Ln−p−q est surjectif.

Dmonstration. —

(i) Puisque ω est kählérienne, D′′(Lra) = 0.

Par les identités de Hodge,

δ′′(Lra) = Lrδ′′a+
r−1∑

k=0

Lk[δ′′, L]Lr−k−1a

= i
r−1∑

k=0

LkD′Lr−k−1a

= irLr−1D′a = 0

par le lemme 15.2.

(ii) Soit a une (p, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans F telle que
Ln−p−qa soit ∆′′-exacte. D’après (i), Ln−p−qa est ∆′′-harmonique et donc
nulle. La décomposition primitive de a est de la forme

∑
r≥0 L

rar. Par
suite,

∑
r≥0 L

r+n−p−qar est une décomposition primitive de la forme nulle
de bidegré (n− q, n− p). Par unicité, on conclut à la nullité de a.

(iii) Soit b une (p, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans F . Soit∑
r≥max(0,p+q−n) L

rbr sa décomposition primitive. Par le lemme 15.2, b
est ∆-harmonique. Puisque L et Λ commutent avec ∆, les formes br sont
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∆-harmoniques par unicité de la décomposition primitive. La relation en-
tre Laplaciens et leur semi-positivité montrent alors que les formes br sont
∆′′-harmoniques.

(iv) Soit b une (n − q, n − p)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans F et∑
r≥n−p−q L

rbr sa décomposition primitive. D’après (iii), les formes br sont
D′′-fermées.

∑
r≥n−p−q L

r−n+p+qbr est donc un antécédent de b par Ln−p−q.

Ce dernier résultat figure en bidegré (p, 0) dans [En 93].

15.4. Produit tensoriel par une section

Pour décrire des relations d’inclusion entre lieux exceptionnels de coho-
mologie, on généralise le théorème d’injectivité de Kollár ([Ko 86] Théorème
2.2).

Thorme 15.5. — Soit F → X un fibré en droites (n, q)-semi-positif sur
une variété kählérienne compacte lisse de dimension n. Soit s une section
globale non nulle d’une puissance F k (k ∈ N⋆) de F . Alors les morphismes
induits en cohomologie par le produit tensoriel par s

· ⊗ s : Hq(KX ⊗ F l ⊗ λ) → Hq(KX ⊗ F l+k ⊗ λ)

sont injectifs pour tout l ∈ N⋆, et λ fibré en droites plat sur X.

Il en découlera le

Corollaire 15.6. — Soit F → X et s comme dans le théorème pré-
cédent. Alors pour tout l ∈ N⋆, les lieux exceptionnels de cohomologie
vérifient

Sn,qm (F l) ⊂ Sn,qm (F l+k).

Dmonstration. — Elle peut se faire en suivant [En 93]. On utilise ici une
démarche légèrement différente. Soit h une métrique hermitienne de classe
C∞ sur F à courbure (n, q)-semi-positive et hλ une métrique à courbure
nulle sur λ. Soit ξ une (n, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans le fibré
en droites F l ⊗ λ muni de la métrique hl ⊗ hλ.

On montre d’abord que ξ ⊗ s est une (n, q)-forme ∆′′-harmonique à
valeurs dans F l+k ⊗ λ muni de la métrique hl+k ⊗ hλ. Il est clair que
D′′(ξ ⊗ s) = 0. Par les identités de Hodge, on trouve

δ′′(ξ ⊗ s) = i[D′,Λ](ξ ⊗ s) = iD′ (Λ(ξ ⊗ s)) = iD′ ((Λξ)⊗ s)

= i([D′,Λ]ξ)⊗ s+ (−1)deg ξiΛξ ∧D′s

= δ′′ξ ⊗ s+ (−1)deg ξiΛξ ∧D′s = (−1)deg ξiΛξ ∧D′s.
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Maintenant, D′′(Λξ) = [D′′,Λ]ξ = iδ′ξ = 0 par le lemme 15.2 et
D′′D′s = D2s = c(F k) ∧ s. Par conséquent,

∆′′(ξ ⊗ s) = d′′δ′′(ξ ⊗ s) = iΛξ ∧D′′D′s

= iΛξ ∧ c(F k) ∧ s = [ic(F k),Λ]ξ ⊗ s

car ξ est de bidegré (n, q). Par l’identité de Bochner-Kodaira-Nakano, ξ est
en tout point de X dans le noyau de [ic(F l ⊗ λ),Λ] et donc dans celui de
[ic(F k),Λ]. Ainsi ξ ⊗ s est ∆′′-harmonique.

Si de plus ξ⊗s est D′′-exacte, elle est nulle et par conséquent ξ est nulle.

16. Annulation pour les fibrés semi-négatifs

Dans ce paragraphe, on se propose de démontrer le

Thorme 16.1. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F comme dans
l’introduction. Soit 0 ≤ q < dimα(X). On suppose que F → X est (0, q)-
semi-positif. Alors, Sq(F ) est un sous-ensemble analytique de Pic0(X) de
codimension supérieure à dimα(X) − q.

Il en résultera le

Corollaire 16.2. — Si de plus X est de type d’Albanese général, i.e.
si dimα(X) = dimX, alors (−1)nχ(F ) = χ(KX ⊗ F ⋆) ≥ 0.

Exemple. — On considère un tore complexe T de dimension g ≥ 2 et
le fibré en droites L défini par L := p⋆1O(−3) → P1 × T =: X où p1 est
la première projection. Le fibré L est (0, 1)-semi-positif. La dimension
d’Albanese de X est g. Le groupe H1(X,L) = H1(P1,O(−3)) est iso-
morphe à C2. Mais d’après le théorème précédent, pour y générique dans
Pic0(X) ≃ Pic0(T ), le groupe H1(X,L⊗ λy) est nul. C’est aussi une
conséquence de la formule de Künneth.

L’outil essentiel est apporté par la

Proposition 16.3. — Soit (F, h) un fibré vectoriel hermitien (0, q)-
semi-positif. Si Φ est une (0, 1)-forme harmonique et a une (0, q)- forme
∆′′-harmonique à valeurs dans (F, h), alors Φ ∧ a est ∆′′-harmonique.

Dmonstration. — On a déjà

D′′(Φ ∧ a) = (∂ Φ) ∧ a− Φ ∧D′′a = 0.
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Maintenant,

iδ′′(Φ ∧ a) = [Λ,D′](Φ ∧ a)
= ΛD′(Φ ∧ a) car Φ ∧ a est de type (0, q + 1)
= Λ(Φ ∧D′a) car Φ est harmonique
= 0 d’après le lemme 15.2.

Remarque. — Par le même calcul, on prouve que le produit extérieur
d’une (0, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans un fibré (0, q)-semi-positif
par une (0, q′)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans un fibré (0, q′)-semi-
positif est ∆′′-harmonique pour la métrique produit.

Démonstration du théorème 16.1. — L’analyticité de Sqm(F ) provient de
l’existence locale sur Pic0(X) d’un complexe de faisceaux localement libres
qui calcule la cohomologie des déformations de F ([G-L 87] paragraphe 1).
La proposition 16.3 rend possible l’utilisation de la démarche qui conduit
au théorème 2.10 de [G-L 87] : soit y0 un point lisse de Sqm(F ) où h

q(X,F ⊗
λy0) = m 6= 0. On prend a une (0, q)-forme ∆′′-harmonique à valeurs dans
F ⊗ λy0 . On définit

W := {Φ (0, 1)− forme harmonique /[Φ∧a] = 0 dans Hq+1(X,F ⊗λy0)}.

Comme F , le fibré F ⊗ λy0 est (0, q)-semi-positif. En fait, puisqu’une forme
∆′′-harmonique et D′′-exacte est nulle, la proposition 16.3 montre que

∀Φ ∈ W, Φ ∧ a = 0.

Par un lemme simple d’algèbre linéaire, pour tout x ∈ X où a(x) 6= 0,

dim{Φ(x) ∈ T ⋆xX,Φ ∈ W} ≤ dim{v ∈ T ⋆xX/v ∧ a(x) = 0} ≤ deg a = q.

On note e l’application d’évaluation des (0, 1)-formes harmoniques surX. La
transposée de la différentielle du morphisme d’Albanese α est l’application
d’évaluation des 1-formes holomorphes sur X. Par conjugaison, on obtient
donc

rangα(x) = h0,1(X) − dimker e(x)

dim{Φ(x) ∈ T ⋆xX,Φ ∈ W} ≥ dimW − dimker e(x).

Par conséquent, puisque dimα(X) = rangα(x) en un point x générique de
X,

codim(W,H1(X,O)) = h0,1(X)− dimW ≥ dimα(X) − q.

Le théorème du complexe dérivé ([G-L 87] Théorème 1.6) affirme que,
dans l’espace tangent à Pic0(X) en y0, le cône tangent en y0 au lieu excep-
tionnel Sqm(F ) (ici l’espace tangent au point lisse y0 de Sqm(F )) est inclus
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dans le lieu exceptionnel Sqm(D
•(F, y0)) du complexe dérivé de F en y0. Ce

complexe est le complexe de faisceaux localement libres et triviaux

D•(F, y0) : Ty0Pic
0(X)×H•(X,F ⊗λy0) → Ty0Pic

0(X)×H•+1(X,F ⊗λy0)

la différentielle étant donnée en un point z ∈ Ty0Pic
0(X) ≃ H1(X,O) par le

produit extérieur par la (0, 1)-forme harmonique Φ qui représente la classe
de cohomologie z. En particulier, puisque hq(F ⊗ λy0) est égal à m, le lieu
Sqm(D

•(F, y0)) est inclus dans W. On obtient

codimy0(S
q
m(F ),Pic

0(X)) = codim(Ty0S
q
m(F ), Ty0Pic

0(X))
≥ codim(Sqm(D

•(F, y0)), Ty0Pic
0(X))

≥ codim(W,H1(X,O)) ≥ dimα(X)− q.

Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de manière compati-
ble sur F → X, la construction du complexe dérivé, le théorème 1.6 de
[G-L 87] et par suite le théorème précédent restent valides si on s’intéresse
à la cohomologie G-équivariante.

Remarque. — La propriété universelle du morphisme d’Albanese permet
d’interpréter la transposée de la différentielle d’un morphisme a : X → A de
X dans un tore complexe A comme l’évaluation des 1-formes holomorphes
sur X provenant par a des 1-formes holomorphes sur A. Une démonstration
analogue à celle du théorème 16.1 conduit alors au

Thorme 16.4. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F comme dans
l’introduction. Soit a : X → A un morphisme de X dans un tore complexe
A.Soit 0 ≤ q < dim a(X). On suppose que F → X est (0, q)-semi-positif.
Alors, Sq(X,F, a) est un sous-ensemble analytique de Pic0(A) de codimen-
sion supérieure à dima(X) − q.

17. Lieux exceptionnels de cohomologie

L’étude repose sur le calcul d’une suite spectrale de déformation des
groupes de cohomologie de F . On définit d’abord une condition de dégéné-
rescence qui permet ce calcul et on présente ensuite des hypothèses de semi-
négativité qui impliquent la condition de dégénérescence.

17.1. Condition de dégénérescence

Dfinition 17.1. — Soit (X,F,Φ) comme dans l’introduction. On dira
que le triplet (X,F,Φ) vérifie la condition de dégénérescence en bidegré (p, q)
si pour tout couple (a, b) de (p, q)-formes de classe C∞ à valeurs dans F tel
que
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• D′′a = Φ ∧ b

• b est ∆′′-harmonique,

on a

D′′a = 0.

Remarque. — Si un groupe fini G agit sur X et de manière compatible
sur F → X, la condition de dégénérescence se généralise pour les formes
Φ, G-équivariantes : il suffit de ne considérer dans la définition que les
couples (a, b) de formes G-équivariantes.

17.2. Déformation des groupes de cohomologie

Soit y0 un point lisse de Sp,qm (F ) où hp,q(F ⊗ λy0) est exactement égal
à m. Soit une forme harmonique Φ ∈ Ty0Pic

0(X) ≃ H1(X,O) tangente en
y0 à Sp,qm (F ). Par le théorème du complexe dérivé ([G-L 87] théorème 1.6),
Φ est dans le lieu exceptionnel Sqm (D•(ΩpX ⊗ F, y0)) du complexe dérivé de
ΩpX ⊗ F en y0 ; par conséquent, les applications

Hp,q−1(X,F ⊗ λy0)
∧Φ

−−−−→Hp,q(X,F ⊗ λy0)
∧Φ

−−−−→Hp,q+1(X,F ⊗ λy0)

sont nulles.

Soit Z la ”droite” de Pic0(X) passant par y0 et de direction Φ. On
désigne par z une coordonnée sur Z centrée en y0. Soit A

p,q(F⊗λy0) l’espace
vectoriel (de dimension infinie) des (p, q)-formes de classe C∞ surX à valeurs
dans F ⊗ λy0 . Un complexe de faisceaux sur Z qui calcule la cohomologie
de (F ⊗ λy)y∈Z est ([G-L 87’] proposition 2.4)

(Ap,•, d•) : Ap,•(F ⊗ λy0)⊗C OZ
d•

−−−−→Ap,•+1(F ⊗ λy0)⊗C OZ

où

d = D′′
F⊗λy0

+ zΦ ∧ .

On notera désormais D′′ = D′′
F⊗λy0

.

Proposition 17.2. — Avec les notations précédentes, si de plus (X,F⊗
λy0 ,Φ) vérifie la condition de dégénérescence en bidegrés (p, q − 1) et (p, q)
alors les fibres de faisceaux en y0

(Hq(Ap,•, d•))y0 et Hp,q(X,F ⊗ λy0)⊗C (OZ)y0

sont isomorphes et par suite Z est totalement incluse dans Sp,qm (F ).
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Dmonstration. — L’idéal maximal My0 de (OZ)y0 induit une filtration
de B• := Ap,•(F ⊗ λy0)⊗C (OZ)y0 par

F sB• = Ap,•(F ⊗ λy0)⊗C (My0)
s

puis une suite spectrale ([G-L 87’] paragraphe 6). On convient comme dans

[G-H 78] que
E

F
est une notation pour

E

E ∩ F
.

• En rang 0,

Es,t0 =
F sBs+t

F s+1Bs+t

d0−−−−→ Es,t+1
0

[a] =



∑

s′≥s

as′z
s′


 7−→

[
zsD′′as

]
mod F s+1Bs+t+1.

Donc,

Es,t1 = Hp,s+t(X,F ⊗ λy0)⊗C

Ms
y0

Ms+1
y0

.

• En rang 1,

Es,t1 =
{a ∈ F sBs+t/da ∈ F s+1Bs+t+1}

F s+1Bs+t + d(F sBs+t−1)

d1−−−−→ Es+1,t
1

[a] =



∑

s′≥s

as′z
s′


 7−→

[
zs+1(D′′as+1 +Φ ∧ as)

]

avec D′′as = 0. mod F s+2Bs+t+1

+dF s+1Bs+t.

d1[a] ≡
[
zs+1D′′as+1 + zs+2Φ ∧ as+1 + zs+1Φ ∧ as

]

≡
[
d(zs+1as+1) + zs+1Φ ∧ as

]

≡
[
zs+1Φ ∧ as

]
.

On simplifiera désormais comme ci-dessus les formes D′′-exactes. Or, si
s+ t = q − 1 ou q, puisque les différentielles du complexe dérivé de ΩpX ⊗ F
en y0 sont nulles, Φ ∧ as est D

′′-exacte : d1[a] = 0.

• En rang 2,

Es,t2 =
{a ∈ F sBs+t/da ∈ F s+2Bs+t+1}

F s+1Bs+t + d(F s−1Bs+t−1)

d2−−−−→ Es+2,t−1
2
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[a] =



∑

s′≥s

as′z
s′


 7−→

[
zs+2Φ ∧ as+1

]

avec D′′as = 0 mod F s+3Bs+t+1

et D′′as+1 +Φ ∧ as = 0. +dF s+1Bs+t.

Modulo F s+1Bs+t + d(F s−1Bs+t−1), on peut supposer que as est ∆′′-
harmonique. La condition de dégénérescence en bidegrés (p, q − 1) et (p, q)
montre que D′′as+1 = 0 si s+ t = q − 1 ou q. Puisque les différentielles du
complexe dérivé de ΩpX ⊗F en y0 sont nulles pour ces bidegrés, Φ∧ as+1 est

D′′-exacte : dq−1
2 et dq2 sont nulles.

• En rang r quelconque supérieur à 2,

Es,tr =
{a ∈ F sBs+t/da ∈ F s+rBs+t+1}

F s+1Bs+t + d(F s−r+1Bs+t−1)
dr−−−−→ Es+r,t−r+1

r

[a] =




∑

s′≥s

as′z
s′



 7−→
[
zs+rΦ ∧ as+r−1

]

avec D′′as = 0 mod F s+r+1Bs+t+1

D′′as+1 +Φ ∧ as = 0 +dF s+1Bs+t.
...

D′′as+r−1 +Φ ∧ as+r−2 = 0.

Modulo F s+1Bs+t+d(F s−r+1Bs+t−1), et par applications successives de
la condition de dégénérescence, on peut supposer que pour tout i ∈ [0, r −
2] ∩ N, as+i est ∆′′- harmonique. La condition de dégénérescence permet
d’affirmer que D′′as+r−1 = 0. L’argument du complexe dérivé montre alors
que Φ ∧ as+r−1 est D

′′-exacte et que dr[a] = 0 en bidegrés (p, q−1) et (p, q).

• En conclusion, en degré q la suite spectrale précédente dégénère en E1.

⊕

s+t=q

Es,t1 = Hp,q(X,F ⊗ λy0)⊗C

(
⊕

s

Ms
y0

Ms+1
y0

)

est le gradué associé à une filtration de la fibre en y0 du faisceau de coho-
mologie Hq(Ap,•, d•). En dehors d’un sous-ensemble analytique propre de
Z, tous les faisceaux (Hq(Ap,•, d•))q∈N sont localement libres et

Hq(Ap,•, d•)⊗
Oy

My
= Hp,q(X,F ⊗ λy).

Sur un voisinage épointé du point y0 dans Z, ce dernier groupe est par
conséquent de dimension hp,q(X,F ⊗ λy0) soit m. Le voisinage et par suite
toute la droite Z sont dans l’ensemble analytique Sp,qm (F ).
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17.3. Structure des lieux exceptionnels de cohomologie

Proposition 17.3. — On suppose que le fibré vectoriel F est (0, q)-
semi-positif. Alors, pour toute (0, 1)-forme Φ harmonique sur X, le triplet
(X,F,Φ) vérifie la condition de dégénérescence en bidegré (0, q).

Dmonstration. — Soit a et b deux (0, q)-formes de classe C∞ à valeurs
dans F telles que D′′a = Φ ∧ b et b soit ∆′′-harmonique. Alors, Φ ∧ b est
∆′′-harmonique d’après la proposition 16.3 et D′′-exacte par hypothèse :
elle est donc nulle.

Thorme 17.4. — Soit a : X → A un morphisme de X dans un tore
complexe A.

(i) Si F est un fibré vectoriel (0, q − 1)- et (0, q)-semi-positif, alors le
lieu exceptionnel Sqm(X,F, a) est une réunion de translatés de sous -tores de
Pic0(A).

(ii) Si F est un fibré en droites qui admet une métrique hermitienne de
classe C∞ à courbure semi-négative, alors pour tout q ∈ N, le lieu exception-
nel Sqm(X,F, a) est une réunion de translatés de sous -tores de Pic0(A).

(iii) Si F est un fibré en droites de dual semi-ample, alors pour tout
q ∈ N, le lieu exceptionnel Sqm(X,F, a) est une réunion de translatés de sous
-tores de Pic0(A).

Dmonstration. — On traite le cas où a est le morphisme d’Albanese de
X. Le cas général s’en déduit par la propriété universelle.

Puisque (i) ⇒ (ii) ⇒ (iii), on se place sous les hypothèses (i). Par
la proposition précédente, pour toute (0, 1)-forme harmonique Φ et pour
tout y ∈ Pic0(X), (X,F ⊗ λy,Φ) vérifie la condition de dégénérescence en
bidegrés (0, q− 1) et (0, q). La proposition 17.2 montre qu’aux points lisses
y de Sqm(F ) où h

q(X,F ⊗ λy) = m toutes les droites tangentes à Sqm(F ) sont
en fait incluses dans Sqm(F ). Ceci suffit pour affirmer que les composantes
irréductibles du lieu exceptionnel Sqm(F ) sont des translatés de sous-tores
de Pic0(X).

On peut préciser la structure des composantes irréductibles des lieux
exceptionnels.

Corollaire 17.5. — Si F est un fibré vectoriel (0, q−1)- et (0, q)-semi-
positif, et si Z est une composante irréductible de Sqm(F ), alors il existe un
espace complexe normal N , une application analytique surjective à fibres
connexes f : X → N tels que

(i) il existe λ0 ∈ Pic0(X), tel que Z ⊂ λ0 + f⋆(Pic0(N)),
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(ii) dimN ≤ q,

(iii) N est de type d’Albanese général.

Dmonstration. — Elle suit celle de [G-L 91](Théorème 0.1). On con-
sidère

u : X
αX−−−−→Alb(X)−−−−→Ẑ

obtenue en intégrant les 1-formes holomorphes sur X dont les conjuguées
sont tangentes à Z ⊂ Sqm(F ). Ici Ẑ est le tore dual du tore Z. L’espace N
est alors l’espace complexe intermédiaire qui apparait dans la factorisation
de Stein de u. (i) et (iii) sont des conséquences de la construction de N .
Pour (ii), on raisonne comme dans la démonstration du théorème 16.1 en
remplaçant le mophisme d’Albanese αX de X par sa restriction u et donc
h0,1(X) par dimN .

17.4. Périodicité

Dans ce paragraphe, on retrouve une partie du résultat de périodicité dû
à S.D. Cutkosky et V. Srinivas ([C-S 93] theorem 8), comme conséquence
du théorème de structure des lieux exceptionnels.

Corollaire 17.6. — Soit (X,F ) comme dans l’introduction. On sup-
pose que F est un fibré vectoriel (0, q−1)- et (0, q)-semi-positif. Alors, pour
tout fibré en droites µ numériquement plat (i.e. de première classe de Chern
de torsion) la fonction

k 7→ hq(F ⊗ µk)

est périodique pour k ≥ k0 assez grand.

Dmonstration. — Si µ est de torsion, le résultat est acquis. On suppose
maintenant que µ est topologiquement plat, mais pas de torsion. On rermar-
que d’abord que la fonction λ 7→ hq(X,F ⊗λ) semi-continue supérieurement
sur Pic0(X) compacte est majorée. On considère

mµ(F ) := max{m/ il existe une infinité de k ∈ N/hq(F ⊗ µk) = m}.

L’ensemble analytique Sqmµ(F )(F ) est une réunion finie de translatés de sous-

tores de Pic0(X). L’une de ses composantes irréductibles contient deux
points de {µk, k ∈ N} et par conséquent tout l’ensemble de points alignés
{µk, k ∈ N}. Ainsi, pour tout k ∈ N, hq(F ⊗ µk) ≥ mµ(F ). Les valeurs
strictement plus grandes que mµ(F ) sont en nombre fini et ne peuvent être
atteintes qu’un nombre fini de fois. A partir d’un certain rang k0, les di-
mensions sont donc

hq(F ⊗ µk) = mµ(F ).
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Si µ est numériquement plat, avec rc1(µ) = 0, le fibré µ s’écrit τ ⊗ λ avec τ

de torsion et λ topologiquement plat (il suffit de prendre une racine rième

du fibré plat µr). On obtient alors, pour k assez grand

hq(F ⊗ µk) = mλ(F ⊗ τk)

qui ne dépend que de k modulo r.

17.5. Condition forte du premier ordre

Dfinition 17.7. — Soit (X,F,Φ) comme dans l’introduction. On dira
que le triplet (X,F,Φ) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré
(p, q) si pour tout couple (a, b) de (p, q)-formes de classe C∞ à valeurs dans
F tel que

• D′′a = Φ ∧ b

il existe une (p, q)-forme c de classe C∞ à valeurs dans F telle que

Φ ∧ a = D′′c.

Remarque. — La condition forte du premier ordre en bidegré (p, q) im-
plique l’annulation de la différentielle en degré q du complexe dérivé de
ΩpX ⊗ F en [OX ], le point 0 de Pic0(X).

Proposition 17.8. — Si y0 ∈ Sp,qm (F ) et si (X,F ⊗ λy0 ,Φ) vérifie la
condition forte du premier ordre en bidegrés (p, q − 1) et (p, q), alors la
”droite” passant par y0 et de direction Φ est incluse dans le lieu exceptionnel
Sp,qm (F ).

Idée de démonstration. — La condition forte du premier ordre montre,
sans supposer m égal à hp,q(F ⊗ λy0) ni Φ tangente à Sp,qm (F ), que les diffé-
rentielles dq−1

r et dqr de la suite spectrale considérée dans la démonstration
de la proposition 17.2 sont nulles en rang r ≥ 1.

Proposition 17.9. — Soit Φ une (0, 1)-forme harmonique sur X. On
suppose qu’il existe une métrique hermitienne h de classe C∞ sur F et un
nombre réel ε strictement positif tels que

[ich(F ),Λ] ≥ ε[iΦ ∧Φ⊗ IdF ,Λ] sur Λn,q+1T ⋆X ⊗ F.

Alors (X,F,Φ) vérifie la condition forte du premier ordre en bidegré (n, q).
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Dmonstration. — Soit a et b deux (n, q)-formes de classe C∞ à valeurs
dans F telles que D′′a = Φ ∧ b. On cherche à appliquer à Φ ∧ a le principe
des estimations L2 pour l’opérateur D′′.

On remarque d’abord que :

D′′(Φ ∧ a) = Φ ∧D′′a car Φ est harmonique
= Φ ∧ Φ ∧ b par hypothèse
= 0 car Φ est de bidegré (0, 1).

Soit v une (n, q + 1)-forme de classe C∞ à valeurs dans F muni de la
métrique h. v s’écrit v1+ v2 avec v1 ∈ kerD′′ et v2 ∈ (kerD′′)⊥ ⊂ Kerδ′′. On
note ι(Φ) l’adjoint de la multiplication extérieure par Φ.

|〈〈Φ ∧ a, v〉〉|2 = |〈〈Φ ∧ a, v1〉〉|
2

= |〈〈a, ι(Φ)v1〉〉|
2 ≤ ‖a‖2‖ι(Φ)v1‖

2.

Or, puisque v1 est de bidegré (n, q + 1) et Φ de bidegré (1, 0),

ι(Φ)v1 = −i[Φ,Λ]v1 = −iΦ ∧ Λv1.

Par conséquent,

‖ι(Φ)v1‖
2 = 〈〈 − iΦ ∧ Λv1, ι(Φ)v1〉〉

= 〈〈iΦ ∧ Φ ∧ Λv1, v1〉〉

= 〈〈[iΦ ∧ Φ,Λ]v1, v1〉〉.

Par l’hypothèse de courbure sur F , puisque v1 est de bidegré (n, q + 1),

〈〈[iΦ ∧ Φ,Λ]v1, v1〉〉 ≤
1

ε
〈〈[ich(F ),Λ]v1, v1〉〉.

L’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano fournit

〈〈[ich(F ),Λ]v1, v1〉〉 ≤ ‖D′′v1‖
2 + ‖δ′′v1‖

2 = ‖δ′′v1‖
2 = ‖δ′′v‖2.

Ainsi,

|〈〈Φ ∧ a, v〉〉|2 ≤
‖a‖2

ε
‖δ′′v‖2.

Par le théorème d’Hahn-Banach et les propriétés d’ellipticité de ∆′′ (on
peut imposer la condition supplémentaire δ′′c = 0), il existe une forme
c ∈ C∞(X,Λn,qT ⋆X ⊗ F ) telle que

Φ ∧ a = D′′c.

Remarque. — L’idée directrice de cette démonstration et donc de ce
paragraphe est inspirée par [Sk 78].
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Thorme 17.10. — (i) Soit Ω une métrique kählérienne sur Alb(X).
Supposons qu’il existe une métrique hermitienne h de classe C∞ sur F telle
que [ich(F ),Λ] ≥ [α⋆Ω ⊗ IdF ,Λ] sur Λn,qT ⋆X ⊗ F et sur Λn,q+1T ⋆X ⊗ F.
Alors pour tout m ∈ N, Sn,qm (F ) = Sn−qm (F−1) est soit vide, soit égal à
Pic0(X).

(ii) En particulier, si F est un fibré en droites dont une puissance F k est
globalement engendrée et vérifie H1(X,F k) = 0, alors pour tout (q,m) ∈
N× N⋆, Sqm(F

−1) est soit vide, soit égal à Pic0(X).

Dmonstration. — (i) Par hypothèse, pour tout Φ ∈ H1(X,O) harmoni-
que et pour tout y ∈ Pic0(X), il existe une métrique hermitienne de classe
C∞ sur F ⊗ λy et un ε > 0 tel que

[ich(F ⊗ λy),Λ] ≥ ε[iΦ ∧Φ⊗ IdF⊗λy ,Λ]

sur Λn,qT ⋆X ⊗ F et sur Λn,q+1T ⋆X ⊗ F .

D’après la proposition 17.9, (X,F ⊗ λy,Φ) vérifie la condition forte du
premier ordre en bidegrés (n, q−1) et (n, q). Par la proposition 17.8, toutes
les droites passant par un point de Sn,qm (F ) sont incluses dans Sn,qm (F ).

(ii) Soit Φ ∈ H1(X,O) et EΦ l’extension de F k par lui-même définie
par Φ.

0 → F k → EΦ → F k → 0.

Puisque H1(X,F k) = 0 et que F k est globalement engendré, la suite exacte
longue associée montre que EΦ est aussi globalement engendré et par suite
semi-positif au sens de Griffiths. Pour une métrique quotient sur F k, par
un calcul de ([Gr 69] 2.d),

ic(F ) ≥
i

k
Φ ∧Φ.

On conclut alors comme dans (i).

18. Fibrés en droites de dual nef et abondant

Dans cette partie, on se propose d’étendre au cas des fibrés en droites de
dual nef et abondant sur les variétés projectives, les théorèmes d’annulation
et de structure des lieux exceptionnels de cohomologie précédement démontrés
pour les fibrés en droites de dual semi-ample.

18.1. Définitions et propriétés

Soit F → X un fibré en droites nef sur une variété X kählérienne com-
pacte lisse de dimension n. Sa dimension numérique ν(F ) est le plus grand
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des entiers k tels que la classe de cohomologie c1(F )
k ∈ H2k(X,R) soit

non nulle. Sa dimension de Kodaira-Iitaka κ(F ) a été introduite dans la
définition 2.9. Les premières propriétés des ces invariants birationnels sont
résumées dans la

Proposition 18.1. — (i) κ(F ) ≤ ν(F ).

(ii) Si F est semi-ample, alors κ(F ) = ν(F ).

(iii) Si κ(F ) = n− 1 ou n, ou si ν(F ) = n alors κ(F ) = ν(F ).

Dmonstration. — (i) a été démontré dans la proposition 9.1.

Pour (ii), un morphisme canonique associé à une puissance tensorielle de F
globalement engendrée permet de montrer l’inégalité ν(F ) ≤ κ(F ).

Pour (iii), on remarque d’abord que κ(F ) est l’exposant de croissance de la

suite des dimensions
(
h0(X,F k)

)

k∈N
. Les inégalités de Morse holomorphes

[De 94] exprimées sous forme algébrique donnent, puisque F est nef sur X
kählérienne,

h0(X,F k) ≥
kn

n!
c1(F )

n − o(kn).

Ainsi, si ν(F ) = n alors κ(F ) = n.

Dfinition 18.2. — Un fibré en droites nef est dit abondant (good
en anglais) si sa dimension de Kodaira-Iitaka cöıncide avec sa dimension
numérique.

Pour un fibré en droites quelconque F , on définit sa dimension de Kodaira-
Iitaka topologique κ′(F ) par

κ′(F ) := max
λ∈Pic0(X)

κ(F ⊗ λ).

Un fibré en droites nef est dit topologiquement abondant si sa dimension
de Kodaira-Iitaka topologique cöıncide avec sa dimension numérique. Cela
revient à dire que le fibré devient abondant après tensorisation par un fibré
topologiquement trivial.

Exemple. — Un fibré topologiquement trivial mais pas de torsion est nef
; aucune de ses puissances n’a de sections : il n’est donc pas abondant. Il
est par contre topologiquement abondant.

18.2. Théorème d’annulation, lieux exceptionnels

Dans ce paragraphe, on démontre le
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Thorme 18.3. — Soit X une variété projective lisse et F → X un fibré
en droites nef et topologiquement abondant. Alors pour tout m, Sqm(F

−1)
est un ensemble analytique réunion de translatés de sous-tores de Pic0(X)
de codimension supérieure à dimα(X) − q.

Remarque. — Le théorème d’annulation de Kawamata-Viehweg montre
que pour un fibré en droites nef sur une variété projective, Sq(F−1) est vide
en degrés q strictement inférieurs à la dimension numérique ν(F ).

Remarque. — Le résultat de périodicité du corollaire 17.6 peut aussi
être obtenu pour les fibrés en droites nef et topologiquement abondants sur
les variétés projectives.

Dmonstration. — Il suffit de traiter le cas où F est abondant. On
cherche à se ramener au cas où F est globalement engendré en dehors d’un
diviseur, puis à réduire les multiplicités de ce diviseur.

On applique d’abord le

Lemme 18.4. — ([Ka 85] proposition 2.1, voir aussi [E-V 92] lemme
5.11) Soit F → X un fibré en droites nef et abondant sur une variété X
projective lisse. Alors, il existe une variété Y projective lisse, une modifica-
tion τ : Y → X, un diviseur effectif D sur Y et un entier m0 tels que pour
tout m ∈ N⋆, le fibré en droites τ⋆Fmm0 ⊗O(−D) soit semi-ample.

Puisque l’image inverse d’un fibré semi-ample par une application quel-
conque est semi-ample, on peut supposer quitte à prendre une nouvelle mod-
ification, que D est à croisements normaux (i.e. à composantes lisses et
transverses aux points d’intersection.)

Comme dans [Bi 95], on utilise ensuite le

Lemme 18.5. — ([Ka 85] lemme 3.1) Soit D un diviseur effectif à
croisements normaux sur une variété Y projective lisse de dimension n.
Alors, il existe une variété Z projective lisse, un revêtement galoisien π :
Z → Y de groupe G fini et un diviseur D′ sur Z tels que

π⋆D = m0D
′

et tels que le fibré OZ(D
′) soit muni d’une action ρ du groupe G telle que

la partie invariante du faisceau image directe du faisceau OZ(D
′) soit

(
π⋆OZ(D

′)
)ρ

= OY (

[
D

m0

]
)

où [ ] désigne la partie entière des diviseurs.
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On peut, par choix de m0, supposer que les multiplicités de D sont
strictement inférieures à m0 pour obtenir

(
π⋆OZ(D

′)
)ρ

= OY .

Dmonstration. — On rappelle brièvement comment ce revêtement est
obtenu (voir aussi [E-V 92] lemme 3.19). On suppose d’abord que D est
irréductible et réduit.

Soit A un diviseur très ample sur Y tel queO(m0A−D) soit engendré par
ses sections globales. Soit H1, · · · ,Hn, n diviseurs génériques dans le système
linéaire complet |m0A − D| tels que le diviseur D + H1 + · · · + Hn soit à
croisements normaux. On peut supposer que l’intersection D∩H1∩· · ·∩Hn

est vide.

On note L△ le fibré en droites canoniquement associé à un diviseur
△. Soit Z la normalisée du sous-ensemble analytique Z ′ ⊂ L⊕n

m0A
défini

localement par les équations

(y, ξ1, · · · , ξn) ∈ Z ′ ⇐⇒ ∀j, ξm0
j = σj(y)σD(y)

où σj (resp. σD) est une section de Lm0A−D (resp LD) de diviseur Hj (resp.
D). On note π l’application naturelle de Z dans Y .

On montre que Z est lisse. En un point ξ = (y, ξ1, · · · , ξn) ∈ Z tel que
y ∈

⋂
k∈J Hk et y 6∈ D∪

⋃
l 6∈J Hl, si (σkσD, zl) est un système de coordonnées

holomorphes au voisinage de y, (ξk, zl) est un système de coordonnées holo-
morphes au voisinage de ξ. Normaliser assure la possibilité de prendre une
racine m0-ième d’une fonction holomorphe au voisinage d’un point où elle
ne s’annule pas.

En un point ξ = (y, ξ1, · · · , ξn) ∈ Z tel que y ∈ D ∩
⋂
k∈J Hk et y 6∈⋃

l 6∈J Hl, il existe l0 tel que σl0(y) 6= 0. Si ( σkσl0
, σDσl0 , zl′)(l

′ 6= l0) est un

système de coordonnées holomorphes au voisinage de y, ( ξkξl0
, σDσl0 , zl′) est

un système de coordonnées holomorphes au voisinage de ξ.

Le diviseur π⋆D est donné par l’équation σD(y) = 0. On note H ′
k :=

Z ∩ {ξk = 0} et D′ := H ′
1 + · · · + H ′

n. Puisque D ∩
⋂
iHi = ∅, il vient

π⋆D = m0D
′.

Le faisceau OZ(−D
′) ⊂ OZ est muni de l’action naturelle ρ du groupe

de Galois G := (Z/m0)
n. Pour tout nombre entier naturel d, et pour tout

ouvert U de Y , (π⋆OZ(dD
′))ρ (U) est l’espace des fonctions méromorphes

sur π−1(U), avec des pôles d’ordre inférieur à d le long de H ′
1 ∪ · · · ∪H ′

n,
invariantes par ρ, donc provenant de U . Ainsi,

(
π⋆OZ(dD

′)
)ρ

= OY (

[
dD

m0

]
).
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Si D n’est pas irréductible, D := d1D1 + · · · + dlDl, on construit une
composée de revêtements galoisiens πi de groupe Gi correspondant à chaque
composante irréductible Di. Cette composée est dominée par un revêtement
galoisien dont le groupe est une extension des groupes Gi. En notant que
pour tout couple (i, j), (πi⋆O)Gj = πi⋆O si i 6= j et (πi⋆O)Gi = O, on
retrouve la formule du cas irréductible.

Maintenant, les fibrés ((π⋆τ⋆F )⊗O(−D′))m0 = π⋆ (τ⋆Fm0 ⊗O(−D))
et par suite, F̃ := (π⋆τ⋆F ) ⊗ O(−D′) sont semi-amples. Ce dernier est
de plus muni d’une G-action 1 ⊗ ρ, où 1 désigne la G-action triviale sur
le fibré π⋆τ⋆F qui provient de Y . Cette action permettra de conclure
malgré l’augmentation d’irrégularité entre Y et Z : les images réciproques
sur Z des fibrés en droites topologiquement triviaux sur Y peuvent être
retrouvés parmi les fibrés en droites topologiquement triviaux sur Z, grâce
à l’opération du groupe de Galois G sur une partie du groupe de Picard
de Z. Il y a un nombre fini de composantes irréductibles dans l’ensemble
des G-fibrés en droites topologiquement triviaux sur Z. Le lemme suivant
affirme que la composante irréductible de (π⋆OY , 1) est composée de fibrés
qui proviennent de fibrés en droites sur Y .

Lemme 18.6. — Soit π : Z → Y un revêtement galoisien de groupe G
fini. Soit L′ → Z un fibré en droites sur Z muni d’une action ρ de G telle
que (L′, ρ) soit dans la composante irréductible de (π⋆OY , 1) des G-fibrés
en droites sur Z. Alors, il existe un fibré en droites L → Y sur Y tel que
(L′, ρ) soit isomorphe à (π⋆L, 1).

Dmonstration. — Par hypothèse, puisque le groupe des caractères de G
est fini, pour tout g ∈ G, z ∈ Z, l′z ∈ L′

z, si g.z = z, alors ρ(g).l′z = l′z. Ainsi
L := L′/ρ est un fibré en droites holomorphe sur Y . On montre alors que le
morphisme

r : L′ → π⋆L
(z, l′) 7→ (z, [l′]ρ)

est un isomorphisme entre (L′, ρ) et (π⋆L, 1).

Soit (λ2, ρ2) un G-fibré en droites topologiquement trivial sur Z dans la
composante irréductible de (π⋆OY , 1) des G-fibrés en droites sur Z. Par le
lemme précédent, on peut donc écrire (λ2, ρ2) sous la forme (π⋆λ1, 1). A
l’aide, par exemple, de la cohomologie des courants et de l’image directe
des courants on constate que π⋆ : H2(Y,R) → H2(Z,R)G est injective. La
première classe de Chern du fibré λ1 est donc de torsion. Quand (λ2, ρ2)
varie dans la composante irréductible de (π⋆OY , 1) des G-fibrés en droites
sur Z, puisque la partie de torsion deH2(Y,Z) est discrète, le fibré λ1 change
par un fibré topologiquement trivial. Par conséquent, le fibré λ1 est, comme
OY , topologiquement trivial.
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Puisque τ est une modification, il existe un fibré en droites λ ∈ Pic0(X)
tel que λ1 = τ⋆λ. Réciproquement, tout fibré en droites λ topologiquement
trivial surX permet de construire (π⋆τ⋆λ, 1), G-fibré en droites topologique-
ment trivial sur X2, dans la composante irréductible de (π⋆OX1 , 1) des G-
fibrés en droites sur X2.

Il s’agit maintenant relier la cohomologie G-équivariante des déformations
du fibré en droites semi-ample F̃ surX2 à celle des déformations de F sur X.

[
Hq(Z, F̃−1 ⊗ λ2)

]G
= Hq

(
Y, π⋆(F̃

−1 ⊗ λ2)
G
)

= Hq
(
Y, π⋆(π

⋆τ⋆F−1 ⊗OZ(D
′)⊗ λ2)

1⊗ρ⊗ρ2
)

= Hq
(
Y, τ⋆F−1 ⊗ λ1 ⊗ π⋆(O(D′))ρ

)

= Hq
(
Y, τ⋆(F−1 ⊗ λ)

)

= Hq
(
X,F−1 ⊗ λ

)
.

La première égalité a lieu car on peut prendre la moyenne des images par
G d’un représentant d’une classe de cohomologie, la dernière égalité car τ
est une modification entre variétés projectives lisses : les images directes
supérieures Rjτ⋆(OX1) sont nulles pour tout j > 0.

Le théorème 18.3 est alors une conséquence de la version G-équivariante
du théorème analogue pour les fibrés semi-amples (théorème 18.7) .

Soit r : Y → X un revêtement galoisien de groupe G entre deux variétés
projectives lisses et F → Y un fibré vectoriel. On note Pic0(Y,G)◦ la com-
posante irréductible de (r⋆OX , 1) des G-fibrés en droites topologiquement
triviaux sur Y . On définit

Sqm(F,G) := {λ ∈ Pic0(Y,G)◦/dim [Hq(Y, F ⊗ λ)]G ≥ m}.

On désigne par αG : Y → Alb(Y )G le morphisme obtenu en intégrant
les 1-formes holomorphes sur Y , invariantes par G. En fait, en identifiant
Alb(Y )G et Alb(X), on obtient αG = αX ◦ r.

Thorme 18.7. — Si le fibré F est (0, q−1)- et (0, q)-semi-positif. Alors
pour tout m, Sqm(F,G) est un ensemble analytique réunion de translatés de
sous-tores de Pic0(Y,G)◦ de codimension supérieure à dimαG(Y )− q.

19. Remarque sur les diviseurs effectifs

Le but de ce paragraphe est de montrer comment étendre la plupart des
résultats d’annulation pour la cohomologie des déformations d’un fibré vec-
toriel F en des résultats d’annulation pour la cohomologie des déformations
de F ⊗O(−D) où D est un diviseur effectif simple.
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Dfinition 19.1. — On dira qu’un espace complexe réduit (D,OD) est
normal à singularités rationnelles s’il existe un espace complexe irréductible
réduit lisse D̃ et une modification ν : D̃ → D composée d’éclatements de cen-
tre réduit et lisse, tels que ν⋆OD̃ = OD et pour tout i ∈ N−{0},Riν⋆OD̃ = 0.

En particulier, si D est sous-espace d’une variété kählérienne, D̃ est une
variété kählérienne.

Proposition 19.2. — Soit X une variété analytique complexe com-
pacte lisse et D un diviseur effectif réduit normal à singularités rationnelles.
On note i : D → X l’inclusion. Soit ν : D̃ → D une résolution de D donnée
par la définition 19.1 et ι := i ◦ ν.

Alors

Sq(X,F ⊗O(−D)) ⊂ Sq(X,F ) ∪ Sq−1(D̃, ι⋆F, ι).

Dmonstration. — La suite exacte courte de définition de OD conduit
pour tout fibré en droites λ ∈ Pic0(X), à la suite exacte

Hq−1(D, i⋆(F ⊗ λ)) → Hq(X,F ⊗O(−D)⊗ λ) → Hq(X,F ⊗ λ).

Reste à remarquer en utilisant la suite spectrale de Leray pour ν : D̃ → D,
que

Hq−1(D, i⋆(F ⊗ λ)) = Hq−1(D̃, ι⋆F ⊗ ι⋆λ).

On obtient ainsi, par exemple, en utilisant la propriété de transport de la
semi-négativité par image réciproque et le théorème 16.4 d’annulation relatif
le

Thorme 19.3. — Soit la variété X et le fibré vectoriel F comme dans
l’introduction. On suppose que F → X peut être muni d’une métrique
hermitienne de classe C∞ à courbure semi-négative. Soit D un diviseur
effectif réduit normal à singularités rationnelles. Alors, Sq(X,F ⊗O(−D))
est un sous-ensemble analytique de Pic0(X) de codimension supérieure à
min(dimαX(X),dimαX(D) + 1)− q.

Remarque. — La (0, q)-semi-positivité dépend de la métrique kählérienne
choisie. Elle ne vérifie donc pas de propriétés de transport simples.

20. Fibrés vectoriels

La (0, q)-semi-positivité est une hypothèse difficile à obtenir pour un
fibré vectoriel. Le but de cette partie est de montrer comment obtenir des
théorèmes d’annulation générique pour la cohomologie des fibrés vectoriels
sous des hypothèses algébriques simples.
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20.1. Par les variétés de drapeaux

Soit E → X un fibré vectoriel nef et abondant de rang r surX projective.
Par définition, le fibré en droites OE(1) → P(E) est nef et abondant sur
P(E) projective : on peut donc lui appliquer les résultats précédents. On
note π : P(E) → X la submersion naturelle. Le morphisme d’Albanese de
P(E) est la composée

αP(E) : P(E)
π

−−−−→X
αX−−−−→Alb(X).

et les fibrés en droites topologiquement triviaux sur P(E) sont donnés par
l’isomorphisme

π⋆ : Pic0(X) ≃ Pic0(P(E))

qui respecte les structures affines. Puisque

pour tout k ∈ N⋆, π⋆OE(k) = SkE,

pour tout (j, k) ∈ N⋆ × N⋆, Rjπ⋆(OE(k)) = 0

et que KP(E) := π⋆(KX ⊗ detE)⊗OE(−r),

la suite spectrale de Leray associée à π donne pour tous k ∈ N⋆ et m ∈ N⋆,
l’isomorphisme affine

π⋆ : Sq−r+1
m (SkE⋆ ⊗ detE⋆) ≃ Sqm(OE(−r − k)).

On obtient donc des théorèmes d’annulation générique et de structure
des lieux exceptionnels pour les fibrés SkE⋆⊗ detE⋆ en degrés q plus petits
ou égaux à la dimension d’Albanese de X moins le rang de E. La même
démarche sur d’autres variétés de drapeaux, ou sur des produits de copies de
P(E) donne des théorèmes pour d’autres représentations du groupe linéaire.

20.2. Par l’isomorphisme de Le Potier

Pour tout λ ∈ Pic0(X), sur π : P(E) ≃ P(E ⊗ λ) → X, les fibrés en
droites OE⊗λ(1) et OE(1) ⊗ π⋆(λ) sont isomorphes. L’isomorphisme de Le
Potier [L P 73] donne donc pour tous (p, q) ∈ N2 et m ∈ N⋆

Sp,qm (E) ≃ Sp,qm (OE(1)).

20.3. Par les notions de semi-positivité

La semi-positivité d’un fibré vectoriel hermitien au sens de Nakano (utile
pour les théorèmes d’annulation de cohomologie) implique la semi-positivité
au sens de Griffiths (géométrique). La ”réciproque” établie dans [D-S 80]
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montre en particulier que si E est un fibré vectoriel hermitien semi-positif au
sens de Griffiths (par exemple un fibré vectoriel globalement engendré), alors
E ⊗ detE est (n, q)-semi-positif pour tout q > 0 et par dualité E⋆ ⊗ detE⋆

est (0, q)-semi-positif pour tout q < dimX. Le théorème 16.1 d’annulation
pour les fibrés semi-négatifs s’applique donc et donne le

Corollaire 20.1. — Soit E un fibré vectoriel semi-positif au sens de
Griffiths. Alors pour λ générique dans Pic0(X),

Hq(X,E⋆ ⊗ detE⋆ ⊗ λ) = 0 pour tout q < dimα(X).

En guise d’application, on considère Y une sous-variété de codimension
r de X définie par une section s d’un fibré vectoriel de rang r de la forme
F = E ⊗ detE avec E semi-positif au sens de Griffiths. L’hypothèse sur
la codimension de Y assure que s est localement donnée par des familles
régulières de fonctions holomorphes. Le complexe de Koszul associé à s :

0−−→
r∧
F ⋆

s⌋
−−→ . . .

2∧
F ⋆

s⌋
−−→F ⋆

s⌋
−−→OX−−→0

donne donc une résolution de IY . On déduit du corollaire précédent que
pour λ générique dans Pic0(X) et q ≤ dimα(X) − rang(F ), on a

Hq(X,IY ⊗ λ) = 0.

En conséquence, pour λ générique dans Pic0(Y ) et q < dimα(X)− rang(F ),
on obtient, en utilisant la suite exacte courte qui définit OY , l’annulation

Hq(Y, λ) = 0.

En particulier, si la variété X est de type d’Albanese général (i.e. si
dimα(X) = dimX), on obtient que (−1)dimY χ(OY ) ≥ 0.

21. Variétés à courbure de Ricci semi-positive

On retrouve dans ce paragraphe un théorème de Lichnerowicz [Li 71] sur
le morphisme d’Albanese d’une variété à courbure de Ricci semi-positive.
Plus généralement,

Thorme 21.1. — Soit X une variété kählérienne compacte lisse de di-
mension n dont le fibré canonique est (0, n − 1)-semi-positif. Alors, le mor-
phisme d’Albanese α : X → Alb(X) est une submersion.

Dmonstration. — Puisque O est isolé dans Sn(KX), pour toute (0, 1)-
forme harmonique Φ non nulle, le complexe dérivé de KX en {O} dans la
direction Φ

Hn−1(X,KX )
∧Φ

−−−−→Hn(X,KX )
∧Φ

−−−−→0
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a une homologie nulle en degré n (i.e. Hn−1(X,KX)
∧Φ

−−−−→Hn(X,KX ) est
surjective). C’est aussi une conséquence de la dualité de Serre

Hn−1(X,KX )×H1(X,O) → Hn(X,KX).

On choisit une métrique h sur KX à courbure (0, n − 1)-semi-positive.
Par le théorème de Calabi-Yau (paragraphe 10.3), il existe une métrique
kählérienne ω sur X dont la courbure de Ricci est −i

2π ch(KX) ∈ c1(X). Ainsi,
l’application naturelle

ι : (C, | |) → (Λn,0T ⋆X ⊗K−1
X ,Λn,0ω⋆ ⊗ h⋆)

est une isométrie (à un facteur constant près). La forme ♯(ι1) est une (0, n)-
forme harmonique à valeurs dans KX . Elle ne s’annule en aucun point.

Le lemme 16.3 et la théorie de Hodge montrent que l’application entre
espaces de formes harmoniques

Hn−1(X,KX )
∧Φ

−−−−→Hn(X,KX )

est aussi surjective.

Par conséquent aucune (0, 1)-forme harmonique non nulle ne s’annule :
la différentielle du morphisme d’Albanese de X est partout surjective.
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positives, Dunod, Paris, Gordon & Breach, New York (1968).
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