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RESUME

On étudie tout d’abord la transformation intégrale qui permet d’étendre
aux courants positifs fermés la définition des coordonnées de Chow des cy-
cles effectifs de I’espace projectif. A un courant de bidegré (q,q) est associé
un courant de bidegré (1,1), obtenu par intégration sur les sous-espaces
projectifs de dimension ¢—1 et dont les potentiels jouent le role des formes
de Chow. On vérifie que cette transformation est elle aussi injective. La
démonstration repose, apres utilisation d’un tranchage, sur une formule
classique d’inversion de la transformation de Radon des fonctions.

Dans la seconde partie on établit, pour un courant positif fermé défini
sur une variété projective, des inégalités auto-intersection qui permet-
tent de borner le degré des strates ol la multiplicité est constante. La
démonstration consiste d’abord a se ramener par plongement au cas de
I’espace projectif. On applique alors la théorie des opérateurs de Monge-
Ampere pour effectuer 'intersection du courant avec les régularisés d’un
courant auxiliaire de bidegré (1,1) qui a le méme degré et les mémes nom-
bres de Lelong. Pour définir ce dernier, plusieurs constructions différentes
sont étudiées.

Dans la derniere partie on étudie l'existence de l'image inverse d’un
courant positif fermé quelconque par une application analytique surjec-
tive. Sauf dans le cas de la codimension 1, cette image inverse n’existe
pas en général : le cas d’un éclatement donne un contre-exemple. Dans le
cas d’une application ouverte, on peut en revanche définir 'image inverse.
On se ramene grace a un tranchage au cas d’un morphisme fini et on
utilise alors un potentiel local associé au courant. On donne ensuite des
inégalités entre les nombres de Lelong du courant et ceux de son image
inverse.
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Introduction

Les chapitres 1 et 2 de cette these traitent de la construction géométrique a ’aide
d’images directes et inverses de potentiels presque plurisousharmoniques associés na-
turellement aux courants positifs fermés de 1’espace projectif. Le premier de ces poten-
tiels intervient dans I’étude de ’analogue pour les courants des coordonnées de Chow, le
second sert a établir des inégalités d’auto-intersection qui permettent de borner le degré
des strates de multiplicité constante d’un courant positif fermé.

Dans le chapitre 3, le probleme de la définition de 'image inverse d’un courant
positif fermé quelconque par une application analytique surjective est étudié et réduit a
des problemes d’intersection de courants.

Je voudrais exprimer ma gratitude a Jean-Pierre Demailly qui m’a proposé I’étude
de ces questions et dont les remarques et les conseils ont aidé a I’élaboration de ce travail.
Mes remerciements s’adressent aussi a Arlette Guttin-Lombard pour le soin et la diligence
avec lesquels elle a effectué la saisie du manuscrit.

1. Coordonnées de Chow et géométrie intégrale

On étudie ici la transformation intégrale qui permet d’étendre aux courants positifs
fermés la définition des coordonnées de Chow des cycles effectifs d’une variété projective.
Pour la définir, on considere la famille des cycles de dimension g—1 qui sont des ensembles-
bases de systemes linéaires d’un diviseur tres ample donné et la projection sur ’espace
des parametres du graphe qui lui est associé. La transformée de Chow d’un courant
quelconque de bidegré (g, q) est alors le courant de bidegré (1,1) obtenu par intégration
le long des fibres de cette fibration.

Pour les courants fermés d’ordre 0, on donne une autre fagon de calculer cette
transformée qui consiste, sachant que le degré est conservé, a exprimer d’abord son
potentiel : pour un tel courant T défini dans une variété projective X, ce dernier est
a une constante pres égal a la fonction qui & un cycle Y obtenu comme précédemment

associe la masse [ <y I' Ayy ou 7y est une forme de Green explicite de Y. Dans le cas
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ou T est le courant associé & un cycle effectif Z, on retrouve en fait la fonction log || fz||
avec fz désignant une forme de Chow de Z.

On vérifie ensuite 'injectivité de la transformation de Chow. Apres s’étre ramené
au cas de l'espace projectif en plongeant la variété, la démonstration repose sur une for-
mule d’inversion due a Helgason pour la transformation de Radon des fonctions. Cette
formule donne directement l'injectivité de la transformation de Chow dans le cas des
courants de dimension 0. Pour les courants de bidegré (¢, q) quelconque qui sont locale-
ment plats, il suffit alors de la combiner avec un tranchage. Dans le cas général, on la
combine avec des calculs en coordonnées effectués pour les formes C* dans [GGG] et qui

s’étendent directement aux courants.

2. Potentiel de Lelong-Skoda et théorie de I'intersection

Dans cette partie, notre but est de démontrer des inégalités d’auto-intersection
pour les courants positifs fermés définis sur une variété projective. On se ramene au cas
de ’espace projectif par un argument de plongement et on utilise alors un potentiel qu’on
peut calculer explicitement de plusieurs fagons.

Soit T' un courant positif fermé de bidimension (p, p) défini dans une variété com-
plexe X de dimension n et, pour ¢ > 0, E. le sous-ensemble analytique formé des points
en lesquels le nombre de Lelong de T' est supérieur ou égal a c¢. On suppose X compacte
et munie d’'une métrique kahlérienne w et on s’intéresse a une majoration du degré par
rapport a w des composantes irréductibles de dimension ¢ donnée apparaissant dans les
E. en termes de la classe de cohomologie de T'.

On rappelle le résultat obtenu par Demailly (cf. [De3]). Soit 0 =b, <--- < b_; la
suite des valeurs de saut de dimension des E,. Autrement dit b, = inf{c > 0, dim E. < ¢}
avec en particulier b_; = max v(T,x) et pour ¢ €]bg, bg—1] la dimension de E. est g. Soit
(Zg.1)k>1 la famille au plus dénombrable des composantes irréductibles de dimension ¢
des E. pour ¢ €]bg, bg—1] et vy, = mIeank v(T, x) €]by, by—1] le nombre de Lelong générique
de T le long de Zg . )

Lorsque p =n — 1 c’est-a-dire T de bidegré (1, 1), I'inégalité suivante est vérifiée

D) Y Wak = bo1) - o — b Zga Hwy? < ({T} + bar{u})
E>1
- ({T) + byfu){w}?

o {u} est une classe de cohomologie dans X semi-positive (i.e. dans 'adhérence du cone
de Kéhler) telle que ¢1(Orx (1)) + 75 {u} soit semi-positive, Orx (1) désignant le fibré
en droites tautologique associé au fibré tangent T'X au-dessus du fibré des hyperplans
P(T*X) et mx : P(T*X) — X la projection. La démonstration utilise le résultat de
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régularisation suivant, qui est vrai d’ailleurs avec une métrique hermitienne w quelconque

(cf. [De3] et [Deb]).

On suppose Orx (1) muni d’'une métrique hermitienne dont la forme de courbure
vérifie ;=0 (Orx (1))+m%u > 0 pour une certaine forme C> positive u dans X de bidegré
(1,1). Soit T un courant fermé de bidegré (1,1) vérifiant T > + pour une certaine forme
réelle continue 7y et 6 une forme réelle C* fermée dans la méme classe de dd°-cohomologie
que T i.e. T =60+ dd°U avec U une fonction presque plurisousharmonique. Alors, pour
tout ¢ > 0, il existe une suite de courants fermés (T, ¢)¢>1 qui converge faiblement vers
T et vérifie

(i) Tee =0+ dd°Ucp ot (Uegyg)e>1 est une suite décroissante de fonctions presque
plurisousharmoniques C*° dans X
FE. qui converge vers U.

(ii) Tee > v — min(Ag, ¢)u — dew ot (Ag)e>1 est une suite décroissante de fonctions
continues telle que A¢(x) — v(T, x) pour tout & € X et (d7)¢>1 est une suite décroissante
de constantes positives qui converge vers 0.

(iii) v(Te,x) = (v(T,x) — )4 pour tout z € X.

L’idée pour en déduire l'inégalité d’intersection est de considérer pour des
valeurs ¢; — b;r, j variant de n — 2 a ¢, le produit T' A (Tcnf%g +cn,2u+5gw) A
- A (chyg +cqu+5gw) qui est bien défini a ’aide de la théorie des opérateurs de
Monge-Ampere puisque les singularités de T¢, ¢ + cju + dpw sont contenues dans un
sous-ensemble analytique de dimension j.

Lorsque X est l’espace projectif P,,, on peut prendre u = 0 et I'inégalité (1) s’écrit

simplement

Z(Vq,k —bn-1) - (Vg = bg)(Zgk) < 6(T)" 1

E>1
en désignant par d(-) les degrés relativement & w la métrique de Fubini-Study.

Un de nos objectifs est d’établir I'inégalité analogue pour un courant positif fermé
T de bidimension (p,p) quelconque dans P,

(2) Z(V(Lk — bp) e (Vq,k — bq)é(Zq,k) S 5(T>p+17q_
k>1

L’idée est de considérer un courant positif fermé T; de bidegré (1,1) dans P, qui possede
le méme degré que T et le méme nombre de Lelong en tout point et d’utiliser de la méme
fagon 'opérateur de Monge-Ampere T' A (Tl,cnfﬂ + 6gw) A A (Tch,é + 6gw).

Ensuite, lorsque T est défini dans une variété projective X et w est une métrique
kahlérienne dans X définissant une classe de cohomologie entiere, un plongement dans un
espace projectif effectué grace au théoreme de Matsusaka (cf. [KM)]) implique I'existence
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d’une constante C' ne dépendant que de n, {w}™ et {w}"~1 - ¢1(X) telle que

(3) Z(Vq,k - bp) - (Vq,k - bq)(s(Zq,k) < C(S(T)erlfq-
k>1

Pour définir 77 on peut utiliser comme Lelong et Skoda (cf. [Le2] et [Sk1]) un
potentiel. Soit 7 : C"*! — {0} — P, I'application canonique, on considére dans C"*! le
courant positif fermé

1 1 1
4 dd° —_—_ —
@ ( -G Lo { e R e |:c|2>p+1}

(7*T)(z) A (ddC|x|2)p“> .

Il est invariant par homothéties et donc provient d’un courant défini dans P, qui a les
mémes nombres de Lelong que 7" et comme le montre un calcul facile le méme degré que

T.

Demailly en a remarqué une construction géométrique. On projette T' orthog-
onalement sur un sous-espace projectif de dimension p 4+ 1 puis on consideére I'image
inverse. Sauf pour un ensemble négligeable dans la grassmannienne G(p + 2, C"*1) des
sous-espaces projectifs de dimension p + 1 son degré est le méme que celui de T mais
I’évaluation de ses nombres de Lelong n’est pas aisée. On définit 77 comme la moyenne
relativement & G(p +2,C"*1) de ce courant. Remontant & C"*! on voit que 7*T} est de
la méme fagon la moyenne de 'image inverse de la projection orthogonale de T sur un
sous-espace vectoriel de dimension p + 2. Son nombre de Lelong en un point zgy s’obtient
donc comme la limite lorsque e tend vers 0 de intégrale [, (7*T)(z0 + 2) A ¢1(2/e)
avec ¢1 une forme de bidegré (p 4+ 1,p+ 1) qui est la moyenne de l'image réciproque de

la projection orthogonale de (dd®log |z . Cette forme est invariante par le groupe
)

n
|B(0,1
unitaire et s’écrit simplement f(|z|)(dd® 1og|z|)]gJr1 avec f(0) = 1 et f(oco) = 0. Un
passage a la limite permet alors de conclure a la conservation du nombre de Lelong.

Ensuite, on a cherché a exprimer le potentiel de T; en fonction de T en des termes
intrinseques a ’espace projectif. Un simple calcul d’image directe a partir de la formule
(4) permet d’y arriver. Mais si on raisonne géométriquement en restant dans PP, on voit
que T; s’obtient & partir de T a 'aide d’un noyau K qui est la moyenne relativement
a G(p + 2,C"*1) de I'image réciproque dans P, x P, du courant d’intégration sur la
diagonale associée a un sous-espace projectif de dimension p 4+ 1. Il se pose alors la

question d’exprimer une forme de Green de ce sous-ensemble.
On peut s’y prendre de la facon suivante. Soit 5 : C* x CP+2
{0} x Cr+2
{0} — CP*2 définie par B(t,z,7) = tz + = et a la projection sur les deux derniers
facteurs. L’'image réciproque dans CP+2
{0} x CP+2
{0} du courant d’intégration sur la diagonale A de Ppy1 x Ppy1 est alors égale a
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3% = o (ddc log |tz + x|)p+2. On peut ensuite 'exprimer comme somme de la forme
p+1 . o

> (dd°log|z|)” A (dd°log |ac|)p+1 ? qui représente la classe de cohomologie de A dans
7=0

Ppi1 X Ppy1 et d'un terme qui est le dd® d’une forme singuliere le long de A se calculant
|zAz]

|2[]a]

a laide de la quantité

On a en fait procédé autrement en interprétant A comme le lieu des zéros de la
section du fibré vectoriel pr;*O(1) ® pry*(CPT2/O(—1)) au-dessus de P,41 x Ppiq qui
associe z* ® (zmod Cx) & ([z], [z]).

De fagon générale, étant donnés E un fibré vectoriel hermitien de rang r au-dessus
d’une variété complexe X et Z une sous-variété lisse de X définie comme ’ensemble des
zéros d’une section s de F transverse a la section nulle, on explicite une forme différentielle
" & coefficients dominés par W%Q) telle que

[Z] = ¢,(©) + (dd°log |s])" + dd“¢’

© désignant la forme de courbure de FE et ¢,(0) sa forme de Chern de degré maximum.
Pour cela il suffit de remarquer la formule de King (cf. [Kin])

1) = (ddlog]s])" — (dd* log]s])[ ,

puis d’exprimer (dd° log |5|)‘TXZ en suivant une méthode due a Bott-Chern (cf. [BC1]).

Revenant & I’expression de [A], on trouve donc que dans Ppi1 X Ppiq

p+1
* i * 1—5 p+1
015 ) s (7)ol ar
§=0
_ lzna]
REIE]
maintenant plus qu’a calculer la moyenne de I'image réciproque dans B, X B, des différents

avec |s| et ¢’ une forme a coefficients O (\‘SIZ%) Pour expliciter K, il ne reste

termes figurant au second membre !

3. Image inverse d’un courant positif fermé par une application analytique surjective

Dans cette partie, on s’intéresse au probleme de définir I'image inverse d’un courant
positif fermé quelconque par une application analytique surjective. Pour les courants de
bidegré (1,1) on a une bonne théorie en passant par les fonctions plurisousharmoniques.
Dans le cas d’un bidegré quelconque, on remarque qu’il suffit d’apres le théoreme de
platification de considérer uniquement le cas d’une application ouverte (c’est-a-dire a

fibres équi-dimensionnelles) et celui d’un éclatement.

Dans le cas d’une application ouverte on montre que I’image inverse existe toujours.
On se ramene par un tranchage au cas d’un morphisme fini et on définit alors I'image

inverse en utilisant un potentiel local. Dans le cas d’un éclatement on montre qu’on ne
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peut pas en général définir d’image inverse : on donne, en toute codimension supérieure ou
égale a 2, un exemple de courant dont I'image inverse dans le complémentaire du diviseur
exceptionnel est localement de masse infinie au voisinage de celui-ci. La construction
repose sur un exemple di & Kiselman (cf. [Kis2]) d’une fonction plurisousharmonique
dont la masse de Monge-Ampere est infinie localement au voisinage du lieu des pdles.

Enfin on vérifie que lorsque I'image inverse f*7T" d’un courant positif fermé T par
une application f quelconque existe, elle vérifie en un point x la minoration du nombre
de Lelong v(f*T,z) > v(T, f(x)). Dans le cas d’une application ouverte, on a aussi une
majoration de v(f*T,z) par le produit de v(T, f(z)) et d’une multiplicité convenable

attachée a f au point z.
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Chapitre O
RAPPELS SUR LES COURANTS POSITIFS

1. Courant d’intégration sur un ensemble analytique

On rappelle d’abord la définition de la positivité introduite dans [Le 1]. Un courant
T de bidimension (p,p) défini dans une variété complexe X est dit (faiblement) positif
si pour tout choix de (1,0)-formes as, ..., a, de classe C* dans X, la distribution T' A
iar A @y A -+ Adoy, A &y, est positive. Alors, dans toute carte, les coefficients T7; de T'
sont des mesures complexes et, a des constantes pres, sont dominés par la mesure trace

> Tr qui est positive.
T

On voit facilement qu'un courant T'=14¢ y_ Tjrdz;AdZ, n = dim X, de bidegré
1<j,k<n

(1,1) est positif si et seulement si la distribution Y A\;Ax T}k est positive pour tout choix
de nombres complexes A1, ..., A,. Ainsi, si v est une fonction plurisousharmonique qui
n’est pas identiquement —oo, le courant i99u est positif. Réciproquement, tout courant
positif fermé de bidegré (1, 1) s’écrit sous cette forme localement (en fait sur tout ouvert
QC X tel que H31(Q2,R) = 0).

L’exemple géométrique fondamental de courant positif fermé est le courant [Z]
associé a un sous-ensemble analytique Z de X de dimension pure p, obtenu par intégration
sur I’ensemble de ses point réguliers :

([Z],a>:/z a, a€ DPP(X).

reg
Ce courant est bien défini car Z,., est de masse finie au voisinage d’un point singulier de
Z comme on peut le voir & I’aide du théoreme de paramétrisation locale des ensembles
analytiques. Il est clairement positif et le fait qu’il soit fermé a été vérifié initialement
dans [Lel].

C’est aussi une conséquence du théoreéme de prolongement de Skoda-El Mir (cf.
[Sk2], [EM], [Sib]): I'extension triviale d'un courant positif fermé défini hors d’un sous-
ensemble fermé pluripolaire complet £ C X et localement de masse finie pres de E est
encore fermée. Rappelons qu’un sous-ensemble de X est dit pluripolaire complet s’il est
donné localement comme ’ensemble des poles d’une fonction plurisousharmonique. En

particulier, un sous-ensemble analytique est pluripolaire complet. Le fait que [Z] soit
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fermé s’obtient alors en appliquant le résultat cité au courant [Z,eq] défini dans X
Zsing-

Enfin dans le cas particulier du diviseur des zéros Z; d’une fonction holomorphe
f définie dans X, on a la relation de Poincaré-Lelong

i
124 = ~00log |f|

2. Nombres de Lelong

On rappelle d’abord l'existence de nombres-densité pour les courants positifs
fermés (cf. [Lel]). Soit T' un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans un ouvert
Q) de C™. On désigne par

1 -
or=TA Eﬁp avec 3= %68|z|2

or(B(z,r))
TPr2P [pl

boule B(z,r) CC 2 par aire de U'intersection de cette boule avec un sous-espace affine

la mesure trace de T et par v(T,z,r) = le quotient de l'aire de T dans une

de dimension p passant par z. On peut alors montrer que pour 0 < r’ <r
: P
? —

v(T,z,r) —v(T,z,r") :/ T(z) A <—8810g|z:c|> .

r'<|z—z|<r ™

Cette relation implique la croissance par rapport a r de v(T, x,r) et donc lexistence de

111% v(T,x,r) appelée nombre de Lelong de T en z et notée v(T, x).
r—

Par exemple, lorsque u est une fonction plurisousharmonique,
u(%@gu, x) =sup{y >0, u(z) <~vloglz—z|+ O(1) en z}
et donc faisant u = log | f| avec f holomorphe, on obtient
v([Zf],x) = max{k € N, D*f(x) =0si |u| < k}
qui n’est autre que 'ordre de f en =x.

Plus généralement, le nombre de Lelong en un de ses points z du courant
d’intégration associé a un sous-ensemble analytique Z coincide avec la multiplicité de
Z en x qui est définie comme le degré du revétement ramifié obtenu en projetant un

voisinage de z dans Z sur un sous-espace affine générique passant par x (cf. [Th]).

Par ailleurs, les nombres de Lelong sont invariants par biholomorphisme (cf. [Siul])
ce qui permet de les définir pour les courants positifs fermés donnés sur des variétés.

Le résultat fondamental concernant les nombres de Lelong est le théoreme de
Siu (cf. [Siul]) affirmant la semi-continuité supérieure des nombres de Lelong pour la
topologie de Zariski analytique. En d’autres termes, pour 7' un courant positif fermé de
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bidimension (p, p) sur une variété complexe X, les ensembles de sur-niveau E.(T) = {z €
X, v(T,x) > ¢} avec ¢ > 0 sont analytiques dans X. La démonstration utilise de fagon
cruciale les estimations L? pour l'opérateur 0, précisément le théoreme de Hérmander-
Bombieri-Skoda.

Signalons que Demailly a donné pour les résultats énoncés précédemment des
démonstrations notablement simplifiées grace a l'introduction de nombres de Lelong as-
sociés & des poids plurisousharmoniques quelconques (cf. [De2]).

Rappelons enfin la formule de décomposition de Siu (cf. [Siul]) : tout courant
positif fermé T de bidimension (p, p) s’écrit T = > Ax[Zx] + R avec (Zy)k>1 la famille
k>1

des composantes irréductibles de dimension exactement p apparaissant dans les E.(T),
A = miZn v(T,x) le nombre de Lelong générique de T sur Zj et R un courant positif
rELL

fermé tel que dim E.(R) < p pour tout ¢ > 0.

3. Opérateurs de Monge-Ampere

On donne ici quelques résultats sur l'intersection des courants positifs fermés ex-
traits de [Ded] (cf. également [FS]).

Par extension de la définition de l'opérateur de Monge-Ampere classique, qui &
une fonction u de classe C? dans un ouvert de C" associe (i90u)", le terme opérateur
de Monge-Ampere désigne un produit de la forme T A i00u avec T un courant positif
fermé et u une fonction plurisousharmonique définis sur une variété X. Un tel produit
est bien défini (cf. [BT]) lorsque u est localement bornée en posant 7' A id0u = 109 (uT).
En effet, T étant a coefficients mesure et u borélienne localement bornée, le produit u7T'
existe et on calcule ensuite son 99 au sens des courants. On voit aisément en régularisant
localement v que T A iD0u est encore positif. Les opérateurs de Monge-Ampere ainsi
définis vérifient le théoreme de convergence monotone : pour toute suite décroissante de
fonctions plurisousharmoniques uj, qui converge vers u, la suite de courants T' A i90uy,
converge faiblement vers T' A i00u.

Lorsque u n’est pas supposée bornée, les produits T A id0u ne sont pas
nécessairement définis dans X. Par exemple, il existe des fonctions plurisousharmoniques
u définies dans des ouverts de C™ telles que (i90u)" soit de masse infinie au voisinage des
poles de u (cf. [Siu2] ot figure une construction due & Shiffman et B.A. Taylor ; [Kis2]).
Cependant, on peut définir des opérateurs de Monge-Ampere pour certaines fonctions
u ayant des poles de telle sorte que le théoreme de convergence monotone soit encore
vérifié. En fait, le courant T' A id0u est alors défini comme la limite faible des T' A i00uy,
avec ur = max(u, —k). Pour que cette limite existe, on a besoin d’une hypothese sur
la dimension des poles de u par rapport a la dimension de T'. Précisément, supposons
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que T est de bidimension (p,p) et u localement bornée dans le complémentaire d’un
ensemble analytique A vérifiant dim A < p, alors T A i00u existe dans X. Donnons
le principe de la démonstration. Il suffit de considérer le cas ou X est un voisinage
ouvert de 0 dans C™. On se ramene alors par un argument de tranchage au cas ou
A est fini : on choisit des coordonnées x = (2/,2”) dans C* = CP~! x C"PT! telles
que pour z’ proche de 0, l'intersection A Nz’ x C" P+l est finie et on définit alors
les tranches (T' A iagu)'xlxcnfp#»l = T xcn—r+1 A 'L‘aEU|I/XCn7p+1. Supposons donc
seulement X = B(0, R) est une boule ouverte dans C" et A = {0}. Il s’agit de voir que
T A i00u est de masse finie au voisinage de 0. Pour cela, on utilise la convergence faible
dans B(0, R)

{0} des T' A i00uy, vers T A id0u : pour r < R, on a

/ T ANidou A BP~Y < limI), avec Ij = / T A idduy A P71
B(0,r){0} B(0,r)

La suite I est en fait stationnaire. En effet, si £ > C' = — inf wu, la fonction uj coincide

|z|=r
avec u dans un voisinage du bord dans la boule B(0, ). Pour k, ¢ > C, la différence I, — I,
s’exprime donc comme la masse sur B(0,7) du 99 d’un courant & support compact dans
cette boule et est bien nulle.

On prolonge alors T' A id0u en 0 en posant
/ T A i00u A o = lim lim T A id0ui A «
{0} "0 JBon)
pour toute forme positive o de classe C*°.
Dans [De4] il est démontré plus généralement que le produit 7' A id0u existe des
que l'intersection du support de T et de I’ensemble des points au voisinage desquels u

n’est pas bornée est de mesure de Hausdorff (2p— 1)-dimensionnelle nulle. En fait, il suffit
que cette intersection soit de mesure de Hausdorff 2p-dimensionnelle nulle (cf. [FS]).

Signalons aussi la minoration du nombre de Lelong (T A£89u, z) > v(T, z)v(u, z)
en un point z quelconque. La démonstration (cf. [Ded]) utilise le calcul des nombres de
Lelong a ’aide de la formule

(T, z) = /{z} T(:) A (%aglog 2 — x|)p.

Rappelons enfin la notation d¢ = ﬁ (0—0) qui permet d’écrire de facon condensée
195 = dd.
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Chapitre 1
COORDONNEES DE CHOW ET GEOMETRIE INTEGRALE

1. Rappels sur les coordonnées de Chow

On note P(V') Iespace projectif des droites d’un espace vectoriel complexe V' de
dimension N + 1, [z] le point de P(V') associé & un vecteur non nul = de V', G(q,V) la
grassmannienne des sous-espaces vectoriels de V' de dimension ¢ ot 1 < ¢ < N, P(s) le
sous-espace projectif de P(V') associé & s € G(q, V).

(1.1) PROPOSITION. — Pour Z sous-ensemble algébrique irréductible de P(V') de
codimension g, ’ensemble 3. des s € G(q, V) tels que Z N P(s) # 0 est une hypersurface
algébrique irréductible de G(q, V).

Démonstration. — Soit T' la sous-variété de G(q,V) x P(V) formée des couples
(s,[x]) vérifiant s 3 x et ¢ : T — G(q,V), ¢ : ' = P(V) les restrictions a I" des
projections canoniques. Alors ¥ = ¢ (p~1(2)).

(1.2) LEMME. — Soient A et B des espaces complexes, B étant irréductible,
F : A — B une application holomorphe propre surjective telle que pour tout b € B la
fibre F~1(b) au-dessus de b soit irréductible de dimension r. Alors A est irréductible et
dim A =dim B +r.

On applique (1.2) & l'application ¢~1(Z) - Z. La fibre au-dessus de [z] est
G(q — 1,V/Cz) x {[x]} qui est de dimension (¢ — 1)(N + 1 — ¢). On a donc ¢~ }(Z)
irréductible de dimension ¢(N +1 —¢) — 1.

(1.3) LEMME. — Soient A et B des espace complexes, A étant irréductible, F :
A — B une application holomorphe surjective. Alors B est irréductible et

dim B = max(dim A — dim F~(b)).
beB

On applique (1.3) & l'application p=1(Z) Y4 5. Soit W un sous-espace vectoriel
de V de dimension g + 1 tel que P(W) intersecte Z transversalement donc en d points
distincts [z1],...,[zq] ou d désigne le degré de Z dans P(V). Si s est un sous-espace
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vectoriel de W de dimension ¢ contenant une droite Cz;, la fibre au-dessus de s est finie
et donc dim ¥ = dim¢~1(Z) = dimG(q,V) — 1. ]

(1.4) PROPOSITION. — Le fibré en droites O(X) au-dessus de G(q, V') associé au
diviseur ¥ est isomorphe a (det Q)®¢ ou @ désigne le fibré quotient universel de rang
N+1—gq.

Démonstration. — Le groupe de Picard de G(q,V) étant engendré par det Q,
O(%) est isomorphe & (det Q)®% ol d’ est un entier > 1 et ¥ est le diviseur des zéros
d’une section f € HO(G(q,V), (det Q)®d/). Soit W un sous-espace vectoriel de V' de
dimension ¢ + 1 tel que P(W) intersecte Z transversalement. L’ensemble des s € ¥
contenus dans W est réunion de d hyperplans projectifs dans I'espace projectif P(W*)
des s € G(q, V') contenus dans W. Mais c’est aussi le diviseur des zéros de fipy+) qui est
de degré d’ puisque (det Q)ﬁfl(lw*) = Opw~)(d') ® (det V/W)® . On a donc bien d’ = d.
| |

L’espace vectoriel HY(G(q,V), (det Q)®%) s’identifie d’apres le théoreme de Bott
(cf. [Bo]) & I’espace vectoriel V% des fonctions polynomiales f(£5,. .. ENp1_g) Sur VX
-+ x V*, homogenes de degré d en chaque & et vérifiant

FE 8+ 6 i) = JE 6§ 1) Dour j < k.

Une forme de Chow (ou forme de Cayley) de Z est alors une section f € V%4 telle
que f~1(0) = ¥ autrement dit une fonction polynomiale f € V%4 telle que ¥ = {s €
G(q,V), f(&,-- -, €N 11-4) = 0 lorsque s est défini comme I'ensemble des zéros communs
aux 5]*} Une forme de Chow d’un cycle effectif m1 27 + - - - + myZy de codimension ¢ et

de degré d est fi"*--- f;" € V44 et son point de Chow est le point correspondant dans
P(Vda),

(1.5) PROPOSITION. — Pour ¥ hypersurface algébrique irréductible de G(q,V)
soit Z I'ensemble des [z] € P(V) tels que p~1([z]) C ¢ ~1(X). Alors

(i) Z est un sous-ensemble algébrique de P(V') de codimension supérieure ou égale
aq.
(ii) Si ¥ est la forme de Chow d’un sous-ensemble algébrique Z, Z = Z.

(iii) Réciproquement, si codim Z = q, Z est irréductible et ¥ est sa forme de Chow.

Démonstration.

(i) Les fibres de ¢ étant de dimension (¢ — 1)(N 4+ 1 — ¢), Z s’interprete comme
étant {[z] € P(V), dimp~1([z]) N ¥"HZ) > (¢ — 1)(N + 1 — ¢g)}. On voit qu’il est
algébrique en appliquant & 1~ (X) % P(V) la propriété suivante :
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(1.6) LEMME. — Soient A et B des espaces complexes, F': A — B une applica-
tion holomorphe propre. Pour tout entier r, I'ensemble des b € B tels que dim F~*(b) > r
est un sous-ensemble analytique.

Ensuite, si on avait codim Z < ¢ tout s € G(g, V') vérifierait P(s) N Z # ) et donc
appartiendrait a X, ce qui est absurde.

(ii) On a clairement Z C Z. D’autre part, pour [z] ¢ Z, I'ensemble des s €
G(q, V) contenant z et intersectant Z est seulement une hypersurface de =1 ([z]) puisque
c’est la forme de Chow de I'image de Z par la projection P(V)
{[z]} = P(V/Cx) et donc [z] ¢ Z.

(iii) On a toujours ¥ (p~1(Z)) C ¥. Lorsque codim Z = ¢, on note Z une com-
posante irréductible de codimension ¢ de Z. Alors ¥ contient aussi la forme de Chow de
Z. Etant irréductible, elle lui est en fait égale. (ii) implique ensuite Z = Z et Z est bien
irréductible. ]

2. Extension aux courants

Elle se fait par la transformation qui & un courant 7' défini dans P(V') de bidegré
(q, q) associe le courant 1,@*T défini dans G(q, V') et de bidegré (1,1).

On munit V' d’un produit scalaire et on note w = =0(0(1)) et Q = =O(det Q)

les formes fondamentales des métriques induites sur P(V') et sur G(q, V).

(2.1) PROPOSITION. — Le volume de Q est Dgn = rqn! ]I (NJ—_']), avec
0<j<q—-1
rgN = q(N + 1 — q) désignant la dimension de G(q,V).

Démonstration. — Vérifions d’abord 1’égalité

QOra.N wi-1 O)7a—1,N-1 wlN
o G (@) = o) ()

entre formes-volumes sur I'. Ceci permettra de conclure par récurrence sur q.

Soit (eg,...,en) une base orthonormée de V et s = vect(e;)j<q. Une carte de I’
centrée en (s, [eg]) est Papplication qui aux zj; pour j < ¢ <k et aux A\; pour 1 < j <gq

associe le couple formé par le sous-espace vect (ej + > zjkek) et la droite engendrée

q<k J<q
par le vecteur

eo + Z 20Kk + Z A | e+ Z Zjkek

q<k 1<j<q q<k
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En ce point,

* i =
’l/)Q:%Z dek/\dek
J<q<k
et
* ’L = Ay
(pw:% Zdzok/\dzok+ Z dXj AN dX;
q<k 1<j<q
de sorte que les deux membres de I’égalité sont égaux a
i \dimT _
(%) IT desnndzn JT dr A dy
J<q<k 1<j<q

Intégrant ensuite sur I" on a 1’égalité entre

/ QOra.N 1/) . < wqfl ) Dq,N 1
* P =
G(a,V) Ta.N! (=11 ren'(g—1)

et
/ RN (L’LNI) W' Dyoin-1 1
P(V) * Tq,LNfl! N! qul,Nfl! N!
et on est alors ramené au calcul de D y_q41 qui vaut 1. [ |
(2.2) PROPOSITION. — On a l'identité
1
Pup™T AN = ), " (AT)
TqﬁN
ou AT désigne la contraction de T par w.
Démonstration. — Elle s’obtient en projetant 1’identité

1
P T A (@08 1) = — gt (AT) A (7).
Tq,N
Pour établir cette derniére, il suffit, par continuité, de considérer le cas ou T est le courant

associé & une forme u de classe C*°. Dans la carte de P(V) qui aux Ay pour 1 < k < N

associe la droite engendrée par eg+Aje;+- - -+ Ayen, écrivonsu = Y ur, jdAg AdNj.
[I|=|J]|=q
Alors Au = 2mi(—1)4 > Uk, kA AdA g en [eg] et les deux membres de 1’égalité
11/|=]J"|=q—1
1<k<N

sont égaux en (s, [eg]) &

rq,N—1

_ 1

(-1t <%> (rg,nv —1)! Zu{l,...,q—l,k},{l,...,q—l,k} dAr A= NdAg-1
q<k

NI A Nd g A ] dze A dzire |

j<q<k

En particulier ,¢*(w?) = €. En effet 1.p*(w?) est une forme sur G(g, V') invari-
ante par l'action du groupe unitaire donc est harmonique. Etant de bidegré (1, 1) elle est
égale & AQ) ol A est un réel qu’on identifie a laide de (2.2).
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(2.3) PROPOSITION. — Le degré de w,p*T clest-a-dire sa valeur sur
Dq pe L QraN "1 est le méme que celui de T.
Démonstration. — 1l s’agit de vérifier que q—cp*w (Qran—1) = N=a 1] suffit
de dire que @,1* ("N ~1) est une forme sur P(V) invariante par 'action du groupe
unitaire de V' donc égale & Aw™ 2 ou1 \ est un réel et ensuite on a 1’égalité entre

/ WA (@) = A
P(V)
et

G(q,V)

Avec les notations de (1.1) on a alors ¥.p*[Z] = [X]. En effet ¢.p*[Z] est un
courant positif fermé de bidegré (1,1) dont le support est contenu dans I’hypersurface
irréductible X donc il est proportionnel & [X] et de plus il a le méme degré.

Remarquons que la relation précédente entraine qu’une fibre générique de
I'application p~1(Z) 4 % st réduite & un point. En effet, puisque ¢*[Z] = [p~1(2)],
on a aussi V¥,.*[Z] = m[X] en désignant par m le degré de cette application.

(2.4) LEMME. — Soit L un fibré en droites hermitien au-dessus d’une variété
complexe X et hi,...,h, des sections holomorphes de L dont les diviseurs des zéros
définissent une intersection compléte Y. Alors [Y] = (%@ 1 +dd° 10g|h|)T en notant

h=(hi,...,h) € L®" et O la forme de courbure de L.

Démonstration. — Notant ¢ un repere holomorphe de L, [Y] s’obtient localement
hy

& ¢
dans C" qui n’est autre que (dd°log |t|)r, teCr. [

comme image réciproque par la submersion ( ) de la masse de Dirac a I'origine

On peut en particulier exprimer pour s € G(q, V) le courant d’intégration sur le
sous-espace projectif P(s). On obtient

1 N—qg+1
[P(s)] = (w + §ddC log ps)

avec ps([z]) = % Développant & I'aide de la formule du bindme, il vient

N q+1)
[P( )] N g+1 + Z ;;:;11 ddclogps)k+1 /\wN—q—k-

c Nk
Comme (dd®log p,)F*+1 = dd° {% (%&) } pour k£ > 1, on peut ensuite écrire

[P(s)] = w79 4 ddey,

_ 1 N — 1)(1 N—q _ N=e (Nqufl) dd®ps k N—q—k
avec s = 5 q+ 1)(log ps)w kz ST —&ps A w .
-1
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A cause de 'invariance de w par l’action du groupe unitaire, I'intégrale fp(v) Y Aw?
ne dépend pas de s. Ajoutant un multiple de w™ 7 & I'expression précédente de ~,, on
peut donc supposer que cette intégrale est toujours égale a 1.

(2.5) PROPOSITION. — Si T est fermé d’ordre 0 la fonction U(s) = fP(V)P(S)
T A ~s est localement intégrable et vérifie, §(T) désignant le degré de T,

oo T = §(T)Q + dd°U.

Démonstration. — On suppose d’abord que T est le courant associé a une forme
u de classe C* fermée et on écrit u = §(u)w? + dd°v avec v de classe C*™. Alors 9. p*u =
0(u)Q2 4 dd.p*v avec

W)y = [ wnlP@)= [ one e [ e swen aa.
P(V) P(V) P(V)
et puisque f P(V) w? Avs =1 on a bien la formule annoncée.

Soit maintenant 7" un courant d’ordre 0. On désigne par p = ﬁQTW I'unique
q,
mesure sur G(¢, V) invariante par laction du groupe unitaire et de masse totale égale

a 1. Alors I'intégrale fG(q vy Udp qui est égale par la formule de Fubini a fP(V) T A
(fseG(qy) ’ysdu(s)) est finie puisque fseG(qy) vsdpu(s) est un courant sur P(V') invariant

par I'action du groupe unitaire donc proportionnel & w9 et en fait égal. La relation
annoncée s’obtient ensuite en régularisant 7' & I’aide d’une suite (x;);jen d’approximations
C*® de la masse de Dirac a l'origine du groupe unitaire de V' :

Soit Tj = f

g
totale égale & 1. Les T sont des formes C*° qui convergent faiblement vers T' et sont

cu(v) Xi (9)g*T'dv(g) avec v la mesure de Haar dans U(V) de masse

fermées si T' I'est. Soit U; le potentiel de 1.¢*T; construit précédemment, autrement dit
Uj(s) = fP(V)P(S) T; A vs. Il s’agit de vérifier que U; tend faiblement vers U. Mais

Uj(s) = /gEU(V) x;j(9) </P(V)P(S) g*T A%) dv(g)

/ g*T/\'Ys :/ T/\lyg(s) :U(g(s))
P(V)P(s) P(V)P(g(s))

Uj; = / x;(9)g"Udv(g). u
geu (V)

et comme

on a en fait

Dans le cas ou T est le courant d’intégration associé a un cycle effectif Z, la formule
de Lelong-Poincaré entraine que la différence U — log|f| est constante pour toute forme
de Chow f de Z. Pour un courant fermé d’ordre 0, le potentiel U joue donc le méme role
que les formes de Chow.
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3. Résultats d’injectivité

a. Cas des courants fermés d’ordre 0.

On va maintenant montrer que 'application qui & un courant 7' fermé d’ordre 0
associe le potentiel U défini en (2.5) est injective.

On appelle transformation de Chow et on note C 'opérateur ¥,¢* lorsqu’on le
fait agir sur des courants de bidegré (g, ¢). Il suffit de montrer que C est injective dans
I’ensemble des courants fermés d’ordre 0. En effet si U = 0 on a grace a la relation (2.5)
que C(T — §(T)w?) = 0. L’injectivité de C entraine que T = 6(T)w?. Comme U est alors
égal a la constante §(T"), on a nécessairement 7' = 0.

On considere d’abord le cas ¢ = N. Soit u une forme différentielle de classe C* et
de bidegré (N, N) dans P(V) et f la fonction telle que u = fw™. La transformée C(u)
est définie dans P(V*) et désignant par w* la forme fondamentale de la métrique induite
sur P(V*) on a, d’apres la relation (2.2),

Clu) A @)V =R

ot R : C=®(P(V)) — C=(P(V*)) vérifie R(f)(s) = fp(s) fw™N =t pour tout hyperplan s
de V. Ce n’est autre que la classique transformation de Radon obtenue par intégration
des fonctions sur les hyperplans.

Un résultat de Helgason (cf. [Hel] et [He2]) dit que R est injective et possede un
inverse & gauche de la forme P(A)R* avec R* la transformation duale, A le laplacien sur
P(V) associé & w et P un polynéme de degré N — 1 dont les coefficients ne dépendent
que de N.

Notant tr C(u) la forme trace C(u) A (w*)N =1, on a donc
u= (P(A)otrC*otrC)u

C* désignant la transformation duale et A le laplacien agissant sur les formes de bidegré
(N, N) qui se déduit immédiatement de celui agissant sur les fonctions. Par continuité
cette identité s’étend aux courants, autrement dit

(3.1) PROPOSITION. — La transformation tr C est injective dans I’ensemble des
courants de bidegré (N, N) de P(V') et un inverse a gauche est P(A) o trC*.

On suppose maintenant ¢ quelconque. On considére W un sous-espace vectoriel
de V de dimension ¢ + 1 et on identifie 'ensemble des s € G(q,V') contenus dans W a
lespace projectif P(W*). Alors
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(3.2) LEMME. — Pour toute forme différentielle u de classe C* et de bidegré
(q,q) dans P(V'), on a

C(u)pw=) = Cluip(w))-

Démonstration. — L’image directe par submersion d’une forme différentielle se
calculant par intégration le long des fibres, on a la formule suivante pour o; et o2 dans
T.G(q,V)

C(u)s(o1,02) = / Uz b (&1, 1a) A €2, 1))
[z]€P(s)
ol & (5] est la projection sur Tj, P(V') d'un relevé de o par 1, autrement dit un vecteur
tel que (0,&;(2]) € T(s, L

La relation annoncée en découle alors clairement. [ ]

Soit maintenant T un courant de bidegré (g, q) dans P(V') localement plat. Alors
C(T) est aussi localement plat et la théorie du tranchage (cf. [Fe]) dit que pour presque
tout W dans G(q + 1, V) les courants C(T|p(w)) et C(T)|pw-) sont définis. Appliquant
le lemme (3.2) & une suite de formes différentielles de classe C* qui converge vers T' pour
la topologie plate, on voit qu’ils sont égaux pour presque tout W.

(3.3) PROPOSITION. — La transformation C est injective dans I’ensemble des
courants de bidegré (q,q) de P(V) localement plats.

Démonstration. — Lorsque la dimension est nulle c’est-a-dire ¢ = N cela résulte
de (3.1). Lorsque ¢ est quelconque, on se rameéne & ce cas-1a. En effet si C(T') = 0 on a,
pour presque tout W, C(T\paw)) = 0 et T|paw est de dimension 0 donc Tjpw) = 0 et
ainsi 7' = 0. [ |

b. Cas général.
On va montrer en toute généralité que la transformation C est injective.

Soit d’abord w une forme différentielle de bidegré (¢, q) de classe C*> dans P(V'). On
désigne toujours par (eg,...,en) une base orthonormée de V' et par z; les coordonnées
dans cette base d’un point x de V. L’image réciproque de u par ’application canonique

7:V ---= P(V) gécrit alors 7*u = Y. wurjdx; AdT; avec des fonctions uy; qui
[I|=|J|=q
ont en particulier la propriété d’étre homogenes de degré —2q.

Onnote 7: V4 ---— G(q,V) 'application qui & z = (2!, ..., 29) dans le produit

associe le sous-espace vectoriel 7(2) = vect(z!,...,2%). L’image réciproque par 7 de
la transformée de Chow C(u) s’écrit alors 7*C(u) = O<ZE:<N Cfﬁ(u)dzf A dzj*. On va
IEVEE

1<k,m<q

exprimer les coefficients Cjkg”(u) a Paide des uy .
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Pour tout vecteur ¢ = (¢, ...,¢?) dans V9, on a

(0.6 = Cudeio (-0 T@) = [ gy L (6 A o)

[z]eP(7(2))
ot, pour = de coordonnées t=(t1,...,t,) dans la base z, on prend {|,j=d, (t- () en notant
t-¢ =t ¢
En particulier C )= P(r kma=1 avec F fem une fonction qu’on calcule

sachant que les restrictions a P( (z )) de ng”(,uq’1 et de upy L (dmg(tre;), dme(tmer))

. \ e . _ i 270|z|?
sont égales : remontant & 7(z) et utilisant la relation m*w?™! A %
1 i00lz)>\? . foip s . s s
@ ( BE qui y est alors vérifiée, on obtient 1’égalité
K’
j@ ([ ]) K ’ ] Z xl/’z[/ — - 1 - _
agA(z) =5 — B E (—1)F+m |m|4 (m*uw)e (thej, tmee, 24, ... 2%, o 20 2 Lo e L 2
1<k m’<q
0<j/ /<N
(q=1)ti?”
avec oy = El%)ﬁ et A(z) le déterminant de Gram de z. Comme les contractions
radiales de 7*u sont nulles, on a
* _ 1 k "y -1 —m —" -
(7" u)y (ej,eg,z N S AT LI S . 7 ,...,zq)
* _ 1 k' o 1 ey —7 _
= (m*u)g(ej, €0, 2 ..oy —tpr2™ o 2R 2T 2 2™ 2 2Y)
_ ktm+k'+m’, F * _ 1 . -1 “n -
=(-1) trrtmy (T W) (€5, 80,2, 2R o 20 20 000 2m 0 29
Cela permet d’écrire
km _ k+m 2 * - 1 /E =1 =m —
QQA(Z)F][ ([1‘])—(71) |1‘| q(ﬂ- u)I(ejaeevz yee s R 7"'7quz 7"'azm7"'5’zq)
_ k+m E=m o
= (-1 E 2125 finea([2))
[I|=]J|=q-1

en notant z}c = det(zi)lifr??;k et fires([2]) = |22 ujr05(2) .
SRTXq,

On note Rq—1(fjr,es) la transformée de Radon de f;r¢; obtenue par intégration
de cette fonction sur les sous-espaces projectifs de P(V) de dimension ¢ — 1. Le lemme
suivant va permettre d’exprimer Ry 1(fjr,¢s)r(>) comme une intégrale sur un domaine

fixe.

(3.4) LEMME. — Soit 0 une forme différentielle de bidegré (¢ —1,q— 1) de classe
C* dans IP,_;. On désigne encore par m : C? ---- P,_; I'application canonique.

/ 9:/ TON |22 .
Py_1 S§29—1

(ii) Plus généralement, & étant une hypersurface compacte lisse orientée homologue &
S?9=! dans C? — {0}, on a

de|t)?
/ 9:/7r*9/\ ||2 .
Py_1 by 2|ﬁ|

— 24 —

(i) On a I’égalité




Démonstration.

(i) Il s’agit de voir que (mg2a—1)«((d€|t]*/2)g20-1) = 1. Or d°[t]*/2 = ;=(0 —

47

It = 4#7”. < S trdty — tkdtk> et donc si t = e'®z avec a un nombre réel et z un
1<k<q
point dans S?¢~1 fixé, on obtient da/27.

dc‘t|2
2[t]?

de|i[?
2|t

(ii) Vérifions que 7% A est fermée. Comme

= d°log|t| et que par

c 2
ailleurs 6 est fermée on a d (71'*9 A %) = m*0 Add° log |t|. Puisque 6 est proportionnelle
en tout point & w?~! dont I'image réciproque par 7 est égale a (ddlog|t|)?~! et que

(dd°log|t])? = 0 dans C? — {0}, cette différentielle extérieure est bien nulle. N

Soit y = (y!,...,y?) une base orthonormée de 7(z) et A la matrice de passage de
y vers z. La transformée Rq_1(fj1,67)-(») qui s’exprime comme l'intégrale sur P,_; de
I'image réciproque de fj; ¢ywi™! par 'application [t] — [t-y] est donc aussi égale grace

dc t 2 ’ .
2“”'2 . Ecrivant

au lemme précédent a l'intégrale fA(qu,l) Fires ([t-y])(dd log [t])9=1 A

. - d€|t|? D(t
ensuite (dd®log[t])?~t A 2|‘t\|2 =% It\(22

avec
1 — _ _
@@ﬁ:—-E:(—Q“l@mmA~-AﬁWM~Ad%AduA~-Aﬁq
1<k<q
+(—1Wﬁdhj\“'A(ﬁqAdaj\”'Aéa/\“'Ad%)
on trouve que Ry—1(fir,er)r(z) = Qq fA(S%,l) ujr,eq(t-y)®(t). Faisant le changement de
variable ¢t — A~'t dans cette derniere intégrale, il vient
Ra-1(firer)r(z) = aqtjr,er(2)A(2)
avec ﬂj[yg.](z) = fSZfﬁl Uj]j](ﬁ Z)q)(t)
Combinant ceci avec les calculs antérieurs, on conclut que

(3.5) Chru)(z) = (1™ N e (z)En
[I=|J]=q—1

Dans [GGG] (cf. également [GGS]) il est remarqué qu’inversement %, ¢y s’obtient
a partir de la famille (C]’?;" (w))1<k,m<q & Paide d’un opérateur différentiel linéaire & coef-

ficients constants. Notant 8}% = det (az%) , on a en effet ’égalité
i <a<qg—
R P I  v
. 1 ktm gk 7 Ak
(3.6) uﬂlJ::ZE;:ijﬁg }: (—nFmofay el .

1<k,m<q

Redonnons-en la vérification. Calculons d’abord Y (fl)kﬁf(f]’?g”. Grace a la
1<k<q
formule (3.5), cette fonction est égale a

—

/2 ) Z ox ((ﬂ*u)t.z(ej,zl,...,zk,...,zq,ég,él,...,2/771,...,2‘1)) D(t) .
S2a-

1<k<q

— 25 —



. —1 N
Comme 0% = Y e(aq,...,q-1) & mesy ol (a1, ..,aq-1) par-

1 .9zk1 .92
6Zia1 Bziak71 toy Bziq71
court I’ensemble des permutations de {1,...,¢ — 1}, on a
k * 1 5 — e - _
o7 ((7r Wez(ej, 2z, .., 2k 0 29 8,2 ,...,zm,...,zq)) =

* — = =q
E E(al,...,aql){(ﬂ Utz (ej,eial,...,eiaqil,eg,z s BT )

(97T*u - _ 1 ) =q
+ E 9z ej,eial,...,trk’k/z Ko €L E 2T 2
Ta
k' / tez

1<k/<qg—1

ennotant rp i = k' sik’ <k—1etrgp = k'+1si k" > k. Dans ce calcul n’interviennent
pas les dérivées partielles d’ordre supérieur ou égal a 2 des coefficients de 7*u a cause de
la commutativité des dérivations partielles.

L’expression obtenue est en fait égale a

* =S =1 m =
(g — D(7*u)s.. (ej,eil,...,eiqfl,eg,z ,...,zm,...,zq)
on*u , —~
k _ 1 = -
+(qg—2)! E (&E_ (ej,eil,...,tk/z ,...,eiqil,eg,z,...,zm,...,zq)
1<a<q-1 to /b2

1<K/ <q, k' #k

Sommant sur k£ compris entre 1 et ¢, on trouve

* = =1 m =
q'(m* )., (ej,eil,...,eiqfl,eg,z ,...,zm,...,zq)
om*u —
_ 1 = _
+(g—1)! E <8 : (ej,eil,...,t~z,...,eiq71,eg,z,...,zm,...,zq) .
1<a<q-1 o Stz

Par ailleurs, en dérivant la relation exprimant que la contraction radiale de m*u est
nulle, on obtient en un point 2 de V—{0} la relation (gg:)m (z,...) = —(m*u)z(ei, .. .).

—~

L’expression précédente est donc égale & (¢—1)!(7*u)s.. (ej, Cirses iy s €020 2T

On termine la démonstration en appliquant ensuite de la méme fagon 'opérateur

ST (=1)™@7 A cette fonction.
1<m<q

On va maintenant vérifier que les résultats précédents s’étendent au cas d’un
courant T' de bidegré (q,q) défini dans P(V'). Pour cela on écrit le relevé de T dans

V — {0} sous la forme 7*T = > Trjdxr ANdZ; avec Tty des courants de degré 0. Le
[11=]J|=q
courant |z|?977; est alors invariant par homothéties et c’est donc I'image réciproque par

7w d’un courant fry défini dans P(V).

On note Ry—1(frs) le courant 1.¢*(fryw?™!) qui est défini dans G(g, V). Alors,
pour [I| = |J| =q—1, 7"Rq—1(fj1,es) est un courant de degré 0 dans V7 qui, identifié

a une distribution, est égal & ﬁ > (—1)k+m8§8?Cﬂ” ol les C™ sont les
1<k,m<gq

coefficients de 7*C(T') eux-aussi identifiés a des distributions.
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Il reste & savoir que R,—1 est injective. Dans [Gr] (cf. également [He2]) est
démontrée, pour f € C*(P(V)), la relation

(3.7) F =P (AR, Ry f

avec A le laplacien sur P(V), Py—1 un polynéme de degré (¢ —1) dont les coefficients ne
dépendent que de g et N et Ry_; la transformation de Radon duale, définie de la fagon
suivante : pour h € C*(G(q,V)) la valeur de R;_;h au point [z] est I'intégrale de h sur
I'ensemble des s € G(g, V') contenant x. L’opérateur R;_; s’étend de fagon immédiate au

cas ol h est un courant de degré 0 dans G(g, V) en posant R _;h = 9.¢* (hw)

Dy_1,N-1
La relation (3.7) est donc encore vraie si f est un courant de degré 0.
Toute ceci entraine bien l'injectivité de C. On a ensuite les deux corollaires suiv-

ants :

(3.8) PROPOSITION. — La transformation tr C est injective dans I’ensemble des
courants fermés de P(V).

Démonstration. — Puisque C(T') possede méme degré que 7, on peut
écrire C(T) = 6(T)Q+dd°U pour une certaine distribution U. On a ensuite
trC(T) = (5(T) 1 AU) 07eN en désignant aussi par A le laplacien sur G(g,V)

4mrg N

associé & Q. Si trC(T) = 0 alors AU = 4mry n0(T). Or, sur une variété compacte, la
masse totale du laplacien d’une distribution est nulle donc §(T") = 0 et U est constante.
Cela entraine que C(T) = 0 puis T = 0. ]

(3.9) PROPOSITION. — Pour tout courant S de bidegré (¢—1,q—1) dans P(V')tel
que 1, p*S = 0, il existe des courants o, 3 tels que S = da + 013.

Démonstration. — 1.¢*S = 0 implique C(99S) = 0 puis 90S = 0. On utilise
alors le résultat classique suivant :

(3.10) LEMME. — Soit X une variété kahlérienne compacte et S un courant de
bidegré (k,!) qui est 90-fermé dans X. Alors on peut écrire S = h+ da+ 9 avec h une
forme harmonique de bidegré (k,{) et a et 3 des courants dans X de bidegrés respectifs
(k—1,0) et (k,£—1).

Démonstration. — Puisque 0S est O-fermé, on peut écrire S = 6; + 0S; avec
6, harmonique et S; de bidegré (k — 1,¢ 4+ 1) qui est encore d0-fermé. Si on suppose
Sy = hy 4+ 0ay + 8B avec hy harmonique alors dS = 0; + 093, autrement dit 9(S +95;)
est harmonique donc nul et on peut écrire S + 93, = h + da avec h harmonique. On
peut donc procéder par récurrence puisque le degré par rapport aux dz; décroit lorsqu’on
passe de S a S7. |
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On écrit donc S = M\w?~ ' 4+0a+0p avec une constante A. Cela implique 1, p*S = A
et nécessairement A = 0. |

L’analogue pour les formes C* de la proposition (3.9) dit que si v est une forme de
bidegré (¢—1,¢—1) de classe C* dans P(V') dont l'intégrale sur tout sous-espace projectif
est nulle alors il existe des formes a, B de classe C> dans P(V) telles que v = da + 9.

La démonstration de (3.9) permet par ailleurs de caractériser les courants qui
sont dans le noyau de trC. D’apres la formule (2.2) ce sont en effet les courants T tels
que 1,@*(AT) = 0. Mais cette relation équivaut aux conditions O9AT = 0 et / P(V) AT A

wN—q-i—l

= 0. La formule de commutation [0, A] = i0* permet ensuite d’écrire la premiére
de ces conditions sous la forme AJIT — id OT + id*T = 0, la seconde s’écrivant aussi

§(T) = 0.

c. Cas des courants définis dans une variété projective.

Soit X une variété projective de dimension n, L un fibré en droites tres ample
au-dessus de X, V D'espace vectoriel dual de H°(X,L) et j : X — P(V) le plongement
défini par L. Pour T' courant de bidimension (p,p) dans X on définit Cr(T") = C(j.T)
qui est un courant de bidegré (1,1) dans la grassmannienne G(N — p, V).

On peut aussi formuler cette définition de la fagon suivante : soit M un sous-espace
vectoriel de dimension p+1 de V* = H%(X, L) et Yjs 'ensemble base du systeéme linéaire

de diviseurs dans X défini par M autrement dit Ya; = () h~1(0). Pour M générique, Vs
heM
est une sous-variété de X de codimension p+1. Soit I la sous-variété de G(p+1,V*) x X

associée a la famille des Yj; autrement dit ’ensemble des couples (M, z) avec z € Yy et
' et ¢’ les restrictions & I des projections canoniques sur G(p + 1,V*) et X. Alors ¢’
est une submersion et identifiant G(p + 1,V*) et G(N —p,V) on a Cr(T) = ¢,o"*T.

L’application j, étant injective, ce qui précede implique que Cy, est injective dans
lensemble des courants de bidimension (p,p) de X.

4. Questions

(4.1). — Expliciter, pour un bidegré (q,q) quelconque, une formule d’inversion
pour la transformation C qui exprime l'inverse comme le produit d’un polynéme en
le laplacien de P(V) agissant sur les formes de bidegré (q,q) et d’une transformation
intégrale duale. Lorsque ¢ = N, la formule de Helgason rappelée en (3.1) est bien de ce
type la.

(4.2). — Lorsque T est un courant positif fermé, exprimer le nombre de Lelong
de C(T) en un point s de G(q, V) a l'aide de ceux de T le long de P(s).
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(4.3). — L’application C permet-elle de caractériser les cycles algébriques
de Pespace projectif ? En d’autres termes, si T est un courant de bidegré (¢,q) —
éventuellement supposé localement plat — tel que C(T') est le courant associé & un
diviseur de G(q, V), T est -il lui-méme le courant associé a un cycle algébrique de P(V')
de codimension ¢ ?

On peut aussi imposer une condition plus forte. Au lieu d’intégrer T' seulement
sur les sous-espaces projectifs de dimension ¢ — 1, on peut 'intégrer sur d’autres cycles
algébriques de dimension ¢g—1 de P(V) : pour k entier > 1, on considere, avec les notations
du §3.c, la transformation Cy = COP(m(k) obtenue en composant 'image directe par le
plongement P(V) — P(S*V) et la transformation de Chow définie sur P(S*V'). Si C(T)
est, pour tout k, le courant associé a un diviseur, T est-il lui-aussi le courant associé a
un cycle algébrique de P(V) ?

Enfin, dans le cas ou le courant T est positif fermé, on doit pouvoir répondre a la
question en vérifiant la relation entre supports supp C(T') = (¢~ (supp T')) qui entraine
que si C(T) est un diviseur alors la mesure de Hausdorff (2N — 2¢)-dimensionnelle de
supp 7" est finie. Il s’agit alors de vérifier que cela implique que T est le courant associé a
un cycle. Un raisonnement du méme genre que celui mené dans [HS| devrait permettre

d’arriver a cette conclusion.
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Chapitre 2

POTENTIEL DE LELONG-SKODA ET
THEORIE DE L'INTERSECTION

1. Courant de bidegré (1,1) associé a un courant
positif fermé de I'espace projectif

Soit P(V') l'espace projectif des droites d’un espace vectoriel complexe V' de di-
mension N + 1. On munit P(V) de la métrique de Fubini-Study induite par un produit
scalaire sur V et on note w = 5= (O(1)) sa forme fondamentale. Etant donné un courant
positif fermé T' de bidimension (p, p) dans P(V') avec p < N —1, on va définir un courant
positif fermé T} de bidegré (1,1) dans P(V) ayant méme degré que T par rapport & w et
méme nombre de Lelong que T en tout point de P(V).

On note G(p + 2,V) la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de V' de di-
mension p + 2. Pour W € G(p + 2,V) on désigne par oy : V. ——= W la projection
orthogonale sur W et par oy : P(V) ---- P(W) lapplication méromorphe induite. Les
considérations qui suivent concernant les images inverses et directes par Gy de courants

positifs fermés seront utiles a la définition de T3 .

(1.1) PROPOSITION. — L’image inverse par dw d’un courant S de P(W) est
définie dans P(V') et est positive fermée si S Iest.

Démonstration. — Soit Y = {([z],[z]) € P(V) x P(W), ow(z) et x colinéaires}
et n, T les restrictions & Y des projections de P(V) x P(W) sur P(V), P(W). En fait n
représente I'éclatement de P(V) de centre P(W=) et permet d’éliminer les singularités

de ow i.e. le diagramme suivant
Y

est commutatif. On pose alors oy *S = 1.7*S qui est bien défini, 7 étant une submersion
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puisqu’elle s’identifie & la projection du fibré projectivisé P(W=®Opy(—1)) sur P(W).
[

De la méme fagon l'image directe par 6y d’une forme u de classe C* dans P(V)
est bien définie en posant oy .u = Tun*u et vérifie la relation

/ ow S ANu = / S A Gwsu pour tout courant S dans P(W).
P(V) P(W)

En particulier

(1.2) LEMME. — Pour ¢ < p + 1, Iimage directe Gy .(wN"P~1) est égale a

YA
“Ipw)

Démonstration. — &y .(w™N=P71) est une forme sur P(W) invariante par
Paction du groupe unitaire U(W) ~ U(W) x {idy+} C U(V). Elle est donc égale &
wap(w) pour une certaine constante C. Pour tout courant S de bidimension (¢, ¢) dans
P(W), on alors

/ G S A wltN-—p-1 :C/ SAwa(W).
P(V) P(W)

Si on choisit en particulier pour S le courant d’intégration sur un sous-espace projectif
de dimension ¢, o *S est alors le courant d’intégration sur un sous-espace projectif de

dimension £ + N — p — 1 et les deux intégrales ci-dessus sont égales a 1. On a donc bien
C=1. |

On note p 'unique mesure positive sur G(p+2, V) invariante par le groupe unitaire
de masse égale a 1.

(1.3) LEMME. — Pour ¢ < p + 1, Iintégrale fWeG(p_%V) &W*(wfp(w))du(W)

existe et est égale a w’.

Démonstration. — Cette intégrale est faiblement convergente car si u est
une forme différentielle continue de bidegré (N—¢, N—{) dans P(V), la fonction

W — fP(W) owsu A\ wa(W) est bornée dans G(p + 2,V). En effet, on peut supposer u

N—¢

positive et écrivant u < Cw avec une constante C' > 0, il suffit de considérer le cas

N—¢

ol u=uw mais alors cette fonction est égale & 1 par le lemme (1.2).

. ~ x( £ . .
Maintenant fWeG(p_%V) ow (wlp(w))d,u(W) est un courant sur P(V) invariant
par I'action de U(V) donc est égal & Cw’ pour une constante C. En 1'évaluant sur w¥—*

on trouve C = 1. ™

(1.4) PROPOSITION. — L’image directe par oy de la restriction a P(V)
P(W+) d’un courant positif fermé T défini dans P (V) existe pour tout W € G(p+2,V)
et c’est un courant positif fermé dans P(W).
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Démonstration. — Il s’agit de justifier ’existence de fP(V)P(WL) T A ow*u pour
u une forme différentielle continue de bidegré (p,p) dans P(W) . Il suffit de considérer le

cas oll u = wip ). Soit g la fonction dans P(V) égale & log % en [z]. Alors
(15) &W*(w‘p(w)) =w +dd°g.
Soit, pour £ > 0, w. = w + dd°g. avec g.([z]) = 3log low (2)] T;”;WL(Z)‘ . C’est une

forme C* qui, lorsque & — 0, converge faiblement dans P(V') vers 6W*(w| p(W)). Par
conséquent T' A wP converge faiblement dans P(V)

1 ~ %
P(W+) vers T A\ ow (w‘pP(W)) et donc

/ T/\&W*(wlpp(w)) < liminf/ T AwE.
P(V)P(W1) =0 Jpv)P(wit)

Or fP(V)P(Wi) TAwPl = fP(V) T A wP en désignant par T D'extension tfiviale a P(V)
de T)p(vypw)- Par le théoréme de prolongement de Skoda (cf. [Sk2]), T est fermée et
puisque w, est cohomologue & w dans P(V') on a fP(V)P(WL) TAwE = fP(V)P(Wl) T AwP
et donc

(1.6) / T AGw™ (wipw) g/ T AwP.
P(V)P(W1) P(V)P(W+)

On note ow T l'image directe par oy de T. Pour vérifier que dow T = 0, on
reprend 'idée de la démonstration du théoréme de prolongement de Skoda-El Mir (cf.
[EM] et [Sib]). k étant un entier > 1, soit pp = x(%g) avec x une fonction C* a support
compact dans | —oo, 0] valant 1 en 0 et convexe croissante. Cette suite de fonctions vérifie
les propriétés suivantes :

r est C* dans P(V) et 0 < ¢ < 1,

¢k tend vers 1 uniformément sur tout compact de P(V)
P(WH),

¢r = 0 au voisinage de P(W).

On va aussi estimer le hessien de ;. On a
1 1 1 1
ddp = —=x"(=g)dg A d° —x'(=g)dd®g.
or = 13X (£9)dg A d°g + X (T.9)dd’g
Compte-tenu de la convexité de x le premier terme est positif. Pour le second, on utilise
que dd°g > —w d’apres (1.5) et que X’ est positive et majorée par une constante C. D’ou

la minoration dd®py > f%w.
Puisque oy T est réel, il suffit de vérifier qu’il est d’-fermé. Comme c’est la limite
de ow (i T) il s’agit de voir que Gy «(d'¢r AT) tend vers 0.

Comme toute forme C* dans P(W) de bidegré (p—1, p) est une somme de formes
s'écrivant iP~D* 9 A O A B avec 0 de classe C*° d-fermée de bidegré (p—1,0) et 3 de classe
C* de bidegré (1,0), cela revient & montrer que la suite fP(V) dop NT Now™ (Z‘(p—l)29 A
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é) Aow* B tend vers 0. Grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour la forme hermitienne
qui associe fP(V) TAGw* (i(p*1)29 AO) Niyi A2 &y et o dans CPH(P(V)), le carré de
sa valeur absolue est inférieur a

(/ TA&W*(iP2€/\B/\€A6)> </ T/\&W*(ip1)29/\9)/\id'4pk/\d”<pk) )
P(V)P(WL) P(V)

Compte-tenu de la relation d'¢y, A d” ¢, = 2d'd" ¢} — ppd' d" ¢, la derniere intégrale est
égale a

cc’

/P T AGw* (P70 A 0) Ay (—id'd" 1) < / T/\5w*(w|pp_(%/r/)) Aw
W) PIPW)

p—

apres majoration de iP=D*9 N0 par C’w‘P(lw) et utilisation de I’estimation de hessien de

Pk

v = wf, p—1 :

Enfin, I'intégrale fP(V)P(Wi) TANow (wlp(w)) Aw est convergente puisque par un
raisonnement analogue a celui effectué pour établir (1.6) on voit qu’elle est inférieure &
fP(V)P(W*) TAwP. .

Il résulte de tout ceci que Fw *ow.T est, pour tout W € G(p + 2,V), un courant
positif fermé de bidegré (1, 1) bien défini dans P(V). De plus, d’apres (1.2),

/ Gw ow T Aw™ ! :/ T A&w™ (wipuwy)
P(V) P(V)P(W)

et d’apres (1.6) le second membre est inférieur au degré de T'. Autrement dit, le degré de
ow*ow T est toujours inférieur a celui de T'. La formule

(1.7) / du(W)/ T/\&W*(wlpp(w)) = / T A WP
WeG(p+2,V) P(V)P(WL) P(V)

qui est une conséquence de la formule de Fubini et de (1.3) implique alors que pour
presque tout W il y a égalité.

Enfin, I'intégrale fWEG(erQ V) ow*owTdu(W) est faiblement convergente. En
effet, les courants ow *ow T étant positifs, cela résulte du fait que la fonction qui a W
associe fP(V) Fw*dw T A w1 est, comme on vient de le voir, majorée. On note

T1 = / 5W*&W*Tdu(W)
WeG(p+2,V)

Alors

(1.8) PROPOSITION. — T} est un courant positif fermé de bidegré (1,1) dans
P(V) qui posséde méme degré que T.
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2. Conservation des nombres de Lelong
Onnote w: V. ---= P(V) lapplication canonique.

(2.1) LEMME.

(i) Pour toute forme différentielle v de classe C*° a support compact dans V,
Iimage directe m,u calculée par intégration le long des fibres de 7 existe et est une
forme différentielle de classe C*° dans P(V).

(ii) L’image inverse par m d’un courant S de P(V') est définie dans V et est positive
fermée si S Iest.

Démonstration. — On considere le fibré Y = Opny(—1) — P(V) et
I’application 1 : Y — V qui est en fait 1’éclatement de V en 0.  résout la singularité

de 7 i.e. le diagramme suivant

Y
n T
Voo > PV
T
est commutatif. On pose alors m,u = T.n*u et 75 = 1, 7*S. |

En fait en notant ¢ le degré de m,u, on a la formule
(2.2) (mew) (¢ ... ¢H) = /Cutz(z,iz,tcl(Z), 1 (2)) dA(t)

pour ¢!, ..., ¢! dans Ti,)P(V) = Hom(Cz, V/Cz), A désignant la mesure de Lebesgue
dans C.

(2.3) PROPOSITION. — Les nombres de Lelong d’un courant positif fermé sont

conservés par image réciproque par submersion.

Démonstration. — 1l suffit de considérer le cas d’une projection C* x C"™ — C™.
L’image réciproque d’un courant de C" est alors égale a son produit tensoriel avec le

courant d’intégration sur C™ et on conclut grace au fait suivant. ]

(2.4) LEMME. — Si T et S sont des courants positifs fermés définis au voisinage
de 0 respectivement dans C" et C™, on a I'égalité v(T ® S,0) = v(T,0)v(S,0).
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Démonstration. — Appelons (p,p) et (q,q) les bidimensions respectives de T et

S. Alors
( 1 ) / (1 ‘j‘;)pyu,Q r2 —|2]2)S(2) A (;83‘2‘2)(1
z|<r

mar2a

)

~ (T, 0)(”:‘1) (ﬂ;q) /zgr (1 - Ij—';)pS(z) A (%85|z|2)q .

Notons 7 la mesure trace de S et 7(r) la masse de 7 sur la boule B(0,r). Pour toute

v(T'®S,0,r) =

fonction w de classe C! dans RT, on a

/ w(|z]) d7(z) = w(r)r(r) —/ w' (t)7(t) di.
B(0,r) 0
En effet, lorsque S est une forme différentielle continue, 7 s’obtient & partir de la mesure

de Lebesgue a l'aide d’une densité h et la relation

T(r) = /E(O,r) hdV = /OT (/z_t h(z) dA(Z)) dt

implique que 7(r) est dérivable de dérivée égale a f|z|:r h(z) dA(z). On a alors

/E(M wlll) drte) = ([ he @) = [Cwioro

puis I’égalité annoncée apres une intégration par parties. Lorsque S est quelconque, on

effectue une régularisation et on utilise le fait suivant.

(2.5) LEMME. — Soit p, une suite de mesures positives dans V' convergeant faible-

ment vers une mesure p. Alors

/ p = lim lim inf/ pe = lim lim sup/ pe-
B(O,r) e—=0 ¢ B(0,r+¢) e=0 B(0,r+e)

Démonstration. — Cela résulte des inégalités
/ p < lim inf/ pe < lim Sup/ pe < / p. |
B(0,r) ¢ B(0,r) ¢ B(0,r) B(0,r)
Ainsi
1 |22\ P i,.= q ! _q 7(rt)
1= 20)8(2) A (500122) :/ opt(1 — 21 DL g

mar24 /Z<T ( 72 (2) 2 2 0 pi( ) 7;—!r2‘1

qui tend vers v(S,0) fol 2pt2at1(1 — ¢2)P~L dt, la derniere intégrale valant ﬁ [

Les considérations suivantes vont permettre, T étant un courant positif fermé dans
P(V), d’exprimer le courant 7*Gw *ow T a l'aide de #*T. On note my : W — {0} —
P(W) lapplication canonique et on consideére le diagramme



(2.6) LEMME. — Pour toute forme différentielle v de classe C* a support com-
pact dans W, I'image directe w.ow *u calculée par intégration de ow *u le long des fibres
de 7 existe dans P(V')

P(WH) et y est égale a Gy *myw .

Démonstration. — Le support de o *u est contenu dans supp u + W=. Puisque
suppu est compact, pour z hors de W+, 'ensemble des t tels que tz appartienne &
supp u 4+ W+ est borné. On peut alors calculer (m,ow *u)[, & laide de la formule (2.2) :

(meow u) (¢ ..., ¢hH = / Uty (2) (oW (2), iow (2), tow (¢ (2)), . .-  tow (C5(2)))dA(t)
C

pour (¢',...,¢%) dans T, P(V). C’est la méme chose que (G *mw )y (¢Y,...,¢Y). =

(2.7) PROPOSITION. — L’image directe ow ,m*T existe pour tout W € G(p +
2,V) et est égale a mw*ow T .

Démonstration. — Soit u une forme différentielle continue a support compact
dans W. Il s’agit de voir que la mesure 7*T" Ao}, u est de masse finie dans V. D’une part,
d’apres (2.6), on a

/ W*T/\UW*u:/ TAow mTw.u
vwi P(V)P(WL)

= / mwow T A u.
P(W)

D’autre part

/ W*TAUW*u:/ ow«(Iyyr- T T)ANu=0
Wt w

par le résultat suivant (cf. [Fe], §4.1.15). |

(2.8) LEMME. — Soit S un courant localement plat, ¥ et ¥’ deux applications
de classe C' dont les restrictions au support de S sont égales a une méme application
propre. Alors les images directes ¥,.S et U, S sont égales.

Par (2.7) on a pour tout W dans G(p+2, V) la relation 7*ow *ew . T=ow *ow 7T
et donc

(2.9) 7Ty :/ ow ow . T du(W) .
WEeG(p+2,V)

On va maintenant calculer le nombre de Lelong de 77 au point 2] en utilisant la
proposition (2.3) :

v(T1, [20]) = v(7*T1, 20) = }1_% v(m* Ty, zo,7)
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ol, en notant o = dd°log |z| I'image réciproque de w dans V,

(2.10) v(r*Ty, z9,7) = / (m*T1) (20 + 2) A ™
B(0,r)

= / (m*T) (20 + 2) A br
1%

avec ¢r = [icappron) oW ow (I o) du(W).

Remarquons que la forme différentielle ¢, vérifie la relation ¢, = h,.¢1 en
désignant par h, I'homothétie de rapport 7.

L’inégalité IIB(Oyr)-aN < a¥ et les lemmes (1.2) et (1.3) impliquent par ailleurs
o < aPtl

Ceci assure que l'intégrale (2.10) converge a priori . En effet

1 1 p+1
7T (20 + 2) NPTl = / T A (—ddCZQ)
/B(o,R)( ( R2Pt2 g0 R) 2 1

p+1
et la seconde intégrale est majorée par la masse de 7*7T A (%ddc|z|2) sur B(0, R+|z0])

qui, & cause de l'invariance de 77T par homothétie, est proportionnelle & (R + |zo|)?P 2.

Maintenant, ¢1 étant une forme positive invariante par I’action du groupe unitaire
sécrit f(|z])aPTL + g(|z])a? A dlog |z| A dlog |z| avec des fonctions f et g positives dans
R? . La croissance de ¢, par rapport a r implique la décroissance de f et g. Le fait que
lim ¢, = o' implique f(0) = 1 et g(0) = 0. En particulier g est nulle et donc

V(W*Tl,zo,r):/ f(ﬂ)(ﬂ'*T)(Zo—f—Z)/\ap—’_l.
volr

La forme oV étant & coefficients localement intégrables, on a lir% ¢r = 0 et donc f(c0) =
r—

0. Grace au théoreme de convergence monotone on obtient finalement

v(n*Th, z0) = / (T*T) (20 + 2) A ot = v(7*T, ).
{0}

3. Inégalités d’auto-intersection

On va maintenant utiliser le courant construit précédemment pour établir le

résultat suivant :

(3.1) PROPOSITION. — Etant donné T un courant positif fermé de bidimension
(p,p) dans P(V') on a, avec les notations de I'Introduction, I'inégalité suivante pour ¢ < p

S gk = bp) -+ (Vo — 0)0(Zgr) < 6(T)PH1,

k>1
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Démonstration. — On écrit Ty = 6(T)w+dd°U ot U est une fonction dans P (V).

Le théoreme d’atténuation des singularités des fonctions presque plurisousharmoniques
(cf. [De3] et [Deb]) donne l'existence pour tout ¢ > 0 d’une suite décroissante (U ¢)r>1
de fonctions convergeant vers U telles que

(i)  Ucyp est C* dans P(V)
Ee;

(ii)  dd°U.e + (6(T) + dg)w > 0 ol &, est une suite décroissante de constantes
positives convergeant vers 0 ;

(iii)  en tout point [z] de P(V), v(Uey, [2]) = (v(T [2]) — c)+.

Pour ¢; > b; 'ensemble des points au voisinage desquels U, ¢ n’est pas minorée
J J Gy
est contenu dans E.; qui est de dimension inférieure ou égale a j.

Le courant T'A (dchcpihg-i- (6(T) +(5g)w) A A (dchcM—i— (6(T) +(5g)w) est alors
bien défini d’apres la théorie des opérateurs de Monge-Ampere et son nombre de Lelong
en un point [2] est supérieur a v(T, [2]) (v(T, [2]) — cp,1)+ e (w(T [2]) — cq)+. La formule
de Siu entraine que ce courant est supérieur & Y v k(Vg.r — p—1)+ - - (Vg .k — Cq)+[Zq.k)-

k

En comparant les degrés, on obtient
D Van(Vak = 1)t (Vo = cg)18(Zgk) < OT)(O(T) + 8)
k

puis I'inégalité annoncée par passages a la limite. ]
Le résultat précédent souffre de la critique suivante :
L’inégalité (3.1) fournit certes une borne pour Y (vgr —bp) -+ (Vg ke — 0q)0(Zg.k)-
k
Cependant celle-ci doit pouvoir étre améliorée au moins dans le cas ou T est le courant
associé a un sous-ensemble algébrique. Par exemple, pour une courbe irréductible de
Py de degré d et de genre g, I'inégalité (3.1) s’écrit S_vi(vpy — 1) < d?, les v, étant
k
les multiplicités des points singuliers, alors qu’on a en fait I'inégalité > vp(vp — 1) <
k
(d—1)(d—2) —2g. Pour un sous-ensemble algébrique A de dimension quelconque dans P,
une borne analogue pour > (g, —bp) - -+ (Vg — bq)0(Zy 1) faisant intervenir la topologie
k

de A serait intéressante.

(3.2) COROLLAIRE. — Soit X une variété projective de dimension n et w une
métrique kahlérienne sur X dont la classe de cohomologie est entiere. Il existe une con-
stante C' ne dépendant que de n, {w}™ et {w}" ! c1(X) telle que pour tout courant
positif fermé T de bidimension (p,p) dans X on a I'inégalité suivante pour q¢ < p

Z(Vqﬁk —bp) -+ (Vg k —bg)0(Zg k) < Cé(T)p+1_q
k>1

en désignant par 0(-) les degrés calculés par rapport a w.
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Démonstration. — Puisque {w} est entiére, c’est la premiere classe de Chern d'un
fibré en droites ample L. Il existe un entier m ne dépendant que de n, {w}" et {w}"~!-
c1(X) tel que mL soit trés ample (cf. [KM]). On applique alors I'inégalité (3.1) & 'image
directe de T par le plongement dans I’espace projectif défini par les sections de ce fibré
et on obtient

Z(Vq,k —bp) -+ (Vg k = bg)0(Zgk) < m(p+1)(p_Q)5(T)p+1_q ‘ u
k

Dans l'inégalité précédente, la présence d’une constante dépendant notamment de
{w}™ L ¢1(X) est naturelle comme le montre déja le cas ot X est une surface et T le
courant associé a une courbe irréductible A : on a alors

Sk — 1) < {4} — ey (X)- {A} +2 - 29 .
k

4. Calcul du potentiel

(4.1) LEMME. — Soit X une variété complexe, pr; et pry les projections de X x X
sur X et Ax la diagonale de X x X . Pour tout courant S dans X, le produit pry*SA[Ax]
est bien défini et on a I’égalité S = pry .(pry*S A [Ax]).

Démonstration. — On note i : X — X x X Dinjection définie par i(x) = (z, ).
Alors [Ax] = i.1 et pry*S A [Ax] =14.5. |

T désignant un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans P(V), la relation
(2.9) entraine que 7*T; s’obtient & partir de 7*T & P’aide de la formule

(m*T1)(z) = /V(W*T)(z) NK(z,x)

ou

K= (ow X ow)* [Aw] du(W)
WEG(p+2,V)

_ / (dde log |ow (2) — ow ()) "2 du(W)
WeG(p+2,V)

= (dd®log|z — x|)p+2
grace au lemme (1.3).

Ecrivant de plus que

1

(dd¢|z — z|?)P*1
(p+ 1)2pt2

|z — x|?P+2

(dd®log |z — 96|)er2 = ddc( -C ) avec C =

on obtient I'expression

(7 T)(2) = dd° (—C/V{|Z;|2p+2 - (1+|z1|2)p+1}(7r*T)(ac) A (dd0|x|2)p“) .
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On va maintenant exprimer 73 a partir de 7. La formule précédente peut s’écrire

cl.12\P+1
42 ET)E) = i (_c (= T)@) m>
|z <r

r—00 |2’7;L'|2p+2

z BT p+1
et il s’agit de calculer I'image directe . (ClB(U’T)l(Z_):(ETiLl ) ) Par la formule (2.2), sa

valeur au point [x] est

(5 | o) ),

27 Jy<r Tt 2772

Mais

|z —t—=|" = |2]> — 2Re (<Z|x> z?) + 1t
|| ||

_ |Z|2(1_ [(2l2)[* | (zl2) 2)
|2[2z]*  zllz] |z
et I'intégrale ci-dessus s’écrit donc, en notant a = %,

[t

/B(o,r) |z|?P+2(1 — a? + |a — ﬁ|2

)p-‘,-l d)\(t)

puis apres le changement de variables t' = \/1%7 (a - ﬁ)

/ la —t/v/1—a?|?
5(

) T—ap e N

JliT ’ \z\\/LT
Compte tenu du fait que lorsque r — oo

dA(t) r

/ = 2rlog ——— + 0(1)

/|2
5( = =) L+ 1] |2[V1 - a?

on obtient T} = §(T)w + dd°U avec

U(lz]) = /P(V) K], ) (T A w)([2])

et

— 1 la —t'v/1 —a2|? 1 ,
B ) =loe V=0t =50 ) { (L—a?p(L+ [P+ 1+ It'IQ} )

Ce noyau est singulier lorsque a = 1 c’est-a-dire le long de la diagonale de P(V) x P(V)
et il a pour partie principale lorsque a — 1

1 1 , 1
(ﬁ/c a1 A )) T—a7 i@y

Pour déterminer I'expression de T3 en fonction de T on peut aussi appliquer le

lemme (4.1) directement & P(V'). On trouve que

T([z]) = ) K([2], [2]) AT ([«])
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avec

(4.3) K =/ (Ow x ow)*[Apw)] dp(W) .
WeG(p+2,V)

Se pose alors la question d’exprimer le courant [Apy)]. Pour cela on considere,
au-dessus de P(W) x P(W), le fibré vectoriel £ = pr*Opw)(1) ® pry*F avec I le
fibré quotient W/Opw)(—1). La fibre de E au-dessus de ([2], [z]) est Hom(Cz, W/Cx) et
Ap(w) s'interprete comme 'ensemble des zéros de la section s de E' définie par s([z], [z]) :
z — zmod Cz. On munit E de la métrique induite par le produit scalaire induit sur W

2

_ znzx| 1_a

BREIE

et on a alors |s|

Afin d’appliquer les calculs généraux du §5, on calcule maintenant la forme de
Chern de degré maximal de ce fibré hermitien. On écrit pour cela

ptl _
p11(0) = Z 1 (prl*@o(l))j A cpr1—j(pra*OF).

3=0
Puis, grace a la suite exacte 0 — O(—1) — W — F — 0, on a 1’égalité entre formes
de Chern totales

—1 -1
C(@F) = 0(6(9(1)) = (1 - 01(90(1)))

qui fournit ¢p1-;(0p) = c1(p))P T~ puis, comme ¢1(Op(1)) = Wi pw),

p+1

cpy1(0) = Z pry” (WfP(W)) Apry” (wlplj(l";;)
=0

Grace a la proposition (5.10), on peut alors écrire

p+1
[Apw)] = Zprl*(wfp(w)) A prQ*(wlplj(lv;f) + (dd°log|s| )P+ + ddy’

j=0
avec une forme différentielle 1)’ & coefficients O( ‘SP%)

Il reste pour obtenir K & faire la moyenne par rapport & W € G(p + 2,V) de
I'image réciproque dans P(V) x P(V') des différents termes du second membre de ’égalité

précédente. On ne I’a pas fait mais tout laisse penser que ce noyau peut s’écrire comme
p+1 . .

la somme du courant Y pry*w’ A pry*wP™ I + (dd®log|s|)P*! et d’'un terme qui est le
=0

dd® d’une forme a coefficients O(Mz%)

5. Formes d’Euler-Green

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r au-dessus d’une variété complexe
X et s une section holomorphe de E transverse a la section nulle. L’ensemble Z des

— 41 —



zéros de s est une sous-variété lisse de X de codimension r dont la classe de cohomologie

est la reme

classe de Chern — aussi appelée classe d’Euler — de E. On munit E d’une
métrique hermitienne et on va expliciter une forme différentielle 1 a coeflicients locale-
ment intégrables dans X, C> dans X

Z telle que
(5.1) [Z] = ¢ (O) + dd

olt © désigne la forme de courbure de la connexion de Chern de E et ¢,(©) sa 7™ forme
de Chern.

a. Formule de King.

Lorsque E est de rang 1, la formule de Poincaré-Lelong dit précisément que ¢ =
log |s| satisfait 1’équation (5.1). Le cas général s’y ramene en éclatant X le long de Z.

Soit 7w : P(E) — X le fibré des droites de E, X = {a € P(E), a 3 s(x(a))},
n: X — X larestriction de 7 et H = n~(Z). L’application n réalise bien 'éclatement :
elle induit un biholomorphisme de X
H sur X
Z et H étant le fibré des droites de |z est isomorphe au fibré normal a Z dans X a cause
de la suite exacte 0 — TZ — TX -2 E — 0. Soit L le fibré en droites tautologique
sur P(E) muni de la métrique induite par celle de E, L sa restriction a X et £ la premiere
forme de Chern de L. Puisque Lg|p(g,) = Op(g,)(—1) on a (mH)* ((75)‘;1) = 1et donc
[Z] = . ((=€)""' A [H]). Mais H est précisément le diviseur des zéros de la section de L
induite par s donc [H] = dd°log|n*s| + € puis

2] = dd“n. (€)™ log|n*s|) — n.((—&)").

Or I'image directe par 1 de (—¢)"!log |n*s| (respectivement de (—&)") est une forme &
coefficients localement intégrables dans X, de classe C* dans X

Z ol elle est égale a
(ddlog |s|)ri1 log |s| (respectivement & (dd®log |s|)r) Ainsi

SR A——
ou encore

(5.2) [Z] = (dd°log|s|)" — (dd“log|s|)

T
Xz

On va maintenant exprimer (dd¢log |s|) en suivant la méthode de [BC1].

T
|XZ

b. Rappels sur les classes de Chern d’une suite exacte.

On considére une suite exacte de fibrés vectoriels holomorphes 0 — § 25 E -5
@ — 0. La métrique sur F induit des métriques sur S et @) et on note D, Dg et Dg

— 492 —



les connexions de Chern. j* @ g est un isomorphisme C*° de E sur S & @Q et permet de
définir une connexion hermitienne Dy sur £ comme image réciproque de Dg @ Dg. On
note Qg la forme de courbure de Dg. Alors

(5.3) PROPOSITION. — Soit P un polynéme sur M.,.(C) de degré k invariant par
conjugaison. On a P(0) — P(©¢) = —d'd"y ou

Lok
90:/ ?{P(J,Gt,...,Gt)7P(O’,@0,...,®O)} dt
0

avec 0 = jj* la projection orthogonale sur S et ©; la forme de courbure de D; =
(1 —¢t)Dg+tD.

Démonstration. — On écrit tout d’abord P(0) — P(0g) = fol 2 P(©,) dt puis

9 plo,) = kp(ﬁ@t, O ... @t).

ot ot
Soit I' = D — Dy € C$°(X, Hom(E, E)) de sorte que Dy = Do + T et
0 0 0
=60:= (5;D:) o Di+ Dio (5Di) =ToDy+Dyol = DT
Alors 5
&P(@t) =kP(DiI',0,...,04)

= de(FaGt;---7®t)

compte-tenu de la relation de Bianchi D;©; = 0 puis
1
(5.4) P(©) — P(0,) = d(/ kP(T,0,,...,0,) dt).
0

Il s’agit maintenant d’expliciter I'. Pour cela on écrit, v étant une section locale

C>® de E,
Dov = jDs(j"v) + g"Dq(gv)
:j{j*Dv + Dj* ®v} —|—g*{gDv + Dg®v}

ol on note encore par D les connexions de Chern induites sur Hom(E, S) et Hom(E, Q).
Ceci fait apparaitre I' = —(§Dj* 4+ g* Dg). De plus, le fait que j et g soient holomorphes
s’écrit d”j = 0 et d”g = 0 ou en prenant les adjoints D'j* = 0 et D'g* = 0. Ainsi I =
—(§d"5* +g*D'g) = —(d"(jj*) + D' (g*g)) puis, compte-tenu du fait que g*g = idg —jj*,
il vient
(5.5) I'=-d"oc+Do.

Les relations (5.4) et (5.5) suggerent maintenant de considérer

dP(O',@t,...,@t) :P(DU,@t,...,Gt) + (l{/’— 1)P(O‘,D@t,®t,...,®t).

On va exprimer différemment le second terme. Le fait que D = D;+ (1 —¢)T" et la relation
de Bianchi appliquée a ©; impliquent DO; = (1 — ¢)[I", ©;] puis

(k — 1)P(O’,D®t,@t, .o .,@t) = (k - 1)(1 - t)P(O', [F,@t],Gt, .o -7@75)-
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L’invariance de P par conjugaison entraine apres dérivation la relation

> P(Ar,...,[B,Aj],...,A) =0
J

pour Ay,..., Ag, B dans M,.(C). Lorsque Ay, ..., Ak, B sont des matrices r x r de formes
de degrés respectifs p1,...,pk, ¢, on en déduit que

Z(_1)q<P1+~'+PH>P(A1, . [B,Aj],..., Ay) = 0.
J
Appliquant cette derniere relation, on obtient
(k—1)P(0,DO¢,0y,...,0;) = (t = 1)P([T,0],04,...,0;).
Or [I',0] = [D — Dy,0] = (D — Dg)o et Dyo =0 donc
(k—1)P(0,D064,0y,...,0;) = (t —1)P(D0,O4,...,0;)
puis
(5.6) dP(0,0y,...,0:) =tP(D0o,By,...,04).
Pour identifier les composantes de bidegrés (k, k—1) et (k—1, k) des deux membres
de cette derniére égalité, il faut vérifier que ©; est de bidegré (1,1). En effet
0;=D}=(D—-(1-tN?*=0—(1—-t)DT + (1 —t)*1%

Ensuite (5.5) permet d’écrire que

(5.7) DT =-D'd"o +d'D'c
et
(5.8) I'?=—-d"oD'c — D'od'o

car d"od"o = {(fd”g*)g}(jd”j*) =0 en vertu de gj = 0 et par conséquent D'cD’'c =
(d"od"o)* =0 aussi.
La relation (5.6) s’écrit donc
{ d'P(0,0¢,...,0;) =tP(D'0,0,...,0,)
d"P(0,0¢,...,0;) =tP(d"0,04,...,0)
et fournit (d' — d”)P(0,0y,...,0;) =tP(I',04,...,0,).

Comme d(d' — d") = —2d'd" et P(0,0y,...,00) est fermée, on a bien la formule

annonceée. [ ]

Pour exploiter cette formule dans le cas des classes de Chern, on utilise les no-
tations suivantes (cf. [Fllet [BC2]) : Hom(E, F) = E ® E* s’injecte dans lalgebre
extérieure \(E @ E*) et la forme de Chern totale de © s’éerit alors ¢(©) = (I + ©)"
en identifiant A" F ® A" E* avec C & l'aide de I" et en notant par ailleurs ~ la mul-
tiplication par 5=. Ainsi ¢;(©) = (Z)IT_kék puis ¢x(0,04,...,0;) = (;)&IT_k(:)f_l et

XT: ker(0, Oy, ...,04) = r5(I + 0,)"! de sorte que ¢(0©) — ¢(0) = —dd°p avec
k=1
! ~ ~ 1 dt
@:TU/ {(I+®t)T7 *(14’@0)7“7 }7
0
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c. Cas d’un sous-fibré de rang 1.

Supposons S de rang 1 et soit v une section holomorphe locale de S, v* € E*

I’adjoint, de sorte que o = % On note a = ny—lﬁf* et on va exprimer, en utilisant (5.7)

t (5.8), les quantités o DI" et o'? & I'aide de oa. On a d’abord

D/ * D/ * 1
Do (D D1
CERRTE EE
(Dv)v* , 1
=" g ——
R T

car d’v =0 et D'v* = (d"v)* = 0;

1, %
vd"v 1
d//a, — —2 +U'U*d//_2
v v
vDv* 1
= — +wd' —.
[v] [v]
Ensuite
D'd"o = a+ termes contenant v ou v*,
d'D'c = —a  + termes contenant v ou v*,
et considérant les produits avec ¢ on obtient c DI' = —20a.

De méme, d’oD’o est une somme de termes contenant tous v ou v* et
D'od’"o = o+ termes contentant v ou v*
de sorte que oI'? = —oa.
Tout ceci permet finalement d’écrire, j étant un entier,

00 = c(®+2(1—t)a—(1- t)2a)j =o(®@+(1- tQ)Oc)j

puis
@:ra/ol{(l—i—é—i—(l—tQ)d) T —(I+6+a)- 1}
gU/Ol{(IJréJr(lt)d) ~(I+6+a Tl}—
Ecrivant
(I+6+(1—-ta) '—(I+6+a) "' = —td§ (I+6+1—ta) '(I+6+a)y
s

et intégrant il vient

:—JZ {I+® (I+0+a@'Y(I+0+a) 7}

r—1
_ . r—j—1_ " 1
0]21 (I+0)(I+06+a) 2( 13) o(I+O6+a)~

<.
Il
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Pour j compris entre 0 et 7 — 1, les formes oI/ (I +© +&)" 7= = 617 (I + O¢)" ! sont
fermées d’apres (5.6) et on peut donc prendre

(5.9) @Z%i%a{([—i—é)j ~PYI+6+a)—

j=1
Le fait d’avoir retranché I dans le crochet permettra d’assurer par la suite que les
singularités des composantes bihomogenes de ¢ sont convenablement dominées.

d. Application.

Tout ceci permet maintenant d’exprimer (ddC log |s|) en considérant au-dessus

\TXZ
de X

Z le sous-fibré en droites de F engendré par s et la suite exacte 0 - Cs - F - Q — 0
avec @ = E/Cs. On a alors ¢(0g) = ¢(O¢s)c(©¢) puis, avec ¢ donnée par (5.9), ¢(O) —
c(O¢s)c(0q) = —dd°p qui s’éerit aussi ¢(0g) = ¢(Oc¢s) 'e(O) + dd°(c(O¢s)~1p). On
exprime alors le fait que ¢,(0) = 0. Comme ¢(O¢s) = 1 — dd°log |s| et donc ¢(O¢s) ™! =
> (dd°log |s|)lc il vient dans X

k>0

Z

T

0= (ddlog|s|)" A c,_i(O) + dd°v
k=0

r—1

avect) = (ddc log |s|)k/\<pr,k,1 et ¢,—k—1 la composante de bidegré (r—k—1, r—k—1)
k=0

de .

. . . s . »_~ _»__/_//~/~//
Or ¢ est une combinaison linéaire des o7 Q1" 1= 1= =" 4" avec £ > 1 dont

le degré est 2(¢+ ¢’ + /") et dont la singularité est dominée par —L. Ainsi la singularité

|s|2¢”
de ¢,_—1 est dominée par Mw%k,z) et donc celle de v l'est par ‘S|2(+2) On peut alors
écrire dans X
c r = c k c
—(dd°logls|) |y, = cr(©) + D (dd°log |s])" A cri(©) + ddy.
k=1

Puis, comme

ddc|s|2)k—1}

c k _ c 1
(dd°log|s|)" = dd {Q(k—l)( o

pour k> 2, on a

—(dd®log |s|)‘TXZ = ¢,(0) 4 dd*y’
avec L
;L - 1 dd®|s|?\ k-1
¥ = (oglsern(®)+ 3 a5 (o) Aee(®+v.

. N . . s 1
qui est a coefficients dominés par FEGE

En combinant avec (5.2) on obtient la conclusion suivante :
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(5.10) PROPOSITION. — Il existe une forme différentielle 1)’ & coefficients dominés
par W%Z) telle que
[Z] = ¢.(©) + (dd°log |s])" + dd°y’.

Signalons qu’un calcul explicite des formes d’Euler-Green est aussi effectué dans

[BGS] et que les formes de Green pour des sous-ensembles analytiques quelconques sont
étudiées dans [So].
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Chapitre 3

IMAGE INVERSE D’UN COURANT POSITIF FERME PAR UNE
APPLICATION ANALYTIQUE SURJECTIVE

1. Cas d’un courant de bidegré (1,1)

Soit f : X — Y une application holomorphe surjective entre variétés complexes
connexes de dimensions respectives dim X = n et dimY = m. Pour T un courant positif
fermé dans Y de bidegré (1,1) on définit 'image inverse f*T de la fagon suivante.

Soit £ un ouvert de Y sur lequel Tjq = i00u avec u une fonction plurisoushar-
monique dans 2. L’application f étant de rang générique égal a m, la fonction
plurisousharmonique u o f est, sur toute composante connexe de f~1(£2), non identique
a —oo et on définit (f*T)|s-1(q) = i00(u o f). Si ' est un autre ouvert de Y sur lequel
on a une écriture analogue 7)o, = i00u’, la fonction u — u’ est pluriharmonique sur
QN QY et il en est de méme pour uo f —u' o f sur f~HQ) N f~H(Q) de sorte que la
définition précédente est indépendante du choix de 'ouvert €2 et du potentiel w.

(1.1) PROPOSITION. — Le courant f*T est positif fermé et appartient a la classe
de cohomologie f*{T}.

Démonstration. — On peut écrire T' = 6 + i00u avec 6 une forme C* de bidegré
(1,1) et u une fonction presque plurisousharmonique dans Y. En effet, soit (2,) un
recouvrement de Y par des ouverts biholomorphes & une boule et (A, ) une partition C*

de P'unité associée. On écrit T, = i00u, pour chaque a et on considere u = ) AqUq.
«
Alors, pour ag fixé, we, — ua est pluriharmonique sur Q,, N 2, et donc uq, — U, =

> Aa(tag — Ua)|,, N0, €St C dans Q,, de sorte que 7' — i00u Dest aussi.
On a alors f*T = f*0 +i0d(uo f) . ]

(1.2) PROPOSITION. — Pour toute suite de courants positifs fermés T; con-

vergeant faiblement dans Y vers T, la suite des images inverses f*T; converge faiblement
dans X vers f*T.
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Démonstration. — En raisonnant localement, on est amené a considérer le cas
d’une application f : U — V de rang générique m entre des ouverts U C C" et V C C™.
Soit alors y une fonction C*° & support compact dans V vérifiant 0 < y < let y =1
sur un ouvert Q C V. On note v le potentiel local associé & T, défini par v = (yor) * N
avec o la mesure T A (i00|z]?)™ ! et N(2) = — T, Om = m, le noyau de
Newton dans C™.

Alors la suite des potentiels v; associés aux T} converge vers v pour la topologie
Ll

ive- In effet, v; tend vers v faiblement et il résulte du lemme suivant que ’ensemble des

1 .

v; est relativement compact pour la topologie L;, . :

(1.3) LEMME. — Pour tout noyau N localement intégrable dans R*, I'ensemble

des fonctions p x N avec j une mesure positive a support compact dans R¥ de masse

1

totale inférieure a une constante donnée est relativement compact pour la topologie L, .

En particulier v; converge vers v presque partout. L’application f étant de rang
générique égal & m, la suite v; o f converge vers v o f presque partout dans U.

Par ailleurs, les fonction v; étant sous-harmoniques négatives, 'inégalité de
moyenne implique, r étant fixé, I'existence d’une constante C'>0 telle que, pour tout
z, vj(2)<C fB(Z » VidA en désignant par dA la mesure de Lebesgue dans C™. On en
déduit pour z € B(z/,r/2) l'inégalité vj(z)SCfB(Z’,T/Q) v;dA qui entraine, comme

me(z,’T/Q) v;dA< fB(Z,’T/Q) v dA, que les v; sont localement uniformément majorées.

Ecrivons maintenant Tjio = i00v;jq +v; avec des v; € C59(£2) qui s’obtiennent &
partir des T} par convolution & I'aide d’'un méme noyau C*°. Ces formes 7; convergent
dans C79(S2) vers v = (T' — i09v)|o. Sur une boule B(z,r) C 2 écrivons v; = 09w,
respectivement v = i00w avec w; respectivement w de classe C* obtenue en combinant
I'opérateur d’homotopie de Poincaré et le noyau de Bochner-Martinelli. Les w; convergent
alors dans C*°(B(z,r)) vers w.

Le lemme suivant implique finalement la convergence Li. . dans f~1(B(z,r)) de la
suite

(vj +wj) o f vers (v+w) o f.

(1.4) LEMME. — Soit ¢; une suite de fonctions sous-harmoniques définies dans
un ouvert connexe de R, qui sont localement uniformément majorées. Alors ou bien
@; — —oo localement uniformément ou bien il existe une suite qui en est extraite et qui

1 m

converge pour la topologie L.

Remarquons enfin que si Z est un diviseur de Y, on a f*[Z] = [f~!(Z)] ou f~1(Z)
désigne le diviseur image inverse. Cette égalité s’obtient en appliquant localement la
formule de Poincaré-Lelong.
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2. Cas d’une application ouverte

a. Cas d’un morphisme fini.

On considere une application surjective f : U — V entre des ouverts U et V de
C™ qui est propre et finie. On note X le sous-ensemble analytique strict de U formé des
points en lesquels le rang de f est strictement inférieur & m et Vy 'image f(U
Y) qui est un ouvert de V.

(2.1) PROPOSITION. — Pour tout courant positif fermé T dans V', I'image inverse
[*(Tyy,) de T dans U
> est de masse finie localement prés de X..

Démonstration. — Désignant par (p, p) la bidimension de T et par K un compact

de U, on a
| @) n @y = [ 1 s {00y )
KX FKS)

La forme différentielle f*{(i83|z|2)fUE} qui est de classe C* dans V) est majorée
par la restriction & Vy du courant f,((i09|z|*)?) lui-méme majoré par (iddyp)P avec
© = f«(]z|?) qui est une fonction plurisousharmonique continue dans V. L’opérateur de
Monge-Ampere T A (i00p)P est bien défini dans V' d’apres [BT] et Iintégrale du second
membre est majorée par ff(K) T A (i00)P. ]

Pour prolonger f* (T\Vo) a travers X on va utiliser un potentiel local associé a T'.
Soit x une fonction positive C*° a support compact dans V telle que x = 1 sur un ouvert
Q cC V. On définit dans C™ une forme différentielle S de bidegré (m —p—1,m—p—1)
par

(100|z — z|?)m 1

|Z _ $|2m—2

S() = ~cn [ (T)(@) A
le 90 étant calculé par rapport a (2, z).

Cette forme est négative, a coefficients Ll et v = (T — i00S)|q est C*.
Pour € > 0, on note
(100|z — z|?)m 1

SE(Z) _ 7cm/m(xT)(:C) A (|Z — $|2 +5)m—1 .

Les S; forment une famille croissante de formes C* qui convergent vers S lorsque € — 0

et vérifient :

(2.2) LEMME. — Pour 1, ..., ¢4 des fonctions plurisousharmoniques localement
bornées dans Q, le produit S A i0dp1 A -+ - A iy, est bien défini dans Q comme limite
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faible lorsque € — 0 des courants S: A i0dp; A -+ N0, (cf. [BMEM] pour I'étude de
cet opérateur).

Il en résulte que la forme différentielle f*S est a coefficients L], dans f~1(). En

effet, avec les notations de (2.1), on a

7/ f*S A (i00]z)?)PH! = f/ f*S A (i00)|z)*)P+

K KX

f/ SAf*{(iaazF)fgg}
FKS)

< - / S A (i0Dp)P+! .
£

On définit alors f*T a l'aide de la relation

(2.3) (f*T) -1y = 100{(f*S) ;-1 } + "7 -

Considérons une autre fonction C*° positive a support compact dans V identique a 1
sur un autre ouvert ' CC V. Soit S’ le potentiel local associé & T' construit a partir
de cette fonction et v/ = (T' — i09S’)|o; qui est une forme C*. Alors la restriction de
S — 8 aQNQ est une forme différentielle C> dont le i99 est (7 — 7)jonqa de sorte
que les courants 1'85{(]"*8)”71((2)} + f*v et iag{(f*S’)‘fq(Q,)} + f*4 coincident sur
1) N f71(Q). La définition précédente est donc indépendante du choix de € et de
X-

Vérifions que f*T est positif. On introduit pour cela les formes différentielles

T.(2) = /m(xT)(:c) A {%851%; (|z —z|* + 5)}m

qui sont positives C* et qui convergent faiblement vers x7'. Il s’agit de vérifier que f*7T.
tend faiblement dans f~(Q) vers f*T. Or, dans Q, on peut écrire T. = i90S. + 7. avec

e qui converge dans Cpy_,, ,,,—,(£2) vers 7. Les formes f*~. convergent alors faiblement

vers f*7 et le théoréeme de convergence monotone entraine par ailleurs la convergence de

1
loc*

f*Se vers f*S pour la topologie L

(2.4) LEMME. — Pour tout compact K de U on a 'inégalité

/ FT A (i00)22)P < / T A (1005) .
K F(K)

Démonstration. — Pour tout ouvert Q CC V contenant f(K) on a
/ FT A (082 2)P < / FT A (i08)22)P < H_m/ FTL A (03] 2)P
K f71e) ()

Or
/ [T A (i00|2)%)P = / T. A f.(i00|2]*)? < / T. A (i00p)P
1) Q Q
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et, comme ¢ est continue, les T, A (i00p)P convergent faiblement vers T A (i00¢)P donc
/ FT A (i63]22)P < /_T/\ (i00) .
K Q
Faisant décroitre €2 vers K, on obtient I'inégalité annoncée. ]

Enfin, il reste & montrer que la définition (2.3) est indépendante du choix des coor-
données. Pour cela, il faudrait vérifier que si (7)) est une suite de courants positifs fermés
qui converge faiblement vers 7', la suite des images inverses f*7; converge faiblement vers
f*T.

b. Cas général.

Considérons maintenant f : X — Y une application holomorphe surjective entre
des variétés complexes connexes de dimensions respectives dim X = n et dimY = m telle
que pour tout y € Y la dimension de la fibre f~!(y) est n — m. Soit ¥ le sous-ensemble
analytique strict de X formé des points en lesquels le rang de f est strictement inférieur
a m et Yy 'image f(X
Y) qui est un ouvert de Y.

(2.5) PROPOSITION. — Pour tout courant positif fermé T dans Y, 'image inverse
[*(T}y,) est de masse finie localement pres de X.

Démonstration. — L’hypothese faite sur la dimension des fibres de f signifie que
f est ouverte. Il suffit de considérer le cas d’une application f : U — V surjective et
ouverte entre des ouverts U C C" et V' C C™. On suppose alors 0 € U et on considere un
systéme de coordonnées z = (2, 2”) dans C" = C"~™ x C™ ayant la propriété suivante :
il existe des boules B’ C C"~™ et B” C C™ centrées en 0 telles que pour tout 2z’ € B, la
restriction de f & 2z’ x B est propre, finie et surjective & valeurs dans un ouvert de C™.
L’image inverse par f|,,xp~ de la restriction de T & cet ouvert est alors bien définie. On
la note (f*T) . xpr. Le lemme (2.4) et I'inégalité de Chern-Levine-Nirenberg entrainent,
pour K’ C B’ et K" C B" des compacts, que la fonction [,,, (f*T)|.rx pr A(i00|2"|*)P est
majorée pour z’ € K'. La convergence de l'intégrale [y, (i00]2'|2)"™™ [, (f*T)|sxpr A
(i00|2"|?)P entraine alors celle de [, s f*(Tlvy) A (i08]2[2)"~™ A (i00|2" |?)P.

Enfin la propriété vérifiée par le systéme de coordonnées (z’,z") reste vraie
apres perturbation. On conclut en considérant suffisamment de systemes de co-

ordonnées (2{',...,20 .., Z0_mi1>---»25) ayant cette propriété et tels que les
P
tdz{ NdZE A -+ Nidzy_,, NdZ5_ ., respectivement les ( > ddz§ A déjq‘) engendrent
n—m<j<n
toutes les formes de bidegré (n — m,n — m) respectivement de bidegré (p, p). [ |

On étend f*(T}y,) a U par un courant noté f*T" vérifiant, u étant une fonction
continue & support compact dans B’ x B”, la relation

/ FAT Au(2, 2")(i08]2' 7)™ A (i00]2"|2)P
B’'xB"
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_ / (i03]2/[2)n—m / (P T Al 2")(i00)2"P)P
B/ B//
pour chacun des systemes de coordonnées précédents.

Mais il reste la aussi a vérifier que cette définition est indépendante des choix qui
sont faits.

3. Cas d’un éclatement

Tous les éclatements ayant le méme modele local, il suffit de considérer le cas de
I’éclatement du polydisque unité D™ C C™ = C¥ x C™~* le long de D* = D¥ x {0}.

Pour un point z € C™ on désigne par z’ et z” ses projections sur C* et C™F.
Soit X = {(z,[£]) € D™ X Pp—j—1, 2" et £ colinéaires}, p : X —» D™ la projection sur
le premier facteur, F = D¥ X P,,_p_1 le diviseur exceptionnel et w la restriction a X de
i00|z|? + i001og |€|. La restriction X
E -2 D™
D¥ est un biholomorphisme dont I'inverse est ’application z — (z, [2"]).

Pour T un courant positif fermé de bidimension (p, p) dans D™, la question est de
savoir si I'image inverse ,u*(T| pmpr) est de masse finie au voisinage de tout point de E.
Soit 2, € D* et 7 > 0 tel que 'adhérence de Dy = zy + D7 soit contenue dans D™.
Alors p~'(D.; ) est relativement compact dans X et

/ u*(T‘Dka)/\wp:/ TN paw? .
w= Dy ) E D, DF

=,
Dans D™

D* on a p.w = i00|z|? + i0dlog|z"|. Par ailleurs on peut aprés translation supposer
2, = 0 de sorte qu’on est ramené & étudier la convergence de l'intégrale

(%) / T A (i99|z|* + i0dlog |2"|)" .
Dm D*

a. Cas oup=m — 1.

Le produit T'A (i0dlog |2"])7 est alors bien défini d’apres la théorie des opérateurs
de Monge-Ampere pour tout j < m — 1 — k. D’autre part, pour j > m — k, on a
(1001og |2""])7 = 0 si [2”| # 0. Il y a donc convergence.

b. Cas ou T est le courant associé a un ensemble analytique irréductible A non

contenu dans DF.

Le courant p*(T)pm pry est alors la restriction & X

E du courant d’intégration associé & la transformée stricte u=1(ADF) = p~1(A)E qui
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est un sous-ensemble analytique de X de dimension p. Ceci implique directement la

convergence de I'intégrale fu “(T\pmpr) NwP.

“1(pm)EH

c. Exemple ou Uintégrale (x) diverge dans le cas ot k <p < m — 2.

On s’est inspiré d’'un exemple d’opérateur de Monge-Ampere de masse infinie
donné dans [Kis2]. Pour 0 < a < 1 on considere la fonction uq(2) = (|2'|>—1)(—log |2"])“.

Vérifions que u, est plurisousharmonique dans un voisinage de 0 (dépendant de
a). On écrit pour cela u,(2) = ga (log|2'],1og |2"|) avec gq(t1,t2) = (€** —1)(—t2)*. Pour
t; et to négatifs, g, est croissante par rapport a chaque variable et pour vérifier qu’elle
est convexe pour t; et t5 dans un voisinage de —oo, considérons son hessien

4e2t1(—ty)@ —2ae?1 (—ty)27 1 2t a—s [ At 2aty
2t; a—1 2t; a—2 | =€ (-12) —2t; ‘
—2ae**1(-t3) —a(l-a)(e*1-1)(-t2) 2aty  a(l-a)(e *"-1)

La trace de la seconde matrice est 4t2 + 4ats + a(1-a)(e=2"*-1) et son déterminant est
4a(1-a)(e™ 2 -1)t3 — 4a*t3 = 4a((1-a)e=2"'-1)t3. Ils sont bien tous deux strictement

positifs pour ¢; et t2 tendant vers —oo.
Calculons le hessien de u, :
i00uq = (100]2'*) (- log|2"|)*~id||* A 9(-log |z"|)* +id|2'|* A D(-1og|2"|)*
+(]2'[*~1)i09 (- log |2"])*

avec

9(-log|2")* = —a(-1log |z”|)a71810g |2"]

et

a

i00(~1log|2"])* = —a(~log|2") _1i0510g|z”|—a(1—a)(— 1og|z”|)a_2¢810g|z"|/\510g|z"|.
Considérons maintenant le courant 7' = (i00uq)? A (100 log |z”|)m_p_2 qui est bien

défini a I’aide de la théorie des opérateurs de Monge-Ampere puisque p > k. Soit » > 0

un nombre réel assez petit. On a

T A (i99|z|* +i0dlog |2"])"

|z/|<r
o<|z|<r

b o 12\ k-1 .07 1\ p—k+1
> (k: 1) / e T A (i00]2'17)" " A (i001og |2"|) .
o<z |<r
La derniere intégrale qui s’écrit aussi

o (1030’ A (i09|2'1%)"" A (i0dlog|2"|)™ "

z | <r
o<z |<r

se calcule en développant (i90u,)?. Les seuls termes du développement qui contribuent

a 'intégrale sont 2(i09|z'|?) (—log |2"|)* A (|2'|2 — 1)i00( —log |2"|)" et —2id|z'|> AO( —
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log|2"])* Aid|2'|2 A9( —log|z"])". On trouve donc

{ / 2a(a —1)(|2')> — 1) (1092 2)* — 24%i0|2'|> AD|Z'|? A (i83|z/|2)’“*1}
|z'|<r

X{ / ( —log |Z'/|)2a_2i510g |2”"| A Dlog |2"| A (i@glog |z”|)m_k_1}_
0<‘Z”|<r

L’intégrale du premier facteur est > 0 et celle du second qui est proportionnelle a
)2@—2

(—log|z”| o=t manm—k
/0<| o T 0917F)

est infinie si a > %

4. Nombres de Lelong d’une image inverse

Soit f : X — Y une application holomorphe entre variétés complexes.

(4.1) PROPOSITION. — On désigne par I' C X x Y le graphe de f et par prq et
pro les projections de X x Y respectivement sur X et Y.

i) Pour tout courant T dans X, le produit [I'] A priT est bien défini et lorsque
fisuppT €st propre, on a f.T' = pra. ([F] A prl*T).

i) Pour toute forme différentielle 6 de classe C* dans Y, on a f*0 = pri.([I] A
prg*ﬁ).

Démonstration.

i)Onal =g(X)avec g: X — X x Y définies par g(x) = (x, f(z)). Autrement
dit [T'] = g«1 ce qui permet d’écrire

L] Apri™T = gu(g"pri*T) = g.T .

Maintenant si f]supp7 st propre, la restriction de pro a I'N (supp 7' x Y) Pest
aussi et on peut donc calculer

pTQ*([F] /\prl*T) = pro«g« L = f.T .

ii) Cette formule s’obtient par dualité a I’aide de celle de i). |

Soit maintenant f : U — V une application holomorphe entre des ouverts U C C"
et V.C C™ et T un courant positif fermé dans V.

(4.2) PROPOSITION. — Supposons qu’il existe une suite (6;) de formes
différentielles C*° positives fermées convergeant vers T telle que (f*8;) posséde une
limite notée f*T. Alors
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i) le courant [I'] A pro*T est bien défini comme limite de la suite des [['] A pra*6;
et Ia relation f*T = pri.([] A pro*T) est vérifiée.

ii) On a l'inégalité entre nombres de Lelong v(f*T,x) > v(T, f(x)) en tout point
x deU.

Démonstration.

1) On a [[] A pra*6; = g.(g*pra*0;) = g« f*0; qui converge vers g.f*T.

ii) L’application pryjp : I' — U étant un biholomorphisme on a d’abord 1'égalité
v(f*T,z) = v([[]Apra*T, g(z)). Ensuite on écrit [I'] = (dd“u)™ en notant u(z, y) la fonc-
tion log | f(z) — y| et on applique I'inégalité rappelée dans le §3 du chapitre 0. On obtient

v(f*T,x) > v(u,g(x)"v(pra*T, g(x)). Or v(u,g(x)) = 1 et les nombres de Lelong sont
conservés par submersion (cf. chap. 2, §2) donc v(pro*T, g(z)) = v(T, f(x)). [

Pour les courants de bidegré (1,1), Uinégalité ii) de (4.2) figure dans [Kis1] sous la
forme v(uo f,x) > v(u, f(x)) avec u une fonction plurisousharmonique.

Supposons f surjective, propre et finie et U connexe. f est un revétement ramifié
dont on note s le degré. La relation f.(f*T) = (f«1)T = sT et les résultats de [Del] et
[Ded] entrainent alors I'inégalité

S w(f, 2 v(f*T,x) < su(T,y)
z€f~1(y)

ol pp(f,z) = v((dd®log|f — y|)?, ). Ces multiplicités sont en fait des entiers non nuls

et on a donc

Z v(fT,z) < sv(T,y) .

zef~1(y)

Supposons maintenant f surjective et ouverte. Considérant un point = dans U et
la tranche de f*T sur un sous-espace affine générique de dimension m passant par x, on
déduit de l'inégalité précédente que v(f*T,x) < pm(f, z)v(T, f(z)).
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