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De nombreux problemes de géométrie algébrique font intervenir des théoremes d’annulation

pour la cohomologie des fibrés vectoriels holomorphes. L’archétype en est certainement
le théoreme de Kodaira-Nakano pour les fibrés en droites amples, dont se déduisent la
plupart des résultats connus pour les fibrés vectoriels amples de rang arbitraire. Parmi
les plus fameux de ceux-ci, les théoremes de Griffiths et de Le Potier s’appliquent respec-
tivement aux puissances symétriques et extérieures d’un fibré vectoriel holomorphe FE,
ample, de rang d, sur une variété complexe compacte X de dimension n:

(1) H™(X,S*E®detE) =0 si q¢>0,

(2) HP9(X,E)=0 sl p+qg>n+d,

(3) HP (X, NFE)=0 si p+q>n+k(d—k),
(4) H™1(X,N\*E) =0 si ¢>d— k.

Le premier de ces énoncés a été publié par Griffiths en 1969, les trois suivants par Le
Potier en 1975 et 1977. Plus récemment, en 1988, Jean-Pierre Demailly a établi différents
théoremes concernant la cohomologie d’un fibré vectoriel associé au fibré E, de poids posi-
tif décroissant a quelconque, tensorisé par une puissance assez grande de son déterminant:
sous les mémes hypotheses que précédemment,

(5) H™(X,T"E® (detE))) =0 si ¢ >0 et | > h(a),
(6) HPYX,T°E® (detE))) =0 sip+qg>netl>d—1+n—p,

ou h(a) est le nombre de composantes non nulles du poids a.

Si le premier de ces énoncés est une conséquence directe du théoreme de Griffiths, il
n’en est pas de méme du second, dont la démonstration nécessite une étude détaillée de
la suite spectrale, dite de Borel-Le Potier, associée aux différentes variétés de drapeaux
du fibré vectoriel E, et aux fibrés en droites homogenes canoniquement définis sur ces
variétés.

Se posait en conséquence la question de l’existence d’une éventuelle dégénérescence
de cette suite spectrale. Peternell, Le Potier et Schneider ayant montré qu’en général,
on ne pouvait s’attendre a une dégénérescence en E;, Jean-Pierre Demailly suggéra que
cette dégénérescence pourrait, au moins dans le cas des fibrés amples, intervenir en Fo:
résultat dans lequel on aurait pu voir un analogue de la dégénérescence en F5, établie
par Blanchard, de la suite spectrale de Leray pour les submersions kédhleriennes. Notre
premier objectif fut donc de vérifier cette dégénérescence dans le cas, relativement simple,
des grassmanniennes.



2.

La grassmannienne, variété compacte homogene sous l’action du groupe linéaire,
possede la particularité, parmi les variétés de drapeaux, d’avoir un fibré tangent irréducti-
ble sous I'action du groupe parabolique associé, et dont les puissances extérieures peuvent
se décomposer en somme holomorphe de produits tensoriels de fibrés associés aux fibrés
tautologique et quotient naturellement définis sur cette variété. Ceci permet par exem-
ple d’expliciter la cohomologie de Dolbeault de n’importe quel fibré associé a ces fibrés
quotient et tautologique, selon une méthode diagrammatique essentiellement die a Snow
(qui se restreint cependant au cas des puissances du déterminant de ce fibré), et qui
permet de se ramener a des problemes de pure combinatoire: une présentation détaillée
de cette méthode est donnée au premier chapitre de cette these.

On peut ainsi retrouver le théoreme de Kodaira pour les puissances positives du
déterminant du fibré quotient, obtenir un énoncé analogue pour ses puissances symétri-
ques, et vérifier 'optimalité des théoremes de Griffiths, Le Potier, et du premier résultat
de Demailly. Pour ce qui est du second de ces résultats, on peut démontrer sur la
grassmannienne un énoncé plus précis, qui semble étre une généralisation naturelle du
précédent, et que Jean-Pierre Demailly fut amené a conjecturer pour les fibrés amples
quelconques:

Conjecture Si E est un fibré vectoriel holomorphe de rang d, L un fibré en droites sur
un variété complexe compacte X de dimension n, si E est ample et L nef, ou E nef et
L ample, alors

) , +q>n,
HP(X,TE ® (detE)' ® L) =0 si { 1> g(a)+min(”—p n=q).

Théoréme (Th. 5.3.1 et Pr. 2.3.1, premiére partie) Cette conjecture est vraie si X =
G, (V) est la grassmannienne des sous-espaces de codimension r d’un espace vectoriel
complexe V', si E = Q est le fibré quotient sur cette variété, et si L = detQ. Autrement
dit, si a est un poids positif décroissant,

p+q>n,

HP(Go(V),1°Q @ (det@Q)') = 0 si { 1> h(a) +min(n —p,n — q).

Quant a la suite spectrale de Borel-Le Potier, on est amené a repondre par la négative
a la question posée par Jean-Pierre Demailly. Par exemple, si I'on note Og(1) le fibré
en droites quotient naturellement défini sur la variété IP(Q*) des hyperplans du fibré
quotient @, et Og (k) sa k-iéme puissance tensorielle:



Proposition (Pr. 6.3.5, premiere partie) Si les entiers r et k sont suffisamment grands,
si 1 est un entier strictement positif, et si d = rl + k, la suite spectrale de Borel-Le
Potier associée au fibré en droites ample Og(k) ® 7*(detQ)! et a la projection naturelle
7w P(Q*) — G.(V), ne dégénére pas en Es.

3.

L’interét de la grassmannienne n’est pas seulement d’étre une mine d’exemples et
de contre-exemples: les propriétés cohomologiques du fibré quotient sur cette variété
interviennent par exemple de maniére essentielle dans les démonstrations des théoremes
de Le Potier. On aura d’ailleurs remarqué que le premier, bien qu’optimal, est en degré
maximal beaucoup moins précis que le second. L’étude de la cohomologie de Dolbeault
des puissances extérieures du fibré quotient sur la grassmannienne permet cependant
d’établir un théoréeme d’annulation pour les puissances extérieures d’un fibré ample, qui
fait le lien entre les énoncés (3) et (4) de Le Potier:

Théoréme (Th. 1.1.1, deuxiéme partie) Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang
d, ample, sur une variété complexe compacte X de dimension n. Alors

HPY(X A*E)=0 si p+qg>n+min(k,n—p+1,n—q+1)(d—k).

Incidemment, la démonstration de ce résultat permet de prouver que la suite spectrale
de Borel-Le Potier, méme si I’on se restreint aux fibrés amples, ne dégénere uniformément
en F, pour aucune valeur, aussi grande soit-elle, de 'entier r.

Une tres légere variante de cette démonstration permet également de généraliser le
théoreme de Griffiths sous la forme suivante:

Théoréme (Th. 1.1.2) Sous les mémes hypothéses,

HP(X,S*E®detE) =0 si q¢> (k+1)(n—p).

4.

D’autre part, les résultats obtenus sur la grassmannienne laissent espérer que 1’on
puisse améliorer le second des théoremes d’annulation de Jean-Pierre Demailly. Pour ce
faire, une étude poussée de la cohomologie de Dolbeault des fibrés en droites homogenes
sur les variétés de drapeaux parait indispensable. Cependant, si 'on excepte le cas



des grassmanniennes, ces groupes de cohomologie sont d’un calcul extrémement délicat.
Certaines de leurs propriétés, que l'on n’a pu vérifier que par l'intermédiaire de la suite
spectrale de Borel-Le Potier et de pénibles raisonnements combinatoires, permettent
cependant d’établir, entre autres, le résultat suivant:

Théoréme (Th 2.1.2, deuxiéme partie) Soit E un fibré ample de rang d sur une variété

complexe compacte X de dimension n, soient a et u des poids positifs décroissants tels
que h(a) + h(u) < d. Alors

q > |ul,

H™(X,T* XWE @ (detE)) =0 si { 1> hia)+u
- 1'

On a désigné par x la permutation x (i) = d + 1 — ¢, de sorte que a et —x(u) sont
respectivement les parties positives et négatives du poids a — x(u). L’énoncé précédent
englobe & la fois le théoréme de Griffiths et le théoreme (4) de Le Potier.

On obtient également, pour u = 0, une partie de la conjecture de Demailly:

Théoréme (Th 2.1.1) Sous les mémes hypothéses, et si p > n — 20,

HP(X,T°E ® (detE)') =0 s { f:g(z)’l -

5.

Dans la derniere partie, on s’est attaché a prolonger certains travaux d’Ohsawa, util-
isant des techniques d’analyse ”a la Hormander” qui permettent d’aboutir a des résultats
que les théoremes d’annulation, du genre de ceux dont il vient d’étre question, semblent
impuissants & établir. En l'occurrence, on s’intéresse au probleme de ’extension a une
variété de Stein, ou a une variété projective, des sections d’un fibré en droites définies sur
une sous-variété qui soit le lieu des zéros d’une section holomorphe d’un fibré vectoriel.
On obtient par exemple le théoréme d’existence suivant:

Théoreme (Th 1.1.1, troisiéme partie) Soit X une variété projective, E un fibré holo-
morphe de rang d sur cette variété, et s une section globale de E génériquement trans-
verse a la section nulle. Soit Y = s71(0), soit L un fibré en droites sur X tel que le fibré
Op+(d) @ (L ® K%) soit ample sur la variété IP(E) des droites du fibré E.

Alors le morphisme de restriction H*(X, L) — H°(Y, L) est surjectif.
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Premiére partie

Cohomologie du fibré quotient

sur la grassmannienne.
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Nous allons développer, dans cette premiere partie, une méthode de détermination de
la cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré quotient universel (et, éventuelle-
ment, au fibré tautologique) sur la grassmannienne. Cette méthode, que nous appellerons
méthode des diagrammes, a d’abord été congue par Snow dans le cas, assez nettement
plus simple, des puissances du déterminant de ce fibré quotient.

Si I’on veut ne pas se restreindre a ce cas particulier, ¢’est a tout 'attirail de la théorie
des représentations du groupe linéaire qu’il est nécessaire d’avoir recours: notre premier
chapitre regroupe les résultats de cette théorie qui nous seront utiles tout au long de ce
travail; il se termine sur une bréve introduction aux variétés de drapeaux (en particulier
a la grassmannienne), ainsi qu’aux fibrés en droites homogeénes qui peuvent y étre définis.

Dans un second chapitre, nous présentons dans le détail cette méthode des dia-
grammes, et en examinons les implications: propriétés d’”hérédité”, selon lesquelles cer-
taines particularités des groupes de cohomologie auxquels nous nous sommes intéressés,
peuvent persister lorsqu’en sont modifiés différents parametres; conditions d’annulation,
puisque nous retrouvons, de maniere purement diagrammatique, le théoreme de Kodaira-
Nakano pour les puissances positives du déterminant du fibré quotient, en déduisons des
résultats similaires pour ses puissances symétriques, examinons quelles puissances de ce
déterminant permettent d’annuler les groupes considérés.

Nous montrons enfin, dans un troisieme chapitre, comment ces méthodes permettent
d’étudier la suite spectrale dite de Borel-Le Potier, qui jouera un role essentiel dans
la seconde partie de cette these. En particulier, nous donnons deux exemples de non-
dégénérescence en E5 de cette suite spectrale.
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1 Préliminaires

1.1 Représentations du groupe linéaire

Le groupe linéaire complexe est un groupe réductif (chacune de ses représententations
est somme directe de représentations irréductibles): c’est le groupe simplement connexe
complexifié du groupe unitaire, lui-méme semi-simple, puisque compact. Cette propriété
fondamentale du groupe linéaire fut établie, bien avant les travaux fondamentaux de
Hermann Weyl, par Schur (cf [Di] pour 'influence qu’eut sur Weyl la dissertation de
Schur), qui mit en évidence les relations trés profondes qui unissent représentations du
groupe linéaire et du groupe symétrique.

1.1.1 Construction de Weyl et foncteurs de Schur

La construction de Weylrend ces liens manifestes. Si W est un espace vectoriel complexe
de dimension r, le groupe symétrique S,, agit sur W®” par permutation des facteurs,
et cette action commute avec l'action de GI(W). Par exemple, l'espace des tenseurs
totalement symétriques est la puissance symétrique S” W, celui des tenseurs totalement
antisymétriques est la puissance extérieure A"W: ils s’obtiennent comme I'image de W®"
par des opérateurs de symétrisation ou d’antisymétrisation totales, qui dans ’algebre du
groupe symétrique s’écrivent respectivement:

On = Zaesn g,
01,~~71 = ZO’ESn 6(0)07

ol €(o) est la signature de la permutation o.

Plus généralement, on peut définir des opérateurs de symétrisation et d’antisymétri-
sation partielles de la fagon suivante. Si a = (a3 > -+ > aj > 0) est une partition
décroissante de n, son diagramme de Young (ou diagramme de Ferrer) est constitué de
a; cases sur sa ligne d’indice 4 (les lignes étant comptées de bas en haut).

Représentation d’une partition
par un diagramme de Young

Ayant numéroté les cases de ce diagramme de 1 a n, de gauche a droite et de haut
en bas, on définit dans l’algebre du groupe symétrique les opérateurs §; de symétrisation
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sur les indices de ses lignes, et 5 d’antisymétrisation sur les indices de ses colonnes:

0, = ZO’GLG g,
02 = ZUECQ 6(0)0’

ou L, (resp. C,) est ensemble des permutations laissant invariantes les lignes (resp.
les colonnes) du tableau de Young associé & a. On appelle alors symétriseur de Young
I’élément 0, = 056 de 'algebre du groupe symétrique Sy,.

Exemple: Si l'on excepte les cas des puissances extérieures ou symétriques (les dia-
grammes de Young associés sont alors des bandes verticales ou horizontales), les dia-
grammes de Young les plus simples sont constitués d’une bande horizontale et d’une
bande verticale. Notons j la longueur de la premiere, qui doit étre numérotée des entiers
compris entre 1 et j. La seconde est alors de longueur n — j + 1, et se voit numérotée, en
plus de ’entier 1, des entiers compris entre j + 1 et n. Pour j = 5 et n = 9, on obtient
par exemple le tableau numéroté suivant:

1[2]3]4]5]

Si 'on note a la partition correspondante, il vient

92 = ZO‘ES]‘ g,
-1
0. = Ti(Xoes, ;. €(@)0)T,
ol 7; est une permutation de {1,---,n} envoyant 1,2,...,n —j+1sur 1,5 +1,...,n.

On notera Z"~#"W la représentation correspondante de GI(W).

On peut vérifier qu’a un scalaire pres, 6, est un idempotent: on notera T'*W le GI(W)-
module image de son action sur W®". Est ainsi défini le foncteur de Schur, covariant,
associé a la partition a.

Le GI(W)-module I'*W est nul si et seulement si a,.11 > 0: on se restreindra donc aux
partitions formées d’au plus r entiers naturels, que 'on considérera comme des éléments
du groupe Z". Sil'on note 1i,...,1, la base canonique de Z", puis 1; ; = > 7_, 1) et
1=1,,, alors "W = detW et, plus généralement,

LW = T°W @ (detW)'.

Le déterminant permet ainsi de généraliser le foncteur de Schur de la fagon suivante: si
a € Z* nest pas décroissant, on posera I'*W = 0; sinon, on notera

LW =T "W @ (detW) ",
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ou l'entier [ est supposé assez grand pour que a + [1 soit positif. On désignera par IN g
I’ensemble des suites décroissantes de r entiers naturels.

Théoréme 1.1.1 Les GI(W)-modules T*W | ot a décrit Uensemble des r-uplets décrois-
sants d’entiers relatifs, forment un systéme complet de représentations rationnelles irré-
ductibles de GI(W).

Sia € INY, le caractére de la représentation correspondante associe a un endomor-
phisme le polynéme de Schur s, de ses valeurs propres.

Les polynomes de Schur de r variables x1,...,x, sont des fonctions symétriques de
ces variables, définies par Jacobi selon I'identité:
So(T1,. . ) = det(x?ﬁr_j)/det(x:*j).

Notons que le premier de ces déterminants, étant fonction antisymétrique de ses vari-
ables, est bien divisible par le déterminant de VanderMonde V (z1,...,z,) = det(z] 7).
Ceci permet de ramener ’étude des représentations du groupe linéaire (ou du groupe
symétrique) a celle des fonctions symétriques (cf [W], [McD], [Kn], [FH] parmi beaucoup
d’autres), via le dictionnaire suivant (qui pourrait étre largement prolongé):

modules T*W, a € INS, — fonctions de Schur sg,
puissances extérieures N*W ——  fonctions sym. élémentaires ej, = 814 55
puissances symétriques S*W, —  fonctions sym. complétes hy = sp1,,
produit tensoriel — produit de fonctions de Schur.

Rappelons que ey, est la somme des mondmes de degré total k, et de degré au plus un
en chacune des variables x1, ..., x,, alors que hx est somme de tous les monomes de degré
total k. Plus généralement, si a € INL, on appelle tableau de forme a une numérotation,
croissante sur ses lignes, strictement croissante sur ses colonnes, du diagramme de Young
associé a a par des entiers compris entre 1 et r; on associe & un tel tableau le r-uplet
(Th,...,T,), ou T; est le nombre apparitions de U'entier ¢ dans le tableau T'. Alors s, est
la somme, prise sur les tableaux T' de forme a, des monoémes xfl cooxl
Remarque 1.1: La correspondance entre représentations irréductibles du groupe liné-
aire et fonctions de Schur justifierait une autre définition du foncteur de Schur associé a
une suite d’entiers non décroissante, définition mieux adaptée a I’énoncé du théoreme de
Bott, mais qui ne nous sera pas utile (cf [L3]).

1.1.2 Dualités

Sia=(a; > -+ > ap > 0) est une partition d’un entier n, on définit sa partition duale
a* en échangeant les axes du diagramme de Young associé:

a; = Card {j, a; >i}.
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Ceci définit une involution sur l'algebre des fonctions symétriques, ou sur ’anneau de
Grothendieck des représentations du groupe linéaire, qui échange fonctions symétriques
élémentaires et completes, puissances symétriques et puissances extérieures.

Remarque 1.2: Encore faut-il prendre garde au fait que si W est de dimension r, et si
a e INT, T W est nul si a; > r. On définit donc, lorsqu’on se spécialise & un espace
vectoriel de dimension 7, une involution seulement sur ses représentations dont les poids
dominants ont des composantes au plus égales a r. Ce genre d’inconvénient disparait
lorsqu’on manie des espaces ”"de dimension arbitrairement grande”, autrement dit des
fonctions symétriques en une infinité de variables, ce qui revient par exemple & considérer
la limite projective des anneaux de Grothendieck des groupes linéaires Gi(r, C') pour les
inclusions naturelles € —s €™ !, Cette limite projective, qui est un ” \-anneau & un
générateur” ([Kn]), est Pobjet adéquat a I’étude des représentations du groupe linéaire:
la spécialisation a un espace vectoriel complexe de dimension donnée ne doit avoir lieu
qu’a posteriori.

Une autre involution peut étre définie sur les représentations du groupe linéaire, par
Péchange de W et de son dual, c’est-a-dire en identifiant GI(W) et GI(W™*). Notons x €
S, la permutation de nombre d’inversions maximal: si a € Z", alors x(a) = (ar,...,a1),

et 'on a l'identité
FG(W*) ~ F—x((L)W

1.1.3 Décomposition des puissances tensorielles

Sur la puissance tensorielle W®™ agissent simultanément le groupe linéaire et le groupe
symétrique S,,. Notons que les représentations irréductibles du groupe symétrique s’obtiennent
exactement comme celle du groupe linéaire: on notera I', (S,,) la représentation irréductible
de §,, image de 'action, cette fois sur ’algebre du groupe symétrique, de l'idempotent
6,. Ceci implique que I'action du produit S,, x GI(W) sur W& se décompose de la fagon
suivante:

wen = @ r(S,) @ LW,

la|=n

somme portant sur les partitions décroissantes de n.
La décomposition de W®™ en somme de GI(W )-modules irréductibles s’écrit donc

wer = € u(a)*W,

lal=n

ou p(a) nest autre que le degré de la representation I'*(S,). Cette dimension peut se
calculer & partir du diagramme de Young associé a a. Numérotons ce diagramme de
ses longueurs d’équerres: sur la case d’indices (4, ), cette longueur d’équerre est définie
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comme le nombre A7 ; de cases du diagramme situées soit a sa droite, soit au dessous de
cette case, elle comprise:
a __ . * .
hi;=ai—i+a; —j+1.

Le degré p(a) de I'*(S,,) est alors donné par la formule de Frame

) =
i,j "Vi,d
Notons que p(a) s’interprete également comme le nombre de maniéres de numéroter le
diagramme de Young de a par les entiers 1, ..., n, de facon strictement croissante sur ses
lignes et ses colonnes.

1.1.4 Formules de Pieri

Les formules de Pieri explicitent le produit tensoriel d’'un GI(W)- module irréductible par
une puissance symétrique ou extérieure de W. D’apres notre dictionnaire, ceci revient
a effectuer le produit d’une fonction de Schur par une fonction symétrique complete ou
élémentaire, ces deux produits se correspondant par dualité.

Proposition 1.1.1 Les produits tensoriels d’un GI(W)-module irréductible T*W , avec
a € INT, par une puissance extérieure ou symétrique de W, sont donnés par les formules
suivantes:

rew o Skw = @beTs(a)FbW,

LW @ NW = Spere(a)IW,
ou T (a) (respectivement T (a)) est l'ensemble des r-uplets b € INS de module |a| + k,
tels que pour tout i compris entre 1 et r, a; < b; < a;_1 (Tespectivemgnt a; <b; <a;+1).

Remarque 1.3: Autrement dit, les diagrammes de Young des poids de T} (a) (respec-
tivement T (a)), s’obtiennent en ajoutant k cases & celui de a, dont au plus une par
colonne (respectivement par ligne).

Preuve: Multiplions par exemple la fonction de Schur s, par la k-iéme fonction symé-
trique élémentaire ej. Sil'on note § =Y ._, (r — )1, il vient

€k X Sa = (Zae{og}r, la|=k %) X Pses, e(0)xFD) [V (21, - - @)
= Yo Xoc(@)aT o F V (g, )

- Za Sa-‘rou

et I’on obtient la seconde formule de Pieri en remarquant que si a+« n’est pas décroissant,
le déterminant qui définit s, a deux colonnes identiques, donc est nul. La premiere for-
mule de Pieri s’en déduit par la dualité des partitions, qui échange puissances symétriques
et extérieures. &
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1.1.5 Formules de déterminants

Les formules de Pieri permettent de montrer que chaque GI(W)-module irréductible
s’écrit, dans 'anneau de Grothendieck des représentations irréductibles du groupe linéai-
re, comme un déterminant de puissances symétriques, ou extérieures ([Kn], p.184). Ces
formules nous seront nécessaires dans la deuxieme moitié de la seconde partie de cette
these.

Proposition 1.1.2 L’anneau de Grothendieck des représentations de GI(W) est en-
gendré:

1. soit par les puissances extérieures NFW, 0 < k <r, et (detW)~1: on a lidentité,
sia € INS,
LW = det(A% "YW )1<ij<as

pour tout entier a > ay;

2. soit par les puissances symétriques SKW, k > 0, et (detW)™: on a lidentité, si
a € EVTZ,
DWW = det(S“ W) 1<i j<p,

pour tour entier B > aj.

Preuve: Démontrons par exemple la seconde de ces formules par récurrence sur [: si
I’on développe le déterminant D considéré par rapport a sa derniere colonne, il vient

B _
D — (_1)ﬂ+kSak—k+,@W ® I‘Z;:j aj1j+25:k+l(aj—1)1j—1w
k=1
Ceci peut s’écrire
B
D=1 P riw,
k=1 d€ Py (a)

ol Py(a) est 'ensemble des r-uplets positifs décroissants d, de méme module que a, et
telsque a; <dj <aj_1sil<j<k a1 —1<dy<ap—y1,etajp—1<d;<a;—1
si k < j <r. Mais Pyla) = Qr(a) UQr-1(a), ot Qx(a) est 'ensemble des r-uplets
positifs décroissants d, de méme module que a, tels que a; < d; < aj_1sil1 <j< ket
aj+1—1<dj <a;—1sik<j<r: donc

D= P mMwe (=) P r'w
deQg(a) deQo(a)
Mais Qo(a) = 0 et Qg(a) = {a}: la seconde partie de la proposition est donc démontrée,

et la premiere s’en déduit par dualité. &
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Remarque 1.4: La seconde des formules précédentes, dite formule de Jacobi- Trudi est
Panalogue de la formule de Giambelli en calcul de Schubert ([GH|, de méme que les
formules de Pieri explicitent Iintersection d’un cycle de Schubert quelconque avec un
cycle de Schubert ”spécial”), ou de la formule qui définit les polynémes de Schur en
fonction des classes de Chern usuelles d’un fibré vectoriel complexe (le fameux ”principe
de scindage” permet en effet d’identifier I'algebre engendrée par les classes de Chern a
celles des fonctions symétriques).

On peut déduire des identités précédentes d’autres formules qui les généralisent, et
expriment un GI(W)-module irréductible comme un produit tensoriel de GI(W)-modules
qui ne sont pas simplement des puissances extérieures ou symétriques. Rappelons tout
d’abord un développement du déterminant qui remonte a Laplace ([Bo)):

Lemme 1.1.1 Soit = (u1, ..., m) une partition d’un entier p, avec i, ..., fm > 1.
Soit S,(n) C S, lensemble des permutations o de {1,...,p} telles que, si l'on note
1/1:”14__’_#“

oic1+1)<--- <o), sil1<i<m.

SioeS,(p), et si A= (a;;) € My(A), ot A est un anneau commutatif, soit

m

A7 (A) = [[ det(av, 4 j00i 1)) 1<ik<p:-

i=1

Alors on a lidentité
detA= )" €(0)A5(A).

TES,H (1)

Si a € INY, définissons:
e |al, le module de a, comme la somme des composantes de a,
e hi(a) comme le nombre de composantes non nulles de a,

e s(a) comme la suite des entiers (0 = sg < 51 < -+ < 8y, = 1) tels que ag;, > as,4+1
sil<i<m-—1.

Notons que h(a) = aj. D’autre part, si s(a) = (0 = s9 < -+ < 8, = 1 = a}), alors
s(a*)=(0=ty < -+ <ty =a1) avec as, = ty41-i €t az‘j = Smti—j-
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Corollaire 1.1.1 Soit u € INS: sis(u) = (0 =59 <+ < 8 = uj),

‘W = @ E(U)®FZ;;”*(usi+a(si+1—k)—(si+1—k))1kW
i=1

UGS“I

Preuve: Appliquons le lemme précédent & la matrice, & coefficients dans ’anneau des
représentations de GI(W), A = (S%i—*+J W)1§i,j§u;, et a la partition p; = s; —s;-1, 1 <
i <m, de uj. Ici v; = s;, donc si o € Sy (1),

AT(A) =TTy det(Atrimr ™ot DR 0y, e
AT(A) =TT det(Avs=(simFDFol bWy, g0 o

Inversons completement les lignes et les colonnes de chacune des matrices dont Af(A)
est le produit des déterminants: il vient apres transposition

m
A7(A) = HdEt(A"‘”+U(Si+1_j)_(si+l_j)_j+kW)1gj,kgsi_sH,
=1

donc d’apres la proposition 1.1.2,

T — EB E(U)®FZZ;_ISi’l(usi+J(si+17k)7(si+1fk))1kVV7
oESyx (1) i=1

et cette somme peut s’étendre a S,» tout entier, puisque pour une permutation o

n'appartenant pas a S,: (1), un facteur POy sy o (sit 1=R) = (st 1=k Lh gy 00 oo
est nul. &

1.1.6 Formule de Cauchy

La formule de Cauchy sera, avec le théoréeme de Bott, 'outil fondamental de 1’étude de
la cohomologie de Dolbeault des fibrés homogenes sur la grassmannienne. Elle permet
de décomposer une puissance extérieure ou symétrique d’un produit tensoriel d’espaces
vectoriels, selon les représentations irréductibles des groupes linéaires correspondants.
Du point de vue des caractéres, la formule de Cauchy se réduit a une identité
algébrique publiée par Cauchy en 1842 ([C]). On en donnera ici une démonstration plus
géométrique, qui se déduit simplement des formules de Pieri ([Ka], voir aussi [McD], [L4],

[LS]).

Lemme 1.1.2 SiW et L sont des espaces vectoriels complexes de dimensions respectives
r et un, alors

r'wer) =  r'weLl",
beT(a)
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out(a)={be NS, a1 > by >az>--->a, >b > ap1}.

Preuve: Lorque a = k1, l'identité précédente se réduit & la formule usuelle pour les

puissances symétriques
k
S*WaerL =P wel.
j=0

La seconde formule de la proposition précédente implique donc I'identité

*(WaL)= @ det(S“ W) e L,
kEINT

d’apres cette méme formule, le déterminant qui du membre de droite de cette identité
n’est autre que I'* " FW si a — k est décroissant; en général, on doit ordonner le poids
a—k—c(r), ot ¢(r) est le poids Y_, i1;, en permutant les lignes du déterminant considéré
(ce qui introduit un facteur €(a — k) = (—1)***) i(a — k) étant le nombre d’inversions
strictes de l'ordre dans le r-uplet a — k — ¢(r)), et ajouter au poids décroissant obtenu le
poids ¢(r). Si l'on note £(a — k) le résultat de cette opération, il vient

det (8 F=HIW) = ¢(a — k)P R,
La formule précédente s’écrit donc

r'waol)= @ vOI'W e Ll
beﬂ\”2

ol v(b) est la somme des entiers relatifs e(a — k) pour tous les r-uplets k € IN" tels que
&(a — k) = b; autrement dit,

oGEa,b

ot Xgp = {0 € By, by —i < ap(y) —0o(i), 1 <i <r}. Pour que ¥, ne soit pas vide, il
faut tout d’abord que b; < a;. De plus, si a1 > as > by, 3,5 est stable par composition
avec la transposition de 1 et 2, ce qui implique que v(b) = 0. Si v(b) n’est pas nul, on
doit donc avoir a; > by > ag, auquel cas tout élément de 3, ; admet 1 pour point fixe.
De proche en proche, on vérifie ainsi que si v(b) n’est pas nul, alors b € 7(a), et que dans
ce cas X4 = {id}, donc v(b) = 1. )

Proposition 1.1.3 (Formule de Cauchy) Soient V' et W des espaces vectoriels com-
plexes de dimensions respectives s et r. Alors, pour tout entier naturel k,

FVew) = @F“V@F“
ul=k
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Remarque 1.5: Pour que IV et I'*" W ne soient pas nuls, il faut que u (respectivement
u*) soit positif, décroissant, et n’ait pas plus de r (respectivement s) composantes non
nulles. La somme précédente ne porte donc que sur I’ensemble

of ={ue N, [ul=F et us <s}.

Preuve: On remarquera tout d’abord que les représentations du groupe linéaire sont
déterminées par leurs caracteres, autrement dit par leurs restrictions a un tore maximal
Gl (C) x -+ x Gl (€): il suffit donc, par exemple, de démontrer la formule précédente,
interprétée comme isomorphisme de représentations de Gi(L1) x - -+ x GI(Ls) x GI(W),
lorsque V est décomposé en somme de droites vectorielles L1, ..., L. A fortiori, il suffit
de démontrer que si cette formule est vraie pour V et W, elle I’est encore pour V & L et
W en termes de représentations de GI(V') x GI(L) x GI(W). Or, sous cette hypothese,

NVeLeW) = @i AN VeW)eN(Low)
= ®|v\ngvV®F”*W®/\kfleW®Lk7|v\
= @ ®uery @IV OI" WL

Mais w* € TISLM (v*) signifie que w* s’obtient & partir du diagramme de Young de v* en
lui ajoutant k—|v| cases a raison d’au plus une par ligne, autrement dit que le diagramme
de Young de w s’obtient & partir de celui de v en lui ajoutant k — |v| cases & raison d’au
plus une par colonne (avec bien str la condition supplémentaire w; < r, nécessaire a ce
que T W ne soit pas nul). Mais il est clair que ceci équivaut a v € 7(w), et que |w| = k:
d’ou l'identité
N(VeLew) =(d P rver-terw,
lw|=k veT(w)

soit encore, d’apres le lemme précédent,

NVeLeoW)= P rver e w
|w|=k

La formule de Cauchy est donc établie. &

Remarque 1.6: On pourrait démontrer de maniere analogue une formule ”duale” pour
les puissances symétriques d’un produit tensoriel:
SFVew) = rverw,
|u|=k
cette somme portant sur ’ensemble des poids positifs décroissants de module k, ayant

au plus min(r, s) composantes non nulles. Cette formule est d’ailleurs celle qui se déduit
le plus directement de l'identité démontrée par Cauchy.
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Plus généralement, on pourrait d’ailleurs décomposer les GI(V) x GI(W)-modules
I'(V @ W): déterminer ces décompositions revient en effet a effectuer des produits
tensoriels de représentations du groupe symétrique ([FH], p.80).

1.1.7 La regle de Littlewood-Richardson

Les formules de Pieri donnent des expressions simples des produits tensoriels par des
puissances extérieures ou symétriques. Plus généralement, nous aurons besoin d’effectuer
des produits tensoriels de GI(W)-modules irréductibles de poids quelconques: on doit
pour cela faire appel a la régle de Littlewood-Richardson.

Soient a,b € INL: on appellera a-tableau de base b un tableau numéroté dont la
i-eme ligne contient d’abord b; cases non numérotées, puis un certain nombre de cases
numérotées, de telle sorte que 'entier j apparaisse au total exactement a; fois. Un tel
diagramme sera dit admissible s’il obéit aux restrictions suivantes:

(A) Les entiers numérotant chaque ligne sont, lorsque qu’ils sont lus de gauche a droite,
en ordre croissant.

(B) Les entiers numérotant chaque colonne sont, lorsque qu’ils sont lus de haut en bas,
en ordre strictement croissant.

(C) Pour chaque entier i compris entre 1 et r, le poids dont la j-itme composante est
la somme de b; et du nombre de cases de la j-ieme ligne du tableau numérotées
d’entiers au plus égaux a ¢, est décroissant. En particulier, si ’on note c;- le nombre
de cases numérotées de la j-iéme ligne du tableau, le poids b+ ¢/, qui est le ”poids
total” du diagramme, est décroissant.

(D) Si w est la suite des entiers du tableau lus de droite a gauche et de haut en bas,
alors pour tous les entiers ¢ et j, ¢ apparait au moins aussi souvent que ¢ 4+ 1 parmi
les j premiers termes de w.

Exemple:

—_
[\
[\

Un a-tableau de base b admissible avec
b=(5,3,3,2,1,0) et a = (4,3,2,1,0,0)
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Alors, selon la régle de Littlewood-Richardson, un tel tableau contribue a I'*W @T*W
pour IPT¢W = I'°W, et T°W ® I'*W est la somme des contributions de tous les a-
tableaux de base b admissibles.

Remarque 1.7: Pour une démonstration de la regle de Littlewood-Richardson par
P’emploi des fonctions symétriques, on pourra se reporter a [McD]. Lascoux et Schiitzenberger
([LS]), en se plagant dans un anneau non commutatif, I’anneau plazique, en donnent une
preuve plus agréable, ’énoncé final se réduisant a la formule lapidaire: ”dans 'anneau
plaxique, un produit de fonctions de Schur est une somme de fonctions de Schur”. Plus
récemment, Littlemann ([Li]) a pu obtenir une démonstration purement géométrique de
la regle de Littlewood-Richardson, et la généraliser a I’ensemble des groupes classiques.

Remarque 1.8: Pour notre part, nous n’aurons en général par besoin de calculer les
multiplicités d’un produit tensoriel, mais seulement de savoir que certaines d’entre elles
ne sont pas nulles. Un certain nombre de conditions sont nécessaires a cela, dont nous
allons énumérer celles qui nous serons régulierement utiles.
Notons «;(j) le nombre de cases de la i-eme ligne du tableau numérotées de I'entier

j: la définition d’un tableau admissible implique que pour chaque entier i compris entre
1etr,

ar1(i)+ -+ a(i) = a

o)+ +ai(r) = .

a. Sur la premiére ligne du tableau considéré, par exemple, (D) implique que la
derniére case numérotée, s’il en existe, le soit de lentier 1, et (A) implique alors
que toutes les cases numérotées de la premiere ligne le soient de cet entier. Plus
généralement, la i-eme ligne ne peut contenir aucune case numérotée d’entiers
strictement supérieurs a i. On peut le vérifier par récurrence, puisque si j >
est le plus grand de ces entiers, il figure d’aprés (A) & 'extrémité droite de cette
ligne; la partie de w formée des entiers des ¢ — 1 premieres lignes du tableau, et
de cet entier j, est alors en contradiction avec (D), puisque i devrait y apparaitre
au moins aussi souvent que j, et n’y apparait pas par hypothese de récurrence.
Autrement dit,

a;(j) =0 si j>i.

b. L’entier ¢ ne peut donc apparaitre que sur les lignes d’indice au moins égal a i,
et d’aprés (B), ne peut le faire que sur des cases appartenant & des colonnes dis-
tinctes du tableau. Parmi ces cases, celle qui est située le plus a droite appartient
donc & une colonne dont l'indice est, d’une part, supérieur a b, + a; (puisque a;
cases numérotées de l’entier ¢ appartiennent a des colonnes distinctes d’indices su-
perieurs & b,.), d’autre part inférieur & b;+ ¢} (puisque toutes les cases numérotées de
Pentier ¢ sont sur des lignes d’indice supérieur & 7, et puisque b+ ¢’ est décroissant).
Autrement dit,

by + (i) + -+ (1) < b+ a; (1) + -+ + a;(4).
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c. On peut également vérifier que la condition (C) entraine que sur chaque colonne
du tableau, les entiers des cases numérotées forment une suite qui croit strictement
vers le bas du tableau. Ceci implique que les cases de la i-eme ligne numérotées
de l'entier j, ne peuvent admettre au dessus d’elles plus de j — 1 cases numérotées,
donc que I'indice de la colonne ol se trouve celle de ces cases qui se situe le plus a
droite du tableau, est inférieur a b;_;. Autrement dit, si j est strictement inférieur
a,

En particulier, il vient pour j =7 —1
bi+ai(1)+~~~+ai(i7 1) S bl.

Mais d’apres b., le membre de gauche de cette inégalité est minoré par b, +a; —a; (i),
d’ou
OZZ(Z) Z a; +b7~ — b1 Z a; — bl.

d. Pour vérifier la condition (D), il suffit, pour chaque ligne d’indice ¢ et pour chaque
entier j, de se placer au point de cette i-eme ligne pour lequel la partie correspon-
dante de w contienne le plus souvent possible j, et le moins souvent possible j — 1,
c’est-a~dire entre les cases contenant j — 1 et les cases contenant j. Le nombre
d’apparitions de j dans les i premieres lignes est égal & a1 (j) + - - - + ;(4), le nom-
bre d’apparitions de j—1 dans les i—1 premiéres lignes & cy (j—1)+- - -+ a;—1(j—1):
si 'on tient compte de a., la condition (D) est donc équivalente aux inégalités, pour
{ Z j7

a1 =D+ F o —1) = o5() + -+ aul)).

1.1.8 Cas de poids non positifs

Le produit tensoriel de GI(W)-modules irréductibles dont les poids ne sont pas positifs se
détermine encore grace a la regle de Littlewood-Richardson, via une simple translation
selon les puissances du déterminant de W. On écrira en général un poids décroissant non
positif sous la forme a — x(u), ol x € S, est définie par x(i) =r + 1 — i, ou a et —x(u)
sont respectivement formés des composantes positives et négatives du poids a — x(u): les
poids a et u sont alors positifs, décroissants, et tels que h(a) + h(u) < r (les parties non
nulles de a et —y(u) sont disjointes).

Si les composantes d'un produit tensoriel de GI(W)-modules irréductibles ont des
poids supérieurs dont les modules sont la somme des modules des poids des facteurs de
ce produit, il n’en est bien sur pas de méme des parties positives et négatives de ces
poids. On utilisera cependant, dans la seconde partie de cette these le lemme suivant:

Lemme 1.1.3
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1. Sia et b sont décroissants dans Z", T*T*W est un facteur de T*W @ T°W.
2. Soienta, b, ¢, u, v, w € INS des poids tels que h(a)+h(u), h(b)+h(v), h(c)+h(w)

soient inférieurs ou égaux & . Alors, si T XWW est un facteur de T X @
Lo XOW, on a |w| < |u| + |v| et |c| < |a| + |b].

Preuve:

1. 1l suffit de le vérifier pour a,b € INL. Mais alors, I'*TPWW est la contribution &
W @ I'’W du b-tableau de base a dont la i-eme ligne est numérotée de b; fois
I’entier i, et de cet entier seulement: un tel diagramme est évidemment admissible
(remarquons au passage que la multiplicité de T*TPT/ dans W @'*W est exacte-
ment un: en effet, un b-tableau de base a ne peut, s’il est admissible, avoir d’autres
entiers que des 1 sur sa premiere ligne; s’il contribue & I*W ® I'*W pour I'*PW,
tous ses 1 doivent étre sur sa premiere ligne, et en itérant ce raisonnement, tous ses
1 se trouvent sur sa i-eéme ligne: il coincide donc avec le tableau défini plus haut).

2. D’apres la premiere partie du lemme, il suffit de supposer que T~ X(")WW est un
facteur de T¢ XWW @ TW @ T~ X" W. Dans un premier temps, on effectuera
le produit tensoriel de I'*=X(®) par I'*W en multipliant d’abord le premier de ces
facteurs par une puissance (detW)! suffisamment grande pour que le poids obtenu
soit dans IN" (c’est-a-dire I > wuq), en appliquant ensuite & ce poids et a b la
regle de Littlewood-Richardson, et en multipliant enfin chacun des termes obtenus
par (detW)~!. Une telle multiplication par une puissance du déterminant revient
simplement a décaler de [ unités l'origine des abscisses pour les tableaux de base
a—x(u)+11. D’apres la régle de Littlewood-Richardson, chaque facteur re—x(@)yy
correspond donc & un b-tableau de base a — x(u) + [1, de la forme suivante:

v 1]

i

—x(u)—> <+—— —x(w)
L
0

Les cases numérotées de ce tableau sont celles que 'on a hachurées: le poids a
(respectivement —x(u)) correspond aux cases non hachurées situées a droite (re-
spectivement & gauche) de la ligne pointillée, qui est elle-méme 1'image du bord
gauche du tableau par translation de [ unités. Le poids ¢ (respectivement —yx (w0))
désignant, comme on l’a remarqué, la partie positive (respectivement négative) du
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poids total ¢ — x(w) associé & ce tableau, correspond aux cases situées a droite
(respectivement aux cases non hachurées situées & gauche) de la ligne pointillée.
Le nombre total de cases numérotées étant égal, d’apres la regle de Littlewood-
Richardson, & |b|, on pourra donc écrire

le| = |a| + by, |@|=|u|l—b_, avec |b] =by +b_,

by et b_ désignant le nombre de cases hachurées situées respectivement a droite et
a gauche de la ligne pointillée.

Reste & effectuer le produit tensoriel de T¢~X(@W par T=X("W : on montrerait
de la méme facon que, I~ X(W)T} étant un facteur de ce produit, alors

le| = |e] — v, |w|=|0|+ vy, avec |v] =vy +v_.

D’ou, finalement, |c| = |a| + by —v_ < |a|+b|, et |w| = |u] —b_ + vy < |u|+ |v].de

1.2 Variétés de drapeaux
1.2.1 Grassmanniennes et formule de Cauchy

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension d, on notera G,(V) la grassmanni-
enne des sous-espaces de codimension r de V: c’est une variété complexe compacte de
dimension n = r(d—r), quotient de lespace Isom(Cd, V') des isomorphismes de Clsur vV
par 'action d’un sous-groupe parabolique de GI(€?). En particulier, I'action transitive
du groupe linéaire GI(V') permet d’identifier le fibré tangent & la grassmannienne, au
quotient du fibré trivial des endomorphismes de V par un sous-fibré W, dont la fibre
au-dessus d’un sous-espace V,. de codimension r de V, est ’espace des endomorphismes
u de V tels que u(V;.) C V.

TG (V) ~ End(V)/W,.

Notons S le fibré tautologique sur G,.(V'), dont la fibre au-dessus de V. est précisément
ce sous-espace de V', et Q le fibré quotient universel, de rang r, quotient du fibré trivial
G, (V) x V par le fibré tautologique:

0—5—G.(V)xV —Q—0.

Le fibré End(V)/W, s’identifie alors naturellement & celui des homomorphismes de S
dans Q:
TG (V) ~Q®S5™.

Notons alors Qg W) le fibré des p-formes holomorphes sur la grassmannienne, puis-
sance extérieure p-ieme du fibré cotangent. La formule de Cauchy permet de déduire de
I’isomorphisme précédent la décomposition holomorphe suivante de ce fibré:
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W= D IWeers

p
u€a7,,d77,

ol o?

r.d—r €St le sous-ensemble de INY formé des poids u de module p tels que u; < d—r,

de sorte que u* puisse étre considéré comme un élément de IV ‘i‘r.

1.2.2 Variétés de drapeaux générales

Les grassmanniennes G,.(V') sont les plus simples des variétés de drapeaux de I’espace
vectoriel complexe V: si s = (sg =0 < 81 < -+ < 8, = d), on notera M,(V) la variété
des drapeaux D de la forme

=0cCV,

Sm—1

D= (V.

Sm

C---CVy=V), ou codimyVs, =s;.

C’est une variété complexe compacte de dimension

m—1

Noe =Y si(sis1 — si),

i=1

ce que 'on peut vérifier, par exemple, en la considérant comme un empilement de fibrés
en grassmanniennes.

De méme que pour les grassmanniennes, on peut associer a chaque élément ¢ de
'ensemble Isom (€, V), si Pon note ¢;, 1 < i < d , les images des vecteurs de la base
canonique de €, le drapeau défini par

Vsi = VGCt(¢si+1 9 ety ¢d)

Ceci permet d’identifier M (V) au quotient de Isom(C? V) par 'action du groupe
parabolique By de Gl(Cd) constitué des isomorphismes u = (u;x)1<; k<d tels que u;; =0
s’il existe un entier ¢ compris entre 1 et m — 1, pour lequel 5 <'s; < k.

En particulier, si s; = 7 pour ¢ compris entre 0 et d, on obtient la variété des drapeaux
complets M (V) = M (V), qui est le quotient de Isom(Cd, V') par action du sous-groupe
de Borel de GI(€?) des matrices triangulaires inférieures inversibles.

L’action transitive de GI(V') sur M,(V) induit 'isomorphisme

TMs(V) ~ End(V)/Ws,

ou Wy est le sous-fibré du fibré trivial des endomorphismes de V dont la fibre au-dessus
du drapeau D est constituée des endomorphismes qui le laissent invariant. La forme de
Killing (g, h) — trace(gh) de l'algébre de Lie semi-simple End(V'), étant non dégénérée,
induit alors ’identification

T*M, (V) ~ Wi,
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et I'on vérifie que
W,p ={g € End(V), g(Vi_,) CVi,, 1<i<m}.

Notons alors F;, 1 < i < m, le fibré sur M,(V') dont la fibre au-dessus du drapeau D est
le quotient Vs, ,/Vs,. Le fibré W3- admet une filtration par des fibrés F, de la forme

Fup ={9 € End(V), g(Vs,_,) C V), 1<i<m},

OK
filtration dont le quotient gradué associé est la somme
Q.= P E oL
1<i<j<m

En conséquence, sa puissance extérieure p-iéme admet de méme une filtration dont le
b
quotient est la puissance extérieure p-ieme du quotient précédent, a savoir

t=no.= B @ MHEE)

S, pi=p 1Si<ism

ce que la formule de Cauchy permet finalement d’écrire

2= @ @ rewneris

3, luisl=p 1Si<i<m
ij

Notons que pour que les fibrés T—X(“ii) B; et T'%ii E; soient tous deux non nuls, il faut que
u;; ait au plus s; — s;_1 composantes, inférieures ou égales a s; — s;_1. En particulier,

D fuil <3 (si—sic1)(sj — sj-1) = N,
i<j i<j
ce qui implique que pour p = N,, QY se réduit & un unique terme correspondant &
uij = (85 — 8j-1)11,5,—s,_,: d’ott 'on déduit I'isomorphisme
K, vy = Q5

avec K(S) = Z:’il(si + Si—1 — d)lsi—1+17si'

Remarque 1.9: Dans le cas d’une variété de drapeaux complets M (V'), les fibrés E; =
Q; sont des fibrés en droites, et les poids u;; doivent donc étre de module égal a zéro
ou un. Le fibré quotient gradué associé a la filtration considérée de Q?v[(x/) est donc une
somme de fibrés en droites
Q" = @ viuwp)Q",
ueZ?

ou Q" = ®§1:1in, la multiplicité v(u,p) étant égale au nombre d’écritures du poids u
comme somme de p poids de la forme —1; 4 1;, 7 < j, deux a deux distincts.
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1.2.3 Amplitude et k-amplitude
Un fibré vectoriel holomorphe E de rang r sur une variété complexe compacte X est dit:
1. globalement engendré si 'application canonique d’évaluation en un point
H°(X,E) — E,
est surjective pour tout z € X;
2. trés ample si les applications canoniques

H(X,E) — E, ®E,, z#v,
HY(X,E) — O(E) ® O,\M?

sont surjectives, M, étant I'idéal maximal de O,. La variété X peut alors étre
plongée dans la grassmannienne G,.(V) des sous-espaces de codimension r de V' =
H°(X, E), en associant au point x € X I'espace des sections globales de E s’annulant
en ce point: F s’identifie alors a 'image réciproque du fibré quotient universel par
ce plongement;

3. semi-ample si les puissances symétriques S* E sont globalement engendrées lorsque
k est assez grand;

4. ample si ces mémes puissances symétriques sont tres amples lorsque k est assez
grand.

Si Og(1) est le fibré quotient canonique sur IP(E*), variété des hyperplans de F, alors E
est globalement engendré (respectivement semi-ample, ample) si et seulement si Og(1)
Pest sur IP(E*): c’est une conséquence des identités

1.0p(k) ~ S*E,

ou 7 : IP(E*) — X est la projection naturelle.
Si la variété X est projective, on dira que F est numériquement effectif (nef) si le
fibré en droites Og(1) est nef sur IP(E*) au sens usuel: pour toute courbe C' de IP(E*),

Op(1).C > 0.

De méme qu’'un fibré en droites est ample si et seulement si il admet une métrique
hermitienne de courbure strictement positive, on peut montrer qu’un fibré E est nef si
et seulement si pour tout € > 0 et tout entier m > M(e), S™FE admet une métrique
hermitienne dont la courbure vérifie

¢(SME) > —mew @ Idgmpg

au sens de Griffiths, ot w est une métrique donnée sur X ([DPS]). Cette propriété permet
par exemple de définir la notion de fibré vectoriel numériquement effectif sur une variété
complexe compacte quelconque.
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Le théoréeme de Kodaira-Nakano: L’archétype des théoremes d’annulation, dont
découleront tous ceux qui seront établis par la suite, est le fameux théoreme de Kodaira-
Nakano ([AN]): si L est un fibré en droites ample sur une variété complexe compacte X
de dimension n, alors

HPU(X, L) = HI(X,Q ® L) =0 si p+q>n.

1.2.4 Amplitude des fibrés homogeénes sur les variétés de drapeaux

Un fibré est globalement engendré si et seulement si ¢’est un quotient d’un fibré trivial:
ainsi, le fibré quotient @) sur la grassmannienne est globalement engendré, de méme que
le dual S* du fibré tautologique (par contre, S n’a pas de section globale). A fortiori,
detQ est globalement engendré, de méme que le fibré tangent

TG.(V)~Q® S*.

Pour ce qui est des fibrés en droites homogenes sur les variétés de drapeaux, la proposition
suivante ([Del], lemme (2.11)) généralise les propriétés classiques du fibré en droites
canonique sur ’espace projectif:

Proposition 1.2.1

1. Q% est globalement engendré sur Mg(V') si et seulement si a est décroissant rela-
tivement a s,

2. Q% est ample (et méme trés ample) si et seulement si a est strictement décroissant
relativement a s.

Dire qu'un poids a est décroissant (respectivement strictement décroissant) relative-
ment & s signifie que pour tout entier ¢ compris entre 1 et m — 1, a5, > as,4+1 (respec-
tivement as, > as,+1, autrement dit s(a) = s).

En particulier, le déterminant det() du fibré quotient sur la grassmannienne est tres
ample: le plongement associé n’est autre que le plongement de Pliicker de la grassman-
nienne.

La notion de k-amplitude, introduite par Sommese ([So]), permet d’obtenir des résul-
tats plus précis: un fibré en droites L sur X est dit k-ample si L™ est globalement
engendré pour un entier m > 0, et si les fibres du morphisme correspondant de X dans
I'espace projectif associé & H°(X, L™), sont de dimension au plus égale & k. Un fibré
vectoriel E sur X est dit k-ample si le fibré en droites Og(1) est k-ample sur IP(E*).
Notons qu’un fibré est ample si et seulement si il est 0-ample au sens de Sommese.
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La k-amplitude des fibrés homogenes a été étudiée par Snow ([Snl]): sur les variétés
de drapeaux, on obtient par exemple le résultat suivant, qui généralise la proposition
précédente:

Proposition 1.2.2

1. Le fibré ®§’;1FaiEi sur My(V) est globalement engendré si et seulement si le poids

a=(at,...,a™) est décroissant.

2. Si c’est le cas, ce fibré est is(a)-ample, ot Uindice du poids a relativement a s est
défini par

is(a) = Card{(i,j) € {1,...,d}, Ik e {1,..., m—1}, i < s, < j, et a; = a;}.

Exemples:

1. Sur la grassmannienne G,.(V), un fibré de la forme I'*Q ® 'S est globalement
engendré si et seulement si a, > by, ample si et seulement si a, > b;. Si a, = by,
et si

ap > apy1 = =a, =by = =b > b1,

alors T%Q @ I'*S est I(r — h)-ample.
2. En particulier, le fibré tangent
TG.(V)=Q®S* =ThQel 1S

est globalement engendré, et (r — 1)(d — r — 1)-ample: on retrouve la une trace
du fait que le fibré tangent de l’espace projectif est ample, et que c’est, comme 'a
démontré Mori, la seule variété qui possede cette propriété.

3. Plus généralement, la décomposition des puissances extérieures du fibré cotangent
de la grassmannienne donnée par la formule de Cauchy implique que Q’é ) ®

(det@Q)! est globalement engendré si et seulement si [ > min(p + 1,d), ample si et
seulement si [ > min(p + 1, d) ([Sn2]).

4. Si Q% est globalement engendré sur M,(V), les entiers qui définissent s(a) font
partie de ceux qui définissent s, autrement dit il existe une projection naturelle
7 Ms(V) — M) (V). La proposition précédente implique alors que QF est
k-ample, avec
k= dimMS(V) — dimMS(a)(V) = NS — Ns(a).
Ceci se déduit d’ailleurs aisément de l'identité 7, Q7" = Qg’zg), qui implique que le

morphisme de M, (V) dans 'espace projectif se factorise, pour tout m > 1, selon
la projection 7 et le plongement de M, (V) associé au fibré trées ample Q;‘(a).
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2 La méthode des diagrammes

2.1 Cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré quo-
tient universel

Pour calculer des groupes de cohomologie du type H?%(G,(V),I'*Q), on combinera es-
sentiellement la formule de Cauchy, qui permet de décomposer les puissances extérieures
du fibré cotangent de la grassmannienne, avec un cas particulier d’un théoreme de Bott
([B],[D]). Considérons sur la variété M (V) des drapeaux complets de V, c’est-a-dire de
la forme (0 =V C --- C Vo =V), avec codimV; = i, les fibrés quotients

Q; =Vi1/Vi,
Q* = 1111®...®di, a:(al,...,ad)Ezd-

R. Bott, a la suite des travaux de Borel et Weil ([BW]), a montré que le GI(V)-module
des sections du fibré en droites Q¢ est irréductible et de poids supérieur a:

HY(M(V),Q%) =T°V.

En particulier, ce module est non trivial si et seulement si a est décroissant. Dans tous
les cas, la cohomologie de Q* compte au plus une composante irréductible:

Théoréme (Bott): Soit a € Z%, soit e(d) = (1,2,...,d), et définissons
&(a) = (a — ¢(d)® + ¢(d),

ot (a — c(d))Z est la suite décroissante d’entiers obtenue par permutation de la suite
a —c(d). Alors, sii(a) est le nombre d’inversions strictes de a — ¢(d),

H1 (M(V)7 Qa) = 5q,i(a)F£(a)‘/7
ou § désigne le symbole de Kronecker.

Remarque 2.1: En particulier, la cohomologie du fibré quotient Q® n’est pas nulle si
et seulement si les composantes de a — ¢(d) sont deux & deux distinctes: on dira alors
que le poids a est régulier.

Preuve (d’aprés Demazure [D]): Considérons sur M (V) le fibré, de rang 2, E; =
Vi—1/Viq1, extension de Q; par Q;y1:

0—>Qi+1—>Ei—>Qi—>0.

Les puissances symétriques de FE; donnent lieu pour tout entier naturel k£ aux suites

exactes
0— SkilEi X Qi+1 — SkEz — Qf — 0,

0— QN — S*E;, - S*E; © Q; — 0.
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Tensorisons ces deux suites exactes par le fibré en droites QP, avec b € Z<, et la
seconde par Q; L. 1] vient

0— SkilEi 24 Qb+1i+1 — SkEi ® Qb — Qb+k1i — 0,
0— QU titktlin o GHIE @ QY — SFE; @ QY — 0.

Soit alors M;(V) la variété des drapeaux incomplets de V', auxquels manque simplement,
pour qu’ils soient complets, un sous-espace de V' de codimension i, et soit 7; la projection
naturelle de M (V) sur M;(V). Si D € M;(V), alors m;(D) ~ IP*, et le fibré E; est trivial
sur 7r;1(D): si I'on suppose le poids b tel que b; = b;,1, il en est de méme de Q°. De
plus,

Qi+1‘ﬂ;1(D) ZOPl(—l), Qi|"";1(D) 20]31(1)

Or H*(IP*,Opp1(—1)) = 0: donc la cohomologie de tout fibré dont la restriction aux fibres
de ; est le produit tensoriel d’un fibré trivial par Op:1(—1) doit étre identiquement nulle.
En particulier,

H*(M(V),S8* 1 E; @ Q*Fte1) =0,

H*(M(V), S E; @ Q1) = 0.

Les suites exactes longues associées aux deux suites exactes courtes qui précedent in-
duisent donc les isomorphismes

HI(M((V),S*E; @ QY) HI(M(V), QU+,
HYM(V),S*E; ® Q®) = HIY(M(V), Qb tit(k+ DLy,

Sil'on pose a =b—1;+ (k+ 1)1;41, donc k = a;41 — a; — 2, il vient
b+kl; = (a1,...,ai-1,0i11 — 1,0, + 1,a:42,...,a;) = 7i(a — c(d)) + c(d),

ol 7; est la transposition (¢,4 + 1). On obtient done, sous I’hypothése a; — a;41 < —2,
I’isomorphisme

HITH(M(V), Q%) = HI(M(V), Qo= (@)@,

De plus, si a; — a;41 = —1, la restriction de Q% aux fibres de m; étant isomorphe a
Op1(—1),

H*(M(V),Q%) =0.
L’hypothese a; —a;+1; = —1 signifie que les composantes d’indices ¢ et i+1 de a—c(d) sont
égales, alors que si a; — a;+1 < —2, a — ¢(d) présente une inversion entre ses composantes
d’indices ¢ et i41. Sil’on utilise i(a) fois I'isomorphisme précédent, de maniére & éliminer
ces inversions par transpositions successives, il vient

HYM(V),Q") = H O (M(V), Q%)

si les composantes de a — ¢(d) sont deux & deux distinctes, autrement dit si a est régulier.
En particulier, si I’on consideére le poids a’ tel que a’ — ¢(d) soit strictement croissant, et
tel que &(a’) = £(a), alors i(a’) = 3d(d — 1) = dim M(V), ce qui implique que

HYM(V),Q) =0 sig>1.
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On obtient donc, en général, I'isomorphisme suivant, qui démontre le théoreme de Bott:

HYM(V),Q") = b.i(ay H'(M(V), Q%) = 643y < V.

Sur une variété de drapeaux incomplets M (V) de la forme (0 =V, C--- C Vs, =

V), on définit de la méme fagon que sur une variété de drapeaux complets les fibrés en
droites

QS@ = de{f(‘/si—l/‘/si) = detEi?
Q = Q1 ® - ®Q,
ot le poids a € Z? est supposé tel que Gs, ,+1 = -+- = Gg, pour tout entier ¢ compris

entre 1 et m. Le théoreme de Bott permet également de déterminer la cohomologie de
ces fibrés en droites:

Corollaire 2.1.1 Pour tout poids a € Z% tel que Gs, ;41 = "+ = Qg, 511 est compris
entre 1 et m,
HY(M(V), Q%) = 844y WV.

Preuve: Soit 7, la projection naturelle de M (V) sur Ms(V') , et considérons les fibrés
images directes par w5 du fibré en droites Q* sur M(V). SiD=(0=V, C---CV,, =
V) € My(V), la fibre 7, }(D) s’identifie au produit des variétés de drapeaux complets
M (Vs [V, ) x - -x M(Vs, _,), et larestriction de Q% a cette fibre, au produit des fibrés en
droites Q%:, définis sur M (Vs,_,/Vs,) pour ¢ compris entre 1 et m. D’apres le théoréme
de Bott, chacun de ces fibrés n’a de cohomologie qu’en degré zéro, et

HO(M(‘/Sifl/VYSi)a Qasil) = d(;’t(‘/sifl/‘/si)asi-

La formule de Kiinneth implique par conséquent que les fibrés images directes du fibré
en droites Q° par 7, soient donnés par la formule

k a __ a
Rﬂ'S*Q - (Sk,OQs .
La suite spectrale de Leray associée dégénere donc en Fs, d’ou 'isomorphisme

HI(M(V), Q) = HI(M(V),Q%).

De fagon tout a fait analogue, le théoréeme de Bott permet de déterminer, sur la
grassmannienne, les groupes de cohomologie des fibrés associés au fibré quotient universel
Q@ et au fibré tautologique S:
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Corollaire 2.1.2 Si a et b sont respectivement des r et (d — r)-uplets décroissants

d’entiers, alors
HYG(V),TQ @ T°S) = 0y j(apy TS OV.

Preuve: Soit 7 la projection naturelle de M (V') sur G,(V), et considérons les fibrés
images directes par 7 du fibré en droites Q(** sur M (V). Si V, € G,.(V), == (V;) =
M(V/V,) x M(V;), et le fibré Q(*?) restreint & cette fibre s’identifie au produit des fibrés
quotients canoniques Q% et Qb définis respectivement au-dessus des variétés de drapeaux
M((V/V,.) et M(V,). D’apres la formule de Kiinneth,

RE QWY = HEEU(V,),QY)
= @iy H (M (V/V,),Q%) @ HI(M(V,), Q).

Comme a et b sont décroissants, le théoreme de Bott implique donc que
RE QY =5, (T°Q & I'"S,

de sorte que la suite spectrale de Leray associée & Q(%?) et & la projection 7 dégénere en
FEs. D’ou I'isomorphisme

H(Go(V),T°Q & T78) = HI(M(V),Q""),

et, encore d’apres le théoreme de Bott, le résultat annoncé. &

Sur la grassmannienne, le théoréeme de Bott peut étre explicité sous la forme suivante:
pour déterminer la cohomologie du produit tensoriel de fibrés associés au fibrés quotient
et tautologique pour des poids a et b, il faut les concaténer, ordonner le poids obtenu
par soustraction de c(d), et ajouter ¢(d) au résultat de cette opération. Le degré auquel
correspond le module dont on obtient ainsi le poids dominant, est le nombre d’inversions
effectuées.

Le théoreme de Bott, et la décomposition des puissances extérieures du fibré cotangent
de la grassmannienne, donnée par la formule de Cauchy, permettent d’expliciter en toute
généralité les groupes de cohomologie de Dolbeault HP*9(G,.(V),I'*Q) du fibré quotient:
singp(e) désigne la multiplicité de T'°Q dans le produit tensoriel T?Q ®T'°Q, le corollaire
précédent mene immédiatement au résultat suivant:

Proposition 2.1.1 Les groupes de cohomologie des fibrés associés au fibré universel sur
la grassmannienne sont donnés par la formule suivante:

HPG.(V).T'Q) = @ nax(w (el V,
ueo’f,dfr

e € iy (q)
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otigt(q) ={ec Z", q=ri(e,u")}.

Rappelons que l'on a désigné par 0575 I’ensemble des r-uplets décroissants d’entiers
naturels, de module k, et dont les composantes sont inférieures ou égales a s.

Remarque 2.2: Bien entendu, cette formule se généralise au calcul de la cohomologie
de Dolbeault des fibrés de la forme I'*Q ® I'*S:

HP(G,(V),T*Q®I"S) = @ M) (€0 (ITEEDV
u€ Uf,dfr
i(e, f)=4q

2.2 Tableaux et diagrammes

Dans le cas du déterminant de @ et de ses puissances, Snow ([Sn2]) a proposé, pour
déterminer les groupes de cohomologie de Dolbeault correspondants, une méthode dia-
grammatique commode et qu’il est facile de généraliser au cas des fibrés associés I'*Q,
ou le poids a sera toujours supposé tel que a, = 0, tensorisés par une puissance du
déterminant de Q. D’apres la proposition précédente, en effet,

HP9(G,(V),IQ @ (detQ)") = D weat, Mt 11, —x(u) (€)TEEWIV,
e € iy (q)
= EB = Uf,d—rv ”a,u/(e/)f‘g(e +(l—d+7r)1,u )V,

e+ (1—d+r1ecizl(q)

ouu = (d—r)1—x(u), et puisque les identités nqyi1,5(e+11) = ng p+i1(e+11) = ngp(e)
impliquent 1’égalité

na,u/(e/) = na+l1,—x(u) (6/ + (l —d + T)]')

Les multiplicités ng . (e") sont déterminées par la régle de Littlewood-Richardson, selon
laquelle les composantes de I'*Q) ® F“/Q sont en correspondance avec les a-tableaux
numérotés de base v’ admissibles: e’ = u' + ¢’ correspond au poids total d’un tel tableau.

Reste donc a déterminer la contribution d’un tableau numéroté a la cohomologie de
Dolbeault du fibré I'°Q ® (detQ)!, contribution qui, avec les notations précédentes et
d’apres le théoréme de Bott, est égale & D6 +¢'+(—d+r)Lu”)y/ Tout d’abord, pour que
cette contribution ne soit pas nulle, il est nécessaire que le poids (v +¢'+(I—d+r)1,u*) =
(114 ¢ — x(u),u*) soit régulier: ce qui signifie que pour tout couple (4,j) € IN;. x IN;_,.,

L+ = Uuppr—i — i F uj — (r+7]),

autrement dit, si ’'on change i en r+1—1, et si ’'on pose ¢ = x(¢’) (x étant la permutation
de nombre d’inversions maximal), | # u; +u} —i — j + 1 — ¢;. On note

*_

J

hi'; =wi+u; —i—j+1
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les longueurs d’équerres ("hook numbers”) du diagramme de Young associé & u: ces
nombres s’interpretent comme la somme des distances de la case située a l'intersection
de la i-eme ligne et de la j-ieme colonne de ce diagramme & son bord, respectivement
sur la i-eme ligne et la j-ieme colonne (distances comptées positivement si l’on se trouve
a 1”intérieur” du diagramme, négativement sinon), moins une unité. En particulier,
les longueurs d’équerres sont strictement positives a l'intérieur du diagramme associé
a u, strictement négatives a l'extérieur, et prennent les valeurs 1 et —1 en ses coins
respectivement intérieurs et extérieurs.

On dira d’autre part que les poids u et ¢ définissent un a-diagramme D de dimensions
r x (d —r), auquel seront également associées des longueurs d’équerres

hij = hi'; — ci.
Le poids (11 + ¢ — x(u),u*) sera donc régulier si et seulement si pour tout couple (3, j),

L#h?

2,77

autrement dit si ’entier [ n’apparait pas parmi les longueurs d’équerres du diagramme
D: on dira alors que D est [-admissible . Les composantes d’indices r+1 —i et r 4 7 du
poids (11 4+ ¢ — x(u),u*) — ¢(d) donneront alors lieu & une inversion si et seulement si

D
I <h;j.

D’aprés le théoréme de Bott, D contribuera donc & la cohomologie de I'*Q ® (detQ)! en
bidegré (p, q), pour

p=lul, ¢=card{(i,j) e IN;xIN;_,, h?j > [}.
On dira que le diagramme D lui-méme est de bidegré (p, q).

Exemple: Reprenons le tableau de ’exemple du paragraphe 1.1.1, ou r = 6 et d = 13,
le poids b correspondant & (d—1)1— x(u): de sorte que le diagramme de Young associé &
u s’obtient en renversant ce tableau. Le poids ¢ correspond au nombre de cases ajoutées
a chaque ligne, de bas en haut, donc ¢ = (0,1,2,2,3,2): et les longueurs d’équerres du
diagramme D = (u, ¢) se déduisent de ceux de u en leur 6tant les composantes de c.

121191815 I 31 Le diagramme D est donc 7-admissible
918161520 en bidegré (p,q) = (28,6) (on n’y a fait
615/3:2-1 figurer que les longueurs d’équerres
,‘Lg’ 110 intérieures au diagramme de Young
% i 11 -1)-2 associé a u, les autres étant négatives).
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Remarque 2.3: De méme que la proposition qui conclut le paragraphe précédent se
généralise au cas des fibrés de la forme I'*Q ® I'*S, on pourrait étendre cette méthode
de diagrammes a 1’étude de la cohomologie de Dolbeault de ces fibrés, en considérant
des diagrammes D = (u,c,e), avec des conditions traduisant le fait que v +eS est un
facteur de I'*" S @ I'S, et des longueurs d’équerres

D _ pu . .
hi; = hi'; —ci+ej.

La différence des signes des c; et e; tient au fait que la dualité de V et V* échange r et
d—r,et Q et §*, et non pas S. On utilisera cette remarque dans la seconde partie de
cette these.

Remarque 2.4:

a. Pour visualiser les entiers hfj sur le diagramme D, on peut considérer la ligne
obtenue en translatant le bord du diagramme de Young associé a u de ¢; unités
a gauche sur la i-eme ligne de ce diagramme: hfj est alors la somme de la dis-
tance horizontale de la case de coordonnées i,j avec ce bord translaté, et de sa
distance verticale avec le bord d’origine (avec les mémes conventions de signe que
précédemment), moins une unité. Le poids u’ + ¢’ (autrement dit le poids u — ¢)
étant nécessairement décroissant, les longueurs d’équerres h}?- sont strictement mo-
notones sur chaque ligne et chaque colonne de D (et diminuent, bien entendu, vers
la droite et vers le bas du diagramme).

Exemple:
I - Le bord du diagramme de Young associé a

T u=1(7,6,5,4,4,2), avec r =6 et d = 13,
est en trait fort, le bord translaté de ¢ =
- (0,1,2,2,3,2) est en trait pointillé, et la
L] longueur d’équerre hYy du diagramme D

associé est égale au nombre de cases hachurées.

b. Un a-diagramme D = (u,c¢) peut provenir de plusieurs a-tableaux de base u’

distincts, ce qui conduit a lui associer une certaine multiplicité. De plus, un tel
a-tableau s’obtiendra en retournant le diagramme de Young associé & u (ce qui
fait apparaitre le diagramme de Young associé & v’ = (d — r)1 — x(u)), et en lui
ajoutant des cases numérotées selon la regle de Littlewood-Richardson. Le bord du
diagramme obtenu sera bien stir, apres retournement, le bord translaté dont il vient
d’étre question. On pourra donc associer a un a-diagramme, selon les circonstances,
deux types d’entiers, a ne bien str pas confondre.
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c. On pourra calculer le poids de la contribution du a-diagramme [-admissible D =
(u,c) au groupe de cohomologie HP4(G,(V),I'"Q ® (detQ)'), soit en calculant
directement £(I11 — x(u — ¢),u*), soit, plus simplement, en tenant compte des re-
marques suivantes. Sila (r + 1 —4)-ieme composante du poids (11 — x(u — ¢), u*),
a savoir | — u; + ¢;, participe a ¢; inversions, on commencera, lors du calcul de
(11 — x(u — ¢),u*), par lui 6ter r + 1 — ¢ unités, puis on la décalera de g; unités
vers la droite, pour enfin lui ajouter » + 1 — i 4+ ¢; unités: elle sera donc dev-
enue | — u; + ¢; + ¢;. De meéme, si u} participe a ¢} inversions, cette composante
sera changée en uj — ¢;. Les composantes du poids §(I1 — x(u — ¢),u"), qui est
décroissant, sont donc les entiers | —u; +¢; +¢; =1 —my, i € IN), et uj —q; = ny,
j€Ng_,.

Si | est par exemple positif, les entiers m; et n; sont faciles a visualiser sur le
diagramme D: en effet,

g =card{j € IN;_,, hfj > 1}, q; = card{i € Ny, hfj > 1},

de sorte que si I'on considere le bord du diagramme formé par les cases dont les
longueurs d’équerres sont strictement supérieures a [, m; (respectivement n;) n’est
autre que la distance, sur la i-éme ligne (respectivement la j-iéme colonne), de ce
bord au bord translaté (respectivement au bord original) du diagramme de Young
associé a u.

Exemple:
I , Les entiers m; et n; associés a D sont donnés
UL ey par m = (3,3,3,2,1,0) et n = (4,4,4,4,3,2,1).
4 Comme 71 —m = (4,4,4,5,6,7),
1", le poids associé a D est donc
L- i (71 —m,n)= = (7,6,5,4,4,4,4,4,4,4,3,2,1).
Y

Remarque 2.5: A. Lascoux propose dans [L3] une méthode différente, mais sensible-
ment équivalente, pour mettre en évidence les composantes irréductibles des groupes de
cohomologie des fibrés homogenes sur la grassmannienne. Considérons par exemple les
puissances du déterminant du fibré quotient. D’apres la formule de Cauchy et le théoreme
de Bott, les composantes irréductibles de H?4(G,.(V), (detQ)!) correspondent aux poids
décroissants u de module p tels que la suite (11 — x(u), u*) — ¢(d) soit constituée d’entiers
deux a deux distincts, et contienne ¢ inversions. Cette suite s’écrit

(l—ur—1,...00—up —r,=1,...,—u,,
————
Up
ey r—ug =1, ., —r—u+1,—r—u; —1,...,—d),
U —Uu2 d—r—uq
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et Lascoux remarque qu’a une permutation pres, elle coincide avec la suite w;(u) — ¢(d),
ol

wi(u) = (0,...,0,1,...,1,0,...,0,1,0,...,0).
—— ——— N —
Uy Ul —U9 d—r—uq

La suite w;(u) — ¢(d) a des composantes deux & deux distinctes si et seulement si la suite
wi(u) n’a pas de facteur de la forme

ce qui permet de mettre plus facilement en évidence les termes non nuls de la somme de
la proposition 2.1.1.

Examinons comment cette présentation se relie aux méthodes de diagrammes que

nous avons utilisées:

e la suite w;(u) se déduit mécaniquement du diagramme de Young associé & wu: il
suffit pour cela de se placer au coin inférieur gauche de ce diagramme, et d’en
parcourir son bord jusqu’a son coin supérieur droit en associant un zéro a chaque
déplacement horizontal, et un [ & chaque déplacement vertical; w;(u) définit donc
bien une bijection entre suites de longueur d contenant r fois I'entier [ et d — r fois
zéro, et diagrammes de Young de dimensions r x (d — r);

e le nombre d’inversions ¢ de la suite (I1 — x(u), u*) — ¢(d), et le nombre d’inversions
¢’ de la suite w;(u) — ¢(d), sont liés si [ est positif par la relation

¢=p-q
¢’ s’obtient en comptant, pour chaque entier I de w;(u), le nombre de zéros qui

figurent parmi les [ — 1 entiers qui le précedent;

e dans le cas des groupes H?4(G,.(V),1?Q ® (detQ)!), le produit tensoriel par T*Q
revient & ajouter un certain nombre d’unités (données, dans nos notations, par le
poids ¢) aux composantes de w;(u) égales & [, avec des conditions de compatibilité
avec la regle de Littlewood-Richardson. Dans le cas des puissances symétriques,
par exemple, on vérifie que ces conditions peuvent s’énoncer de la fagon suivante:
le nombre d’unités ajoutées a un entier | ne peut excéder le nombre de zéros qui le
séparent de l'entier | immédiatement précédent.

Exemple: La suite wy(u) associée au poids u de I'exemple précédent est
wr(u) =(0,0,7,0,0,7,7,0,7,0,7,0,7),

et ne contribue pas & la cohomologie de (detQ)” puisque le septieéme entier précédant son
quatrieme 7 est un zéro. Par contre, si 'on ajoute aux 7 de cette suite, de la droite vers
la gauche, les composantes de ¢ = (0,1, 2,2, 3,2), on obtient la suite

(0,0,9,0,0,10,9,0,9,0,8,0,7),
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qui n’a pas de facteur de la forme i, *,... %, j.
——
j—i—1

Comparer la commodité des deux présentations, en termes de diagrammes ou de
suites de [ et de zéros, semble relativement délicat. Une suite de d entiers est bien str
un objet plus simple qu’un tableau de dimensions r x (d — r), et la méthode de Las-
coux permet par exemple d’engendrer plus facilement les composantes irréductibles des
groupes de cohomologie des puissances du déterminant du fibré quotient (cf. cependant
nos remarques sur ses puissances d’exposant petit). Toutefois, un tableau nous semble
un objet plus facile & manipuler, parce que plus visuel: s’il contient trop d’information
redondante pour donner lieu a un traitement algorithmique commode, il parait mieux se
préter aux raisonnements combinatoires qui vont suivre. Avec sans doute un inconvénient
majeur: ce qui parfois saute aux yeux sur un diagramme est rarement facile a formuler,
et ’évidence visuelle disparait aisément sous la masse des notations. C’est pourquoi nous
nous sommes efforcés de multiplier les dessins, en espérant, avec malheureusement des
chances de succes tres incertaines, qu’ils puissent éclairer nos démonstrations.

2.3 Premieres applications

On donne ici une illustration élémentaire de la méthode des diagrammes, en démontrant
quelques propriétés simples des groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés associés
au fibré quotient universel, en particulier de ses puissances symétriques et extérieures.

2.3.1 Une propriété générale

Proposition 2.3.1 (cf [Sn2], Théoreme 3.4) Soit a € INS, alors
HP(G(V),TQ @ (detQ)') = 0

deés que l'une des conditions suivantes est vérifiée:

1. 1>0etq>p;

2. lZletq>T;1p.

Preuve:

1. Considérons un a-diagramme l-admissible D = (u,c) de bidegré (p,q). Les lon-
gueurs d’équerres h;'; sont positives seulement sur les cases intérieures au dia-
gramme de Young associé & u, cases qui sont au nombre de |u| = p. Comme pour
tout couple (4, j),

hiy < hi;,
les cases de D dont les longueurs d’équerres sont strictement supérieures a ’entier
naturel [, sont a fortiori en nombre inférieur a p, autrement dit ¢ < p.
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2. Si [ est de plus supposé non nul, les longueurs d’équerres hj'; des coins internes

du diagramme de Young associé a u étant égaux a 1, les entiers hfj associés a ces
coins internes sont a fortiori inférieures a [. Mais les longueurs d’équerres de D
forment une suite d’entiers consécutifs sur chaque segment horizontal du bord de
ce diagramme de Young , et doivent donc toutes, D étant supposé l-admissible,
étre strictement inférieures a I. Si 'on note par exemple s le nombre de cases de
I’union des segments horizontaux de ce bord, il vient ¢ < p — s, et comme p < rs,

on obtient bien g < %p.

2.3.2 Puissances symétriques et extérieures

&

Les énoncés qui suivent concernent les puissances symétriques et extérieures du fibré
quotient @, éventuellement tensorisées par son déterminant: on donnera d’abord des
conditions nécessaires et suffisantes de non-annulation de leurs groupes de cohomologie,

avant de s’intéresser de plus preés aux composantes de ces groupes.

Rappelons les formules de Pieri, qui expriment les produits tensoriels d’un fibré associé
a ) pour un poids a quelconque, par une de ses puissances symétriques ou extérieures:

Qe sk Q= &y reteq,
ceIN", || =k,
¢ < a1 —a;
FaQ ® /\kQ — @ I‘\a-‘rCQ.

ce{0,1}",
le] =k

Proposition 2.3.2 Si k est un entier naturel non nul, alors
1. HP(G,(V),S5*Q) # 0 si et seulement si
p

) n
p—=<qg<min(pn——) et k>p—gq.
r r

2. HP(G,(V),S*Q @ detQ) # 0 si et seulement si

n D
p——<q<p-—

- et k>p—q.
T r

Preuve:
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1. Soit D = (u,c) un k1;-diagramme 0-admissible de bidegré (p, q), et considérons un
coin intérieur du diagramme de Young associé a u, coin situé sur la i-eme ligne,
et donc la u;-iéme colonne de ce diagramme. Comme on l'a remarqué, b}, =1,
et ceci implique que les longueurs d’équerres de la i-eme ligne de D forment entre
les colonnes d’indices compris entre u; 1 + 1 et u; une suite consécutive d’entiers,

allant de hEqu-s-l =U; — U1 — C; A hfui =1-—yg¢;.

D’apres la premiere formule de Pieri (5), les poids ¢ et u doivent étre tels que

¢; < uj —ujpr sij < r, donc hEuHIH doit étre positif. D étant supposé 0-

admissible, ceci implique que h?u soit strictement positif, donc que ¢; = 0: u—c¢

étant, de plus, décroissant, ceci implique que ¢ = k1,. De plus, les longueurs
d’équerres h;'; étant toutes non nulles, et coincidant avec les longueurs d’équerres

de D sur ses r — 1 premieres lignes, la 0-admissibilité de D est alors équivalente a

I'inégalité hgl < 0, autrement dit &
up +ul < k+r.

Notons que cette inégalité est elle-méme équivalente a w, < k, puisque si u, = 0,
u; est strictement inférieur & r, donc a fortiori a r + k, alors que si u, n’est pas
nul, u = r. De plus, si cette condition est vérifiée, toutes les longueurs d’équerres
de D intérieures au diagramme de Young associé a u sont positives, exceptés celles
de sa derniere ligne, de sorte que

p—q=u, <d-—r.

Comme ru, <p<u,+ (r—1)(d—-r)=n—-d+r+ u,, et comme ces conditions
sont équivalentes & 'existence d’un poids décroissant u tel que |u| = p, et dont la
composante u, est fixée, il existe un k1;-diagramme O-admissible de bidegré (p, q)
siet seulement si0<p—g<d-—retr(p—q) <p<p-—q+n—d+r, autrement
ditp—d+r<q¢g<p, (r—1p<rq,q<n—d+r,etk>p—q. La proposition
s’ensuit, si 'on remarque que

p r—1

n
p—d+r=p——<p-—-= P-
T T T

2. Avec les mémes notations que précédemment, le diagramme D étant a présent

, .. . . 52 D

supposé¢ 1-admissible doit avoir toutes ses longueurs d’équerres h7y, 4155 Ry,

strictement inférieures a 1, ce qui implique que ¢; = u; — u;41 si i < r, et en
particulier

U —Ur=Cl+ -+ C1=k—c <k.

De plus, les longueurs d’équerres de la r-ieme ligne de D doivent étre négatives ou
nulles, autrement dit, puisque h% =Ur+u] —7r—cp, Ur +u] <+, et les deux
inégalités précédentes impliquent que

up +uy <k+r
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Réciproquement, si u vérifie les inégalités uq — u, < k et uy +uj < k +r, il existe
un unique poids ¢ tel que D = (u, ¢) définisse un k1;-diagramme 1-admissible, et
cela en bidegré (p, q) tel que

p—q=u <d—r.

Notons que ces deux inégalités sont équivalentes a u; < k: si u, =0, alors u] <r
et I'inégalité u; < k implique w1 + uj < k 4 r, tandis que si u, # 0, alors u} = r,
auquel cas l'inégalité u; + uj < k 4+ r implique u1 < k < k + u,.

Comme u; < p < ruq, et comme ces conditions sont équivalentes a ’existence d’un
poids décroissant u tel que |u| = p, et dont la premiére composante est fixée, il existe
un k1;-diagramme 1-admissible de bidegré (p, q) si et seulement si p—d+r < g < p,
(r—1)p >rq, et k> p—q; dou la seconde partie de la proposition. &

Proposition 2.3.3 Soit k un entier naturel au plus égal a r. Alors
1. HP9(G(V), \FQ) # 0 si et seulement sip=q < (r —k)(d—7);

2. HP4(G,.(V),A\*Q @ detQ) # 0 si et seulement si il existe des entiers naturels m et
w, avec m < d—r et p <m(r—=k), tels que

m(m+1 m(m —1
Pzg‘f‘ﬂa q=¥

5 +u, et k>m.

Preuve:

1. Soit D = (u,c) un 1y p-diagramme 0O-admissible de bidegré (p,q). Comme pour
la proposition précédente, on doit avoir ¢; = 0 pour chaque ligne d’indice ¢ con-
tenant un coin intérieur au diagramme de Young associé a u, ce qui implique, le
poids u — ¢ étant nécessairement décroissant, que ¢; = 0 si 1 < j < uj. Les
longueurs d’équerres des lignes d’indices strictement supérieurs a u} étant stricte-
ment négatives, cette condition est équivalente a la O-admissibilité de D. D’apres
la seconde formule de Pieri (A), elle ne peut étre vérifiée que si uf < r — k, puisque
c;j doit étre égal a 1 sir—k+41 < j < r: D est alors de bidegré tel que p = ¢. Enfin,
Pexistence d’un poids décroissant u tel que |u| = p et uf < r — k est clairement
équivalente & I'inégalité p < (r — k)(d — r).

2. De méme que dans le cas des puissances symétriques, la 1-admissibilité du dia-
gramme D implique que ¢; = u; — ui+1 si 1 < ¢ < wj. Comme, d’apres la formule
(A), ¢ €{0,1}" et |c| =k, ceci implique que les ”sauts” entre composantes succes-
sives et distinctes de u soient d’amplitude égale a 1, et en nombre au plus égal a
k, au moins égal & k — (r — u}). Ce nombre de sauts est alors égal & u; qui, en
particulier, doit étre inférieur a uj.
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Exemple:

370] |1
2
2.0 1 Un 1, 7-diagramme 1-admissible
2:0 1 pour r = 10 et d = 17, avec
3:0 1 uw=(6,5,5,4,3,2,2,1,0,0) et

| 12] ¢=(1,0,1,1,1,0,1,1,0,1).
2.0 1
of 1
1

11 existe donc un poids ¢ tel que D = (u, ¢) définisse un 1; p-diagramme 1-admissible
si et seulement si sont vérifiées les conditions u; — w41 <1sil<i<r, et

E+ul —r <u <k,uj.

Le bidegré de D est alors tel que p — ¢ = uy.
L’existence d’un poids décroissant u, pour lequel |u| = p, u; —u;1 <1sil <i<r,
et pour lequel u; et uj sont donnés, est équivalente aux conditions

Ul (U1 — ].)
2

Ul (U1 — ].)

uy + <p < wuuy — 5
(les valeurs extrémes que peut prendre p correspondant aux cas ol les sauts de
u ont lieu le plus tot, ou le plus tard possible). De plus, u} doit étre tel que
u; <uj <up +1r—k, dou l'existence d’un poids u vérifiant les mémes conditions
que précédemment, excepté le fait que uj n’est plus donné a priori, si et seulement
si
1 1
ug(uy + 1) <p< uy (ug + 1)
2 2
Enfin, u; doit étre au plus égal a k: il existe donc un 1; j-diagramme 1-admissible
de bidegré (p, q) si et seulement si 0 <m=p—q < k,d—r, et

+uy(r —k).

m(m+ 1)
2

m(m+ 1)

<p<
SPs 9

+m(r — k).

Remarque 2.6: Les premieres parties des deux propositions précédentes ont été dé-
montrées par Le Potier par des méthodes différentes ([LP2]), tandis que la seconde partie
de la proposition précédente permet, pour k = r, de retrouver les groupes de cohomologie
non nuls du fibré (detQ)?, tels que Snow les a obtenus ([Sn2], Théoréme 3.3).
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Si 'on s’intéresse plus précisément aux composantes irréductibles de ces groupes de
cohomologie, on peut faire usage, comme A.Lascoux dans [L3], de séries génératrices
qui permettent une écriture commode, du moins dans les cas les plus simples. Nous
donnerons trois exemples de ce genre de calculs.

Revenons par exemple aux puissances extérieures du fibré quotient, tensorisées par
son fibré déterminant. D’apres la discussion qui précede, leur cohomologie est donnée
par les diagrammes de la forme suivante:

[

e-i
1

Jj=u1

Le diagramme ci-dessus est défini par un entier j (le nombre de ses coins, ou wuq)
inférieur ou égal a k et & d —r, et une partition strictement décroissante de p en j entiers
au plus égaux & r — k + j, soit de la forme (r —k+j > p; > --- > p1 > 0). De plus,
la valeur correspondante de ¢ est p — j. Pour déterminer le poids associé, reprenons les
notations de la remarque 2.4c¢: le r-uplet m contient k — j fois —1, et des zéros, alors que
le (d — r)-uplet n contient j fois 'entier 1, et des zéros; le poids associé est donc

(1 - m, n)z =1y + 11,45

Reste a déterminer la multiplicité de ce poids. Si ’on pose m; = p; — ¢, on obtient une
partition de m = p — % en j entiers naturels au plus égaux a r — k; et le nombre de
ces partitions est donné par le lemme suivant:

Lemme 2.3.1 (/McD]) Le nombre de partitions de m en i entiers au plus égauz d t est
le coefficient de ™ dans le polyndme de Gauss

Py = Q=2 (et

[ ) (1—z)---(1—2x%)
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Preuve: Notons provisoirement P} le polynome dont le coefficient de ™ est le nombre
de partitions de m en i entiers au plus égaux a t. Par exemple,

1— gttt t+1
t — P t = —_— =
V@), Pl =1t bat == ),
De plus, le nombre de partitions de m en ¢ entiers dont le plus grand vaut t est égal au
nombre de partitions de m — ¢ en ¢ — 1 entiers au plus égaux a t, et ceci équivaut a la

relation
Pit(x) - Pit_l(x) = xtpz‘t—l(x)~

t+1

Les polynomes de Gauss vérifiant la méme propriété, on obtient bien P} = | ;

)

Ce lemme et la discussion qui I’a précédé menent au résultat suivant:

Proposition 2.3.4 La cohomologie des puissances extérieures du fibré quotient, ten-
sorisées par son déterminant, est donnée par la série génératrice

Ep,q,d aPyiz4 T HP (G, (V), AFQ © detQ)
i G- . r—k+j ‘ ,
_ _1 Z?ZO(mz)J (xy) =7 | ; J ](xy)Fll’k*J"‘llmﬂV,

1—z

On obtiendrait tout aussi simplement des formules analogues pour les puissances
symétriques du fibré quotient tensorisées par son fibré déterminant, et plus généralement
pour les fibrés Z/+Q = T*=)1it+12541Q (cf [L3], proposition 5.8).

2.3.3 Multiplicités des puissances extérieures

Les séries génératrices qui permettent de décrire la cohomologie des fibrés I'*Q ® (detQ)!
deviennent lorsque ! augmente d’une complexité tres vite inextricable (c’est pourquoi
lon n’en fera pas usage dans la suite de ce chapitre). On peut cependant obtenir des
expressions simples pour les multiplicités des puissances extérieures, par exemple dans
les groupes de cohomologie des puissances symétriques ou extérieures du fibré quotient,
tensorisées par une puissance positive quelconque du fibré déterminant.

Il s’agit tout d’abord de déterminer a quelles conditions un a-diagramme [-admissible
D = (u,c) est associé & une puissance extérieure de V. La remarque 2.4c¢ permet de
répondre tres simplement a cette question: si I’on en reprend les notations, le r-uplet
11 —m et le (d—r)-uplet n doivent étre formés exclusivement de zéros et de uns. Pour ce

49



qui est de n, cela signifie précisément que sur la j-ieme colonne de D, une seule longueur
d’équerre du diagramme de Young associé a u est plus petite que [; autrement dit:

D D
Supposons pour simplifier que [ > 2. Alors u doit étre strictement décroissant: en effet,
si u; = u;y1, ce qui précede implique que les longueurs d’équerres de la i-eme ligne de D
soient toutes supérieures a [. En conséquence, m; = —c¢;, et [ —m; =1+ ¢; > 2! On doit
au contraire avoir, sur la i-eme ligne du diagramme,

D _ _
Rirp1 =1 =1 =X,
. . . . Pl . D _ u u _ .
ce qui signifie, si I'on se souvient que hi’; = hi'; —c; et que by, =1, puisque u; > u;y1,

que
U — Wig1 = A+ ¢;.

On appellera diagramme régulier un diagramme D = (u, ¢) vérifiant cette propriété:
un tel diagramme est défini par le poids ¢, de module k, et qui doit étre compatible avec
la regle de Littlewood-Richardson pour définir un a-diagramme. Son bidegré est donné
par les formules suivantes:

p = AW+E§:M%
g = AL LS (i—1)e = p—rA—Fk.

Il existe des diagrammes réguliers si et seulement si w1 =rA+k < d—r.

Notons ny4="(S*Q © (detQ)") (respectivement nf?~"(A*Q® (detQ)")) la multiplicité
de la puissance extérieure de V d’exposant rl + k, dans le groupe de cohomologie
HP(G,.(V),S*Q @ (detQ)') (respectivement HP4(G,.(V), A*FQ ® (det@)!)). Ces multi-
plicités sont les nombres de k1;-diagrammes (respectivement de 1; ;-diagrammes) réguliers
l-admissibles D = (u,c) de bidegré (p,q) (ce qui suppose que ¢ = p — rA — k). Sup-
posons d > rl 4+ k, condition nécessaire a l'existence de tels diagrammes, et posons
di:CT+"'+Ci.

e Dans le cas d’une puissance symétrique k-ieme, la regle de Littlewood-Richardson
n’impose aucune condition supplémentaire sur le poids c: on doit donc simplement
déterminer le nombre de partitions de # = p — AT q6 1a forme (di=k>--->

2
. . R k-1
d, > 0), qui n’est autre que le coefficient de ™ dans le polynéme z*| " 47:* 1 ().
e Dans le cas d’une puissance extérieure k-ieme, les entiers cq,...,c, doivent étre
égaux a zéro ou a un, et I’on doit donc déterminer le nombre de partitions de 7 de
la forme (dy = k> --- > d, > 0), avec d; — d;+1 < 1. Si l'on passe aux partitions
duales, cela revient a déterminer le nombre de partitions strictement décroissantes
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de 7 en k entiers au plus égaux & r, (r > ep > -+ > e; > 0): c'est-a-dire, si 'on

pose f; = e; — i, le nombre de partitions de n’ = 7 — @ en k entiers au plus

égaux a r — k, qui n’est autre que le coefficient de 2™ dans le polynéme de Gauss

HE)
Notons respectivement @75 et @' les séries génératrices
dpii(x,y,2) = X, 2Pyl ngs (SPQ @ (detQ)),
.l
Do (v,y,2) = 2,4 aPylzn S (ANQ @ (detQ)").

La discussion qui précede permet d’aboutir aux expressions suivantes:

r(r+1) r(r—1) _ . T + k — 1
Piil(e,y2) = Tepe 2 9T Feap)f T (),

r(r+1) | k(k+1) r(r—1) | k(k—1)
A t—3 y>‘ 7 T3

r,k,l s T
(I)ext (Jf,y,Z) = zszr)\+km 2 z [ k ](xy)

Sous une forme plus ramassée:

Proposition 2.3.5 Les séries génératrices des multiplicités des puissances extérieures
dans la cohomologie des puissances symétriques ou extérieures k-ieme du fibré quotient,
tensorisées par son déterminant a la puissance | > 1, sont données respectivement par
les expressions suivantes:

re-1) . r+k—1

=24 (w,y,2) = (22)? @)= [ J(ay),
r r rr=1) 4 k(k=1) T

(1= 2@ (0 y,2) = () Ry T ().

2.3.4 Petites puissances du déterminant

Pour ce qui est des puissances du déterminant du fibré quotient, A.Lascoux a donné
des méthodes de calculs du nombre de composantes irréductibles de leurs groupes de
cohomologie de Dolbeault, qui apparaissent comme coefficients de séries rationnelles en
variables non commutatives. Ces méthodes sont détaillées dans [L3] pour la puissance
troisieme du déterminant: montrons comment les méthodes de diagrammes permettent
d’en retrouver simplement les principaux résultats, et de les étendre au cas d’une puis-
sance quatrieme du déterminant.

Soit D un diagramme 3-admissible, et considérons les rectangles qui dont sont formés
les coins de ce diagramme: ils sont numérotés régulierement a partir de leur coin inférieur
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droit, qui est affublé de I’entier un, et ne doivent pas contenir ’entier trois. D’ou les trois
possibilités suivantes:

O EI N

Les ordres de succession possibles de ces briques élémentaires, de gauche a droite et
de bas en haut, sont tout aussi simples a déterminer et peuvent étre schématisés comme

/IZIZI < N
O [ H& H
\IZI O

Un diagramme 3-admissible, qui est évidemment déterminé par ses coins, correspond
donc nécessairement a une succession

H—oO—
a € b

avec € = 0 ou 1. Le bidegré correspondant est donné par les formules

p = ala+1)+b0b+1)+ab+e(a+b+1),
g = ala—1)+bb—1)+ab+e(a+b),

et la remarque 2.4c permet d’associer a ce diagramme le poids

311,7"—2(1—17—5 + 21r—2a—b—6+1,r+a—b + 1r+a—b+1,r+a+2b+sa

avec les conditions évidentes r > 2a+b+cetd—r=s>a+2b+c.

Notons n;{is(p7 q) le nombre de composantes irréductibles du groupe de cohomologie
HP(G,.(V), (detQ)?), on V est de dimension r+s. D’apres ce qui précede, le changement
de variables p=r—2a—b—¢, 0 = s —a — 2b — € mene a I'dentité

3 _ 1 1 +1)+b(b+1)+ab —1)+b(b—1)4ab
Zr,s,p,q nT‘,s(p7 q)xpyquTUS - 1—u 1—v Za,b,a xa(a ) ( ) “ ya(a ) ( ) ¢
Xu2a+b,ua+2b(1 +xa+b+1ya+buv)_

Lascoux considere les multiplicités n%s = Zp, q n?ys(p, q), qui s’obtiennent en posant
x = y = 1 dans la formule précédente: le nombre de composantes irréductibles de
la somme H**(G,.(V""%), (detQ)?) est donc égal au coefficient de u"v® dans la série
génératrice
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1+ uv
(1 —u)(1 —v)(1 —uv)(1l —uw?)

O3 (u,v) =

On retrouve 1a ’énoncé du corollaire 6.6 de [L3] (sans doute & une erreur typographique
pres, puisque la série donnée par ce corollaire n’est pas symétrique en ses deux variables,
alors que la proposition 3.1.1 & venir impose cette symétrie). A.Lascoux s’intéresse
également aux multiplicités n2(p) = Zq N0 (D, @), OU Ny oo (p, q) désigne la valeur de
n,.s(p, ¢) obtenue pour s assez grand (autrement dit lorsque les diagrammes considérés
sont suffisamment larges pour que l'on puisse faire abstraction de leur bord droit). Ces
multiplicités s’obtiennent en faisant y = 1 et s = 2a + b + € dans la série génératrice des
multiplicités n, s(p, ¢): on obtient donc, en reprenant la notation de [L3],

1 o . ,
H = S ndp)n = o ST S it
b7

J:k=20

ce qui constitue une version légerement simplifiée de la proposition 6.9 de [L3].

Le méme type de raisonnement s’applique sans beaucoup plus de difficultés au cas des
puissances quatriemes du déterminant du fibré quotient. Les briques élémentaires qui
permettent de constituer les coins d’un diagramme 4-admissible sont en effet les suivantes

5 B m 8 o B

L’examen de leurs successions possibles permet aisément de vérifier qu'un diagramme
4-admissible est nécessairement représenté par une succession de briques élémentaires
d’un des deux types suivants:

€1 J €2 k

; .
B2
[l

avec €1, €9 € {0,1}.

Intéressons nous simplement, pour ne pas trop alourdir les calculs, a la série généra-
trice ®*(u,v), dont le coefficient de u"v* est le nombre de composantes irréductibles de
la somme H**(G,.(V"T%), (detQ)*). 1l est facile de se rendre compte de ce que cette série
est uniquement déterminée par les conditions qui expriment le fait qu'un diagramme,

défini par les successions précédentes, a des dimensions qui n’excedent pas r et s: r >
3i+2e1+2j+ea+ ket s>i+e; +25+ 265+ 3k dans le premier cas, 7 > 3i+k+ 1 et
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s > i+ 3k + 1 dans le second. D’ou I'expression

<I>4(u,v) 1 1 [ Z u3i+251+2j+52+kvi+sl+2j+252+3k+Zu3i+k+lvi+3k+l]

l—ul—v" -
i,5,k,€1,€2 i,k

)

soit finalement

1+ uwv(l+u+v)
(1—u)(1—=v)(1—u3v)(1l—u?v?)(1—uvd)

d(u,v) =

Ces quelques remarques n’enlevent rien au fait que pour des puissances d’ordre
supérieur du déterminant du fibré quotient, les méthodes de diagrammes semblent moins
propices a un traitement algorithmique, que la théorie des séries rationnelles utilisée par
Lascoux.

3 Propriétés d’hérédité

Sont regroupées dans ce paragraphe différentes propriétés des groupes de cohomologie
de Dolbeault HP9(G,.(V),I?Q ® (detQ)'), qui manifestent une relative invariance de
ces groupes lorsque sont modifiés certains des parametres impliqués. L’exemple le plus
simple en est, lorsque a = 0, I’évidente symétrie entre diagrammes [-admissibles dont
on échange les dimensions. On s’arrétera ensuite a l'effet de 'augmentation de 'une
ou l'autre de ces dimensions, pour conclure sur l'examen des conséquences d’un ac-
croissement des écarts entre composantes successives du poids a, conséquences que 1'on
rapprochera de phénomenes similaires relatifs a I’annulation de la cohomologie des fibrés
vectoriels globalement engendrés.

3.1 Cas des puissances du déterminant

On explicite ici la transformation simple qui affecte les groupes de cohomologie des puis-
sances du déterminant du fibré quotient universel, lorsqu’on échange r et d — r. On
notera Vy un espace vectoriel complexe de dimension d = r + 4.

Proposition 3.1.1 Soit u(v) la multiplicité du poids v € Z¢ dans le groupe de cohomo-
logie HP9(G,(Vy), (detQ)'). Alors

HP(G5(Va), (detQ)') = @ plo)I XV,

veZ?
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Preuve: Soit u € IN" définissant un 0-diagramme [-admissible de dimensions r x §: alors
u* définit un O-diagramme [-admissible de dimensions ¢ X r, et pour les mémes valeurs
des entiers p et q. Reste & comparer les poids associés par le théoreme de Bott a ces deux
diagrammes, poids qu’on notera respectivement v, et vs:

op = §(IL1r — x(u),u”), vs =E(I115 — x(u), u).

D’ou, successivement:

vs = 114+&(—x(u*),u—111,)
= I+ [(—x(u*),u—111,) = c(d)]Z + c(d)
= 11— x[(x(u"), 111, — u) + c(d)]* + ¢(d) car (—a)> = —x(a”)
— = (L — (W), ) — o)) +c(d) car x(e(d) = (d+ 1)1 - c(d)
= 11— x[(111, — x(uw),u*) — c(d)]Z + c(d) car x(a)Z = a2
vs = 11— x(v).

Autrement dit, si v est un poids dominant d’une composante isotypique du groupe
de cohomologie H?4(G,.(V;4s), (detQ)!), HP9(Gs(V,15), (detQ)') admet donc une com-
posante isotypique de poids supérieur /1 — x(v) de méme multiplicité.

On peut également procéder directement en remarquant que Gs(V;y5) ~ G(V,% 5),
le fibré quotient sur Gs(V,15) correspondant sous cet isomorphisme au dual du fibré
tautologique sur G..(V,% s)- &

3.2 Accroissement des dimensions

Dans le cas des puissances positives du déterminant du fibré quotient universel, il est clair
qu'un 0-diagramme [-admissible, avec [ > 0, auquel on ajoute une quantité quelconque
de lignes dans sa partie inférieure, et de colonnes a sa droite, reste [-admissible en méme
bidegré, puisque les entiers figurant sur les cases ajoutées sont nécessairement strictement
négatifs ([Sn2]). On donnera de cette observation, pour la cohomologie des fibrés de poids
positif associés au fibré quotient universel, les deux généralisations suivantes.

Proposition 3.2.1 Soient a« € IN", | > 0, et soit b € Z¢ un poids supérieur d’une
composante isotypique de HP1(G,.(Vy),I1Q @ (detQ)!). Alors HP4 (G, (Vass),[Q ®
(detQ)') admet, pour tout entier naturel §, une composante isotypique de poids supérieur
b, considéré comme élément de Zd+5, de multiplicité au moins égale.

De plus, sip < d—r, ces multiplicités sont égales, et toutes les composantes du groupe
HPY(G,(Vays), T2Q @ (detQ)!) s’obtiennent de cette maniére.

Preuve: Soit D = (u,c) un a-diagramme [-admissible, de dimensions r x (d — ), et
auquel le théoreme de Bott associe le poids b. Alors pour tout entier naturel §, le couple
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(u, ) définit aussi un a-diagramme [-admissible de dimensions r x (d—r+4). Le conjugué
de u associé, disons uj, se déduit de u* en lui adjoignant 6 composantes nulles, et comme
ces composantes ne peuvent participer & aucune inversion dans le calcul du poids b°
associé, celui-ci se déduit également de b en lui adjoignant § composantes nulles: ce qui
démontre la premiere partie de la proposition.

De plus, lorsque p < d—r, tout couple (u, ¢) définissant un a-diagramme l-admissible,
et de dimensions r X (d —r + 0), est tel que uf = 0si i > d —r. En conséquence, (u,c)
définit aussi un a-diagramme [-admissible, de dimensions r X d — r, et pour les mémes
valeurs des entiers p et ¢ associés. La seconde partie de la proposition s’ensuit. &

> 1, et soit b € Z% un poids supérieur d’une
composante isotypique de HP(G,.(Vy), S*Q @ (detQ)'). Alors pour tout entier naturel
5, le groupe de cohomologie HP1(G\i5(Vais), S*Q @ (detQ)') admet une composante
isotypique de poids b? de multiplicité au moins égale, ot

Proposition 3.2.2 Soient k > 0, [ >

V=154 T5()]Z € 2,

et ou l'on a noté Ty l'opérateur de translation de & unités a droite.
De plus, si p < r, les multiplicités de poids associés sont égales, et toutes les com-
posantes de HP4(G,y5(Vass), SFQ ® (detQ)') s’obtiennent de cette maniére.

Preuve: Soit D = (u,c) un k1;-diagramme l-admissible. Notons u’ le poids u considéré
comme élément de IV H"s, et définissons un poids ¢® € IN "3 de la fagon suivante:

C? = ¢ st 0 < ) < T,

e = min(e,, uy),

e =0 st r<i<r+4yd,
) _ )

Coys = Cr—Cp.

Alors D° = (u®, ¢%) est encore un k1;-diagramme [-admissible: en effet, il est tout d’abord
immédiat que pour tout entier i, ¢! < uf — uf, |, donc ¢’ est compatible avec la formule
(S) du produit tensoriel par une puissance symétrique. De plus, les § lignes adjointes
au diagramme considéré ne font apparaitre que des longueurs d’équerres négatives, alors
que les r — 1 premieres sont restées inchangées. La ligne restante faisait apparaitre sur
ses u, premieres colonnes une succession d’entiers consécutifs compris entre 1 — ¢, qui
est plus petit que 1, et u, — ¢,: la [-admissibilité de D implique donc que u, — ¢, <, et
comme uf — cf = max(u, — ¢, 0), entier [ ne peut pas figurer non plus dans la r-ieme
ligne du diagramme transformé: D? est donc l-admissible.

Reste & relier les poids associés b et b%. Comme les §+1 dernicres lignes du diagramme
transformé D? ne participent, d’apres ce qui précede, & aucune inversion dans le calcul
de b%, et comme ses 7 — 1 premieres lignes sont les mémes que celles du diagramme de
départ D, les § + 1 premicres composantes de b° sont celles de 11 — X(u5 — 05), alors
que ses r — 1 dernieres composantes sont celles de b. Mais comme la derniere ligne du
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diagramme de départ ne peut participer a aucune inversion, la premiere composante de
b doit étre | — u, + ¢,.. Si ¢ < u,, on a donc

W=(,....L,l —up+ ¢, b, ..., b),
N——
§
alors que si ¢, > u,,
b= —u.+cml,... . 1Lba, ... b),
N——
5

de sorte que dans tous les cas, b° = [I11 5 + T5(b)]=.
Enfin, lorsque p < r, la seconde partie de la proposition peut étre démontrée comme
pour la proposition précédente. &

3.3 Accroissement des écarts entre composantes

Montrons tout d’abord comment peuvent étre liées les composantes des groupes de co-
homologie de puissances symétriques du fibré quotient universel d’exposants différents,
tensorisées par une méme puissance de son déterminant.

Proposition 3.3.1 Soit b un poids supérieur d’une composante isotypique du groupe
de cohomologie HP4(G.(V),S*Q @ (detQ)'), ot 1 > 1. Alors pour tout entier naturel
8, le groupe HP(G,(V),S*0Q @ (detQ)') admet une composante isotypique de poids
supérieur b+ 611 de multiplicité au moins égale.

De plus, si k > d—r, ces multiplicités sont égales, et toutes les composantes du groupe
de cohomologie H?4(G,.(V), S*9Q @ (detQ)') s’obtiennent de cette facon.

Preuve: Soit D = (u,c¢) un klj-diagramme [-admissible. Comme on I’a remarqué
a l'occasion de la proposition précédente, la condition I > 1 implique que toutes les
longueurs d’équerres figurant sur la derniere ligne du diagramme considéré sont stricte-
ment inférieures & 1. Si Pon pose ¢ = ¢+ 61,, ¢® est comme ¢ compatible avec la
formule (S), et le couple (u,c®) définit un diagramme dont les 7 — 1 premieres lignes
sont celles du diagramme défini par (u, ¢), et dont les longueurs d’équerres de la derniére
ligne sont strictement inférieures a [ — §, donc a fortiori & [: ce diagramme est donc un
(k + d)-diagramme [-admissible.

De plus, la ligne du diagramme D qui a été modifiée ne participe a aucune inversion
dans le calcul du poids associé au diagramme D? par le théoreme de Bott: ce poids se
déduit donc du poids associé a D par simple ajout de d11, et la premiere partie de la
proposition s’ensuit.

Réciproquement, considérons un (k + §)-diagramme D = (u,c) l-admissible. Le fait
que ¢ soit compatible avec la formule (S), c’est-a-dire que ¢; < u; — w1 810 < @ <7,
implique que ¢1 + -+ ¢p1 =k+d—c¢, <ug—u, <d—r. Sic® =c—01,, ¢ est donc
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positif des que k > d — r. De plus, la plus grande longueur d’équerre de la derniere ligne
du diagramme DI est h?i =u,—c¢+0 <u —k <0 <, de sorte que ce diagramme
est un k1;-diagramme [-admissible. On conclut comme pour la premieére partie de la
proposition. &

On généralisera le résultat qui précede au cas de la cohomologie des fibrés associés au
fibré quotient universel pour un poids a quelconque, en montrant que cette cohomologie
garde une certaine constance, au sens de la proposition suivante, lorsqu’on ajoute a
a un poids positif décroissant, autrement dit lorsqu’on augmente les écarts entre ses
composantes successives.

Proposition 3.3.2 Soient a € INS, et 1 > 1. Soit 0 < m <, et k € INS un autre
poids décroissant, tel que h(k) < m.

1. Supposons a,, —m > 2(d —r) — 1. Alors si b est un poids supérieur d’une com-
posante isotypique de HP4(G,.(V),T°Q @ (detQ)'), b+ k est poids supérieur d’une
composante isotypique de HP4(G,.(V), T EQ @ (detQ)') de multiplicité au moins
égale.

2. Supposons de plus a; —a;41 > d—r si 1 <i < m: alors les multiplicités de poids
correspondants sont égales, et toutes les composantes isotypiques des groupes de
cohomologie HP4(G,.(V),T9*Q @ (detQ)!) s’obtiennent de cette facon.

3. En particulier, si a vérifie les conditions qui précédent, et si HP1(G,.(V),[Q ®
(det@)!) = 0, alors pour tout poids k positif décroissant tel que h(k) < m,

HP9(G(V), T™Q @ (detQ)") = 0.

Preuve:

1. Soit D = (u,c) € IN" x IN" un a-diagramme [-admissible , auquel le théoréme
de Bott associe le poids b: il s’agit de montrer que le couple (u,c + x(k)) définit
encore un a-diagramme [-admissible D(k), auquel le théoreme de Bott associe le
poids b+ k.

e D(k) est un a-diagramme
Autrement dit, il s’agit de vérifier que I’ TX(+5Q) est un facteur du produit
tensoriel T*T*Q @ ' Q, et de multiplicité au moins égale & celle de T +x(€)Q
dans I°Q @ T'Q, ot v/ = (d — r)1 — x(u) € IN". Considérons donc un
a-tableau numéroté de base v/, et notons «;(¢) le nombre d’apparitions de
Ientier ¢ dans la j-ieme ligne de ce tableau, ou, d’apres la remarque 2.4a,
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1 <i<j <r:on peut alors définir un a + k-tableau numéroté de méme base,
dont le nombre d’apparitions de I'entier ¢ dans la j-iéme ligne est

k(i) = a;(i) +k; si 1<i<m,

ok (i) = a;(i) sinon.

k étant décroissant, le fait que le tableau numéroté de départ obéisse a la regle
de Littlewood-Richardson implique nécessairement que ce nouveau tableau y
obéisse aussi, et le poids qui lui est associé est bien ¢+ x (k).

e D(k) est l-admissible

L’entier [ ne peut apparaitre parmi les longueurs d’équerres des r—m premieres
lignes de D(k), puisque ces lignes sont les mémes que celles de D. 11 suffira
donc, pour conclure, de vérifier que toutes les longueurs d’équerres figurant
sur les m dernieres lignes de D sont strictement inférieures a [, c’est-a-dire que
h?7m+1’1 < I: il en sera a fortiori de méme pour le diagramme D(k). Or cet
entier vérifie

hrD_m+171 < Ur—m+1 +m—-1- Cr—m+1,

avec Cr_mt1 = am(1) + -+ + aum(m). Or la régle de Littlewood-Richardson

implique, d’apres la remarque 2.4c, que o, (m) soit au moins égal a a,, —d+r.

En conséquence de quoi h?ﬁmﬂ’l < I dés que ay, est supérieur a 2(d—r)+m—I.
e calcul du poids associé

Reste a vérifier que le poids associé au diagramme D(k) est bien b + k. Mais

c’est une conséquence immédiate du fait que les m dernieres lignes de ce

diagramme ne peuvent participer a aucune inversion dans le calcul du poids
associé.

2. Réciproquement, on doit montrer que si D = (u,c) est un (a + k)-diagramme [-
admissible, alors D(—k) = (u,c — x(k)) est un a-diagramme l-admissible. D’apres
ce qui précede, il suffit de vérifier que si I'on considere un (a + k)-tableau de base
u’, et de poids total v’ + x(c) = ' + ¢, et dont a;(7) est le nombre d’apparitions
de D’entier 4 sur la j-iéme ligne, alors le tableau de base u’ défini par

af(@) = (i) =k si 1<i<m,
a?(i) = (1) sinon,

et par la condition (A) de la régle de Littlewood-Richardson, est un a-tableau de
poids total v’ + ¢’ — k. Tl suffit pour cela de vérifier qu’il obéit aux trois autres
conditions de cette régle (notons que d’apres la remarque 2.4c, af(i) > a; — u} >
a1 +d—r—u} >0).

(B) Aucune colonne ne doit contenir deux fois le méme entier: c’est par hypothese
le cas pour le tableau associé a D, donc a fortiori pour le tableau qu’on a
associé & D(—k).
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(C) Le tableau associé & D devant vérifier cette condition, il suffit, pour s’assurer
qu’il en est de méme pour le diagramme transformé, de prouver la décroissance
du poids total associé. Autrement dit, il s’agit de vérifier que pour tout entier
1 <4 <m,

uit o(1) + o 4o (i) = ki > wjyy + i (1) + o+ (1) = kiga.
Or d’apres la remarque 2.40,

a; + k; étant le nombre total d’entiers 7 du tableau de départ. D’autre part,
d’apres la remarque 2.4c,

Wiy i1 (1) 4+ (i) <uy <d -,

et comme a;41(7 + 1) < a;41 + ki1, la condition de décroissance est vérifiée
des que a; — a;41 > d—1r pour 1 <i < m.

(D) D’apres la remarque 2.4d, et sachant que le tableau associé & D doit la vérifier,
cette condition est équivalente aux inégalités

a1 —D+-+aia(f—1) ki1 > 50) + -+ ig) — kj,

pour j < idiet j < m+ 1. Orle membre de gauche de cette inégalité est
supérieur & oj_1(j — 1) — kj_1, donc & a;_y —d + r d’aprés la remarque 2.4c,
alors que son membre de droite est clairement inférieur a a;, et ’hypothese
aj_1 —a; > d —r permet encore de conclure.

3. est une conséquence immédiate de 2. &

La proposition 3.3.1 est a rapprocher d’un résultat de Peternell, Le Potier et Schnei-
der ([PLPS1]), selon lequel 'annulation de certains groupes de cohomologie des puis-
sances symétriques d’exposant petit d’un fibré vectoriel globalement engendré implique
I’annulation des mémes groupes de cohomologie pour toutes ses puissances symétriques.
Plus précisément, si E est un fibré vectoriel holomorphe globalement engendré sur une
variété complexe compacte X de dimension n, si le fibré F' est tel que

HY(X,S*E®F)=0 si ¢>n—ky, 0<k< ko,

alors il en est de méme pour ¢ > n — kg et pour tout entier k.

Il est facile de généraliser ce résultat a des fibrés de poids positifs quelconques as-
sociés a un fibré globalement engendré: l’annulation de certains de leurs groupes de
cohomologie pour des poids dont les écarts entre composantes successives sont inférieurs
a des valeurs données, implique ’annulation des mémes groupes pour les poids d’écarts
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entre composantes successives supérieurs. Pour simplifier, on démontrera ce résultat,
qui est a rapprocher de la proposition 3.3.2, seulement pour des poids n’ayant que deux
composantes non nulles. Si a € IN", on notera d;(a) = a; — a;1.

Proposition 3.3.3 Soit ko un entier naturel, et a € INS tel que h(a) =2 et ay > r+ko.
Considérons un fibré vectoriel E de rang r globalement engendré sur une variété complexe
compacte X de dimension n, et F' un fibré tel que

HYX,T’E®QF)=0 si q>n—ko
pour tout poids b € INS distinct de a tel que h(b) <2 et §;(b) < di(a), i = 1,2. Alors
HIX,TEQF)=0 si qg>n—ko.

Preuve: Soit Y = M; 5(E) la variété des drapeaux de E constitués de sous-espaces de
codimension 1 et 2, 7 sa projection naturelle sur X, et N = 2r — 3 sa dimension relative.
Si I’on note respectivement u; et ug les poids positifs décroissants 1, et 14 o, les fibrés en
droites canoniques Q"' et Q"2 sur Y sont globalement engendrés: si p; et ps sont deux
entiers naturels, le fibré Q = p1Q"* & pa@Q"? admet donc une section dont le lieu Z des
zéros, s’il n’est pas vide, est de codimension p; + p2. Considérons le complexe de Koszul
associé A cette section, tensorisé par Q% = Qo1u1+o2uz,
0— Q(51—p1)u1+(52—p2)u2 ey @j1+j2:j C]J)i Cg;Q(él_jl)u1+(52_j2)u2 .
o QT g Q2T 5 Q5 0 ® Q7 — 0.
Pour que le fibré Q(01—71)u1+(%2-32)u2 14t pas de cohomologie relative en degré ¢ > 0, il
suffit d’aprés le théoreme de Bott que soient vérifiées les conditions
—p=2-1, d—jo>-r+2 0 —j1+d—j2>-r+1
En conséquence, des que d; > p1 — 1 et 99 +7r — 2 > ps, on aura
i1 i 81—j1)ur+(62—j2)uz _ -
CJCRRL QUrImt(emi2uz — 5 g > 0.
Dans ces conditions, I'image par 7 de la suite exacte précédente est exacte sur X:

0 — IGi—pu+(@2—p2lua pp _y ... @j =i Cgl Cg2f(51_j1)“1+(52_j2)”2E ...
1 2= 1 2

o3 E - 71.(07 @ Q%) — 0.

Par hypothése, HY(X,TO1—iDw+2=i2)v2 [ @ F) = 0 si ¢ > n — ko et j; 4+ jo > 0, et la
suite exacte précédente, tensorisée par F', implique alors que si ¢ > n — ko,

HYX,T°E® F) = HI(X,7.(07 ® Q") ® F).

Mais le support de m,(Oz ® Q%) est de dimension au plus égale & n + N — p; — po,
qui pour p; = &1 + 1 et po = d + r — 2 est strictement inférieur & n — kg, puisque
01+ 02 = ay > kg +r: donce

HIX,TE®F)=0 si g>n— ko,

ce qui conclut cette démonstration. &

61



4 Majoration du bidegré

On s’intéresse, dans ce paragraphe, a différentes estimations du degré p + ¢ des groupes
de cohomologie H?4(G.(V),I"*Q ® (detQ)') non nuls, lorsque ! est strictement posi-
tif. Le fibré en droites detQ étant ample, ’archétype en sera bien entendu le théoréme
d’annulation de Kodaira-Nakano appliqué & ce fibré, & savoir

HP9(G,(V),(detQ)") =0 si p+g>n.

On commencera par retrouver ce résultat par le seul moyen des méthodes diagramma-
tiques précédemment développées. Puis on utilisera ce résultat pour obtenir, par des
méthodes de transformations de diagrammes, des majorations analogues pour la coho-
mologie des puissances symétriques de Q.

La seconde partie de cette thése montrera comment ces résultats relatifs & la cohomo-
logie des puissances symétriques peuvent étre établis en toute généralité, pour un fibré
vectoriel ample par exemple: on peut donc ne voir dans ce qui suit qu’un simple exercice
d’application de la méthode des diagrammes ou, au mieux, la preuve que les méthodes
analytiques sur lesquelles repose la démonstration du théoréme de Kodaira-Nakano ne
sont, en 'occurence, pas indispensables. Cependant, on pourra déterminer précisément,
sur la grassmannienne, les groupes de cohomologie non nuls qui établissent loptimalité
d’un certain nombre de théorémes d’annulation (dont celui de Kodaira-Nakano), et I’on
rencontrera a cette occasion des diagrammes qui joueront, dans la seconde partie, un role
essentiel.

4.1 Une preuve diagrammatique du théoréme de Kodaira

Considérons un 0-diagramme l-admissible u de dimensions r x (d —r), lentier 1 étant
strictement positif. Pour chaque entier i compris entre 1 et r, il existe par hypothése un
entier j compris entre 0 et d — r, tel que

h:",i >1> h:i+1’

(avec les conventions kY, = 400 et h{4—ys1 = —00). En particulier, hij—hijp1—1=
uj—uj,; >0, et ceci implique .qu"il existe un entier, qu’on notera ¢(i), tel que j = Ug(s).-
A chaque diagramme l-admissible est donc associée une fonction ¢ de {1,...,r} dans

{1,...,r + 1} (avec la convention u,4; = 0), telle que pour tout i compris entre 1 et 2,
hi,u‘(‘) > I > hi’u‘('-)+1o (L)

La monotonie des longueurs d’équerres de u sur chacune des lignes et colonnes du dia-
gramme de Young associé, implique que la fonction ¢ est croissante. De plus, si ! est po-
sitif (respectivement strictement positif), alors ¢ > id (respectivement ¢ > id), puisque
les longueurs d’équerres des coins intérieurs du diagramme de Young associé & u sont
égales & 1, et puisque ces entiers forment des suites consécutives sur chacun des segments
horizontaux du bord de ce diagramme.

62



Remarquons également que si u; = u;_;, alors hi; = hi_,; — 1, ce qui implique
que h; et A, j sont soit tous deux strictement supérieurs, soit tout deux strictement
inférieurs a ! (ils sont par hypothése distincts de l). Par conséquent, Ug(i) = Ug(i-1)-

Notons enfin que cette égalité n’implique a priori pas que ¢(i) = ¢(: — 1), et plus
généralement, que les inégalités (L), si u n’est pas strictement décroissant, ne définissent
pas nécessairement ¢ de maniére univoque. Pour lever cette ambiguité, on supposera que

¢(¢) prend la plus petite valeur compatible avec ces inégalités.

Il sera également commode d’associer au diagramme u des entiers s, a4, 8;, ou 1 <
1< s,ett,v;,6;,0ul<j<t, delafacon suivante:

UBut e tBigr+l = 0 T UB 4ot B D UP oh fidh] = UG, 4ot f; — @,
u¢(ﬂa+"‘+ﬂ6,~+l) o u¢(ﬂn+"'+ﬁ‘,‘ +1+]) = u¢(ﬂa+"'+ﬂ‘,+l) - a'f)’+l - a7i+1’

oul <i<setl < j <t etavec la convention #(0) = 1. Les entiers o; (respec-
tivement f;) sont simplement les ”sauts” entre composantes successives distinctes de u
(respectivement de u*). De plus, si v est le poids dont le diagramme de Young associé est
formé des cases du diagramme considéré auxquelles sont associés des longueurs d’équerres
strictement supérieures & [, les sauts entre composantes successives distinctes de v (res-
pectivement de v*) sont les entiers Q41+ +ay;,, (respectivement By, 414+ -+ Bs; 1)
Notons que ¢ = 6; = s, et que, le diagramme de Young associé a v étant & l'intérieur du
diagramme de Young associé a u,

7, <6; si1<j<t.

et ——
a,
>1
<l
°‘11+1+"'+°"72
e \—
Bsy+1+ -+ PBs, <1 D
ﬂl az
L —

a)
Représentation d’un 0-diagramme I-admissible
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Lemme 4.1.1 Sont vérifiées les inégalités suivantes, ot 0 < j < t:

Ay 41+ tay < as;+1,
Bs;+1+ -+ B, < B

Preuve: En effet, on a les identités suivantes pour les longueurs d’équerres du diagramme
u (correspondant respectivement aux coins extérieurs et intérieurs du diagramme de
Young associé au poids v):

h§.+---+ﬂa,~+1+1,m+---+a,,._1+1 = Qy 41t tag+
Pyjat1+: -+ B —1, 1<j<t,
h;,+...+p6j +1,01 4 ay; . ’ Qi +1 + -4 a6,'+1+
By + -+ Bs; +1, 1<;<t-1.

De plus, la l-admissibilité du diagramme implique que

u < l
ﬁ.+---+ﬂa,-+1+1r°1+"'+°"i-1+1 ’
u

Bot:+Bs; 41,014 tay; > b

de sorte qu’en comparant la seconde de ces inégalités d’indice j avec la premiére d’indices
J et j + 1, on obtient respectivement, pour 1< j <t—1,

Qo a1t Fay + By 1t +By1 < ag4,
a6,'+2+"'+a6,‘+1 +,36,'+1+"'+ﬂ6,'+1 <

et ces inégalités impliquent les inégalités annoncées.

Pour démontrer le théoréme de Kodaira-Nakano pour les puissances positives de detQ,
I'idée sera de majorer le degré ¢ de chaque diagramme l-admissible, qui, avec les nota-
tions précédentes, est une somme de produits a;43;, au moyen des inégalités du lemme
précédent. Il s’agira donc de regrouper correctement les termes dont g est la somme, d’ap-
pliquer ces majorations, et de montrer qu’en itérant ce procédé, on aboutit nécessairement
a une somme de produits a;b; tels que ¢ > j, somme qui sera donc majorée par n — p.

Cependant, si ’on appliquait & tous les termes de g, et de ses majorants successifs, les
inégalités du lemme 4.1.1, on obtiendrait en fin de compte, en général, certains produits
a;f; avec des multiplicités plus grandes que un, ce que ’on veut éviter. Prenons en effet
I’exemple d’un diagramme admissible du type suivant:
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L l142

A oz

———
ay

En Poccurence, t = 5, s = 7, et v = (1,2,4,6,7), 6§ = (3,4,5,6,7): le lemme 4.1.1
donne donc les inégalités

a; < a4 Bs < B
a; < as Bs < P2
az3t+ay < as Be < P
as+as < ar Br < Pe.

Le degré ¢ de ce diagramme est donné par la somme

¢ =01(Bs + Bs + P + B1) + a2(Bs + Bs + B1) + (a3 + as)(Bs + Br) + (a5 + ag)fr.
Appliquons autant qu'il est possible les inégalités précédentes; il vient successivement

g < o4(B1+ B2+ Bs+ Bs)+ asPs + (as + as)(Bs + Bs) + azfe
< ay(Br+ B2) + asPy + ag(By + Bs) + ar(B1 + Ba + Be)
< (B + B2)+ asPy + asBi + a7(2B1 + Ba + Be).

Le terme en a7 X 23, de cette derniére somme pose probléme. Examinons donc plus en
détail la chaine de majorations qui aboutit & ce terme:

1 2
a;f; ——— ayfse — agfy ""%'"* arf
azfle — asfy
>— a1

a3fle — agPy

Si 'on n’effectue pas la derniére majoration, représentée en pointillés, de agf; par
azf, on majore la somme partielle de ¢ @387 + (a2 + @3)B6 par agfy + a7f;, somme
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qui a la forme désirée, et correspond aux blocs hachurés du schéma précédent, ou les
majorations effectuées ont été représentées par des fleches.

La multiplicité excessive de a7, aprés trois majorations provient de l'existence, au
rang précédent, d’une chaine (agfy, az) dont le dernier terme ne peut étre majoré via
le lemme 4.1.1, mais majore lui-méme le terme précédent.

On est donc amené a définir a chaque étape un ensemble exceptionnel auquel on n’ap-
pliquera pas les inégalités du lemme 4.1.1. C’est ce qui motive les définitions suivantes.

Soit w une partie de I = {0,...,6; — 1} x {1,...,7}: on définit le sous-ensemble
wo de w comme l'ensemble des couples (i, j) pour lesquels il existe une suite de couples
(tmyJm) de w, 0 < m < p, tels que:

® (i0,J0) = (4,);

® Yimt1—-1 Sim < Yimsr €t 6jm+l <Jm < 6jm+l+1;

® i, 27— o0uj,<é.
Le second point implique, d’aprés le lemme 4.1.1, que a; 418, < O p1 185 gy €
le troisieme signifie que tous les couples d’indices des majorants successifs de a;41P;,
jusqu’a ce qu’on ne puisse plus appliquer le lemme 4.1.1, sont dans w. Il est clair que

dans cette situation, on ne saurait, en appliquant ce lemme aux produits @ 4155,
aboutir & des produits ax418; deux a deux distincts.

Soit alors A,, I’ensemble des couples (k,!) € I pour lesquels il existe un couple (i, j ) €
w\wo tel que

Ye-1 S i<y, & <j< b4,
(de sorte que la somme des produits a;4;5; sur 'ensemble de ces couples est majorée

par ag,+108y). On associe & w la partie {(w) de I définie comme I'union (disjointe par
définition de wyp)

f(w) = {(616’71)’ (k, I) € Au} Uwg.
On définira également, pour toute partie w de I, la quantité

gw)= Y ainb;

(i,))Ew
Lemme 4.1.2 Pour toute partie w de I, go {(w) > g(w).

Preuve: Si (k,1) € Ay, soit w1y I'ensemble des couples (i, j) de w\wp tels que yx_; <
t <7 et b <j< b4y alors

Tr S141
Z ai+18; < ( Z a;)( E Bi) < as, 418y,
(3,5) Ewer,ny i=v-1+1 j=6i+1
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cette derniére inégalité étant conséquence du lemme 4.1.1. Si ’on somme ces inégalités,

il vient
dW)S Y antiBat I ainfy=qobw).

(k,hea, (1,7)Ewo

Lemme 4.1.3 La valeur de l'entier ¢ associée au diagramme u est donnée par g = q(Q),
avec

Q= U {7;,...,7.-+1—1}x{5j+1,...,5,-+1}.

0<i<j<t
De plus, n —p > (), o2 Q = {(5,5) € I, i > j}.

Preuve: C’est une conséquence immédiate de la définition des entiers i, B vk, 6.
Notons que I’égalité n — p = ¢(Q) est vérifiée si et seulement si u; = d — r et uy =r.

Reste a vérifier (c’est la partie la plus délicate de cette démonstration), qu’en ap-
pliquant £ un nombre suffisant de fois, on parviendra toujours, comme dans l’exemple
précédent, & "évacuer” les blocs dont les longueurs d’équerres sont plus grandes que ,
du diagramme de Young considéré.

Lemme 4.1.4 Il eziste un entier v > 1 tel que £/(Q) C .

Preuve: {(w) = {(6;,7;),1 <1 < j < s—1}; puis, par applications successives de ¢, on
associe & un couple (k,1) de £#(£2) un couple (6;,7;) tel que k < v; < 6; et I > 6; 2 v;,
si cela est possible: la premiére composante est ainsi augmentée strictement, alors que
la seconde est strictement diminuée. En conséquence, il existe un entier v 2 1 tel que
£Vt1(Q) = €¥(R), et qui soit le plus petit entier vérifiant cette égalité. Notons P+ (res-
pectivement P~ et P?) 'ensemble des couples (6i,7;) de I tels que i > j (respectivement
1 < jeti=j): on voudrait vérifier que £/(Q) NP~ = 0.

Mais il suffit pour cela de montrer que pour toute chaine de couples dont le premier est
dans £(£2), et dont chacun "majore” le précédent selon le procédé qui définit ’application
¢, alors au moins autant de ces couples sont dans P+ U P° que dans P~ U P%: tous les
couples de {(f2) étant dans P~ U P, cela garantira qu’aprés majorations successives,
tous les couples obtenus doivent étre dans P+ U P°, ce dont le lemme sera conséquence.

Considérons donc des couples d’entiers (im,jm), 1 < m < g, tels que

Yim41-1 < 6i,, < Yimt1r  Ojmir < Vim < 6jm+1+1’
avec tm < Jjm 8i 1 <m < p, et im > jm si p < m < p. Supposons par exemple v;, < 6;:

comme 6; < 6;; < 7i,, on doit avoir j, < i;. Distinguons alors deux cas, selon que
Pintersection de la chaine considérée avec P° est vide ou non:

67



® 812,43 > jp41, il s’agit de montrer que p < pu — p; or bi, < &, <7, < &,,141,
donc i, < jp41, €t par récurrence sur 7T, ip41—r < Jo+r, Puisqu’alors, les inégalités
6iper < Vippror < Yierr S 6jppeprtl ifnpliquent que tp—r < j,,+,.,:1. Mais si
p > p — p, on peut appliquer cette inégalité pour obtenir la contradiction

12 Stgpp1-p S Ju<ig !

® siipy) = jp41, il s’agit de vérifier que p < p— p: on montre de méme par récurrence
sur 7 que ipp1-r < Jpt14r, €t 8i p > p—p, cette inégalité donne pour 7 = p—p—1
la contradiction i3 < igp42-, < Ju < 12

Les deux lemmes précédents impliquent le théoréme de Kodaira-Nakano pour les puis-
sances positives du déterminant du fibré quotient, puisqu’avec les notations précédentes,

g=q(2) < qt"(R) <qQ)<n-p.

On peut également déduire de ce qui précede les groupes de cohomologie non nuls
pour p + ¢ = n: si le bidegré du diagramme que ’on vient de considérer vérifie cette
égalité, on doit avoir t = s, 9 = 6§; =i pourtout 1 <i <t,eta; = -.- = a, = a,
Pr=---= P, =p,avecd—r = sa et r = sf3; le diagramme obtenu est alors I-admissible
pour [ = o + f3, et de bidegré donné par

p= 8—(%1)&,3, qg= iizllzaﬂ-

Si I'on note (comme on le fera dans toute la suite) A = I — 1, un tel diagramme a ’allure
suivante:

A B
a 1
A B
a 1
A B
a 1
A B
v—:‘al
gir B
a 1

Un diagramme l-admissible en bidegré p + ¢ = n.

Enfin, on vérifie (par exemple en utilisant la remarque 2.4c) que le poids associé & ce
diagramme par le théoréme de Bott est (detV)?. On a donc démontré le résultat suivant:
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Proposition 4.1.1 Si p+ ¢ > n et I > 1, alors HP(G,(V),(detQ)) = 0.
En bidegré p+ q = n, les seuls groupes de cohomologie non nuls sont les

HE S G(V), (detQ)?) = (detV)5,

ou 8 est un diviseur commun a r et ¢ d.

Remarque 4.1: Notons que si D = (u,c) est un O-diagramme l-admissible, I étant
toujours supposé strictement positif, on peut considérer D comme étant de dimensions
r X u;: le théoréme de Kodaira-Nakano implique donc, pour le bidegré de D, Pinégalité

p+g<ru;.

4.2 Extension aux puissances symétriques

La suite de ce chapitre a pour objet de démontrer un théoreme analogue au théoréme
de Kodaira-Nakano, pour les puissances symétriques du fibré quotient. Pour cela, on
montrera qu’il est possible de se ramener au cas de simples puissances de detQ, en ef-
fectuant sur les diagrammes admissibles des transformations qui permettent de diminuer
I'exposant des puissances symétriques considérées.

Etant donné un k1,-diagramme l-admissible D = (u, c), avec | > 0, on voudrait
construire un (k—1)1;-diagramme l-admissible , de facon & pouvoir appliquer le théoréme
de Kodaira-Nakano au 0-diagramme que ’on obtiendra apres avoir répété k fois la méme
opération.

Considérons donc le plus grand indice ip auquel correspond une composante non
nulle de ¢. Si I'on réduit ¢;, d’une unité, ce qui revient & augmenter d’une unité les
nombres de crochet de la ligne correspondante, le diagramme obtenu est certainement
un (k — 1)1,-diagramme, mais n’est pas nécessairement l-admissible.

Supposons qu’il ne le soit pas. Alors le plus grand nombre de crochet de la ligne
d’indice ig du diagramme, qui soit plus petit que I, doit étre égal a | — 1 = ). Notons
¢i, + 1 lindice de la colonne correspondante: les nombres de crochet de D d’indices
(%0, bi,) €t (i0 + 1,8, + 1) ne pouvant étre égal & I, on a

Uiy, > Ujg+1, u;(io) > ”;(io)+1'

On est donc dans la situation suivante:
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¢(%0)

io B I < +1 sur la ligne
<A

Ajoutons alors une case au diagramme D, a l'intersection de sa ligne d’indice ug)t1

et de sa colonne d’indice ¢(ig) + 1, ce qui augmente d’une unité les nombres de crochet
de cette colonne. L’entier ! n’apparait alors plus dans les u;(,-o) premieres lignes du
diagramme obtenu, puisqu’elles sont représentées par le schéma suivant:

é(%0)

i >I|l—1 |
<l
f' <—+1
—“

+1

Mais cette case ajoutée augmente également d’une unité les nombres de crochet de
la ligne correspondante de D: on est donc ramené a la situation précédente, et 1’on peut
réitérer autant que nécessaire le procédé qui vient d’étre décrit.

Cependant, il se peut que cela ne soit pas possible & la derniére étape nécessaire,
c’est a dire si I'on vient d’ajouter une case a une ligne dont le premier entier de crochet
valait A\. Si u] < r, on peut ajouter une case & la premiére colonne du diagramme, et
obtenir ainsi un (k — 1)1;-diagramme /-admissible. Cela n’est pas possible si u} = r: on
décide alors, pour faire disparaitre le nombre de crochet de la premiére colonne qui vaut
maintenant [, de supprimer purement et simplement cette colonne.

Notons que les cases ajoutées au diagramme augmentent a la fois les entiers p et
g associés, sauf éventuellement lorsque l'on supprime sa premiére colonne: une telle

70



suppression fait disparaitre r cases, au plus r — 1 inversions, et diminue u; d’une unité.
En conséquence, si I'on note D' = (u', ¢') le diagramme obtenu, et (p', ¢') son bidegré, on
peut énoncer le résultat suivant:

Proposition 4.2.1 Le diagramme D' est un (k — 1)1, diagramme l-admissible, tel que

P+d 2p+qg—(r—1)=r(u; —u}).

Exemple: Pour r = d—r = 7, k = 3, | = 4, une composante irréductible de
HP9(G,(V),5°Q ® (detQ)*) est donnée en bidegré (p,q) = (22,9) par le diagramme

suivant, auquel on fait subir trois fois la transformation précédente:

513

On obtient successivement des composantes irréductibles des groupes de cohomologie

HP1(G(V), S*Q ® (detQ)*) pour (k,p,q) = (3,22,9),(2,15,5), (1, 16,6), (0, 18, 8).

Cette transformation se traduit relativement simplement dans le langage employé par
Alain Lascoux. Sile diagramme D = (u,c) est l-admissible, la suite obtenue en ajoutant
aux entiers [ de la suite w;(u), de la droite vers la gauche, les composantes de ¢, n’a pas
de facteur de la forme i, *,...,*,j. D’apres la regle de Littlewood-Richardson, le nombre
d’unités ajoutées & un entier / de la suite w;(u) est au plus égal au nombre de zéros qui
le séparent de I’entier ! précédent: il suffit donc a priori d’exclure les facteurs de la forme
précédente pour lesquels i = 0.

Considérons donc le premier entier [ de la suite w;(u) auquel on a ajouté au moins
une unité, disons a + 1 unités. Si la suite obtenue en enlevant une de ces unités fait
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apparaitre un facteur 0,*,...,%,7, c’est nécessairement le facteur 0, *,...,%,[ + a; de
e —r S
J-1 +a-1
’ . ~ ’ ’ ’ ’ \ . ’!
plus, le zéro par lequel commence ce facteur doit étre précédé d’un I, & moins qu’il ne
soit la premiére composante de w;(u). Dans le deuxiéme cas, on supprimera ce zéro de la
suite. Dans le premier cas, on ’échangera avec I’entier ! qui le précede, et ’on procédera
de méme pour les facteurs 0, *,..., *, 1 éventuellement créés par cet échange.
N —

-1
Exemple: La succession précédente de diagrammes 4-admissibles se traduit par la suc-
cession suivante de suites, on I’on passe d’une suite & la suivante par diminution progres-
sive des entiers strictement supérieurs & 4, transpositions (4,0) — (0, 4) (correspondant

a 'apparition de cases supplémentaires) et suppression éventuelle de la premiére compo-
sante (correspondant & la disparition de la premiére colonne du diagramme associé):

0440540040064
440440040064
440404040054
404400440044

Il serait intéressant de savoir si ces transformations de diagrammes (ou de suites)
peuvent avoir une quelconque interprétation combinatoire...

Revenons au k-diagramme D. Si on lui applique k fois 1’opération précédente, on
obtient un 0-diagramme l-admissible D° = (u%,c® = 0) de bidegré (p°,¢°), avec d’apres
la proposition précédente

P°+¢" 2 p+g—k(r—1)—r(u —ud).

Or le théoréme de Kodaira-Nakano, et la remarque 4.1, impliquent que p° 4+ ¢° < ruf et,
comme ru; < r(d —r) = n, on a finalement démontré le résultat suivant:

Proposition 4.2.2 Soit k un entier naturel, et I > 1: alors

HPY(G(V),S*Q ® (detQ)') =0 si p+g>n+k(r—1).

La démonstration qui précéde, associée aux résultats du paragraphe 3.1.1, permet
également de déterminer les groupes de cohomologie non nuls correspondant & la valeur
limite n+ k(r — 1) de p+ ¢:

Proposition 4.2.3 Si k,l € IN*, les seuls groupes de cohomologie de Dolbeault non nuls
H?(G,(V),5*Q ® (detQ)") pour lesquels p+q = n + k(r — 1) s’obtiennent lorsque V
est de dimension d = rl+ k, et sont les groupes

PAFEH SR -1 (G (), 55Q @ (detQ)!) = detV.
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Preuve: Soit D = (u,c) un k1,-diagramme l-admissible de bidegré (p, q), avec p + g =
n+k(r—1). Chacune des opérations qui permettent de transformer D en un 0-diagramme
l-admissible D° doit provoquer une variation de la quantité Pp+q—ru; égale a r — 1.
Ceci implique, d’aprés ce qui précéde, que u} =r, k =r — 1 et ¢ = k1,: D° s’obtient
alors en enlevant & D ses k premiéres colonnes.

De plus, le diagramme D°, défini par un poids u°, doit étre de bidegré (p°, ¢°) tel que
P’ +¢° =ruf, avec ul =d—r — k: et sa premitre colonne doit compter r — 1 longueurs
d’équerres strictement supérieures a I. D’aprés la proposition 4.1.1, u° est donc tel que
uf —ud,, = A, ce qui implique que d = rl + k, et

r(r+1)

r(r—1)
2 '

p°=p—kr=/\ 2

P =qg—k(r—-1)=2

Remarque 4.2: Lorsque d > rl+k, on peut démontrer le théoréme qui précéde beaucoup
plus simplement: il suffit en effet de remarquer que si D = (u,c) est un k-diagramme
l-admissible, on doit avoir u; — uj4; < A + ¢;.

En effet, si I’'on suppose §; = u; — u;4; strictement positif, les longueurs d’équerres de
la i-éme ligne de D, dont les indices de colonne sont compris entre U431 +1 et u;, forment
une suite consécutive d’entiers allant de hfu‘ =1-c¢ a hf,., 4141 = 6i —c; . Comme
Il 212> 1-c; et comme D est supposé l-admissible, hfm +1+1 doit étre strictement
inférieur & I, ce qui équivaut bien & u; — ui+1 £ A+ ¢;. Il existe donc un unique k1,-
diagramme de bidegré maximal, pour lequel ¢ = k1,, dont le bidegré est précisément
celui du groupe qui apparait a la proposition ci-dessus, et dont la contribution, comme
'implique la remarque 2.4c, est une puissance extérieure de V d’exposant rl + k.

Remarque 4.3: On utilisera & plusieurs reprises les inégalités u; — Uit1 < A +g¢
pour majorer le bidegré des diagrammes l-admissibles. Rappelons que les égalités u; —
ui+1 = A + ¢; définissent les diagrammes que nous avons appelés eztrémauz, rencontrés
au paragraphe 2.3.3: de tels diagrammes existent si et seulement si d > rl + k.

Notons que pour que le diagramme D = (u,c) soit extrémal, il suffit que u, =
A +c,. Sic’est le cas, en effet, les longueurs d’équerres de 1’avant-derniére ligne de D
intérieurs au diagramme de Young associé & u forment deux suites consécutives d’entiers
(la premiére pouvant étre vide, si u,—; = u,), allant respectivement de hP =

r—1,u,_1
Y D s \
l—c¢—; & hrD-l,u,+] = Upo] —Ur —Cry, et de B, = Uy —u, +2—-¢_; &
. D D 2 D
h? 11 =tur1 —cr—1. Comme he—11 > hyy = A, l est compris entre heZi,_, €t h?_l'l,

mais par hypothese est distinct de toutes les longueurs d’équerres de D: il doit donc étre
compris entre R?_; , . et h?—x,u,v ce qui équivaut & 4,3 —u, = A+cy—3. On en déduit
bien, par récurrence, que D est extrémal.

De plus, si 'on munit IN" de la relation d’ordre selon laquelle ¢ > ¢' équivaut &
c| = |c'| et aux inégalités, pour tout entier ¢ compris entre 1 et r,

c1+...+c‘-2c'1+...+c2,
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alors le degré p du diagramme extrémal associé au poids ¢ est une fonction strictement
décroissante de ce poids, puisque

p=Ei(/\+c,-)=/\£(r;—1)+(r+1)|c|—2(c1 + -+ c).

i=1 =1

En particulier, si ¢ définit un a-diagramme extrémal, alors |c| = |a| est fixé, et la remarque
2.4a implique que x(c) < a. Le poids x(a) définit donc un a-diagramme extrémal dont
le degré p (de méme que g et p + ¢) est maximal parmi les degrés des a-diagrammes
l-admissibles: ce degré est donné par

p:A@ﬁ-z(r-{-l—i)ai.

i=1

On pourrait, en adaptant les méthodes précédentes aux a-diagrammes, a étant un
poids positif quelconque, démontrer un résultat du méme genre pour les fibrés I'“Q que
pour les puissances symétriques de Q. On verra cependant que la proposition précédente
peut étre établie trés généralement, par exemple pour un fibré globalement engendré
E de rang r, et un fibré en droites ample L sur une variété complexe compacte X de
dimension n, sous la forme

HPI(X,T°E®L)=0 si p+g>n+) (r+1-2i)a.

=1

Notons dés & présent que, comme pour les puissances symétriques, ce résultat est optimal:
en effet, si d = rl + |a|, I'existence d’un diagramme extrémal D = (u, c), défini comme &
la remarque précédente par u; —ujy; = A+c; et ¢ = x(a), implique que

HNFHm AT el (G (V),14Q @ (detQ)') = ATHlely,

ol m =3 0 (r+1—2i)a;: si I'on note (p*,g*) le bidegré de ce groupe de cohomologie,
il vient précisément

p++q+=n+z(r+1—2i)a.-,

=1

avec en l'occurence n = r(Ar + |a|).
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5 Majoration de I’exposant

Les propriétés des groupes H?4(G,(V),I*Q ® (detQ)') mises en évidence aux para-
graphes précédents sont indépendantes de l’entier strictement positif 1. Cependant, le
fibré en droites detQ étant ample, ces groupes sont nuls en degré ¢ > 0, dés que [ est
suffisamment grand. L’objet de ce paragraphe est de donner quelques estimations du
plus petit entier naturel non nul I”%(a), ol ¢ est strictement positif, tel que

VI > P9(a), HPI(G,(V),I*Q ® (detQ)') = 0.

5.1 Quelques résultats élémentaires

On donnera tout d’abord une majoration uniforme de */9(a) dont on vérifiera le caractére
optimal: '

Proposition 5.1.1 Pour tout poids a € N3, IP(a) < d.

Preuve: Considérons un a-diagramme l-admissible D = (u,c): la plus grande de ses
longueurs d’équerres est

R l=u+ul—c-1<(d-r)+r—1=d-1.

Sil>d -1, toutes les longueurs d’équerres du diagramme sont donc inférieures 4 | , et
D ne peut étre l-admissible qu’en degré q = 0. ES

Supposons r et d — r au moins égaux a 2. Alors:

Proposition 5.1.2 L’égalité IP9(a) = d—1 est vérifice si et seulement sig=1, p < d—1
etn—p2>d-— h(a)-3.

Preuve: Supposons le a-diagramme D = (u,c) l-admissible en bidegré (p, q), avec | =
d—2et ¢ 21 D’aprés la preuve de la proposition précédente, on doit avoir alors
uy =d-—r,u] =r et ¢c; =0, de sorte que hf,l = d — 1. Les longueurs d’équerres étant
strictement décroissantes le long des lignes et des colonnes du diagramme, seule h?’l peut
étre strictement supérieure a [, ce qui implique que ¢ = 1. De plus, p > u; +ui—1=d-1.

Restent les conditions hfz <let h%’,l < 1, qui sont respectivement équivalentes &
u3 <r et uz — ¢z < d —r. Introduisons I'entier naturel o défini par

Uy =" = Ug4 =d—r>ua+2,
et considérons un tableau numéroté u associé au diagramme D. Si o > 1, on doit avoir

1< ec; £:- < co41: les lignes du tableau p correspondant aux lignes de D d’indices
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compris entre 2 et o + 1 contiennent donc ¢ cases numérotées sur une méme colonne;
d’apres la régle de Littlewood-Richardson, ces entiers doivent étre deux & deux distincts,
ce qui implique que h(a) > 0. Enfin, u} =r et u < r impliquent u, = 1, d’ou

n-p=Y (d-r—u)2(r—0-2)+(d—r—1)>d- h(a) - 3.
i=1
Réciproquement, si p > d—1et n— p > d — h(a) — 3, on peut trouver un poids u
tel que p= 371 uj, uy =d—r et u} = r > u, et tel que la valeur associée de o soit
inférieure & h(a). On construit alors un a-tableau numéroté u de base (d —r)1 — x(u) de
la fagon suivante: on place tout d’abord les entiers h(a)+1—-14,1 <1 < o, chacun sur
la premiere colonne et la (r — i)-&me ligne du tableau, puis chacun des entiers j restants
sur sa j-iéme ligne. Le diagramme obtenu est alors un a-diagramme (d — 2)-admissible
en bidegré (p,1). &

Exemple: Pour r = 6, d = 10, n = 24 et a = 21, + 15, il existe des diagrammes
8-admissibles en degré p compris entre 9 et 20. Par exemple, si u = (4,4,4,3,2,1), une
composante du produit tensoriel de I'"X(*)Q par I'*Q correspond au diagramme et au
tableau numéroté ci-dessous:

9753

2 71513111

1 - 6l4]2]0]1
 I5[3]1
31

1 0 1

Ce diagramme est bien 8-admissible, donc H81(Gg(C°), I‘211+1’Q®(detQ)8) n’est
pas nul, et posséde plus précisément une composante de la forme IV ® (detV)? avec
b=51,+31, + 213,5 + 1.

5.2 Une estimation de 7%(a)
Proposition 5.2.1 On a l’estimation suivante:

IP9(a) < min(d,p+ 1) + E(-2¢%) + 1.

Preuve: Considérons le probléme suivant: on suppose donné un tableau oo X oo dont
lignes et colonnes sont indexées par IN* & partir de son coin supérieur gauche. Pour
1,J 2 2, la i-eme ligne et la j-éme colonne de ce tableau sont affectés d’entiers o; et T
strictement positifs, et I’'on pose

6,‘,,‘= Z':Um+ZJ:Tn+1.

m=2 n=2
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On définit alors des entiers strictement positifs a;, ..., a; et P1,. .., B¢ tels que ’ensemble
des cases du tableau pour lesquelles §; ; < § ait la forme du diagramme suivant:

ay ag

o5

B

Il s’agit de déterminer la valeur maximale de l’aire de ce diagramme,
S(e,B)= > aif;,
i+j<t+1

lorsque le tableau considéré est supposé tel que les entiers 6; ; soient distincts de 6.
Sous cette hypothése, on a par exemple

bartotanfy < 6 < baytotary 41,841 3
t
< 50’1+"'+0g,ﬁ1 =+ OB,41 — Ei:z Tay+-tap-1+i
< 601+"’+°: Bt og 41 —ar+ 1.

Par conséquent 0,41 > ay, et I'on obtient de méme pour tout entier i compris entre 1
et t — 1 l'inégalité
OBy +4-+B8i+1 > Q1.

Or ceci implique que

bor 448 2 01t+ Bit--+Bi+(op+1—1)+ -+ (04 tp+1—1)—1
2 E,‘:l(ai + ﬂl) ~1,

Comme par hypotheése 6q,,4,+.-+5 < 6, il vient E:=1(a.- + Bi) < 6, donc

S(a, B) = Ei+j51+l aif; < Z:=1 Xy E;=1 Bj \
< E::l 05(5 - E;’:l aj) < GTa

cette valeur ne pouvant étre atteinte que pourt =1, et a; = 8 = %.
Si D = (u,c) est & présent un diagramme l-admissible de bidegré (p,q), on peut

le considérer, puisque ses longueurs d’équerres sont strictement monotones le long de
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chacune de ses lignes et colonnes, comme une partie d’un tableau infini du type précédent,
avec h;{’j = hfl —-6;j+1,6= h‘l"’,1 —1+1, et dont I’aire est alors égale & ¢. Il vient

RP) — 1412 2¢3;
mais AP} = u; + u} —¢; — 1 < min(p,d — 1), d’our I'inégalité

I <min(d,p+1) + E(-2¢%).&

Montrons que cette majoration de IP:9(a) est susceptible de correspondre & sa valeur
précise.

Proposition 5.2.2 Soit p un entier tel que 1 < p < d—r et 2p < r, soit p un entier

compris entre p(d—p) et n—p(d—r—p), et soit ¢ = p?. Alors il eziste un poidsa € INS
tel que -

HPI(G,(V),T*Q ® (detQ)?~2°) #£ 0,
et donc tel que IP9(a) =d — 2¢% + 1.

Preuve: Si p est compris entre p(d — p) et n — p(d — r — p), il existe un poids u € INJ
tel que |u| = p, et -

up=-=u,=d—r, U,y =-=u, =p,
ce qui implique que les longueurs d’équerres associées vérifient

Le diagramme D = (u,c) sera donc (d — 2p)-admissible en bidegré (p, q), dés que ¢; =
c=c, =0, et

h:?+1,1 =Upp1+r—p—1—cp1 <d-2p-1,
c’est-a-dire cp41 > up41 + p— d+r. Enfin, si le poids ¢ vérifie ces différentes conditions,

et si u — ¢ est décroissant, il existe nécessairement un poids @ € IV 3 tel que D soit un
a-diagramme. &

Co+1
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Exemple: Sir=6,d=10,n =24,si p =2, d —2p = 6, on peut considérer le poids
u=(4,4,3,3,2,2) en degré p = 18. Le tableau numéroté associé est de la forme

5

Il suffit de diminuer h3, = 6 d’'une unité pour obtenir un tableau 6-admissible, ce
que I'on pourra faire en tensorisant I'"X(*)Q par I'*Q pour n’importe quel poids a € INS,
tel que h(a) soit compris entre 2 et 4. Par exemple, si a = 21; + 1, une composante de
ce produit tensoriel correspond au diagramme de gauche, donc au tableau numéroté de
droite ci-dessous:

9181512
81714 (1
2 51411 1
1 4130 1
32
1 110 1

Le groupe H184(Ge(C°), 2li+l:g g (detQ)®) n’est donc pas nul, et possede une
composante de la forme IV ® (detV)?, avec b = 31; + 21, 7.

5.3 Cas d’un bidegré p+q>n

 Les résultats suivants sont & rapprocher des théorémes généraux que 1’on obtiendra dans
la seconde partie de cette thése pour les fibrés amples et semi-amples:

Théoréme 5.3.1 Soita € INS tel que h(a) < r. Alors HP(G,(V),T*Q®(detQ)") =0
st p+q>n et sil’on est dans une des situations suivantes:

1. h(a)=r—1etl>h(a)+n—p;
2. h(a)=r—2etl> h(a)+ 232;

3. h(a) <r—3 etl> h(a) + 2=pt2,
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Preuve: Soit D un a-diagramme I-admissible de bidegré (p,q), avec I > 1 et p + q>n,
et introduisons des entiers a,7, 6, €1,..., €, €),..., €x+1 € 71,...,7k tels que D ait la
forme suivante:

- a - P S
€,k+l'
€k
h? > 1
€k
i 7
—
h? <1 $
€

L’entier v est par définition égal & r — 6§ — EL] (ei + €}), et n’est pas nécessairement
positif (il est par exemple négatif pour le schéma précédent). Par contre, les ¢€; et «;
sont supposés strictement positifs, ainsi que a, alors que les €; peuvent éventuellement
s’annuler. On posera de plus ; = €/ + -+ €4, ;, et v=(d—r)l —u € IN".

Lemme 5.3.1 §i1<i<k, alorse, <€ et (v+¢c)o; 2 7i+--- + Yk-1.

Preuve: Par définition, pour tout entier i compris entre 1 et k,

D D
h0i+1+1,0+‘71+-'-+‘7e-1+1 <l< ha.-,a+'n+--~+-7.--a'

Or ces entiers de crochet sont donnés par les formules suivantes:

h:-"Di+1+l,a+‘71+~-~+‘1.'-1+1 = (n+==FH— Voipr+1)+
Hea+-teg—a——e+B+7)—1-coy 41,
hz,a+7l+---+7i-1 = m+-+m- v"")+
Hea+ -t —a——e1+B+7)+1-c,,.

WY D ; :
Linégalité hZ ., 41,0+m+-tvi-141 T 1 S A2 0ty 4.py;_, — 1 implique donc que

& — €2 (V+6)g; — (V4 C)oiy41 20
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si 0y > 041, C’est-a-dire €; > 0, puisque v + ¢ est nécessairement croissant (si €, = 0, il
n’y a rien a démontrer).

Soit de plus j le plus grand entier strictement inférieur a i tel que €; > 0. L'inégalité

D D
hoa,a+7x+---+7.~-x -12 hﬂ';’+1+1.0+'h+'"+‘7j-1+1 +1
implique alors, d’aprés ce qui précede,
i-1
(v+ojp+1—(V+ 6o 27+ +7ic1 + Z (ex — €) 27+ +7i-1.
k=j+1

Comme €;; est supposé non nul, o; est strictement supérieur & Oj+1, et comme v + ¢ est
croissant, 'inégalité (v + ¢)o; > 7i + - -+ + k-1 implique donc

(v+ c),,. > (v+ C)aj+1+1 29+ + Ye-1,

et I'on conclut par récurrence. e

Lemme 5.3.2 Si€;,, >0, alors | < h(a).

Preuve: En effet, | < h£n+1,a+7x+"'+7k 71 S v+€+: - €, et sous ’hypothése €}, > 0,
on peut démontrer comme au lemme précédent, que

(v + c)0h+1+1 2 Yk-

Mais comme [ est supposé strictement positif, v,, n+1estnul,doticy, 41 29> 0: la
regle de Littlewood-Richardson implique alors que

h(a)>2v+e€ +---+€ 21,

puisque chaque tableau numéroté associé & D admet au moins v + €} + -+ + €} cases
numérotées sur sa colonne correspondant & la a +4; + -+ + yx-iéme colonne de D, et
puisqu’elles doivent 1’étre d’entiers distincts. &

On supposera donc, dans ce qui suit, que €, = 0.

Lemme 5.3.3 Ona (v+c)oy41 2 a+71+ - +7k-1 €}, sip+qg>n,
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Preuve: L'inégalité h? A —1> hD 111+ 1 s’%écrit en effet
Nmtctntrtatota—(vie)s, 2atn+ o Autrta+tea—(v+c)o, 41,
d’ol I'on déduit, d’aprés les lemmes précédents,

(v+)n+12a+(v+e)e, 2a+m+- -+ Yi-1.
De plus, I'inégalité p + ¢ > n implique

Yicj&viSn—p<g a(ey +---+ e )+ X5 €7

< ala+--+ea)+ ;6

d’ou la minoration annoncée de a. . -

Introduisons alors ’entier m, compris entre 1 et k, tel que

Gt tem-1—€m—--—€& <0 et e+ -+en —€ny1 —-—ex > 0.
Dans la minoration de a du lemme précédent, le coefficient de v; est égal a 1, ceux
de Ym,...,7k—1 sont positifs, et ceux de 7;,...,Ym-1 sont supérieurs a -1, d’ot a >
M=t = Ym-1+ Yk et

(v+c)01+1 >Ym + -+ Vi,

ce qui implique que h(a) > Y+ €n+--++€x = v+ 8 —¢, ot 'on note € = €1+ +€m_1.
On distinguera finalement deux cas:

e m > 2: alors l'inégalité €,,, + - - + € > € > 0 implique
n—p2>v(2e+1) +e¢,
et par conséquent
1S R ipttn, —1SB+7+ 1
< h(a) + e+ < h(a) + e+ 5B,

Cette derniere quantité étant fonction convexe de €, qui est compris, puisque v; > 1,
entre 1 et "—_SLI, il vient
n—p+2

3 .

o m = 1: alors I'inégalité h(a) 2 v+ €1 + - + e implique r — h(a) < €| +ote <
€ + -+ €, donc n — p > % (r — h(a)); comme ! < h(a) + 7%, il vient

I < h(a)+

15h(a)+r—'1%),

et le théoréme est démontré. &
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Les résultats suivants permettent d’apprécier ’optimalité du théoréme qui vient d’étre
établi.

Proposition 5.3.1 Soita € INS tel que 2h(a) < 2r < 3h(a). Alors

HPI(G(V),I°Q ® (detQ)M++=ito) £ 0
si l'on suppose ¢ multiple de r — h(a), et p— g = h(a)(d —r), cela dés que
n—p p+g—n
Q2h(a)—r — Q2h(a)—r+1 = Py et ap(a) = ;T(a)-

Preuve: Il suffit de considérer le diagramme D = (u, ¢) correspondant au schéma suivant
(en I'occurence, r = 12, h(a) = 9, p = 6, et I’on a fait figurer quelques-uns des entiers du
tableau numéroté qui définit D):

b c

0

r — h(a)
--------- 0
§996 6 Gpa) + P

2h(a) —r — G2h(a)-r+1 1 P
E Q2h(a)-r

Qr—h(a)+1
;---------i 3 ar—h(a) - p

>
[JV -
—
—

r — h(a)

......

i1 1 a —p

Autrement dit, on a posé

u=(d-r)l-placa)t1,r
x(¢) = a = p(11,r—n(a) = 12h(a)=r+1,h(a))-

Alors c est positif dés que Gr_h(a) 2 P, et la décroissance de u — ¢ est équivalente a
I'inégalité

Q2h(a)—r = G2h(a)—r+1 = P
et cette inégalité implique la précédente.

Le poids ¢ correspond alors par exemple au tableau numéroté de base 5 i)
admettant p cases sur sa (r — h(a) +i)-iéme ligne numérotées de I’entier i, pour i compris
entre 1 et 2h(a) —r , et a; — p (respectivement a;) autres cases numérotées de entier
¢ sur sa i-éme ligne (qui correspond, rappelons-le, & la (r + 1 — i)-éme ligne de D) si
1 <1 <r — h(a) (respectivement r — h(a) < i < h(a)).
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Les entiers de crochet de D prennent alors les valeurs suivantes:

h£o+1 = h(a) +p -1,
hr—h(a),a — h(a') + P + 1’
h‘D

r—h(a)+1, = P(a) + 0 —ap@) — 1,
de sorte que D est un a-diagramme l-admissible, pour I = h(a) + p, en bidegré
p=n—p(r—h(a)), g¢=o(r—h(a)),

deés que ap(a) 2 0 —p: la proposition est donc démontrée, si ’on remarque que la relation
p+ 0o =d—r est équivalente & p— ¢ = n — (r — h(a))(d —r) = h(a)(d —r). o
Proposition 5.3.2 Soit a € INJ tel que r — h(a) = 3p+ 1, et Ah(a)-1 2 2. Alors si V
est de dimension d = r + 3, -

Hn—3p-—l,3p+2(Gr(V)’FaQ ® (detQ)h(a)+p+l) # 0.

Preuve: Il suffit de considérer le diagramme D = (u, ¢) correspondant au schéma suivant,
ol v = h(a) — p— 1 (en 'occurence p = 2 et v = 3),

C
0
p+1
o
51
Pl iaf1
6 3|2
¥ 5 212
4 1|2
i3] 1
p+1<14 2 2
31 2
2 1
alF 1

c’est-a-dire donné par

U= 31— 1yizpt2,r — Lytapts,rs
€= 1p12 y42p+1 + 12542 443042 + X(b),

avec b = a — 21; p44 — 1,4+41. Le poids ¢ correspond par exemple au tableau numéroté
comptant une case numérotée de I'entier ¢ sur ses lignes d’indices 2p+i+ 1 pour 1 <i <
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Y+ p, et p+ipour 1 <i< v+ p, et d; cases numérotées de ce méme entier sur sa i-eme
ligne. Les entiers de crochet de D prennent alors les valeurs suivantes:

hls  =71+20+1=h(a)+p,

herzz  =147+2p+1- ¢z = h(a) +p,
h2‘[‘7+2,1 =2+7+2p+1—62p+2 =h(a)+p,
hive =2+7+2p+1=h(a)+p+2

h2p+,1 =3+7+2p+1—czp41 =h(a)+p+2,

de sorte que D est bien un a-diagramme l-admissible, pour I = h(a) +p+1, en bidegré

p=n—-3p—-1, ¢g=3p+2.&

6 Non dégénérescence en E, de la suite spectrale de
Borel-Le Potier

6.1 La suite spectrale de Borel-Le Potier
6.1.1 Définition

Soit 7 : Y — X un morphisme lisse de variétés complexes compactes. Le fibré QF des
p-formes holomorphes sur Y peut étre filtré par les sous-fibrés

F™P =m*QR AQY™.
Les fibrés quotients associés sont les

G™P = F™P[F™+r = n°QT @ QL™

ou 0, /x est le fibré des g-formes relatives aux fibres de la projection 7. De méme, pour
tout faisceau cohérent S, le faisceau 0} ® S peut étre filtré par ses sous-faisceaux

F™P — FmP @ .
A cette filtration est associée ([Go]) une suite spectrale dite suite spectrale de Borel-Le

Potier d’ordre p ([Bor],[LP1]), convergeant vers H9(Y, Qf ® §) = HP4(Y, S), et dont les
termes d’ordre un sont les groupes de cohomologie

PE;,G-‘ = H(Y, gt,p),

ou les faisceaux G"? = G*? ® S sont les quotients de la filtration considérée de o ®S.
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6.1.2 Non dégénérescence en E,;
La suite spectrale de Borel-Le Potier dégénére en E; si les morphismes

?d:.sq_t . PE::G-! pE:+r,q_¢_r+l

sont nuls pour r > 1. Peternell, Le Potier et Schneider ([PLPS2]) ont montré qu’un tel
phénomeéne de dégénérescence en E; ne pouvait avoir lieu que sous des conditions trés
restrictives.

Par exemple, si E est un fibré vectoriel sur X, et si Y = IP(E), on définit la classe

d’Atiyah de E de la fagon suivante: le fibré des jets d’ordre un de E est une extension
de E par Q% Q E:
0—Q%¥®E—J'E— E —0.

On en déduit une suite exacte

0 — Hom(E, Q% ® E) — Hom(E,J'E) — Hom(E, E) — 0,
d’ou un morphisme de connexion

Hom(E,E) — H'(X,Hom(E,Q% ® E)) = H**(X,Hom(E, E)).

La classe d’Atiyah de E est alors définie comme 'image de I'identité par ce morphisme.
La suite spectrale de Borel-Le Potier dégéneére alors en E; pour tout faisceau S deés
que la classe d’Atiyah de E est dans I'image de I’homomorphisme

HY(X) — H“ (X, Hom(E, E))

induit par l'injection Ox < Hom(E, E). De plus, Peternell, Le Potier et Schneider
montrent qu’au moins dans certains cas, cette condition est nécessaire: et lorsqu’elle est
vérifiée, toutes les classes de Chern de E sont par exemple déterminées par la premicre
d’entre elles.

6.1.3 Dégénérescence en E, sur les variétés de drapeaux

Considérons, sur une variété X de dimension n, un fibré vectoriel holomorphe E de rang
d, et notons 7 la projection sur X d’une variété de drapeaux Y = M,(E) associée a
E. Sur M,(E) sont définis les fibrés en droites Q¢, et les suites spectrales de Borel-Le
Potier correspondant & ces fibrés et & la projection 7, qui convergent vers les groupes de
cohomologie HP4(Y, Q$), sont étroitement liées & la cohomologie des fibrés associés & E.
En effet, les termes d’ordre un de ces suites spectrales, les groupes

PEYTT = H(Y,GY @ Q)),

sont eux-mémes l’aboutissement de suites spectrales de Leray dont les termes d’ordre
deux sont les groupes de cohomologie sur X

E}’ = HY(X,H?~%(M,(E),Q%)).
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On a noté ici H?9(M,(E),Q?) les groupes de cohomologie relatifs aux fibres de 7, du
fibré en droites Q3: ce groupe étant un GI(E)-module est somme de fibrés associés au
fibré E, et 'on peut écrire a priori

E;’ = @2~ ()H" (X, T E).
b

Par exemple, si p = n + N, = dimY, le seul quotient G*® non nul est G»"+N: —
7" Kx ® Ky/x, et la suite spectrale de Leray associée a pour termes d’ordre deux les
groupes .

E;’ = H™(X, H'(M,(E),Qs+*(®)),

puisque K, (p) = Q5 () Si q est strictement décroissant relativement & s, le théoréeme
de Bott implique alors que

Ey’ = §;o H™ (X, T+ E),

La suite spectrale de Leray considérée dégénére donc en E,, de méme que la suite spect-
rale de Borel-Le Potier d’ordre n + N, associée & Q2, et I'on obtient ’isomorphisme
([De1], (3.10))

H™NeA(M,(E), QF) ~ H™(X,[*+*(")E),

qui généralise le théoréme d’isomorphisme de Griffiths ([G]) _
H™ 4"V P(E), Opg)(k)) ~ H™I(X, S*9E @ detE).

Jean-Pierre Demailly a posé le probléme d’une éventuelle dégénérescence en E, de la
suite spectrale de Borel-Le Potier associée & un fibré en droites ample sur une variété de
drapeaux d’un fibré vectoriel. Un tel phénoméne aurait eu d’intéressantes conséquences
dont on donnera quelques exemples aux paragraphes suivants, et I’on utilisera les métho-
des développées au chapitre précédent pour montrer que cette dégénérescence en E, n’a
pas nécessairement lieu.

6.2 Un exemple de non dégénérescence

Ce paragraphe explicite un contre-exemple a la dégénérescence en E, de la suite spect-
rale de Borel-Le Potier, par des calculs explicites des poids des groupes de cohomologie
impliqués dans cette suite spectrale (cet exemple a fait ’objet d’une note aux C.R.A.S.
[M1]). On donnera au paragraphe suivant un contre-exemple légérement différent, et
beaucoup plus commode & interpréter en termes de diagrammes.

Lemme 6.2.1 Soit W un espace vectoriel compleze de dimension r > 2, eta€ INJ un
poids tel que pour tout entier i compris entre 1 et r — 1, a; — aiy1 2r—1. Alors

HP(M(W),Q%) = 6,0 @ v(u,p)I*+*W.
uezZv
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Preuve: Le fibré Q?M(W)’ en vertu de la remarque 1.9, est filtré par des sous fibrés dont
les quotients sont des fibrés en droites Q*, ol u décrit I’ensemble des sommes de p poids
1; —-1j, ¢ > j, deux a deux distincts, comptés avec leurs multiplicités. Ceci implique que
pour tout entier ¢+ compris entre 1 et r — 1, u; > ¢t — r et u;4; < ¢, donc

Ui — Uiy 2 —T,

de sorte que sous I’hypotheése faite sur le poids a, a+u—¢(r) est décroissant. Le théoréme
de Bott implique alors que chacun des quotients Q%+* de wa(w) ® Q° correspondants

ne peut avoir de cohomologie qu’en degré zéro: il en est donc de méme de Qil(w) ®Q°,
dont la cohomologie est alors la somme de celles des fibrés Q2+*. [

Soit donc a € N'Z tel que a; —aj41 2r—1si0<i < r, et a, =0, soit ! un entier
naturel non nul, et considérons la suite spectrale de Borel-Le Potier associée au schéma

Qa-Hl Q
! m i
Y=M@Q — X=G.V)

(on prendra garde & ne pas confondre le fibré quotient Q sur la grassmannienne avec les
fibrés en droites Q® définis en I’occurence sur la variété de ses drapeaux complets...). Ses
termes d’ordre un ?E;?~" = H9(Y,G"?) sont I'aboutissement d’une suite spectrale de
Leray dont les termes d’ordre deux sont, en vertu du lemme précédent, les groupes
Ey) = HY(X,HP(M(Q),Q"*1))
= 6,0 Dyezr v(u,p— ) HY(X,Totl+uQ),

Cette suite spectrale de Leray dégénére donc en E,, ce qui implique I'isomorphisme

PEVT = @ v(u,p— )HY(X,T*HQ ® (detQ)').
ue€EZ"

D’ot le résultat suivant:

Proposition 6.2.1 Si la suite spectrale de Borel-Le Potier associée au fibré en droites
Qe+l sur M(Q), et d la projection 7 : M(Q) — G,(V), dégénére en E;, on a pour
p+g>n+ ﬂr—;—ll un morphisme surjectif

@@ HP1171(G(V), T~ 1+1i Q © (detQ)') — HP9(G,(V),T*Q ® (detQ)").
i<y
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Preuve: Le fibré en droites Q°+'1 est ample, et Y est de dimension n+ -'-('2—_11 Sous
I'hypothése de dégénérescence en E, le théoréme de Kodaira-Nakano implique donc que

PEI"P =0 si p+q>dimY.
Autrement dit, sous cette hypothése, la suite
pEf-l,v-p —_— ’E{’”” —_— ’Ef'“""
est exacte. Mais d’aprés ce qui précede, PEPY197P = 0, et le morphisme surjectif
pEf-l.q—p — PEPATP

est le morphisme annoncé. ' &

Pour aboutir & une contradiction, il suffit donc de montrer que les poids des différentes
composantes de H”9(G(V'),[*Q @ (detQ)') ne font pas nécessairement partie des poids
des composantes des groupes Hr=La-Y(G (V),Te-li+lig g (det@)"). Or

Qé,(V) ® PG-H].Q = ®|“|=P I"—X('l)Q ® PaQ ® (dCtQ)' ® Fu.s
= = Ds "m—x(u)(b)rleQ ®TI* S.

Pour un poids u donné de module p, définissons des entiers naturels i;,... ,ir par les
identités
uk=ik+"’+ir, 1SkS",

auquel cas p = 3} _, kix. Si Na,—x(u)(b) n’est pas nul, la remarque 2.4b du chapitre
précédent (ol b correspond & —x(u), et b+ ¢’ & b) implique les inégalités

bJ-Zaj—ul 2a,~—d+r.

Si, de plus, a,—; > d—1-1, 'inégalité uj < r implique donc que by_; +1> r—1 ne peut
donner dans le poids (b + I1,u*) — ¢(d) aucune inversion avec les composantes de u*.

D’autre part, ’entier i; correspond par définition au nombre de composantes de u*
égales a k, ce qui permet d’écrire

u"—c(d—r)=(r-—1,...,r—i,,...,k—(i,.+-°-+ik),k—(ir+---+ik)—2,...).

Le poids (b + I1,u*) contribuera donc au groupe de cohomologie H?9(G,(V),I'*Q ®
(detQ)") si et seulement si il existe un entier s tel que

br+l=s—(ir+---+i,)—1 et g=i,+---+1i,.

Pour ordonner le poids obtenu, on décale alors d’une unité & gauche les ¢, + ... + 4,
premiéres composantes de u*, et la remarque 2.4¢ du chapitre précédent implique que le
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poids associé s’obtient en 6tant une unité a chacune de ces composantes, et en ajoutant
ir+ -+ +1, & la derniére composante de b, qui est translatée d’autant a droite; le poids
obtenu est donc

r—1 r
2= 0L+ ket a (B = Dlogi gtin gy, rbipdondin =1 ,
!
H(8 = Dlrgipdotivgr,rtivttiocy T 2kt Flrdipdotinga 1 rdip bty

De méme, si ’on suppose a,—; > d — I, les poids des composantes des GI(V)-modules
H?P=19-1(G, (V),[*~1i+1i 0 @ (detQ)') seront de la forme

r—1 r
2im1 951+ e (k= 1)1r+j.+---+j:.+1,r+j.+~-+.i..t—12
(= Dlegjottiopnrtiotticos T Lkmt Flrbjototingtletjotodins

avecg—1=j1 4+ - jiet p—1=37_, kjk. Reste & déterminer sous quelles conditions
ces deux types de poids peuvent coincider. Trois cas sont & distinguer:

1. s > t, ce qui impose

k= I si k> s,
ic+ic-—l+1=ju

ik = Jk41 si s—=1>k>t—1,
t4—1 = Ji-1+Jt — 1,

%= 9% si k<t-—1.

Mais ceci impliquerait que

1= Z:=1 k(“t _jk) = 3(_ia—l - 1) + E;;i+1 k(lk - ik—l)

Ft(ie — fg—1 + Je—1 + 1) + (£ — 1) (41 — ji—1)
t—8—t, — =8 — 841 + Ji

B t—s—l—i,_l—”'—ig—jg S—2!

2. s < t: eninversant i et j, s et ¢, p et p— 1, on obtiendrait de méme —1 < —2!

3. s=t:alorsiy =jrsik#s,s—1,et 1,4+ 1,1 =J, + Jo—1, d’01

1= k(ix — jk) = (ia = ja) + (s = 1)(Js = i4) = is = ju.
k=1

Il s’ensuit que si ¢, = 0, le poids considéré de HP9(G,(V),I'*Q ® (detQ)') ne saurait étre
celui d’une composante de PEP~197P,

Conclusion: Si une composante de HP9(G,(V),I*Q ® (detQ)') provient d’un poids u
de la décomposition de Q"c".r (v) qui n’est pas strictement décroissant, le morphisme

pEf—l,q—p —_— pE{,q-p
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n’est pas surjectif.

Reste & montrer qu’une telle composante est susceptible d’exister sous les conditions
données sur p et q.

Le produit tensoriel étant commutatif, le poids b + u;1 provient d’un v-tableau de
base a, ol

v=u1l—x(u) = (814" +ir-1,...,11,0).

Supposons a; — @41 > n — p pour i compris entre 1 et r — 1, et considérons le tableau
de base a dont le nombre d’apparitions de l’entier i sur la J-iéme ligne est donné par

ar—1(t) = n; si 1<,
a,(1) = bijlvi—n;) si j<r

Les conditions (A), (B), et (C) de la régle de Littlewood-Richardson sont alors auto-
matiquement vérifiées. De plus, la condition (D) est équivalentes aux inégalités

ni Svi—viy1, 1<i<r—1.

Il existe donc un v-tableau de base a admissible et de poids total b + u1l, avec b, + 1 =
8—1—i,—---—1i,, dés que 0 < b, + u; < v, c’est-a-dire —u; < b, £ —u,, soit encore

S=ldiy+ediy  2I>8—1—i,— rr—i,_,.

On n’a donc plus qu’a déterminer des conditions, portant sur les entiers p et g, sous
lesquelles il existe des entiers iy,...,1,, avec E;=1 ix <d—reti, =0, tels que

q=ir+"'+iu p=2:=lkik’
s=1l+ut-ti12128-1—4,— oo —i,_;.

Supposons par exemple 1 < s <1< d-—r,et

i,_1=l—8+1,
tr=d—-r—1Il4+s-1,
=0 si k#s—1,r.

L’entier [ obéit alors & I'encadrement précédent, et

g=d-r—-Il+s-1,
p=(s—1)(l—s+1)+r(d—r—l+s-—1)=n—(r—s+1)(l—3+1),

de sorte que
ptg=n+d—-r—(r—s+2)(l-s+1)>n+d-rl

D’ou le résultat suivant :
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Proposition 6.2.2 Sil > 2 etd > rl + _rjrz_-i-ll, si le poids a € INS est tel que les
entiers a; — aj41, 1 <1 < r — 1, soient suffisamment grands, alors la suite specirale de

Borel-Le Potier associée au fibré en droites ample Qo+l sur M(Q), et d la projection
7: M(Q) — G(V), ne dégénére pas en E,.

6.3 Transformation de diagrammes et dégénérescence de la suite
spectrale de Borel-Le Potier

6.3.1 Cas des puissances symétriques et extérieures secondes

On voudrait donner dans ce paragraphe une interprétation diagrammatique, sur la grass-
mannienne, du résultat suivant, di a J.P.Demailly:

Théoréme 6.3.1 ([Del]) Pour tout fibré vectoriel E et tout fibré en droites L sur une
variété compleze compacte X de dimension n, on peut définir un morphisme canonigue

HP9(X,N2E ® L) —» HP*19+1(X S?E @ L).

Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, ce morphisme est un isomorphisme en
degré p+qg2>n+r—1, et surjectif en degré p+q=n+r —2.

On considére ici le cas oli E est le fibré quotient universel Q sur G,(V), et L = (detQ)’,
avec | 2 1. Pour simplifier la discussion qui va suivre, on supposera de plus que d > rl+2,
de sorte que n > At = r(Ar 4+ 2).

Soit alors D un 0-diagramme l-admissible de dimensions (r — ) x (d — r — 7), avec
o 2 2et T 2 0A+2, défini par un poids v tel que v; =d—r—7 et v; —v; < A. A chaque
couple d’entiers ¢, j tels que 1 < ¢ < j < o (respectivement 1 < ¢ < j < 0), on peut alors
associer le 1, >-diagramme (respectivement 21;-diagramme) l-admissible D(i, j) = (u, c),
ou ¢ = 1; + 1;, et ol1 u est défini par le diagramme d’Young suivant:
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\ o N
A+1 ,—MAI ]0 ci=1
N Al1]
AA] ]0 Cj=1
A1
D
La transformation
A[1] D(i’j)—’D(i'*‘l,j)
R Y
Al {0 C£+1=1
X To A d=1
A]l A+1 J
A+1
2k

Explicitement, upm — um41 = A+ cmsil <m So,etup =vm_pesio+1<m<r,

Remarquons que le poids associé & D(4, j) par le théoréme de Bott ne dépend pas des
entiers ¢ et j, mais seulement de D: c’est une conséquence immédiate de la remarque
2.4c. Plus précisément, si b € IN?"7~7 est le poids supérieur de la composante associée
au diagramme D, le poids associé & chacun des diagrammes D(i,j) n’est autre que b +
1d—a—r+l,d+aa\—r+2-

Proposition 6.3.1 La correspondance D(i,5) — D(: + 1,5) induit pour tout I > 1 un
morphisme

bpa : HPI(G,(V),A2Q ® (detQ)) — HP¥19+1(G,(V), §°Q @ (detQ))

Sip+qg2>n—1, ce morphisme est un isomorphisme.

Plus précisément, si p > ,\&‘;ﬂl +r oup+g2>n—2, les seuls groupes de cohomologie
non nuls de A2Q ® (detQ)' sont les groupes

Ao nAT e 6 (V) A2Q @ (detQ)) = p(o) AT,

oir—1<0<2r—2etyu(o)=E(g)-(c—-r)t.
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De méme, si p > )\M +r+1oup+qg2>n, les seuls groupes de cohomologie non
nuls de S?’Q ® (detQ)' aont les groupes

Ao AT -1 (g (V) 520 @ (detQ)!) = v(o) ATH2 Y,

oir <o <2r—1etv(o)=E(Z)~ (0 -r).

Preuve: Si D est un 0-diagramme l-admissible de dimensions (r — ¢) x (d — r — 7),
associé a un poids v tel que v; =d —r — 7, D(i, j) est lorsque ¢ < j un 1; ,-diagramme
l-admissible, tandis que D(i + 1,j) est un 21;-diagramme [l-admissible; de plus, si le
premier est de bidegré (p, ¢), le second est de bidegré (p+1,¢+1). Les poids associés & ces
deux diagrammes étant identiques, on peut définir un morphisme entre les composantes
associées des groupes de cohomologie correspondants, comme n’importe quel multiple
non nul de 'identité. La somme directe de ces morphismes, et de 1’application nulle sur
les composantes du groupe de départ associées & des diagrammes qui ne sont pas de la
forme D(i,j), définit un morphisme

8.0 - HP(Gr(V),A’Q ® (detQ)') —» HP* 14 (G,(V), 5°Q ® (detQ)"),

qui n’est pas canonique, mais seulement défini & un certain nombre de constantes non
nulles pres.

Cependant, c’est un isomorphisme en degré p + ¢ > 2 — 1: en effet, considérons un
0- dmgramme D de dimensions (r — o) x (d—r — 1), tel que le dmgramme D(i,5) = (u,c)
associé, avec i < j, vérifie u, < A+ ¢,. Comme pour tout entier m, upm — Umi1 < A+ cpm
d’apres la remarque 4.3, comme les entiers c,, sont égaux & 1 ou 0, et ne prennent
que deux fois la valeur 1, le bidegré (p,¢) du diagramme (u,c) est inférieur & celui du
diagramme (u',c') défini par uj —uj , =A+6;,—1+6;,, 1<i<r,etc = Yo—g 5+ Par
conséquent,

et p+¢ <n—3. Sip+g>n—2 les 1, ;-diagrammes l-admissibles correspondent donc &
o =r, D =0, puisque d’aprés ce qui précede, et avec les mémes notations, on doit avoir
ur = A+ ¢y, donc Um — Um41 = A + ¢m pour tout entier m d’apres la remarque 4.3. De
méme pour les 21;-diagrammes [-admissibles de bidegré (p, g) avec p > ,\M +r+1
ou p+ ¢ > n. Le morphisme ¢, , sera donc un isomorphisme en degré p + ¢ > > n—25s'l
existe pas de 21,-diagramme l-admissible (u, c) de bidegré (p+1,¢ + 1) tel que ¢ soit de
la forme 1, +1;.

Mais pour un tel diagramme, on aurait, en vertu des remarques qui précédent

1 -1
p+1$/\¥+r+1, q+1_<_)\i2——)+r—1,

et en particulier p+ ¢ <7 — 2: ¢, , est donc un isomorphisme en degré p+ ¢ > 7 — 1.

Plus précisément, pour p > /\M +roup+g 2>1n—1, onavuqueles 1 ,-
diagrammes [-admissibles (u,c) de bxdegre (p,q) vérifiaient Um — Umq1 = A + cp, et
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c=1;+1;, avec : < j, la composante associée & un tel diagramme étant nécessairement,
d’aprés la remarque 2.4c puissance extérieure de V d’exposant rl + 2. De plus, il est
facile de vérifier que

p:,\&il_)

de sorte que les groupes H?9(G.(V),A2Q ® (detQ)") non nuls sont les groupes
H,\'f'+12+a+1) 'S'-12+g-1(Gr(V), AZQ ® (dctQ)l) — p(a) Arl+2 V,

oir—1< o0 < 2r—2 et ol u(o) est le nombre de maniéres d’écrire ¢ + 1 comme
somme de deux entiers 1 < ¢ < j < r, autrement dit le nombre d’entiers i tels que
o-r+1,1<i< $: '

u(o) = B(3) = (e = r)*.

De méme pour 5?Q et p > /\ﬁ%l +r+1oup+g > 1, en remplagant u(c), pour
r <0 < 2r — 1, par le nombre v(0) de maniéres d’écrire o + 1 comme somme de deux
entiers, pas nécessairement distincts, compris entre 1 et r:

Uo) = B(T52) ~ (o 7).

L’existence de l'isomorphisme $p,q POUr p+ g > 7 — 1 correspond bien siir a Pégalité
po)=v(e+1)sio >r. &

6.3.2 Extension aux fibrés Zt*Q

Pour ce qui est des puissances extérieures et symétriques d’exposant k > 3, et plus géné-
ralement des fibrés Z4*Q = I‘("“)11+1’-‘+1Q =TI'*+Q, avec 0 < t < k, l’existence d’un
isomorphisme en degré suffisamment grand, entre groupes de cohomologie des puissances
extérieures et symétriques secondes, se généralise de la facon suivante:

Proposition 6.3.2 ([Del]) Pout tout fibré vectoriel E et tout fibré en droites L sur une
variété compleze compacte X de dimension n, on peut définir un compleze canonique

o= HPY(X,Z"*EQ® L) —» HPYV 4+ (X, 2" EQ L) — ...

Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, et si la suite specirale de Borel-Le Potier
associée au fibré en droites Q11 @ 7*L sur IP(E*) dégénére en Ey, ot m: IP(E*) —» X
est le fibré en espaces projectifs des hyperplans de E, alors ce compleze est ezact en degré
ptgt+t2n+r.
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Sur la grassmannienne, lorsque E est le fibré quotient universel Q et L = (detQ)',
avec | > 1, on peut donner de ce résultat une interprétation diagrammatique analogue a
celle qui a été développée au paragraphe précédent.

Supposons pour simplifier que d > rl + k, de sorte que n > 7 = r(Ar + k) (7 est la
plus petite dimension des grassmanniennes de sous-espaces de codimension r d’espaces
vectoriels complexes de dimension supérieure & rl + k). Si D est un 0-diagramme I-
admissible de dimensions (r — o) X (d—r — 1), avec 0 > k et T > 0\ + k, défini par un
poids v tel que v; = d—r —7 et v; —v; < ), on considérera les diagrammes l-admissibles
D(a) suivants, ol a est un (r — o)-uplet d’entiers naturels tel que |a| = k:

Exemple:

,’L’J A Qg

Un diagramme D(a) pour 0 =5, a = (2,1,2,1,2)

Un premier probléme, trés simple, est de déterminer & quelle condition un diagramme
D(a) est un 2 x-diagramme:

Lemme 6.3.1 Le diagramme D(a) est un z;-diagramme l-admissible si et seulement
8t a posséde au moins t + 1 composantes non nulles.

Preuve: Il suffit de vérifier qu’il est possible de construire un tableau numéroté de base
d,out; =(c+1—i)dA+aj+- -+ as-i, 1 <i< o, associant un facteur F¥+x(ADW ay
produit tensoriel T*W ® Z"¥W, ol W est un espace vectoriel complexe de dimension o
(les composantes de 4 sont en effet, & une constante prés, les o derniétres composantes
de v’ = (d —r)1 — x(u), ot1 le poids u définit le diagramme D(a)). Un tel tableau doit
contenir k —t fois I’entier 1, et une fois chacun des entiers 2,...,t + 1: il obéit & la regle
de Littlewood-Richardson si et seulement si les entiers 2,...,t + 1 figurent sur des lignes
distinctes et en ordre croissant, et si la premiére ligne numérotée ne contient que l’entier
1. En particulier, il admet au moins ¢ + 1 lignes numérotées, qui correspondent & ¢ + 1
composantes non nulles de a.

Réciproquement, la condition donnée est suffisante, puisque chacun des tableaux nu-
mérotés obtenus en placant les entiers 2,...,t+1 en ordre croissant, chacun dans une des
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lignes numérotées du diagramme autre que la premiére, et des 1 partout ailleurs, obéit
manifestement & la régle de Littlewood-Richardson. &

Le diagramme D(a) étant en général de multiplicité plus grande que un, on notera
D(a, p) le couple formé du diagramme D(a) et du tableau numéroté u auquel correspond
ce diagramme,

On consideérera plus particuliérement, pour chaque entier 0 < ¢t < k —1, I’ensemble 7,
des tableaux dont la derniére ligne numérotée comprend exactement une case numérotée,
contenant l'entier ¢t + 1. Si u € T;, on définira le tableau pt de la fagon suivante:

® si i est l'indice de la derniére ligne numérotée de u, la ig-itme ligne de ut ne
contient pas de case numérotée;

¢ la ¢y — 1-iéme ligne de ut s’obtient a partir de celle de u en plagant une case
numérotée de l'entier 1, immédiatement & gauche des éventuelles cases numérotées
de u sur cette ligne;

o les autres lignes de u* sont les mémes que les lignes correspondantes de u.
pt correspond & un poids at = a — li, + 1i,—1. De plus, les poids supérieurs des
composantes associées aux diagrammes D(a) et D(at) sont les mémes, tandis que si le
premier est de bidegré (p, ¢), le second est de bidegré (p+1,g+1).

Exemple:

[Ta
BEIN ey Un 2%%.di
l Izv n -diagramme
HEE A du type D(a, p),
A avec a = (0,1,2,1,2)
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LY
[ 12 | J3[1I1 Son Z?%-diagramme
: image D(at,put),
l ]111 ‘\' avec a+ = (6, 0, 371’2)

Les entiers qui apparaissent ici sont ceux qui numérotent le tableau u, tableau dont
la base s’obtient simplement en renversant le diagramme D(a) (voir la remarque 2.4b).

Proposition 6.3.3 La correspondance D(a,p) — D(at,u?), ot p € T;, induit un
morphisme

pa i HPI(GH(V), 2"Q @ (detQ)') — HPF1H(G(V), 214 Q ® (detQ)'),

P’

et le compleze ainsi défini est ezact en degré p+qg2>n+(k—2)(r—1)—t(t—1)+1.

Preuve: D’apres le lemme précédent, si D(a) est un z; x-diagramme l-admissible, alors
D(at) est un z;_; x-diagramme l-admissible. Plus précisément, il est facile de vérifier
que si le tableau yu € T; obéit a la régle de Littlewood-Richardson, alors il en est de
méme du tableau p*. On définira donc le morphisme ¢5,q comme un multiple non nul de
I'identité entre composantes des groupes de départ et d’arrivée respectivement associées
aux diagrammes D(a, u) et D(at,ut), ot p € T;, et comme 'application nulle sur les
autres composantes de H?9(G,(V), Z"*Q ® (detQ)").

Si D = (u,c) définit un zx-diagramme l-admissible avec u, < A + ¢, les inégalités
Um —Um41 < A+Cm et les contraintes imposées & ¢ par la régle de Littlewood-Richardson
impliquent que le bidegré (p, ¢) de D est inférieur & celui du diagramme D’ = (u’, ¢') défini
par ¢’ = x[(k — t)1; + 13¢41], et

up=A+c, -1, up—up,,=A+c, si m<r,
(voir la remarque 4.3); par conséquent,

p< 1\5('—;'—12+(k—t-—1)r+(r—1)+---+(r—t)
= AZ 4 (f — 1)y — 2D
g< A 4 (k—t—1)(r 1)+ (r—2)+---+(r—t—1)
= AT 4 (k- 1)(r - 1) - X

)

et, en particulier, p+¢ < i+ (k—1)(r—1)—r —t(t+1). Lorsque cette inégalité n’est pas
vérifiée, les seuls z; ;-diagrammes l-admissibles sont donc de la forme @(a) (c’est-a-dire
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définis par un diagramme D = §, lui-méme associé & un poids nul), en bidegré

p= A S, g =20 SN,

=1 =1

De plus, le noyau de ¢;,q est alors la somme des composantes du groupe de cohomologie
HP(G,(V),Z"*Q ® (detQ)") associées & des diagrammes 0(a, ) tels que p ¢ T;. Or,
cette condition équivaut & ce que la derniére ligne numérotée de K, qui d’apres la regle
de Littlewood-Richardson ne peut contenir les entiers 2,...,t, contienne au moins une
fois ’entier 1: ce qui est équivalent au fait que y soit de la forme v*, ot 0(B,v) est un
zt41,k-diagramme l-admissible, sauf si la dernitre ligne numérotée de i est précisément
la derniére ligne de u. Mais dans ce cas, le bidegré (p, g) associé est inférieur & celui du
diagramme (u',c'), ot ul,, —ul, ., = A+cl,, et ' = x[(k—=t)1;+1;+1,], en conséquence
de quoi '
PS A L (k) (r=1) 4 (r—t+1)+1
=/\ﬁ%u+(k—1)r—ﬂt2——ll+l,
¢S AR (k= t)(r =1+ (r=2)+ -+ (r = 1)
=22 4 (k- 1)(r—1) = 22D

2 b )
etp+¢g<n+(k-2)(r—1)—1t(t—1). Le complexe défini par les morphismes p,q €St
donc exact en degré

ptg>na+(k=2)(r—1)—t(t—1).&

Notons, incidemment, que la preuve de la proposition précédente permet d’expliciter
les groupes HP4(G,(V),Z"*Q @ (detQ)') pour p > Ar-(r;—ll + (k= 1)r — -t-gt—;ﬂ,
P+¢2n+k(r—1)—2r —t(t+1). En effet, sous cette hypothése, les seuls diagrammes
a considérer sont les (e, ) pour lesquels, comme on I’a vu

r r
p= /\w+zia;, q=/\r(r2—1)+z:(i—l)a.~=p—/\r—k.
1=1 =1

La remarque 2.4c implique que la composante associée & un tel diagramme est une puis-
sance extérieure de V d’exposant rl + k. Reste & déterminer la multiplicité de cette
puissance extérieure, autrement dit, pour p = z\r—(';—lz +0, le nombre de Z**-diagrammes
0(a, p) tels que 3°7_, ia; = o.

Or la somme };_, ia; n’est autre que la somme des indices des lignes des cases nu-
mérotées du tableau p: notons donc ¢; > --- > i) ces indices, et définissons la partition
7 = (71,...,my) de k par les inégalités

i1r1+---+1r,'+1 = S lmdetmigy > trydeetmjpr+1e

Pour qu’il existe un tableau admissible u correspondant & cette partition =, il suffit
d’apres le lemme précédent que m > t, auquel cas il existe exactement Cf,_, tableaux
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correspondant & 7, & savoir autant que de fagons de placer les entiers 2,...,t+1, en ordre
croissant, chacun & l’extrémité droite de 1'une des (m — 1)-derniéres lignes numérotées
du tableau. On obtient donc le résultat suivant:

Proposition 6.3.4 Sip > z\ﬂ%l+(k—1)r—m, oup+q > i+k(r—1)—2r—t(t+1),
les seuls groupes de cohomologie H?9(G,(V),Z"*Q ® (detQ)') non nuls sont les groupes

HA,(.-;Q_'_,’A'(';. 1_Z+¢—k(Gr(V)’ Zt,kQ ® (detQ)') = Pt,k(a) Arl+k -V’

avec (k—1)r— ﬂ'—;—ll <o < kr- 5(‘;—12 La multiplicité py k(o) est donnée par la somme

k
pp@)= Y Chy Y v,

m=t+1 xE(IN*)™, |x|=k
ou v™(o) est le nombre de partitions (iy,...,1x) de o de la forme

r2t == ir; > i1r1+1 = "'iﬂ’g"-‘l’: S > ir1+---+1r,,._1+1 = 0= 4.

La valeur du degré au-dela de laquelle la proposition 6.3.3 garantit 1’exactitude du
complexe

o= HPY(GH(V), Z44Q ® (detQ)') —» HPH19H (G (V), 215 Q @ (detQ)!) — - --

est pour k > 4, en tout cas lorsque d = rl + k, c’est-a-dire n = #i, supérieure & celle
que donne le résultat de J.P.Demailly, sous I’hypothese de la dégénérescence en E, de la
suite spectrale de Borel-Le Potier. On s’intéressera donc de plus prés & 'exactitude de
ce complexe.

Pour cela, notons tout d’abord qu’en vertu de la remarque 2.4c, les diagrammes qui
contribuent & un groupe H?4(G,(V),Z2*Q ® (detQ)") pour une puissance extérieure
de V sont nécessairement de la forme @(a,p): ce qui implique que la multiplicité de
ATHRY dans H'\'(?l)"""*'('z—l)+""‘(G,(V), ZY*Q ® (detQ)") est pour chaque valeur de
o égale a py k(o) (et que ce sont les seuls groupes de cohomologie de Zt*Q ® (detQ)' a
admettre une telle composante). L’exactitude du complexe qui nous intéresse implique
donc, lorsque o est assez grand, l'identité

k
Z(_I)H-lpk-i,k(o +1)=0.

i=1

Nous allons voir que cette identité n’est pas nécessairement vérifiée.

Lemme 6.3.2 Sim>1eto > (k—1)r — Z:’;}l tmiy1 + 1, alors

y(*l..-..rm,l)(a) = p(m ,---,rm,l)(a +1)4 ,,(rx.---ﬂrm+l)(a +1).
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Preuve: Soit r > 4; = ... = twy D lml = lmgmy > o0 < by boowm = Tkl D ik
une partition de o de "forme” (my,...,7Tm, 1): en changeant i; en i; + 1, on obtient une
partition de o + 1, de forme (my,...,mpm,1) si ix_y —ix > 2, et de forme (T1yeeeyTm+1)
si ix—1 —ix = 1. De plus, toutes les partitions r > J1 2+ 2 jr de 0 + 1 s’obtiennent de
cette fagon, sauf celles pour lesquelles j; = 1. Mais si Jk =1, on doit avoir

k m-1
o= dmSmrAmr—1)+ tTm(r—m+ ) +1=(k=Dr— 3 imgy +1,
m=1 im1
et 'on a exclu cette éventualité. &

Introduisons les quantités

vik(o) = > v™ (o), v (o) = > v (o).
7 € (IN*)™, T € (IN*)™,
7| =k, 7 > 1 7| =k, 7p =1

Puisque E:’;}l IMip1 > Z:’_‘__’;li = ﬂ";—’ll, le lemme précédent implique, lorsque o est
strictement supérieur & (k — 1)r — '—"@ + 1, I'identité
v 0) = v (0 +1) + V(o 4 1).

Supposons donc o > (k — 1)(r — 1): cette inégalité implique que pour tous les entiers i
etmtelsquelSiSk—l,2$m$keti+m>k,a+i>(k—1)r—!'—(—"2‘;ll+1,et
donc que

v (o +14) — v o +i+1) - vi P o +i+1)=0.

Multiplions ces identités par (—1)"*1C5~>?| et sommons-les: il vient successivement
k- : k i k .
0 = Ei=1l(—1)'+1 Em:k—i+1 C::—'z 1[”'—" (0 +1)
— Mo +i+1) =P R (o 404 1))
k- ; k e —i k . —i  mk :
= Ei=11("1)'+1 Zm:k—i-{-l[(crl:l—’Z '+ C::-'z)VT (o +1i)+ C:;—'lV-T (o +1)],

c’est-a-dire, puisque pyx(0) = an=,+l Ct_i[v™* (o) + vk (o),
k .
D (D) pp_ix(o+i) =0.
=1

Cependant, si o = (k — 1)(r — 1), l'inégalité o +i > (k — 1)r — '"(—'g_—ll + 1 est vérifiée
pour tous les entiers i et m tels que 1 < i < k — ,2<m<keti+m>k, excepté
lorsque i = k — 1 et m = 2. Les identités

v (o +i) - v™ro +i+ 1) - V_T_l’k(a +i+1)=0

101



sont donc vérifiées, sauf pour i = k — 1 et m = 2. En effet, si 1’on reprend la preuve du
lemme précédent, o +k = (k—1)r+1 admet une partition de forme (k—1,1) comprenant
Pentier 1, précisément celle dont les k — 1 autres composantes sont égales & r, et ceci
implique que

V250 +k=1) = v2* o+ k) — v ¥ (o + k) = —1.

En sommant ces égalités comme précédemment, on obtient pour o = (k — 1)(r — 1)
I'inégalité

k
D (=D proin(o +i) #0.
=1
Le complexe qui nous intéresse ne peut donc étre exact en degré supérieur & la valeur
correspondant & ¢ = (k — 1)(r — 1), c’est-a-dire en degré p+ ¢ > Ar? +2(c +1) —k =
fi + (k — 2)r — 3k — 4. Cette valeur est supérieure & i + r dés que r > 4 et k > r+: on
a donc démontré le résultat suivant:

Proposition Sir>4 etk > 3% si1> 1 et d=rl+k, la suite spectrale de Borel-Le

r—-3°
Potier associée au fibré en droites Q¥ ® n*(detQ)! sur la variété 7 : P(Q*) — G (V)
des hyperplans du fibré quotient universel Q sur G.(V), ne dégénére pas en E,.
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Deuxieme partie

COHOMOLOGIE DES FIBRES AMPLES






Introduction

Les résultats de la premiére partie de cette thése vont maintenant &tre utilisés pour
obtenir différents théorémes d’annulation pour la cohomologie des fibrés amples.

En premier lieu, nous montrons que certains groupes de cohomologie de Dolbeault des
fibrés associés au fibré quotient sur la grassmannienne d’un espace vectoriel complexe,
peuvent étre identifiés a des puissances extérieures de cet espace. Via la suite spectrale de
Borel-Le Potier, ceci permet de démontrer le théoréme d’annulation pour les puissances
extérieures d’un fibré ample, qui a été énoncé dans notre introduction.

En second lieu, nous généralisons ces méthodes & des variétés de drapeaux autres que
la grassmannienne, pour étendre et préciser divers théorémes d’annulation, en particu-
lier ceux de Jean-Pierre Demailly. Malheureusement, on ne dispose en I’occurrence pas
d’un équivalent de la méthode des diagrammes, mais seulement de filtrations qui n’en
fournissent qu'un palliatif incommode: c’est en particulier pour cette raison que nous
n’obtiendrons 14 que des résultats partiels.
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1 Théorémes d’annulation pour les puissances symé-
triques et extérieures

1.1 Introduction

Nous avons vu au cours de la premiére partie, aprés avoir redémontré, par des méthodes
diagrammatiques, le théoréme de Kodaira-Nakano pour les puissances du déterminant du
fibré quotient @ sur une grassmannienne G,(V), que les groupes HP4(G, (V), (detQ)")
non nuls en degré p + ¢ = n = dimG,(V), correspondaient & des diagrammes d’un type
bien particulier. Plus généralement, nous allons montrer que si la dimension de V est
assez grande, les composantes des groupes de cohomologie H??(G,(V), A’Q ® (detQ)"),
! étant supposé strictement positif, correspondent en degré p suffisamment grand & des
diagrammes simples (qui, d’ailleurs, ont déja fait leur apparition au chapitre précédent),
auxquels le théoréme de Bott associe des puissances extérieures de V.

La suite spectrale de Borel-Le Potier associée & certains fibrés en droites homogeénes
sur des variétés de drapeaux permet alors d’établir le résultat suivant:

Théoréeme 1.1.1 Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d sur une variété com-
pleze compacte X de dimension n, L un fibré en droites sur cette méme variété, et
supposons que E soit ample et L nef, ou E nef et L ample. Alors

HPY(X,NE®QL)=0 si p+g>n+minlk,n—p+1,n—gqg+1)d—k).

Ce théoréme apparait comme intermédiaire entre les deux théorémes de Le Potier que

nous avons déja cités, d’apres lesquels
H™(X,A*E)=0 si ¢>d—k,
et, plus généralement,
HPYX,AN*E)=0 si p+g>n+k(d-k).

On utilisera d’autre part différentes variantes de ces méthodes pour démontrer un

théoréme d’annulation pour les fibrés Z/'*E introduits au chapitre précédent, ou pour

généraliser le théoréme d’annulation de Griffiths pour les fibrés S* E®det E, sous la forme
suivante:

Théoréme 1.1.2 Sous les mémes hypothéses,

HP(X,S*E®detEQL)=0 si ¢> (k+1)(n—p).
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De méme, on précisera le domaine d’annulation de la cohomologie des puissances
extérieures de E tensorisées par une puissance positive de son déterminant:

Théoréme 1.1.3 Sous les mémes hypothéses, soient k, & et | des entiers strictement
positifs, tels que §(1 — 1) < d—k < 6l. Alors

. +qg>n+ ké’
HP(X,AEQ (detE) @ L) =0 si { 21177

Pour démontrer ces différents théorémes, on procédera généralement de la facon sui-
vante:

¢ Dans un premier temps, on montrera que les fibrés associés au fibré E, dont on
cherche & annuler la cohomologie, peuvent étre réalisés comme des images directes
de fibrés en droites amples sur des variétés de drapeaux associées & ce fibré vectoriel.

¢ Dans un second temps, on montrera que les conditions d’annulation que le théoréme
de Kodaira-Nakano impose & ces fibrés en droites amples, ”passent & travers” les
suites spectrales de Borel-Le Potier correspondantes, pour donner les théorémes
annoncés.

Dans toute cette seconde partie, on utilisera donc de maniére essentielle et répétée le
résultat suivant: notons M,(E) la variété de drapeaux définie sur chaque fibre de E
comme au paragraphe 1.2.2 de la premiére partie, et 6 la projection naturelle de M. +(E)
sur X; sur M,(E) sont définis, comme sur une variété de drapeaux d’un espace vectoriel
complexe, les fibrés en droites Q¢, cela pour chaque poids ¢ compatible avec s.

Lemme 1.1.1 Si E est nef et L ample, ou E ample et L nef, et si le poids c € Ng est
strictement décroissant relativement d s, alors le fibré en droites QS ® 6* L est ample sur

M,(E).

Preuve: Si E est ample, le fibré en droites Q¢ est ample d’apres [Del]. Il en est donc
de méme, a fortiori, de son produit tensoriel avec le fibré nef 6*L.

Si E est seulement supposé nef, on peut d’aprés [PLPS1] considérer un morphisme
surjectif fini ¢ : Z — X, tel qu'il existe sur Z une racine |c|-ieme de L, autrement dit
un fibré en droites A tel que

¢*L = Alel.

Le fibré A est ample, de méme que F = ¢*E ® ), et la variété M,(F) s’identifie, en tant
que fibré en variétés de drapeaux au-dessus de Z, a I'image réciproque de M,(E) par ¢.
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De plus, si ’on note Q$(F') le fibré en droites de poids ¢ naturellement défini au-dessus
de M,(F), l'identification précédente induit I'isomorphisme

Q5(F) ~ ¢*(Q5(E) ® 6" L).

Comme le fibré QS(F') est ample d’apres la premiére partie de cette preuve, il en est donc
bien de méme de QS ® 6*L.

1.2 Cohomologie des fibrés A’Q ® (detQ)’

On utilisera dans cette section ’arsenal mis en place au long de la premiére partie de ce
travail, pour déterminer la cohomologie de Dolbeault (ou du moins une partie de cette
cohomologie) des puissances extérieures du fibré quotient Q sur la grassmannienne G,(V)
des sous-espaces de codimension r d’un espace vectoriel V' de dimension d, tensorisées
par une puissance positive du fibré en droites det@Q).

Rappelons que les composantes du GI(V)-module H?4(G,(V),A’Q ® (detQ)') sont
en correspondance avec les 1; ,-diagrammes D = (u, ¢) l-admissibles de bidegré (p, ¢), ot

e u € INT est une partition décroissante de p formée d’entiers naturels au plus égaux
ad—r,

e D est un 1, ,-diagramme si, en vertu de la formule (A) du produit tensoriel par une
puissance extérieure, ¢ € {0,1}" est de module s, et tel que u — ¢ soit décroissant,

e D est l-admissible si les entiers de crochet qui lui sont associés, a savoir les entiers

hPj=hij—ci=ui+uj—i—j+1-c,

oul<i<retl<j<d-r,sont tous distincts de I,
o g est égal au nombre d’entiers de crochet de D supérieurs a l.

Le poids supérieur de la composante du groupe de cohomologie H?4(G,.(V),A’Q ®
(detQ)') associée au diagramme D est alors le poids £(11 — x(u — c),u*), o x est la
permutation de nombre d’inversions maximal et, par définition, £(a) = (a—c(d))Z +¢(d).
En résumé:

La cohomologie de Q’&'(V) ® A*Q ® (detQ)' est non identiguement nulle si et seulement

s1 1l eziste une partition de p, et un élément de {0,1}" de module s, qui définissent un
1, ,-diagramme l-admissible.

Les entiers | et s étant fixés, on verra que la suite spectrale de Borel-Le Potier ameéne

naturellement & s’intéresser a la plus grande valeur de p pour laquelle la cohomologie de
0z v ON'Q® (detQ)' n’est pas nulle. Le résultat suivant sera donc essentiel:

110



Proposition 1.2.1 Supposons qued > k=1Ir+setp= /\-'—(-r—;'—ll + 7, avecl=A+1>0
et 2m,—k+1, oum,,=2(2r—s+1). Alors

l
Hp'q(Gr(V), A.Q & (dctQ)') = @ n,(7r + ra)éq,p—rA—a+aZk-a—1’kV,

a=0

ot n,(7) = card{c € {0,1}", |c| = s, I_, ic; = 7}, et ZP*kV = Tk-Dli+la iy,
Lorsque r =1, ce résultat est vrai sans restriction sur p.

Preuve: On a remarqué dans la premiére partie (remarque 4.3) que si le diagramme
D = (u,c) est l-admissible,
u; —ui+1 < A+,

pour tout entier ¢+ < r. Nous nous intéresserons plus particuliérement aux diagrammes
pour lesquels cette inégalité est une égalité dés i = r — 1:

Lemme 1.2.1 Supposons que ur—3 — u, = X + c,—1, et que le diagramme D soit [-
admissible; alors
Vi<r, uj—ujy;=2A+g;.

Preuve du lemme: On procédera par récurrence sur i: supposons que u;—u;4; = A+c;,
et soit B = u;_; —u,; considérons les entiers de crochet du diagramme D = (u, c) figurant
sur sa :—1-ieme ligne, entre les colonnes d’indices u;4;+1 et u;_;: tous les entiers compris
entre 1 —ci_; et I + 4 ¢; — ¢;—; apparaissent parmi ces nombres, excepté f+ 1 — Ci—1.
Comme I+ 3+ c¢; —c;—1 est au moins égal & [ (puisque si 3 et ¢; sont nuls, ¢;_; l'est aussi),
comme par hypothése ! ne doit pas figurer parmi les entiers considérés, nécessairement
l=pF+1-ci_, cest-a-dire u;—; —u; = A + ¢;_;. &

On dira que le diagramme D = (u, c) est régulier si les hypothéses du lemme précédent
sont vérifiées. Parmi les diagrammes réguliers figurent bien entendu les diagrammes que
nous avons appelés extrémaux dans la premiére partie (remarque 4.3), qui vérifient de
plus ’égalité u, = A + ¢,.

Ao 1—01

Koo L=ih

/\... l_cr_l

Ur—Cp *++ 1 —cy

Un diagramme [l-admissible régulier.

Si D est l-admissible, mais pas régulier, tous les entiers de crochet de son avant-
derniére ligne doivent étre inférieurs & A: en effet, ’ensemble des entiers positifs de cette
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avant-derniere ligne est constitué d’une, ou de deux suites d’entiers consécutifs, entre
lesquelles un seul entier manque; et si cet entier était I, le diagramme serait régulier.

Comme h,_l 1 = Ur—1+1—6y, 0—cr-1, on doit donc avoir u,—y < A—1+4c,_1, puisque
dans le cas ou u, serait nul, Iégalité u,_; = A + ¢,—; équivaudrait a la régularité du
diagramme. Puisque u—c est par hypothése décroissant, ceci implique que u, < A—1+c,,
et, d’aprés le début de cette preuve, que

U S(r—t)d—1l4ca+--4¢
si ¢ < r. Par conséquent,

p=2:=1u,~ /\(—(-r—"ll+1)—r+c,.+z: 11c.

A("Ll+1)+’(2r-s-1)-r
,\'('+1>+7r,,—k+1—1

A IA

car c,.+2:=—11 tc; est maximal pour ¢ = 1,_,,,—1. Sous les hypothéses faites sur p, comme
k—=1+1=(r—1)A+r+s > r, seuls les diagrammes l-admissibles réguliers doivent donc
étre considérés.

Si D = (u,c) est un tel diagramme, on aura

ur =A—a+c, 0<a<)+e,
Ui —Ujy; =A+¢, si 1<r,

soit encore u; = (r+1—i)A—a+37_.c;et

= ,\r(r+1) —-ra+2zc.

i=1

Les entiers de la i-éme hgne compns entre 0 et A étant précisément, pour des raisons
de régularité, les entiers h?, . 4141 h?,., la valeur correspondante de g est donnée par

p—-q=z:(u.-—u.-+1)=u1=r/\+s—a

i=1

Reste a déterminer le poids supérieur du G!(V')-module irréductible associé par le théo-
reme de Bott au diagramme précédent. Plutét que de renvoyer a la remarque 2.4c, on
pourra calculer ce poids explicitement :

r

N-xw-9-e)=Yla-G-Di- Y et

j=r+2-i
alors que
U = e P =L iy ¥ = Liciay Dyanas 3 0554:.50),
N ~~ -’ N N !
A—a+c, A4cr-y A+cy d—k+o
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de sorte que u*—c(d—r)—r est constitué de r+1 suites décroissantes d’entiers consécutifs,
chacune n’étant séparée de la suivante que par I’absence d’un entier. Les r — 1 premiers
de ces entiers manquants étant précisément les r — 1 derniéres composantes de 11 — x(u —
c) — ¢(r), il vient

[(11 = x(u = ¢),u*) — ¢(d))Z =(a,-1,-2,...,—k+a+1,-k+a-1,...,—d),

et par conséquent
£l —x(u—c)u*)=(a+1)1; + 13 4_q.

Remarquons enfin que lorsque r = 1, chaque diagramme est régulier, et que nous venons
précisément de calculer la contribution des diagrammes réguliers en degré p. &

Corollaire 1.2.1 Sid>k=rl+s,s1p= A'—(igi) + 7 avecw 2w, —r+1, alors

HP9(G,(V),NQ ® (detQ)") = n,(7)84,p—rr—s AF V.

Preuve: En effet, (k=) — (r —1) = (r —1)A 4+ s > 0 donc la proposition précédente
s’applique, et comme 7 > 7., — r, 7 + ra > 7,,, donc n,(r + ra) = 0, dés que a > 1.
La seule valeur admissible de a est donc 0, et Z¥~1.ky = AFV, &

Ce corollaire va nous permettre de démontrer le théoréme 1.1.1.

1.3 Puissances extérieures d’un fibré ample
1.3.1 La suite spectrale de Borel-Le Potier

Soit E un fibré de rang d sur une variété complexe X compacte de dimension n, soient
s et r deux entiers naturels tels que 0 < s < r < d, et | = A + 1 un entier strictement
positif.

Si0<s<r,soit Y =M,,(F) la variété des drapeaux de E, dont la fibre au-dessus
du point z de X est la variété des drapeaux de E, de la forme

0cV.CcV,CE,), codimV,=r, codimV, =s.

Cette fibre étant elle-méme fibrée au-dessus de G,(E.), et de telle facon que la fibre
au-dessus du sous-espace V, de codimension r de E, s’identifie & la grassmannienne
G,(E:/V;), qui est de dimension r(d —r)+ s(r — 8) (c’est un cas particulier de la formule
donnée au paragraphe 1.2.2 de la premiére partie): Y est donc une variété complexe
compacte de dimension n + r(d — r) + s(r — s).

On notera 7 la projection naturelle de Y sur X. Soit Q'+ le fibré en droites sur Y’
dont la fibre au-dessus du drapeau précédent s’identifie & (detE./V,)!*! ® (detV,/V,)! =
detE, |V, ® (detE./V,). Si L est un fibré en droites sur X, et si les hypothéses du
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théoreme 1.1.1, sont vérifiées, le lemme 1.1.1 assure que le fibré en droites Q"' @ n*L
est ample.

Rappelons que le fibré Qf des P-formes holomorphes sur Y est filtré par les fibrés
FYP = Q0™ A0,
filtration dont on a noté

Gt,P — Ft,P/Ft+1,P — Q}I;/—}t( ® ﬂ,tgtx

les quotients associés, ou Q{, /x est le fibré des j-formes holomorphes sur Y relatives aux

fibres de 7. Le fibré QF ® Q"' @ n*L admet donc de méme une filtration dont les
quotients seront notés

gt,P — Gt,P ® Ql+1,l ® n*L.

A cette filtration est associée pour tout entier P une suite spectrale de Borel-Le Potier,
convergeant en degré ¢ vers HP9(Y, Q'*1!), et dont les termes d’ordre un sont les groupes

PE;,G'-‘ — HG(Y, gt,P).

Lorsque s = 0, on posera de la méme fagon ¥ = G,(E), et ’on notera Q le fibré
quotient sur Y, de sorte que (detQ)' ® 7*L est ample sous les hypothéses du théoréme
1.1.1: de méme que précédemment, il existe pour tout entier P une suite spectrale de
Borel-Le Potier, convergeant en degré g vers HP9(Y, (detQ)' ® 7*L), et dont les termes
d’ordre un sont les groupes

PEY™ = HY(Y,G"T),

ou cette fois G4P = GP ® (detQ)' @ =* L.

Pour calculer ces termes d’ordre un de la suite spectrale de Borel-Le Potier, on utilisera
la suite spectrale de Leray associée aux fibrés quotients G*'F et & la projection 7. Lorsque
s 2 1, les fibrés images directes de ces quotients par 7 sont les

R} G"F = HP=Y(M, .(E), Q"M @ n°L) ® O,

et I'on pourra appliquer sur chaque fibre de E le lemme suivant:

Lemme 1.3.1 5i Q est le fibré universel sur la grassmannienne des sous-espaces de
codimension r d’un espace vectoriel compleze V, alors

HPY(M, (V),Q"*) = HPI(G,(V),A'Q ® (detQ)").

Preuve du lemme: Soit 7, la projection naturelle de M, (V) sur G,(V); la variété de
drapeaux M, (V) s’identifie & la grassmannienne des sous-espaces de codimension s de
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Q, de sorte que les fibrés images directes par m, des fibrés quotients de la filtration de
Borel-Le Potier de 2}, vy ® Q"1 sont donnés par

R,.(G'"* @ Q™M) = HP™%3(G,(Q), £) ® (detQ)' ® Qf, (v,

ot I'on a noté £ le déterminant du fibré quotient sur G,(Q). Or, ce fibré n’a de cohomo-
logie qu’en bidegré (0,0), pour lequel elle s’identifie & la s-iéme puissance extérieure de
Q; on obtient donc

R, .(G"? @ Q™M) = 6j06,,0 A Q ® (detQ)' @ Q% (1,

et la suite spectrale de Leray dégénére en E,: 'isomorphisme annoncé s’ensuit. &

Les images directes par 7 des fibrés quotients de la filtration de Borel-Le Potier
admettent donc indépendamment de s ’expression

R} G"F = HP=%(G,(E),\'Q ® (detQ)' ® L) ® Q.

1.3.2 Preuve du théoreme principal, premiére partie

Soit encore E un fibré vectoriel de rang d, et L un fibré en droites, sur une variété
complexe compacte X de dimension n, tels que soient vérifiées les hypothéses du théoreme
1.1.1. Soit r un entier compris entre 1 et k—1, et soient I et s respectivement les quotient
et reste de la division de k par r. Nous allons dans un premier temps établir le résultat
suivant:

P,q k _ . p2n—r+1l,
HM(X,NE@L)=0 i {p+q>n+r(d—k).

Premier cas: s =0

Soit Y = G,(E), variété complexe compacte de dimension n + r(d — r), soit = :
Y — X la projection naturelle, et detQ le déterminant du fibré quotient sur Y: sous les
hypothéses faites, (detQ)' ® n*L est ample.

Considérons les fibrés images directes par m des fibrés quotients GHP = Qg/";( ®

Q% ® (detQ)' @ 7* L de la suite spectrale de Borel-Le Potier associée & detQ) @ n*L:
X
Rz;.gt,P — EIP—!,J'((;"_(E)’ (detQ)l) ® L ® th'

Le corollaire 1.1.1 appliqué au cas s = 0 (avec n(r,0) = 0 et no(7) = 6y,0) implique que
si 'on supposeP>n+/\L';—'ll—r, de sorte que P —t > /\i";'—ll—r sit<n,

R':;.. gt’P = 6P_t’Ar(r;-1) 6J,X r(r;l) Ak E ® L ® th;
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la suite spectrale de Leray associée a G4F dégéneére donc en E,, et
HY(Y,0"P) = §,_, e B ATH(X,AYE @ L).
’ 2

De méme, ceci entraine que la suite spectrale de Borel-Le Potier dégénére en E,, et 'on
obtient I'isomorphisme, en posant P = p + )‘r(r'H) et en changeant ¢ en ¢ + /\r(' 2

HPU(X,A*E @ L) = FPP " Fan3 5 (v (4e1Q) @ n* L)

sip>n-—r+1. Le théoreme d’annulation de Kodaira-Nakano implique donc que
HPY(X,AN*E®L)=0désquep>n—r+1letp+g>dimY —Ar?=n+r(d—-k).

Deuxiéme cas: 1<s<r-1

On considérera cette fois la variété de drapeaux incomplets Y = M, (E) associée

au fibré E, de dimension n + r(d — r) + s(r — s), et ’on notera encore 7 la projection
naturelle de Y sur X.

Soit p un entier naturel, soit P = p+ )\"('%2 + 7, ,; comme on l’a vu au paragraphe
précédent, les fibrés images directes par 1’application 7 des fibrés quotients G*F de la
filtration de Borel-Le Potier de ¥ ® Q'*'! ® 7*L admettent ’expression

Ri G"P = HP~%(G,(E),\'Q ® (detQ)") ® L ® Y.
Si 'on suppose que p > n — r + 1, le corollaire 1.2.1 implique donc que

Rl G'P =6; poterr—ana(p—t+ 7., )A* EQ® L ® QY%,

soit encore, si l’on pose t = p+7, et sil’on note 9 = P—p—rl—s = I'(';l) - L"')(;-"l) ]
REGPTP =6y ony(m,—T)AFEQ L@ Q5.
Par conséquent, la suite spectrale de Leray associée dégénére en E,,
HI+9(y,gr+7P) = HI+7(X, RI-TGP+TP),
et 'on aboutit au résultat suivant:
Lemme 1.3.2 Sip>n—r+1, les termes d’ordre un de la suite spectrale de Borel-Le
Potier d’indice P de Q't1! @ 7*L sont les groupes

PEf+T’q_p+',—T = ny(Tr,s — T)Hp+r,q+r(x’ NE® L).
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Reste a conclure par récurrence descendante sur p. Soit p > n —r + 1 et supposons
que HP* 9+ (X, ANEQ L) =0siT>1et ¢ >n—p—2r+r(d—k): d’aprés le lemme
précédent, ceci implique que

PE{’+":G-P+"‘T =0.

Cette égalité est d’autre part clairement vérifiée lorsque 7 < 0, puisque n,(7) = 0 si
7 > 7, ,. Sous les mémes hypothéses sur 7 et g, il vient donc

PEPATATPHI"T 0 & i>1.

Considérons les morphismes cobords de la suite spectrale de Borel-Le Potier impliquant
les PEf’q—""". D’une part, les

Pd?-',q—l—p+0+- . PE'p—t,q—l—p+t9+: — PE'?,q-p+0
sont nuls, puisque les PEP~H971=P+9+i 1o ont pour toutes valeurs de i et g. D’autre
part, les .
P p,g—p+9 . Pppg—p+9 _ P pp+ig+l—p+d—i
d; - — " E]

sont nécessairement nuls pour tout ¢ > 1, d’aprés ce qui précéde, dées que ¢ > n—p—2 +
r(d — k), et dans ces conditions,

PERg-—p+? _ PEPa—249 _ gra(X AFEQ L).

Mais ¥ EB:8=P+? est un quotient d’une filtration de HP4+9(Y, Q"+ @x* L), qui s’annule,
d’aprés le théoréme de Kodaira-Nakano, dés que

P+g+9>dimY =n+r(d—r)+s(r—2s),
c’est-a-dire, comme P+J =p+r(k—r)+s(r—s),dés que p+g>n+r(d—k).

1.3.3 Preuve du théoréme principal, deuxiéme partie

L’objet de ce paragraphe est de démontrer le résultat symétrique de celui qui vient d’étre
établi, et dont la preuve achévera celle du théoréme 1.1.1:

Py k — : gZn=r+l;
HAXCERL)=0 o {p+q>n+r(d—k).

Nous ne distinguerons pas les cas s = 0 et s > 1: Y désignera donc soit G,(E), soit
M, .(E). Commengons par une trés légére variante du lemme 1.3.2:

Lemme 1.3.3 Sit < r, s1 ¥ = /\"('—2_12 + s — 8, les termes d’ordre 1 de la suite
spectrale de Borel-Le Potier de GPY™F sont donnés par

PEPHTHIPT L HUHO(Y,GIHP) =,y — 1) HPAT(X, AVE @ L),
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Preuve: les fibrés images directes par 7 de GP*™F sont les groupes
Ri_gr+nP = FA5H 4G (E), Q@ (detQ)) ® L @ O,
si T < r, le corollaire 1.1.1 donne
RI GrtrP =6,y ny(mry —T)NNEQLQQYT,

d’ou la dégénérescence en E, de la suite spectrale de Leray de GP*™F et I’on conclut
comme au lemme 1.3.2. o

On procede a présent par récurrence descendante sur ¢: les seuls morphismes éventuel-
lement non nuls de la suite spectrale de Borel-Le Potier qui impliquent P E? 40P _

HPY(X,A*E® L) et les PEP'91?=P sont les
Pdf'”"_" . PE:p,q+0—p — PEf+i'q+"+l—p—i-
Sil<i<r—1, PEPY MNP _ o (x,, — i)HPHa+i+1 (X AKEQ L) = 0, par

hypothése de récurrence, si p+ ¢ > n+r(d — k) — 2i.

Sii>r, PEPTHIHIH9=P=i _ ge+9+1(y, Gr+iP) est I'aboutissement de la suite spect-
rale de Leray dont les termes d’ordre deux sont donnés par

E2q+,9+1—j,j — Hp+i,q+t9+1—j(X’ HA"'?:Q'F”"’_‘"’.(Gr(E), A'Q ® (detQ)l) ® L)

Les diagrammes réguliers apportent, d’aprés la preuve de la proposition 1.1.1, une cont-
ribution & HA™5" e =Li(GL(E), A*Q ® (detQ)') qui peut s’écrire

l
@ Tla(ﬂ'r,a -1+ ra)5j'0+a_‘_zk—a—1’kE'

a=0

Mais l'inégalité ¢+ 9+ 1—j < n, avec j =9 +a —i, cest-d-direa > g—n+1+1,
implique que ra —¢ > r(¢ —n+ 1) + (r — 1)i. Comme on a supposé ¢ > r, il vient
ra—i2r(g—n+r)>r>0, et par conséquent n,(n,, — i+ ra) = 0: les diagrammes
réguliers ne peuvent donc contribuer & E3*?*179J 5i ¢ > n—r 4+ 1. On traitera de méme
les diagrammes non réguliers grace au lemme suivant:

Lemme 1.3.4 Si HP(G,(V),A*Q ® (detQ)') admet une contribution d’un diagramme
non régulier, alors ¢ < J—r + 1.

Preuve: Rappelons qu'un 1, ,- diagramme D = (u,c) l-admissible est tel que

u; —ui4 S A+
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pour tout entier t <r—1, et quesil > 1,
card{j, h{; >1} <uip

pour tout entier : < r si l'on convient que u,4; = 0. Si de plus, ce diagramme n’est
pas régulier, alors card{j, h{_,; > 1} = 0 et u,—y < A =1+ ¢,_1, de sorte que
u; <(r—i)A—14c—y+:--+¢; sii <r—1,et par conséquent

g= cardl, by > <Y u <Al L2 —)+Y (- i)

=1 1=2 =2
Comme E:.; (r —i)e; < 7y — 23, on obtient donc
g<9—-r4+1-[(r=1A+s-1];

mais (r — 1)\ + s — 1 est positif, sauf éventuellement lorsque r = 1 (qui implique s = 0)
ou ! = 1, auquel cas tout diagramme [-admissible est régulier. -

Si un diagramme non régulier contribue & un E§+0+1_j’j , le lemme qui précede im-
plique donc que j <9 —r+1,doa g+ 9+ 1—3 > n. Par conséquent, E§+"+]_j’j =0
pour toute valeur de j, et donc HI*?+1(Y,GP+4P) =0 sii > r.

Sip+g>n+r(d—k)—2et ¢>n—r+1, tous les morphismes cobords PdF?t?-?
de la suite spectrale de Borel-Le Potier sont donc nuls, et par conséquent

PEpItI=P — gPa(X,AFE @ L) = PERIHO-P,

qui est lui-méme nul, d’apres le théoreme de Kodaira-Nakano, dés que p+¢ > n+r(d—k).
Le théoreme 1.1.1 est donc démontré. e

Remarque 1.1: Se pose naturellement le probléme de 'optimalité du théoréeme 1.1.1,
probleme auquel nous ne disposons de réponse tout a fait satisfaisante que dans le cas
tres restreint o p = n — 1 et k = 2, que nous isolerons dans 1’énoncé suivant:

Corollaire 1.3.1 Si E est nef et L ample, ou E ample et L nef,

H 1V X ANEQL)=0 si ¢>2d-2.

Ce résultat est optimal: considérons en effet la grassmannienne G,(V'), de dimension
n = 2r, d’un espace vectoriel complexe V' de dimension d = r + 2. Le diagramme défini
par
ur=1, uy;=2 s1 1<i1<r-1,
Cr=C-1=1, ¢=0 8 123,
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est 1-admissible, ce dont il est facile de déduire que le fibré quotient canonique Q sur
G,(V) vérifie
H" I =3(G(V),A?Q ® detQ) = detV # 0,

et I'on sait que Q est nef puisque quotient d’un fibré trivial, alors que detQ est ample.

Remarquons également que le théoréme de Le Potier en degré maximal est lui-méme
optimal, puisque l’on peut vérifier que

H™H(P(V),AH(Q ® detQ)) = (detV)*

n’est pas nul, alors que le fibré E = Q ® detQ est ample.

1.3.4 Non dégénérescence de la suite spectrale de Borel-Le Potier

Nous avons montré au dernier chapitre de la premiére partie, que les suites spectrales de
Borel-Le Potier des fibrés en droites homogénes sur des variétés de drapeaux de fibrés
vectoriels amples, ne dégénéraient pas nécessairement en E,. Ce qui précéde va nous
permettre de montrer que, plus précisément, il existe pour tout entier m des fibrés amples,
tels que les suites spectrales de Borel-Le Potier associées ne dégénérent pas en E,,.
Reprenons les hypothéses et notations de la preuve du théoréme 1.1.1. Alors:

Proposition 1.3.1 Si la suite spectrale de Borel-Le Potier associée d
QY@L — M, (E)—= X
(ou (detQ)' @ L — G(E) — X si s =0) dégénére en E,, alors

HPY(X,AN*E®L)=0 si p+q>n+r(d—k).

Preuve: Reprenons en effet la preuve du théoréme 1.1.1, et supposons que la suite
spectrale de Borel-Le Potier dégénére en E,. Sil’on procéde & nouveau par récurrence
descendante sur p, les morphismes cobords de la suite spectrale

Pd§,4+"-9 . PE.p.qH—p - PE‘J_’+t,q+1+d—p—|

b}

sont nulssil <t <r—letp+g2n+r(d-k)—2i;sip+g>n+r(d—k)—2,on
obtient donc en tenant compte de la dégénérescence en E, les égalités

HP(X,A*E ® L)= PE{”“"'" = PE£,9+0—p — PE&qH-p,

ce dernier terme étant nul dés que p+¢ > n + r(d — k). &
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Corollaire 1.3.2 Il n’eziste pas d’entier m pour lequel toute suite spectrale de Borel-Le
Potier associée d un fibré en droites canonigue ample sur une variété de drapeauz d’un
fibré vectoriel ample dégénére en E,,.

Preuve: Considérons un espace vectoriel complexe V de dimension d + k, o k < d, et
Q le fibré quotient de rang d sur G4(V), qui est de dimension n = kd. Le diagramme
défini par

u; =k, st 1<i<d-k,
ui=d+1-1, 81 d—-k+1<:<d,
¢ =1, si 1<i<k,

¢i =0, si k+1<i<d,

est 1-admissible; par exemple, pour k =5 et d = 7, on obtient le diagramme suivant:

u; = 3| ¢ =0
U2=5 2 Cg =
U3=5 210 Cs =
u4=4 20 Cqy =
U5=3 2|0 C3 =
u6=2 20 Cy =
U7=1 0 Cl=1

Un diagramme 1-admissible pour k = 5 et d = 7.
Ceci implique que

Hn =55 5n =25 (0,(V), AFQ @ detQ) # 0,

alors que Q est nef, et detQ, ample. Comme

k(k—-1 k(k+1
(n - _(_2_))+(n_ %)=n+k(d—k),
comme d et k peuvent étre choisis arbitrairement grands, la proposition précédente per-
met de conclure. &

Remarque 1.2: Nous venons, une nouvelle fois, de vérifier que le théoreme de Le Potier
pour les puissances extérieures d'un fibré ample, est optimal.

1.4 Un théoréme d’annulation pour les Z¥-2-1kE

Considérons a nouveau un fibré E de rang d, et un fibré en droites L, sur une variété X
complexe compacte de dimension n. Si 0 < s < r < d, rappelons que nous avons noté
G"P les quotients de la filtration de Borel-Le Potier sur ¥ = M, ,(E) (ouY = G,(E) si
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s est nul) des fibrés Q8 ® Q'*1! ® 7*L. Nous avons établi au paragraphe 1.3.1 que les
termes d’ordre deux de la suite spectrale de Leray associée a ces fibrés quotients pour la
projection naturelle 7 de Y sur X admettaient I’expression suivante:

Ey’ = H'(X,R}G"F)
= H“(X,HP~%(G.(E),A'Q ® (detQ)") ® L),

ou Q est le fibré quotient sur G,(E). Pour appliquer la proposition 1.1.1 aux groupes de
cohomologie sur les grassmanniennes des fibres de E qui apparaissent dans cette derniére
formule, il faut supposer que r soit égal a 1, ou que P — t soit supérieur ou égal a
,\-'-%ﬂ + 7, —k+1,0u k=rl+s,lorsque t est inférieur ou égal a n, c’est-a-dire que

P2n+,\"—(’—2t1—)+7r,,,—k+z.

Si l'on pose P =p+ A-'—(%ll + 7y, et t =p+7,il vient, lorsque p>n —k +1,

l
E;’J = @ n‘(ﬂ.r” -7 + ra)(sj)x—' '2_1 +ﬂr’l—0+0—1’Hp+r,i(X’ Zk—a—l’kE)'

a=0

On obtient donc le lemme suivant:

Lemme 1.4.1 Soitp>n—k+1 (ou p quelconque sir=1), et P=p+ /\ﬂ-';'—l) ok
alors pour tout entier relatif T, les termes d’ordre deuz de la suite spectrale de Leray
associée au fibré quotient GPT™P sur Y sont donnés par

Ey? =n,(ms — T +r(1+j = 9))HPI (X, Zk-T-i+0-Lkpy

siT+j—9<L 1 avecd = /\'('—2_12 + Ty, — 8, et E;’j = 0 sinon: ce qu’on peut également
écrire

!
E;j = @ ny(Trs =T+ 17)8 ',0+7—er+,'i(X’ Zk-‘y_l’kE)‘

¥=0

Rappelons que Z/*E = I‘("‘j)ll"'l’-i'“E, fibré qui peut s’interpréter comme étant
le noyau de I’homomorphisme

65" : NE® S*E - NT'E® S*IHE
de contraction par l'identité Idg € E* @ E.

Théoréme 1.4.1 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, si a est un entier
strictement positif, alors

P.q k—a-1kp o 1) = ; p2n—pulka)+1
HM(X,Z ®L)=0 si {QZQd,k,a(n—p+1),
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ot p(k,a) = 2= g(a) = 29, b(a) = 29%1 — 1, et

9d,k,a = a(a)(d — k) + b(a).

Preuve: On procedera par récurrence ascendante sur a et descendante sur p, & partir
du théoréme 1.1.1 dont une partie peut s’énoncer sous la forme précédente avec u(k, 0) =
k, a(0) = b(0) = 1. Donnons tout d’abord quelques propriétés trés élémentaires des
fonctlons K, a et b qui nous seront utiles par la suite:

Lemme 1.4.2 1. b(a) > 2a+ 1.
2. a(a) 2 maxg_, 2(a— B+ 1)a(B).
§. b(a) 2 maxg_ s(@—=B+1)b(B)+a-4.

4. plk,a) < :('Bi)] s10<f<a.

Preuve: L’inégalité I. est équivalente a 2 > a + 1, qui est toujours vérifiée si a € IN.
De méme, 2. et 3. équivalent 8 2°~# > a—-f+1pour 0 < B < a. Si #a)=2"-1, 4.

peut s’écrire
k—¢(e) . k—¢(B)
e = (a - B +1)2°

et cette inégalité est vérifiée d’aprés ce qui précéde, puisque ¢ est croissante. [

si 0< B <a,

Soient donc @ > 1 et p=n —r+1 avec r < p(k,a), et soit p' = p — ra. 1l faut,
pour étre en mesure d’appliquer le lemme 1.3.4 & p', s’assurer sir > 2 que p' > n—k +1.
Comme ! est la partie entiére de k/r, il est facile de vérifier que ceci est équivalent &

a<’ —r+1).

Comme r? < (r —1)(r +2) si r > 2, cette condition sur o est vérifiée si r < —M—,
donc a fortiori si r < u(k, a).

Posons donc P = p' + )‘Eﬁ%l + 7, et appliquons le lemme 1.4.1 a la valeur ar de 7:
les termes d’ordre deux de la suite spectrale de Leray associée au fibré GPP sont donnés
par

E}y = @n (Tr,s — 7(@ = 7))6j,04y—ar HP (X, Z¥"7"VFEQ L).

¥=0
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Sij=9Y+a-ra,onadonc
E§’ = HPI(X,Z*-*"1kEQ L),
E]’ =0 si j'>j, ¢ quelconque.
Considérons les morphismes cobords de cette suite spectrale de Leray

g—m,j—14m q,] g+m,j+1-m
Em ’ _— Err; =2 Em ' ’

ol m > 2. D’aprés ce qui précéde, E{~™7~1*™ = 0, donc E4-™J~1*+™ = 0, pour tout
m > 2. De plus,

EfF™m o @ n (= (@ = 1)by0s1-m HPATR(X, 2211 E @ L)
=n,(7y, — (m — l)r)Hp’q+m(X’ Zk-etm-2kE @ L)

est nul, par hypothese de récurrence, dés que ¢ + m > g4 k,a+1-m", donc, en particulier,
g4,k,p €tant croissante relativement a 3, dés que ¢ > 4d,k,a—17 — 2. Dans ces conditions,
E}’ = E%J, et 'on a démontré le lemme suivant:

Lemme 1.4.3 Si ¢ > g4 x,a-17 — 2, HIt?—(r=De(Y, GP.P) admet une filtration dont un
des termes du module gradué associé n’est autre que HPI(X,Z¥—2-LrE @ L).

Reste a prouver que si ¢ est assez grand,
Hq+t9—(r—l)a(Y, gp,P) — PEf,qH—(r—l)a—p = 1.

Les morphismes de la suite spectrale de Borel-Le Potier impliquant ce terme sont les

PE'p;‘—m,q+|9—(r—1)a—1+m—p " PE'p;‘,q+0-(r—1)a—p — PE'p;‘+m,q+0—(r—l)a+1—m-p.

D’apres le lemme 1.4.1 appliqué a la valeur ra —m de 7, les termes E§'+"+°+m_l-’"j
de la suite spectrale de Leray associée au fibré GP~™F admettent ’expression suivante:

l
D na(rs +m = rl@ = 1)8j 04 mra HP ™4 @AM, k=1 Mk E @ L),
=0

Supposons que (@ — 8 —1)r <m < (a— f)r, avec 0 < B < a, et soit ¢ = ¢' + ra;

; "
alors EJ Y?+a+m=1=3J egt la somme

B
D na(mrs + m = r(@ = 1))65, 04yt mera HP~™IHe=171 (X, Z¥- "1 B @ L),

¥=0
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’ ..
Par hypothése de récurrence, EJ to+etm=1-J.j

0<y<pf<aetm<(a—f)r,ona
{ p—m2n—puky)+1,
g+a—v-12(n—-p+1+m)a(y)(d-k)+ b7,

soit encore, pour tout entier 0 < 4 < B < a, les fonctions a, b et p étant croissantes,

{ (a—ﬂ+1)r Sl‘(k)7)a
g2rl(a—B+1)aB)d-k)+(a—B+1bB)+(a—-B)+B—-a+1.

La premiere de ces inégalités est vérifiée, si r < u(k,a), d’aprés 1’assertion 4 du lemme
1.4.2. La seconde 'est également, d’aprés les assertions 2 et 3 du méme lemme, dés que

g 2 rla(a)(d — k) + b(a)] = ga,k,a™
pEf—m,q+0—(r—1)a—l+m—p’ deni pE'p;‘—m,q+0—(r—1)a—l+m—p

est donc nul pour tout entier j si lorsque

Dans ces conditions,
pour tout m > 2.

, est nul

Toujours d’apres le lemme 1.4.1, cette fois appliqué a la valeur ra + m de 7, le terme

d’ordre deux EJ T?+°+1=33 de 1a suite spectrale de Leray du fibré GP+™ P est égal & la
somme

[« 4
B nu(rrs = m = (@ = 1)) 04 y-mora HPFmHe=141 (X, 2411k @ [).
¥=0

Sim>r,p+m>ndonc
PE;’+'",9+19—("-1)°+1‘P-'" — Hq+t9—(r—1)a+1(Y, gp+m,P)

est nul. Si1l < m < r, c’est encore le cas d’aprés I'hypothése de récurrence faite sur p
cette fois, si pour tout entier v tel que 0 < v < q,

{ T—mS#(k,‘Y),
g+a—v+12gqap(r—m).

La premiere de ces conditions est clairement vérifiée, puisque pu(k,8) est décroissante
en . La seconde 'est également, g4 x4 étant croissante en B, dés que ¢ > g4k o(r—1)—1.
Par conséquent, si ¢ > g4 ,aT,

PEf.H\?—(r—l)a—P = H9t0-(r-De(y, gr.P) = PEpa+d-(r-1)a—p

et ce dernier terme étant un quotient d’une filtration de HPa+9=(r—Da(y, QI+1.1) st nyl
si de surcroit P+ ¢+ 9 — (r — 1)a > dimY’, c’est-a-dire, puisque P+9 =p+r(k—r —
a)+s(r—s)et dimY =n+r(d—r)+ s(r —s),si

g2r(d-—k+2a+1)-a;

ce qui est bien le cas d’aprés ’assertion 1 du lemme 1.4.2. Le théoréme 1.4.1 est donc
démontré. &
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1.5 TUne généralisation d’un théoréme de Griffiths

Une variante de la preuve du théoréeme 1.1.1 permet, sous la forme du théoréme 1.1.2,
de généraliser le théoreme d’annulation de Griffiths ([Gr],[Sch2]) de la cohomologie des
puissances symétriques d’un fibré ample, tensorisées par son fibré determinant:

H™(X,S*E®detE)=0 si ¢>0, k>0,

lorsque E est un fibré vectoriel ample sur une variété complexe compacte de dimension
n.
Le role de la proposition 1.1.1 sera ici tenu par le résultat suivant:

Proposition 1.5.1 Supposons qued=rl+3s—a, avec0<a <A etra<A(r—1)+s;
.soitp=)\"-(—'.;,"—12 —ra+m,aorsssw 27w, ,—r+1,

HPY(Go(V),A*Q ® (detQ)') = 8p—g ra—atonte(m)SV @ detV.

Preuve: On distinguera, comme pour la proposition 1.1.1, diagrammes réguliers et non
réguliers, en remarquant tout d’abord que les premiers ne sont définis que s'ils vérifient
Uy =u,+(r—=1)A+s—¢, <d—r, clest-a-dire u, < A — a + ¢,. De plus, le diagramme

non régulier correspondant a la plus grande valeur de p possible est défini par

ur=A—1,

ui=A+(r—1-—1)I, r—s+1<:i:<r-1,
Ui=A+(s=1)l+(r—s—1)A, 1<i<r—g;

cr =0,

;=1 r—-s<:i<r-1,
¢;=0, 1<i1<r—-s-1.

En effet, nous avons vu a l'occasion de la preuve de la proposition 1.1.1 que u,_; <
A + cr—; si le diagramme considéré est non régulier. La décroissance de u — ¢ impose de
plus ur < A—1, et comme u; —ui4+1 < A+¢; sii <r,lavaleur maximalede p=3"_, u;
s’obtient lorsque ces inégalités sont toutes des égalités, avec le choix des c; ci-dessus.
Cette plus grande valeur possible de p est donc

o /\r(r+1)

5 —ra+m,—r—[(r—1)A+s-ra,

de sorte que dans les hypotheses de la proposition, les diagrammes non réguliers n’ont
pas a étre considérés.
Un diagramme régulier est défini par

Ur=A—-F+¢, a<pB<A+c,
Ui —Ui41 = A+¢;, sii1<r,
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les valeurs correspondantes de p et ¢ étant données par

{ p=/\ﬁli’ﬂz—rﬂ+2:"=1ich
p—qg=rA+s8-p0.

Sous les hypotheses faites sur p, on ne devra donc considérer que les diagrammes pour
lesquels f = a. La contribution d’un tel diagramme a été calculée pour la proposition
1.1.1: dans les notations de cette proposition, k = d + a (de sorte que u; = d —r), et
’on obtient donc Z¥—o~Lky = Zd-ld+ey — Gay @ detV. &

Preuve du théoréme 1.1.2: On procédera par récurrence descendante sur p. Soit p
un entier, que 'on supposera dans un premier temps tel que n — dk‘_flk <Sp<n-1,ce
qui implique d > 3k, et soit r = n — p+ 1; soient [ et s les quotient et reste de la division
de d + k par r.

Pour étre en mesure d'utiliser la proposition 1.5.1 avec a = k, il faut supposer que

k < Xet kr < (r—1)A+s; comme | = E(4E) la premiére de ces inégalités se réduit a

d+k
& e
r-k+1’

et est donc bien vérifiée. Puisque (r—1)A+s =d+k—r—1I+1, la seconde est équivalente
a

¢(r)=(k+1)r* —(d+k+2)r+d+k+1<0.

Comme on supposé d > 3k, on a

{ $(2) =3k +1-d <0,
ST = phrlk +1-) <0

Sous les hypothéses faites sur p, 2 < r < d—;flﬂ, donc ¢(r) est négatif.

Soit alors Y = M, (E) (ou G,(E) si s est nul), P = p+/\'("%2 —kr+m, , et, comme
précédemment, J = ,\1!'2;11 + 7y s — 8. Considérons & nouveau les fibrés quotients Gr+7P
des fibrés QF @ Q1 ® 7*L (ou OF ® (detQ)! ® 7*L) sur Y. Les fibrés images directes
de ces fibrés quotients par la projection naturelle 7 de Y sur X sont donnés, d’aprés la
proposition précédente, par

R} grtnP = HP-P=mi(G.(E),N°Q ® (detQ)') @ L ® Q5"
=8 0—(r—1)k—rNs(Trs — T)S"E QdetEQ LQ® Q’;’r,
puisque si T > r, p+ 7 > n. La suite spectrale de Leray dégénére donc en E,, et les
termes d’ordre un de la suite spectrale de Borel-Le Potier de Qf ® Q"' @ 7n*L (ou
QF ® (detQ)' ® 7*L) sont les groupes

P pptratd=(r=Dk=p=1 _ po+dy GP*"P) = n,(n,,, — T)HP*™97 (X, S* EQ detEQ L).
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Les seuls morphismes cobords de la suite spectrale de Borel-Le Potier impliquant les
PE?’”"_('_I)"-" sont alors les suivants:

PE'p,qH—(r—l)k—p - PEf+i,q+t9—(r-1)k—p+1-.'.

Or le groupe d’arrivée du morphisme précédent provient de
PEf+i,q+t9—(r—l)k—P+l—i — n.(”r,a _ i)Hp+i,q+i+1(X’ SkE ® detE ® L)

qui est nul, par hypothese de récurrence, dés que ¢ +¢ > (k + 1)(n — p — 1), donc en
particulier si ¢ > (k + 1)(n — p — 1) — 1. Dans ces conditions,

PEpat?=(r=Dk=r _ gra(X,S*E @ detE ® L) = PERIH0-(r=Dk=p

et ce dernier terme est nul, d’apres le théoréme de Kodaira-Nakano, dés que P+ ¢+ 9 —
(r = 1)k > dimY, c’est-a-dire, puisque P+ 9 = p+ r(d — r) + s(r — s), dés que

¢>(r—1)(k+1).

Le théoreme est donc démontré pour p > n— %—1'5: mais les deux lemmes qui suivent
montreront, selon une idée que je dois a Jean-Pierre Demailly, que cette condition est

superflue.

Lemme 1.5.1 Supposons que H?4(X,T*E ® L) = 0 sous la condition C(n,p,q,d,a),
ou a € N>, pour tout fibré E nef de rang d, et tout fibré en drostes L ample sur une
variété X de dimension n.

Alors il en est de méme sous l’hypothése E ample et L nef.

Preuve: Soient E ample de rang d, et L nef sur X de dimension n. Alors detE est
ample, et il existe un entier ko tel que S¥*E ® (detE)~! le soit également. Soit alors
¢ : Y — X un revétement analytique fini de X, tel qu’il existe sur Y un fibré en droites
M tel que

¢*(detE) = M*o,

Alors ¢*E ® M~ est ample (donc nef), de méme que M et a fortiori A = ¢*L @ Mlal.
On a donc par hypothése, sous la condition C(n,p,gq,d,a),

HM(Y,T*(¢"E®@M™')®)) = H™(Y,¢*(T"E® L)) =0
Mais le revétement ¢ étant fini, ceci implique que
H(X,T*E® L) =0,

en vertu du lemme suivant:
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Lemme 1.5.2 Soit ¢ : Y — X un morphisme surjectif fini, et E un fibré vectoriel
holomorphe sur X. Alors le morphisme

¢*: HPY(X,E) — HPI(Y,¢"E)
est injectif.

Preuve: Considérons un élément de H?9(X, E), que réprésente une forme u, de bidegré
(p, q), & valeurs dans E, et supposons que son image par ¢* soit nulle. I existe alors une
forme v sur Y, & valeurs dans ¢*E, telle que ¢*u = d"'v. Considérons ces formes comme

des courants, et prenons leurs images directes par ¢: on obtient, si ’on note v le nombre
de feuillets de ¢,

$e8*u = vu = 4,(d"v) = d"(4.v).
Ceci implique que u est dans la classe nulle pour la cohomologie des courants: or, celle-ci
coincide avec la cohomologie des formes.

Lemme 1.5.3 Supposons que HP4(X,I'*E @ L) = 0 sous la condition C(n,p,q,a), ot
a€ N>, pour tout fibré E nef de rang d > d(n,p, q,a), et tout fibré en droites L ample
sur une variété X de dimension n.

Alors il en est de méme sous l’hypothése E nef et L ample ou E ample et L nef, sans
condition sur d.

Preuve: Il suffit de remarquer que si E est nef de rang d, E & 06(‘1 =% est nef de rang
d', et que, par exemple d’apres les formules de déterminants de la proposmon 1.1.1dela
premiére partie, on peut écrire

I(E @ 03“ ™) =I"E @ (&)< 1o u(b)[*E),

de sorte que I'*E est un facteur de I'*(E & O?E(d'-d)), fibré auquel on peut appliquer
I’hypotheése. Le lemme 1.5.1 permet de conclure.

Le théoréeme 1.1.2 est donc démontré. [

Notons cependant qu'’il perd beaucoup de sa portée quand augmente I’exposant de la
puissance symétrique considérée. Pour pallier cet inconvénient, on pourra lorsque E est
globalement engendré utiliser le lemme suivant, dii & Peternell, Le Potier et Schneider
([PLPS1]), et dont nous avons déja fait usage dans la premiére partie:

Lemme 1.5.4 Soit E un fibré vectoriel sur une variété X de dimension n, globalement
engendré, et tel que pour un fibré F donné, l'on ait

HY(X,S*EQF)=0 si g>qo et 0< k< k.

Alors il en est de méme pour ¢ > max(go,n — ko) et k quelconque.
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De ce lemme et du théoréme 1.1.2, il est facile de déduire le résultat suivant:

Théoréme 1.5.1 Si E est ample et L nef, ou si L est ample, et si E est globalement
engendré, alors

H P9 X S*E®detE®L)=0 si p< domb

s k20,
T g+1

Preuve: D’apreés le théoréme 1.1.2,

H*PY(X,S*EQdetE®L)=0 si ¢> (k+1)p.

Si 'on applique le lemme précédent & E et au fibré F = Q3 P ®detE® L, avec go = (ko +
1)p+1: on obtient 'annulation des groupes de cohomologie H "=P(X,S*EQdetE ® L)
dés que ¢ > n — ;—;g—, ce qui équivaut a ’énoncé du théoréme. ke

1.6 Encore une variante

On s’intéressera ici a la situation "duale” de celle qui a fait 'objet du paragraphe 1.2:
autrement dit, on suppose les entiers r et d tels que

A
D s U = { - > n
r_/\+1d, ou A=[0-1>0

Les diagrammes que I'on voudrait distinguer sont les diagrammes symétriques par rapport
a la diagonale de ceux du paragraphe 1.2. Comme, d’apres la remarque 2.3 de la premiére
partie, ajouter des unités a certaines colonnes, plutét qu’a certaines lignes, revient &
considérer la cohomologie d’un produit de (detQ)’ non plus par une puissance extérieure
A*Q, mais par A®S*, ou § est le fibré tautologique sur la grassmannienne, la version
"duale” de la proposition 1.1.1 sera le résultat suivant:

Proposition 1.6.1 Supposons [=A+1>0,r > ﬁd, et soit 4 un entier strictement
inférieur a d —r = 6. Alors

HMSE -0 (G (V) A0S © (detQ))

= 6q,A §(6-1) s(e-1 _“m(ﬂ) /\".’.‘_6A V ® (dCtV)x,

ot m(u) = card{c € {0,1}%, |c| = s, Ef=1 ic; = p}.

Considérons alors la variété M, 4_,(V) des drapeaux de V de la forme

D=0CVi_,CV,.CV),
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V, étant de codimension r et V4_, de codimension d — s, et considérons le fibré en droites
Q'*1! dont la fibre au-dessus du drapeau précédent est (detV/Ve ) @ detV, /Vy_, =
(detV/V,)! ® detV/Vi_,: Q"1 est ample si et seulement si I > 0.

La suite spectrale de Borel-Le Potier associée & Q'*1! et & la projection = de Y =
M;,4-,(V) sur la grassmannienne X = G, (V) admet pour termes d’ordre un les groupes

pE;,q_t p— HQ(Y, gt)p),

qui sont ’aboutissement de suites spectrales de Leray dont les termes d’ordre deux sont
les groupes . . '
By’ = H"(X,HP~"(Y/X,Q")).

Orsi V; € G (V), 771(V,) = Gy—r—s(V;) est la grassmannienne des sous-espaces de
codimension d — r — s de V,, et la restriction de Q'"! a cette fibre de 7 est le produit
du fibré trivial (detV/V;)!*? par le déterminant du fibré quotient Q = detV,/V,_,. La
cohomologie de Q'*!:! relativement aux fibres de 7 est donc donnée par

HPYi(Y/X, Q1) HP%3(G,(Vr), Q) ® (detV/V, )+

61,p6j,0 ATV, @ (detV/V, )1+,

c’est-a-dire

HP =53 (Y/X,Q9M) = 6,650 A% S @ (detQ)*!

61,9050 A* S* ® (detQ)' @ detV,

puisque AY"T2S = A*S* et detV = detQ @ detS. Les suites spectrales de Leray et de
Borel-Le Potier considérées dégénérent donc en E;, et ’on obtient 1'isomorphisme

HP (M, 4-,(V), Q1) > HPI(G,(V),A°S* ® (detQ)') ® detV.

Soient alors E un fibré de rang d, et L un fibré en droites, sur une variété complexe

compacte X de dimension n, et soit Y = M, 4_,(FE) la variété des drapeaux correspon-
dants de E:

dmY =n+r(d-r)+s(d-r—s8)=n+(r+s)(d-r)-s.

Soit P =n + /\6(6;' 1) "(’;' D _ 4, et considérons la suite spectrale de Borel-Le potier
associée au fibré en droites Q! @ 7*L sur Y et & la projection 7 : ¥ — X. Ses
termes d’ordre un PE}?~* sont I’aboutissement de suites spectrales de Leray dont les
termes d’ordre deux sont les groupes

Ejy’ = HY(X,HP~%(M, 4_.,(E), Q") @ L).
Posons t = n — 7, et supposons que u < §, alors d’aprés la proposition précédente,

E;’J = 6j,A_(‘ 6-1) .go-ll—‘ri-rm(ﬂ' - T)H"—f'i(xy Ar+.—6AE ® (dCtE)' ® L)’
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de sorte que cette suite spectrale de Leray dégénére en E,;. On obtient ainsi l'isomor-
phisme

PEM=T4=m4T _ () 7.)Hn-7'»q-'\'(‘—'H fgtl g alentd HT(X,ATHTAE @ (detE) @ L).
On en déduira aisément le théoréme 1.1.3.
Preuve du théoréme 1.1.3: Posons k = r + s — 6, de sorte que d — k = 61 — s: les
inégalités r < r + s < d équivalent a 0 < s < §, c’est-a-dire & 6A < d—k < §(A +1).
Avec les notations précédentes, et si p = n — p, il vient
§(6-1) a(e—-1)
PpretA TS5t or _ pra( X AE @ (detE) ® L).

Procédons par récurrence descendante sur p: les morphismes de la suite spectrale de
Borel-Le Potier impliquant ses termes de bidegré (p,q + /\5(62;12 - ﬂ'—;—ll — p) sont les

Pd:,q_"xogs-l!_aga-l!_p : PE’}:’Q"'A‘!‘_II—“.-”'P . PE::‘*”MG'*'X‘!‘-”—“‘-lz“ﬁ'*'l‘h

Le terme d’arrivée de ce morphisme provient de

§(6—-1) a(e-1) -
PEPHhaASTR- S ook _ () EPHRH (X ARE @ (detE)! © L),

qui est nul, par hypotheése de récurrence, si p+ ¢ > n+ 86k — h. Si p+ g > n+ 6k, il vient
PE”""'A"'Q;—Q‘LL'T'H-P _ PEp,q+A-(——l‘ S _a(ect)
1 ks ,

ce dernier terme étant un quotient d’une filtration du groupe de cohomologie

HP+A 6!621:1!_ '!‘jll’q.{.A‘!‘;‘! _aSn;l! (Y, Ql+1’1 ® W‘L).

Mais sous les hypothéses du théoréme, Q'+*! @ 7* L est ample, et le théoréme de Kodaira-
Nakano implique que ce dernier groupe de cohomologie est nul si

6(6+1) (s 8(6-1)
(pA==—- 2

avec dimY = n + (r + 8)(d — r) — 82, c’est-a-dire, puisque § =d—retr =6\ +k —s,
P+qg+ A2 —s2>n+(6A+k)—s?,
soit encore p + ¢ > n + 6k. e

;’1))+(q+,\ —8(3;1))>dz’mY,

Corollaire 1.6.1 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, si > 0 et p > n— 9=

1 »
k(d — k)

HPY(X,AN*E®(detE))®@ L) =0 si p+qg>n+ 1

Il serait intéressant de savoir si ce résultat est vrai sans restriction sur p.
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1.7 Un résultat concurrent

L’objet de ces quelques remarques est de montrer que ’on ne peut espérer que le théoréme
1.1.1 de la deuxiéme partie, pour la cohomologie des puissances extérieures des fibrés
amples, soit optimal: on établira en effet I’annulation de ces groupes sous des condi-
tions qui peuvent étre meilleures, & condition que ’exposant de la puissance extérieure
considérée soit petit devant le rang du fibré.

Comme toujours, on commencera par des calculs de cohomologie sur des variétés de
drapeaux.

Considérons la variété M, »(V) des drapeaux de V constitués de sous-espaces de
codimension un et deux: D= (0 C V, C V; C V). Si a et b sont des entiers tels que
a 2 b> 0, notons A*® le fibré en droites homogéne dont la fibre au-dessus du drapeau
précédent est

AB = (V/V1)* ® (Vi/Va)? = (V/V1)*~" @ (detV/Vy)P.

Si 7 est la projection de M 2(V) sur G1(V), la fibre de 7 au-dessus de V; s’identifie &
Gl(%)’ et

Ar,’:q(vl) fad Cb ® (V/.Vl)a’

ou I'on a noté £ le fibré quotient, de rang un, sur la grassmannienne Gi1(V;). Or L n’a
de cohomologie qu’en bidegré (¢,0), 0 < t < b, pour lequel elle vaut Z*%%(W;). La suite
spectrale de Borel-Le Potier associée au fibré A®® sur M; o(V) et & la projection 7 a
donc pour termes d’ordre un, en degré p, les groupes

PETT = HY(G,(V),Q* ® ZP~1b5),

ou l'on a noté Q et S les fibrés quotient et tautologique sur la grassmannienne.
En particulier, si b = 1, ce groupe est nul sauf pour ¢ = P, la suite spectrale de
Borel-Le Potier dégénére en Ej, et 1'on obtient I'isomorphisme

HP(My2(V), A7) = HP(G(V),Q° ® S) = H(G1(V),Q° P ® A’S ® S).

Reste a appliquer le théoréme de Bott pour obtenir le lemme suivant:

Lemme 1.7.1 §i V est un espace vectoriel compleze de dimension d > 3,sia€ IN*,
on a

0 st p>a,
HPY(Myo(V),A*) ={ g1 ATV st p=a,
bg0(2P+1et1y g re-Phit2latla,ny) 4 pcg
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Soit alors E un fibré holomorphe de rang d, L un fibré en droites sur une variété
complexe compacte X de dimension n, et considérons la suite spectrale de Borel-Le
Potier associée & la projection ¢ : Y = M; 5(E) — X, et au fibré en droites A*! @ 7*L
sur Y. En degré p=n +a — 7, on a d’apres le lemme précédent

PEIT 0 sit<n-—m,

pE;z-x,q—n+1r - Hn—sr,q—l(X, Aa+lE ® L)

Les morphismes impliquant les termes de cette suite spectrale de bidegré (n—m,g—n+)
sont donc les différentielles

—mg—n+x . ppn-mg-n+t , —xt+r,g—ntrtlor
pd: rqnw.pE: m,g—n+w pE:rrqn ,
pour 0 < 7 < 7. Or ce dernier terme provient de
PE;;—:+r,q—n+1r+1—r - Hn—’r+r,q+l(X’ Za—r+l,a+lE ® L @ rr11+21:+l;,.-r+1E ® L),

et I'on utilisera pour annuler ce groupe la proposition suivante:
Proposition 1.7.1 Si E est nef et L ample, ou E ample et L nef, sib € Ng avecd > 2,

by
HP(X,I’EQL)=0 si ¢>Y (d—b})+(n—p)(d-1).

Cette proposition implique que

- b

de sorte que si ¢+ 1 > nd — a,

PE;'—”,G—"‘H’ — pE:o—*,q-ﬂ+ﬂ'_

Si a > 2, le fibré en droites Q%! ® 7* L est ample sur Y, alors qu'il est 1-ample au sens
de Sommese si @ = 1: le théoréme de Kodaira-Nakano, et la généralisation qu’en a donné
Sommese pour les fibrés k-amples, implique donc que

pE:o—r,q—n'i-’f:O s1 p+q>n+2d-3+6¢,1°

On obtient donc le résultat suivant:
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Proposition 1.7.2 Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d > 2, L un fibré en
droites sur une variété compleze compacte de dimension n, et supposons E ample et L
nef, ou E nef et L ample. Alors si k > 2,

HPY(X,A*E®L)=0 si p+q+k> n + max(n — p,2)(d — 1).

Reste, bien siir, a démontrer la proposition précédente:

Preuve de la proposition 1.7.1: Montrons par récurrence descendante sur p que si
ki,...,km sont des entiers strictement positifs au plus égaux a d,

m
HP(X, QL ANEQ®L)=0 si ¢>)Y (d—k)+(n—p)(d—1).
i=1
La proposition s’ensuivra, puisque I'*E est une composante du produit ®?;1 AY E.
Soit Z,, le produit fibré, au-dessus de X, de m exemplaires de G1(E). Notons ; la
projection du i-eéme exemplaire de ce produit, sur X, et 7 la projection sur X de L -
Cette variété, de dimension N = n 4+ m(d — 1), est munie du fibré en droites

L=70(k) 8 @ 13O(km) ® 7°L,

qui est ample sous les hypothéses de la proposition.

Considérons alors la suite spectrale de Borel-Le Potier associée & £ et & la projection
7: son terme d’ordre un PE}?™* est 'aboutissement d’une suite exacte de Leray dont le
terme d’ordre deux, d’aprés la formule de Kiinneth et le théoréme de Bott, est

E}; = HY(X,HP-%(Z,/X,L))

D ji4tim=y HY(X, QL HY(Gy(E),Ok))® L)
h+ - +lpm=P~-t )
@11+...+1M=P_g 6j,0Ht"(X7 ®?leh’hE ® L)

Cette suite spectrale dégénére donc en E,, d’oti I'isomorphisme

PEM = P  HYX,@R,ZYEQL).
l1+"'+1m=P_t

En particulier, en degré P =p+ > (k; — 1),

PE:)Q-‘ = 0 s1t< D,

Les morphismes de cette suite spectrale impliquant ses termes de bidegré (p,q — p) sont
donc les différentielles

P =P . P = P P+7',q— +1-7
dp9=P . PEPA—P __, PEp+ra—ptl-r
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Or ce dernier terme provient, d’aprés ce qui précéde, de
PE{H"'»Q-P’H-? — @ HPmatl( x| ®'_vglzki—l—‘r.',hE ® L);

i+t rm=r

de plus, Z*—Ti—1LK E est un facteur de A¥~7 E® E®™, donc par hypothése de récurrence,

PEPFOTIITT =0 sl g2 ) (d— ki) +(n—p)d.

i=1
Sous cette hypothese, le théoréme de Kodaira-Nakano implique alors que
PE{”"-P = PE&"_’ =0

si P4+ ¢ > N, c’est-a-dire ¢ > 31~ (d — ki) + (n — p), ce qu'il fallait vérifier. >

1.8 Extension a des fibrés de poids quelconques

On peut déduire du théoréme 1.1.1 un énoncé pour les fibrés associés & un fibré ample
autres que ses puissances extérieures. Il suffit pour cela de remarquer que si E est ample
de rang d, E®* est ample de rang hd, et que sa puissance extérieure k-ieme est une
somme de fibrés associés a E, portant sur tous ceux dont les poids sont de module k
et de premiere composante inférieure ou égale & h: c’est par exemple une conséquence
immédiate de la régle de Littlewood-Richardson. D’ol, en appliquant le théoréme 1.1.1
a E®% ]énoncé suivant:

Proposition 1.8.1 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample,

HPYX,T°E®L)=0 si p+¢>n+min(lal,n—p+1,n—g+1)(ard - |a).

On pourrait également, plutét que de se placer, comme on I’a fait jusqu’a présent,
sur une variété de drapeaux associée a un fibré vectoriel, considérer un produit de telles
variétés de drapeaux, pour obtenir des théorémes d’annulation pour des produits tenso-
riels de puissances extérieures (éventuellement, d’ailleurs, de fibrés vectoriels distincts).
On n’obtiendrait cependant pas mieux que la proposition précédente, excepté dans le cas
suivant: on note toujours E un fibré de rang d sur une variété complexe compacte de
dimension n, et ’on considére sur

Y=G,-1(E)X“'XG,-"‘(E), 1<r,...,rm <d,
variété compacte de dimension n + Y i~ ri(d — r;), le fibré en droites

£ = 1}(det@:) ® -+~ ® min(detQm) ® 7L,
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ou Q; désigne le fibré quotient sur la grassmannienne G,,(E), ; la projection de cette
variété sur X, et 7 la projection de Y sur X. La formule de Kiinneth, et le fait que le
déterminant du fibré quotient sur la grassmannienne n’ait de cohomologie qu’en bidegré
(0,0), impliquent que

R, (% ®L)=6;0% A"E® @A "E®L,
d’ou I'isomorphisme

HP(Y,L) = H(X,A"E®---QA™EQL).
Mais si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, le fibré en droites £ est ample sur

Y. De plus, I'*E est une composante du produit tensoriel des puissances extérieures
A E,...,A%1 E, et le théoréme de Kodaira-Nakano implique donc la

Proposition 1.8.2 Sous les mémes hypothéses,

d
HP(X,T°E®L)=0 si p+g>n+ ) (d+1-2i)a;.

=1

Ce résultat généralise celui que ’on a obtenu, pour les puissances symétriques du fibré
quotient sur la grassmannienne, par des méthodes diagrammatiques. Notons cependant
que, dans ce cas particulier, il perd beaucoup de sa portée quand augmente I’exposant
de la puissance symétrique considérée. Pour pallier cet inconvénient, on pourra lorsque
E est globalement engendré utiliser le lemme 1.5.4 pour obtenir le

Corollaire 1.8.1 Soit E un fibré vectoriel de rang d, globalement engendré sur une
variété X de dimension n, L un fibré en droites sur cette variété, et supposons que E est
ample et L nef, ou que L soit ample. Alors

HPY(X,S*EQ®L)=0 si p>d(n—q), k>0.

Notons que ce résultat généralise le théoréme 2.2 de [PLPS1]. De la méme fagon, le
théoréme 1.5.1 admet le corollaire suivant:

Corollaire 1.8.2 Sous les mémes hypothéses, et si a € Ni, alors

H" P"9(X T°E® (detE)'®@ L) =0 si p< nq—-;21q et 1> h(a).

Preuve: De méme que pour les puissances extérieures, la régle de Littlewood-Richardson
permet de montrer que I'*E est un facteur de Sl2l(E®™) sj et seulement si m > h(a). 11
suffit donc d’appliquer le théoréme 1.5.1 au fibré vectoriel E®*(8) et 3 L ® (detE)!-h(a),
#
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1.9 Quelques remarques sur les sous-variétés de ’espace projectif

Signalons que le théoréme 1.1.1 permet de généraliser trés directement les théorémes
d’annulation obtenus par Schneider ([Sch3]) pour les puissances symétriques du fibré
cotangent d’une variété complexe compacte X, plongée dans un espace projectif IP™.
Ces résultats sont une conséquence presque immeédiate des suites exactes

0 —Tx — Tpmx — N —0,

0— Ox — _’TP"‘IX_’Oa

ou N désigne le fibré normal, qui est ample et méme tel que N ® Ox(—1) soit globalement
engendré. En effet, la premiére de ces suites exactes fournit une résolution des puissances
symétriques du cotangent de X, par des fibrés vectoriels dont la seconde suite exacte et
le théoréme 1 permettent d’annuler la cohomologie de Dolbeault. On en déduit aisément
la généralisation suivante du troisitme théoréme de [Sch3]:

Proposition 1.9.1 Soit X une variété compleze compacte, plongée dans un espace pro-
jectif. Alors
HP(X,S*Q4 @ Ox(m)) =0 si k>m+1 et p+g<dimX —(p+ 1)codimX.
On peut cependant s’attendre a ce que le fibré normal, dont on notera le rang r =

codimX, obéisse a des théorémes d’annulation plus restrictifs que la généralité des fibrés
amples, phénoméne dont nous allons donner quelques exemples.

Lemme 1.9.1 HP'V(X,(TP'")?; @N®Ox(s))=0s1s>20etp+g>2n+r, ous>0,
p=netg>0.

Preuve: Supposons tout d’abord t = 0. Pour s > 0, le résultat annoncé est une
conséquence du theoréme de Le Potier. Pour s > 0, la suite exacte
0 — Tx ® Ox(s) — TP{x ® Ox(s) — N®Ox(s) — 0

et le théoréme de Kodaira-Nakano impliquent que H™ (X, TIP{x ® Ox(s)) s’envoie sur-
jectivement sur H™(X, N ® Ox(s)) si ¢ > 0, et la suite exacte

0 — Ox(s) — Ox(s+1)8m+) TP ® Ox(s) — 0
implique de méme que

H™(X,TPPx ® Ox(s))=0 si ¢>0.
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On conclut par récurrence sur t via les suites exactes

0 — (TP™)& ® Ox(s) — (TP™)% ® Ox(s +1)®(m+) —,
— (TP™)5 @ Ox(s) — 0.

On déduira de ce lemme quelques propriétés cohomologiques simples des puissances
symétriques du fibré normal:

Proposition 1.9.2 Sig>r, ona

H™(X,S*N @ N) = H*~19+1(X,S*N) = 0.

Preuve: La suite exacte qui définit le fibré normal donne lieu & des suites exactes
analogues pour chacune de ses puissances symétriques:

00— Ei; = ATy — oo — Ejx — -+ — Eg = SkTPmp( —t SEN s 0,
ou 'on a noté E; x = S"‘jTPmlx ® ATx. D’apres le lemme précédent,
H"(X,E;s @ N)=0 s ¢g>r,

ce dont il est facile de déduire, en découpant par exemple la suite exacte précédente en
suites exactes a trois termes, que si ¢ > r,

H™(X,S*N @ N) = H"~ha+k( X N),

ce dernier groupe étant nul d’apres le théoréeme de Le Potier.

Le fibré S* N étant une composante de S¥*~!N ® N, il s’ensuit que H™9(X,S*N) =0
sig > retk >0, résultat di a Faltings. D’autre part, la suite exacte

0 —Tx®S*N —TP%®S*N — S*\N®N — 0
implique que si ¢ > r,
H1et (X, S*N) = H™9H (X, TP ® S*N),

et la suite exacte du fibré tangent a I’espace projectif, conjuguée au résultat de Faltings
que nous venons de redémontrer, permet aisément de montrer que ce dernier groupe de
cohomologie est nul sous I’hypothése faite sur q. [ )

On peut procéder de méme dans le cas ou les puissances symétriques du fibré normal
sont tensorisées par le fibré O(—1). En effet ([PLPS1]), le fibré normal vérifie le théoréme
d’annulation suivant:

HPIX,N(-1))=0 si p+g>2m—n-—1.
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Les groupes H™9(X, E; x ® N(—1)) s’annulent donc pour ¢ > 2m — 2n + j — 1, ce dont
il est facile de déduire le résultat suivant:

Proposition 1.9.3 Soit X une sous-variété de IP™ de dimension n, soit N son fibré
normal. Alors

o HM(X,S*N®Ox(-1))=0sik>1,¢>2m—-2n—-1;
e HI(X,0x(1))=0s1<¢g<3m-—2n.

Preuve: La premiére assertion résulte directement de ce qui précéde, en procédant
comme dans la démonstration de la proposition précédente. Pour ce qui est de la seconde,
il résulte des idées de Faltings, reprises par Le Potier, Peternell et Schneider, que le groupe
de cohomologie H9(X,0x(1)) = 0 est nul, pour g compris entre 1 et 2n — m, dés que

HYY(X, I% /I @ Ox(1)) =0 pour k> 1.

Orl%/ I;{” = S*N*, donc le groupe de cohomologie précédent correspond dans la dualité
de Serre au groupe H™"*~9~1(X,S¥N(~1)), qui est nul pour n —¢—1> 2m — 2n — 1,
soit ¢ < 3n — 2m. &

Remarque: La deuxiéme partie de cette proposition a été "démontrée” par Faltings
sous I’hypothese, 6 combien illusoire, d’une dégénérescence en E; de la suite spectrale
de Borel- Le Potier. Peternell, Le Potier et Schneider, corrigeant l’article de Faltings,
ne purent établir proprement I’annulation des groupes HY(X,Ox(1)) qu’en codimension
deux, pour g compris entre un et mfé En codimension supérieure, Alzati et Ottaviani
([A-O]) ont démontré cette méme annulation sous les conditions 1 < ¢ < 3n — 2m et

n—q—l < C,qn-*._ln.',q-

On peut également démontrer des résultats du méme genre pour les puissances
extérieures du fibré normal.

Proposition 1.9.4 Sik>0etg>r—k, ona

H™(X,AFN ® N) = H* 19+ X AKN) = 0.
Preuve: Posons Y = IP(E*), et notons 7 la projection naturelle de Y sur X. Il est bien
connuquesip=n+k—1,

RL (%% ® ON(k)) = 64,0640 A* N,
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ce qui permet de démontrer, en degré maximal, le théoréme de Le Potier pour les puis-
sances extérieures d’un fibré ample quelconque. Si p = n + k — 2, on vérifie de méme
que

Rgr.(Q’}”;;f ® ON(k)) = 54,0[5¢,n—1 NN © 5t,nzk—2'kN]-

Les groupes de cohomologie H?4(Y, On(k)) sont donc I’aboutissement d’une suite spect-
rale de Borel-Le Potier dont les termes d’ordre un sont les groupes

pE;I—lyq-ﬁ — Hﬂ—l,q-l(X, AkN),
pElﬂyq—" — H"’q(X, Z"‘“‘N).

Cette suite spectrale dégénére donc en E,, et le théoréme de Kodaira-Nakano implique
I'isomorphisme

Hr 19+ (X AKN) = Hm9*2(X, Z¥-2EN) si g >r—k.
D’autre part, la suite exacte
0 —>Tx ®A*N — TP, x @A\ N — AKXN@N — 0

et la suite exacte du tangent a ’espace projectif impliquent, via le théoréme de Le Potier
pour les puissances extérieures de N, que

H™(X,A*N @ N) = H* 19+ (X A¥N) si ¢>r—k.

Notons enfin que A*"N®N = A*N @ Z*~2kN, et que la cohomologie du premier terme
du membre de droite de cette inégalité est nulle en bidegré (n,q) tel que ¢ > r — k. On
a donc finalement démontré 1’identité, si ¢ > r — k,

H™(X,A*N @ N) = H™*2(X,AF-1N @ N).

Cette identité implique bien, par une récurrence évidente, la premiére partie de la pro-
position, et I'identité précédente permet d’en déduire la seconde. &

Les deux propositions précédentes appellent naturellement les deux questions suivantes:
o Le fibré normal vérifie-t-il la conjecture de Sommese? Autrement dit, a-t-on
HPYX,A¥N)=0 si p+g>n+r—k?
e Ses puissances symétriques vérifient-elles le théoréme d’annulation démontré par
Faltings en degré maximal? Autrement dit, a-t-on
HPY(X,S*N)=0 si p+qg>n+r?
Insistons sur le fait que ces deux propriétés, que nous venons d’établir pour p = n—1, ne

sont pas vérifiées, en général, pour les fibrés amples (de méme que les deux propositions
précédentes). Enfin, notons qu’il est possible de vérifier que ’on a bien

H"=29%¥2(X A2N) =0 si ¢g>r—2;

mais nous n’avons pu faire mieux.
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2 Théoremes d’annulation pour les fibrés associés a
un fibré ample

2.1 Introduction

L’objet principal de ce chapitre est a la fois de préciser et de généraliser, au moins
partiellement, un théoréme d’annulation établi par J.P.Demailly ([Del], théorémes 0.2 et
0.3) pour un fibré ample sur une variété complexe compacte, selon lequel:

Théoréme (Demailly) Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d, L un fibré en
droites sur une variété compleze compacte X de dimension n, tels que E soit ample et
L semi-ample, ou E semi-ample et L ample. Alors si a € N‘é,

a. H"Y(X,T°E @ (detE)) @ L)=0 si ¢ >0 et 1> h(a);

. . +g>n,
b. H*(X,T°E® (detE)' @ L) =0 si {fzg—un—p-

La premiére partie de cet énoncé ne semble guére pouvoir étre améliorée ([Del],
exemple 0.5), mais la seconde pose le probléme de ’exposant optimal du déterminant de
E assurant I’annulation du groupe de cohomologie de Dolbeault précédent, en fonction
du bidegré (p, q) et du poids a € INY.

Dans [De2], le théoréme d’annulation précédent est démontré, lorsque E est supposé
positif au sens de Griffiths (hypothése a priori plus forte que ’amplitude), lorsque [ >
h(a) + A(n,p,q), ou A(n,p, q) est une constante ne dépendant que de n,p et q. D’autre
part, il est facile de vérifier que la borne I > d — 1 + min(n — p,n — ¢) convient si la
suite spectrale de Borel-Le Potier est supposée dégénérée en E, pour les fibrés en droites
amples définis sur les variétés de drapeaux des fibrés vectoriels considérés: la borne
[ > h(a) + min(n — p,n — ¢) est donc suggérée dans [De3] pour les fibrés amples, et nous
avons par exemple vérifié dans la premiere partie de cette thése qu’elle convenait pour le
cas ou E est un fibré quotient sur une grassmannienne, et L son fibré déterminant. Nous
avons toutefois montré, au dernier chapitre de la premiére partie, que cette hypothese
de dégénérescence n’était en général pas vérifiée, ce qui complique considérablement la
situation.

Notre résultat principal permet cependant de confirmer en partie la conjecture de
[De3]:

Théoreme 2.1.1 Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang d, L un fibré en droites
sur une variété compleze compacte X de dimension n, tels que E soit ample et L nef,
ou E nef et L ample. Alors si a € N‘é, et p>n—20,

. fI>2h(a)+n—-p
P9 a ! = ’
HPY(X,T"E Q@ (detE) ® L) =0 si { p+gqg>n.
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Nous généraliserons également la premiére partie du théoreme de Demailly sous une
forme qui englobe I’essentiel des théorémes d’annulation connus pour les fibrés vectoriels
amples en degré maximal, & savoir aussi bien celui de Griffiths pour leurs puissances
symétriques ([Gr]), que celui de Le Potier pour leurs puissances extérieures ([LP1]), ou
la généralisation qu’en ont donné Ein et Lazarsfeld ([EL)):

Théoréme 2.1.2 Sous les mémes hypothéses que précédemment, si a et u € W‘é, s
d > h(a) + h(u), et si x est la permutation définie par x(i1) =d+1—14,1<i<d, ona

H™(X,T*XWE® (detE)) @ L) =0 si 1> h(a)+u; et ¢> |u|.

Nous donnerons d’ailleurs (Théoréme 2.5.3) une version de ce théoréme en degré non
nécessairement maximal (mais généralement proche de n), qui admet le corollaire suivant:

Corollaire 2.1.1 Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a

JI>2n—p+1
Py k ! - pr4 S g -
1. HP9(X,S*E® (detE)' @ L) =0 s:{ S Sy, et p>n—20.

JIZ2n—p+k
Pq k l - P TR, _
2. HP9(X,A*"EQ® (detE)'® L) =0 a:{ pb g5 n, et p>n-—20.

I1>n-
'q k l p— > e p’ _
3. HP9(X,A*E @ (detE) ®L)—Oa:{p g>n+d—k, et p>n-—10.

Le premier de ces énoncés généralise le théoréme de Griffiths, alors que le troisiéme
généralise le premier théoréme de Le Potier: on peut d’ailleurs voir dans ce résultat
une alternative & la conjecture de Sommese ([So]), que Schneider et Demailly ([Del))
ont prouvée n’étre pas vérifiée (le théoréme 1 du chapitre précédent donnait d’ailleurs
une autre alternative a cette conjecture, qui ne fait pas intervenir le déterminant de E).
Notons que le contre-exemple de Demailly, & savoir I’existence d’un fibré ample de rang
d > 2 sur une variété de dimension n = 2d, tel que

H"1m=3(X, A2E) # 0,

implique que la borne donnée pour ! est en 'occurrence optimale pour p =n — 1. Clest,
malheureusement, & peu prés le seul cas pour lequel nous puissions nous prononcer & ce
sujet.

Les méthodes utilisées dans ce chapitre sont proches de celles développées par Jean-

Pierre Demailly dans [Del]. On sait par exemple, aprés les travaux de Bott ([B]), que
chaque fibré T'®E @ (detE)' se réalise si | > h(a) comme I'image directe d’un fibré
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en droites ample sur une variété de drapeaux associée & E ([Del]). Notre idée essen-
tielle consiste & montrer qu'un fibré I'*~X(*)E ® (detE)' apparait, si | > h(a) + u;,
comme l'image directe du produit tensoriel d’un fibré en droite ample sur une variété de
drapeaux, par une puissance extérieure de son fibré cotangent (Proposition 2.4.1). Ceci
permet de relier les groupes de cohomologie que 1'on souhaite annuler, & des groupes de
cohomologie de Dolbeault de ce fibré en droites ample, auxquels on pourra appliquer
le théoréeme d’annulation de Kodaira-Nakano, via une suite spectrale de Borel-Le Po-
tier dont les termes d’ordre un seront eux-mémes déterminés par une suite spectrale de
Leray. Toute la difficulté consiste alors, pour conclure, & montrer que nos conditions
d’annulation "passent a travers” les suites spectrales impliquées.

L’isomorphisme établi par la proposition 2.4.1 repose sur le calcul de certains groupes
de cohomologie de Dolbeault de fibrés en droites homogeénes sur des variétés de drapeaux
d’un espace vectoriel complexe. Malgré le théoreme de Bott, la détermination de ces
groupes est malheureusement trés délicate (excepté dans le cas des grassmanniennes,
pour lequel on dispose des méthodes diagrammatiques développées dans la premiére
partie de cette these), du fait de la structure assez opaque du fibré tangent d’une variété
de drapeaux générale.

Nous avons di faire usage des filtrations des puissances extérieures de ce fibré tangent
introduites par la section 1.2.2 de la premiére partie de cette thése, faire intervenir les
propriétés remarquables des représentations du groupe linéaire qui ont fait ’objet de la
section 1.1 de cette méme partie, et utiliser le fait que ces groupes de cohomologie inter-
viennent dans des suites spectrales de Borel-Le Potier que I’on sait par ailleurs préciser
(section 2.3), pour mener ces calculs & bien, sous certaines conditions qui sont respon-
sables des conditions artificielles que nous avons di introduire sur p dans les énoncés qui
précedent.

Il serait bien évidemment trés souhaitable de savoir expliciter en toute généralité ces
groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés en droites homogeénes sur les variétés
de drapeaux. Cette généralisation du théoreme de Bott reste cependant hors de notre
portée.

2.2 Rappels

Soit M,(V) une variété de drapeaux, de dimension N,, d’un espace vectoriel complexe
V de dimension d, sur laquelle sont définis les fibrés vectoriels homogenes E;, avec 1 <
t < m, de rang 8; — s;—;: au-dessus d’un drapeau

D=(V,,=0C---CV,, =V),

la fibre de E; n’est autre que le quotient V,,_, /V,,.
Rappelons que le fibré A™TM,(V), puissance extérieure w-ieme du fibré tangent de
cette variété, admet une filtration, qu’on notera (F™), équivariante sous l’action du
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groupe linéaire GI(V'), dont le fibré quotient gradué associé s’écrit

(QP)* = @ ® I E; @ T~x(“i)E;,
2:‘(;’ luij|=n $<J
On utilisera cette filtration de A"TM,(V') pour filtrer de la méme maniere le fibré Q

des (N, — m)-formes holomorphes, selon I'isomorphisme

vy = Kmv) @ ATTM, (V).

N,—=
M, (V)

Rappelons également que K, (v) = Q5™ avec

K(s) = E(-’i +8ic1 = )Ly 41,0

=1

La cohomologie des différents produits dont (Q3)* est la somme peut étre calculée par
la variante suivante du théoréme de Bott, qui généralise le corollaire 2.1.2 de la premiére
partie, et se démontre exactement de la méme fagon (6 désigne le symbole de Kronecker):

Proposition 2.2.1 Etant donnés des poids décroissants a* € Z*~*-1, 1< i < m, soit
a=(a,...,a™) € Z°. Alors

Hq(MO(V), ®:’;1F¢‘ E') — 6q,.(a)re(a)1/.

Rappelons que i(a) est le nombre d’inversions de 1'ordre dans le d-uplet a — c(d), avec
c(d) = E?=1 i1;, et que {(a) = (a — ¢(d))Z + ¢(d). On utilisera trés réguliérement le
fait que {(a) est décroissant, condition nécessaire & ce que les groupes de cohomologie
précédents ne soient pas nuls, si et seulement si a — ¢(d) est régulier, autrement dit admet
des composantes deux & deux distinctes.

Enfin, on déduira des propriétés cohomologiques du quotient de la filtration (F™ ) de
ATTM,(V) certaines propriétés cohomologiques de QII:’,“ ?",') par l'intermédiaire du lemme
usuel suivant:

Lemme 2.2.1 Considérons une filtration (F) d’un fibré £ sur une variété de drapeauz
M,(V), et notons Q le fibré quotient associé. Alors

1. Supposons que HY(M,(V),Q) =0 si ¢ > qo, alors HY(M,(V),E) =0 i ¢ > qo.
2. Supposons le fibré € et la filtration (F) équivariantes sous l’action de GI(V): ceci
permet d’écrire
HY(M,(V),Q) ®o0(v,q)I?V,
HI(M,(V),E) ®ov(v,q)TV.
Alors si ¥(v,q) = 0 lorsque ¢ > go(v), v(v,q) =0 si ¢ > go(v).
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3. Avec les notations précédentes, 3- (—1)v(v,q) = - (=1)?9(v,9).

Preuve:

1. SiHY(M,(V),Q) = 0 pour ¢ > go, notons G; = F;/F;+ les quotients de la filtration
(F), de sorte que Q@ = ®;G;. Alors HI(M,(V),G;) = 0 si ¢ > go pour tout entier i,
de sorte que les suites exactes longues de cohomologie associées aux suites exactes

0 — Fip1 — Fi— Gi—0

impliquent par récurrence sur i que HY(M,(V),F;) = 0si ¢ > go pour tout ¢. En
particulier, comme Fy = £, HI(M,(V),£) =0si ¢ 2 qo.

2. Si € et la filtration (F) sont équivariantes sous l’action de GI(V), chaque groupe
de cohomologie H(M,(V),F;) est un GI(V)-module, et le lemme de Schur permet
de reproduire le raisonnement précédent pour chaque composante isotypique.

3. Notons v(F,v,q) la multiplicité de I'*V dans HI(M,(V),F). Alors, de méme que
la somme alternée des dimensions des groupes de cohomologie d’une suite exacte
longue est nulle, le lemme de Schur implique ici que

Z(—l)qu(.ﬂ,v, q) = Z(_l)q"(fi+hv’ q)+ Z(_l)qy(gi, v,9),
q9 q9

q

et la somme alternée 3° (—1)?v(v,q) peut par conséquent s'écrire,

Z(_l)qu(}-ov v,Q) = Z E(_l)ql’(gh v, Q) = Z(_l)q{)(v’q)'&
] i g ]

2.3 Un exemple de non-annulation

On met en évidence, dans ce paragraphe, certains groupes de cohomologie non nuls de
fibrés vectoriels amples sur des variétés de drapeaux. Ces groupes non nuls, étant de
degré maximal, nous permettront d’obtenir différentes propriétés de certains groupes
de cohomologie de Dolbeault de fibrés en droites homogeénes sur d’autres variétés de
drapeaux.

Proposition 2.3.1 Soitv € INS. Alors si l et h sont des entiers compris entre 1 et d —
h(v), il eziste une variété compleze compacte X,, munie d’un fibré vectoriel globalement
engendré E de rang d, et d’un fibré en droites ample L, qui pour chaque d-uplet b € INd
tel que h(b) < h vérifie les propriétés suivantes:

1. H™(X,, "X E @ (detE)' ® L) = 0 si et seulement si ¢ # |v],
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2. HM9(X,,[* X" E ® (detE)' ® L) = 0 pour tout ¢ > 0 si |w| < |v] et w #v.

Remarque 2.1: Comme au lemme 1.1.3 de la premiére partie, I’hypothese h(b) < h <
d — h(v) implique que les poids b et —x(v) ont des composantes non nulles disjointes.

Preuve: Notons s(v*) = (0, ;,...,8m), €t posons
o= (0,d+ s(v*)) = (0,d,d + s1,...,d + sm).

Soit X, = M,(V), ol V est un espace vectoriel complexe de dimension d + 8m, variété
sur laquelle est défini le fibré vectoriel homogene, de rang d, E = E;. Ce fibré est
globalement engendré sur X, puisque quotient d’un fibré trivial. On supposera de plus
que L = Q7 est un fibré en droites homogéne ample sur X,: autrement dit, le poids ¢
est supposé strictement décroissant relativement & o; ses composantes seront précisées
ultérieurement.

1. Appliquons le théoréme de Bott au calcul des groupes
H™(X,,I*"X")E @ (detE)' ® L) = HY(M,(V),[* XM E @ (detE)} @ Qc+*(*)).
Le poids du fibré canonique Ky, (v) est ici

k(@) = —smliqa+ ;ﬁl(d+ 8i—1+ 8i — Sm)Ldts; 1 41,d4s;
= —Sml+ Zi=1(d + Si-1 + Si)1d+.;_,+1,d+.;,

ce qui permet d’écrire
H™(X,,T*"X"E @ (detE)' ® L) = HY(M,(V), @ T E;) @ (detV)~*m,

avec b(v) = (b'(v),...,b™*1(v)) = (b+11—x(v),0,...,0)+c+x(0)+5m1. Comme
b et —x(v) ont des composantes non nulles disjointes, ce poids peut s’écrire

bv) = (b+({+ci)l, l4cq st ci—ve,,...,1+cq— vy,
e — N —e — N ——
’l(b) d_h(b)-‘m tm—tm-1 t

i+ Cd+s, + 31‘, s ,g+ Cd+spm + Sm—-1+ sﬂi)’

—
8 Syn—8m-1

ou 'on a noté s(v) = (0,t1,...,tm). Remarquons (se reporter au paragraphe 1.1.1
de la premiére partie) que vy, = 8yp41—; €t v;, = tm41-i, de sorte que si ’'on pose

Cd—Cdts; =d—1+8i-1+8i —tmy1—i, 1<i<m,
cq étant quelconque, alors

bv)=(+ca)l+( b, O , =81 yoo0y=8my tmyeeey b ).
h(b) d—h(b)"t"'l tm—tm-1 t 8 dm—8m-1
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On obtient donc pour b(v) — (I + ¢4 — d)1 — ¢(d + s,,) 'expression suivante:

(b+d1 — c(h(b)),d — h(b) = 1,...,tm,

h(b) dA{By—ts
tm—81— 1,y tm1 = 81,0 ti =8 — 1,0y =S,

— -~

tm-tm-l '1
tm_l,---,tm_ﬂ,o--’zl _Sm—l _1,o-o’t1 —Sm).

8 lm—lm‘

Les s,, derniéres composantes de ce poids correspondent trés précisément aux es-
paces laissés par ses d — h(b) composantes précédentes: il est donc régulier, et
contient Y 7~ (8i — 8i—1)tmt1-i, C’est-a-dire |v| inversions. De plus, £(b(v)) =
b+ (I + cq)l, et le théoréeme de Bott, dans sa version du paragraphe précédent,
implique que

H™(X,,T* X E ® (detE)! ® L) = 6,y TV ® (detV)!+ee—2m,

L’assertion 1 est donc démontrée, a condition de vérifier que L est ample, c’est-a-
dire que c est strictement décroissant relativement & 0. Et I’on a bien

Cd+s; — Cd+si41 = (tm-l-l—i == tm—i) + (3|'+1 - 3:’—1) >0
sii>1,et,sil <d- h(v) (puisque t, = vy = h(v)),
Cd—Cdtsy =d—14+8 -ty 2d—141-h(v)>0.

. Soit w € IN ‘é tel que |w| £ |v|. On pourra écrire comme précédemment le poids
b(w)—(I+ca—d)1—c(d+3m),0u b(w) = (b+11-x(w),0,...,0)+c+ k(o) +sn1,

sous la forme

(b= c(h(b)) + d1,d — h(8) = 1,...,w},w] — 1 — wyz, ..., —w;,

——

h() d-h(5)-u; wt
tm —1,...,tm —SL,...,El — S8Sm-1 —1,...,t1 —S"L)

-

a S8m—8m-1

Si ce poids est régulier, il contient nécessairement des inversions entre ses d premi-
éres composantes (dont certaines sont négatives) et ses s,, derniéres composantes
(dont certaines sont positives). En particulier, il doit exister un entier ¢ tel que
t — wi41 2> t,. Mais alors a fortiori ¢ > t,,, ce qui signifie qu’au moins t,, des d
premiéres composantes admettent des inversions avec les s,, derniéres: ces com-
posantes correspondent alors a certains espaces entre composantes successives du
poids (¢, — 1,...,t; — 8;»). Or on a vu que les t,, premiers espaces de ce poids
correspondent exactement a ceux qui sont comblés lorsque w = v. Une récurrence
immédiate implique donc ici, si b(w) — ¢(d + sm) est régulier, que w; > v; pour tout
entier 1 compris entre 1 et t,, = v}. Mais alors |w| > |v| si w est distinct de v. &
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Proposition 2.3.2 Sous les mémes hypothéses que pour la proposition précédente, si
n —max(10,20 — |v|]) < p < n, et d — h(b) > h(v) + n — p, alors

HPY(X, T XY E @ (detE)' @ L) =0
sip+g2n+|w|, ot we N$ est tel que h(b) + h(w) < d.

Preuve: Soit p < n, et posons 7 = n — p, de sorte que

HP(X,,T*-X(E @ (detE)' ® L)
= HY(X,,T* X" E @ (detE)' ® Q") ® A"TX,).

Soit G I'un des produits tensoriels du quotient de la filtration (F™) de A"TX,:

6= @ TIYE eI XwE,

1Si<j<m+1

ou chaque u;; est un poids positif décroissant, et ZK,-(J-(",_H [ ==

Notons de plus ré+ilgp ® I‘-YzEz ®---® 1"7"'+1Em+1 une composante de ['*"x(v) f
(detE)'®G. Les produits tensoriels sur E,E,,...,En4; s'effectuant séparément, I'PE est
donc une composante de I'"'~x(WE (®;~"='§11"";i E): chacun des poids uj; étant positif,
le lemme 1.1.3 de la premiére partie implique que la partie négative de A soit plus petite
que celle de b — x(w). Autrement dit, si ’on écrit

,B = ( ’ —X(‘J))),
Y.
d—h

s {‘Q:

o 3 et 1 sont positifs et h = h(ﬁ), alors pour tout entier i compris entre 1 et d — &, on
a 0 < w; < w; (et de la méme fagon, B; > b;), donc en particulier || < |w|. Notons
v le poids (v2,...,9™*!); le poids (B +11,7) + ¢ + &(0) + sm1 se déduit alors de b(v)
en changeant b en 3 et w en W pour ce qui est de ses d premiéres composantes, et en

ajoutant 7 a ses s,, derniéres composantes: on obtient ainsi I’expression

(+el+( 6, O
B d-h-ut!

,—'I’ﬂ);"“’—wlatm +7l9"°’t1 +7c,,.)-

On en déduit, en tenant compte des identités t; = V;..41-:s 1 €xpression suivante du poids
6=B+1,7)+c+r(0)—(I+ci—d—5sm)l —c(d+s8pm):

§=(F+dl—c(h)d—h—1,...,05,5; — 1 - Bgq,...,—iby,
vi+mn—1,...,05 47, —Sm).
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Lemme 2.3.1 Sid—h > h(v) + 7, alors pour tout entier ¢ compris entre 1 et s,,,

d—h>vl+7i—i.

m+1

Preuve: Rappelons que MFxWE g I"E, @ - @I E,.+1 est une composante
de MxWE @ (®1<icjgmer1 T E: @ x4 E;). Or, d’aprés le lemme 1.1.3 de la
premiére partie, la somme des composantes de la partie positive (respectivement négative)
d’un produit tensoriel est majorée par la somme des composantes des parties positives
(respectivement négatives) des poids de chacun des termes de ce produit: en ’occurrence,

8m
1B+ D7t < Jbl+ D |l = [bl +,
i=1 1<)
ou l'on a noté 4" = max(y;,0). D’autre part, les inégalités B,- 2> b; impliquent que
h — h(b) ne peut excéder || — |b|. Par conséquent, pour tout entier ¢ compris entre 1 et

Sm, = -
h = h(b) + % < |B] - [bl + 7 <,
et, a fortiori, si d — h(b) > h(v) + ,

d—h—%>d-h(b)—7>h(v)=0v} >0 —i.d

Ce lemme implique que le poids 6, étant supposé régulier, ne présente aucune inversion
faisant intervenir ses h premiéres composantes. Pour estimer le nombre de ses inversions,
il suffira donc de distinguer celles qui se produisent entre ses s, derniéres composantes
et les d — h précédentes, que 'on appellera inversions relatives, et celles qui ont lieu
a l'intérieur du groupe de ses s,, derniéres composantes, que 1’on appellera inversions
internes.

Lemme 2.3.2 Le nombre des inversions relatives est inférieur d |w|.

Preuve: Ecrivons les d — k composantes de —x(1) sous la forme

(\O’J,:}/,...,:f).

Zo zy Ty

On obtient alors pour les d — h + s,, derniéres composantes de 6, qui sont désormais les
seules & nous intéresser, I’expression

(yo—1a""yi_i+1’yi-i-li'-"yn+1—ﬂvv;+7l—11-'-7vlm+7cm_3m)7

ou l'on a posé y; = z; + -+ + z,. Si ce poids provient d’un poids régulier et admet des
inversions relatives, il existe donc des entiers i;,...,%,, et une application injective ¢ de
{1,...,p} dans {1,...,pu}, telleque si 1 < k < p,

v+ Vi, =tk = Ygx) — (k).
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Le nombre d’inversions relatives impliquant v;, + i, est alors yy(x), et le nombre d’in-
versions total est par conséquent

m
D ovem) S D vi = [0] < |w|-b
k

=1

Lemme 2.3.3 Si7 >0, et si 7+ |v| < 20 ou 7w < 10, le nombre des inversions internes
est strictement snférieur a .

Preuve: Le lecteur courageux pourra se reporter a I’Appendice pour la (pénible) dé-
monstration de ce lemme essentiel.

Conclusion: D’apres les deux lemmes qui précédent et le théoréme de Bott, chaque
facteur G du quotient de la filtration (F*) de A*TX, vérifie, si n — max(10,20 — |v|) <
p<netd—h>h(v)+m,

HY(X,, I’ *"EQ (detE) @ Q<9 @ G) =0
si ¢ > |w| + 7; le lemme 2.2.1 implique donc que
HP9(X,,T* XY E @ (detE)' @ L) =0

sous les conditions de la proposition 2.3.2, qui est donc démontrée. Y

2.4 Cohomologie de Dolbeault des fibrés en droites sur les vari-
étés de drapeaux

Soient a,u € IN%, avec h(a) + h(u) < d. Le premier objectif de ce paragraphe est de
démontrer que si d— h(a) est suffisamment grand, et si I > h(a)+uy, il existe une variété
de drapeaux M, (V') d’un espace vectoriel complexe de dimension d, et un fibré en droites
Q; ample sur cette variété, tels que la cohomologie de Qi{.(V) ® Q§ s’annule en degré
p strictement supérieur & une valeur pour laquelle cette cohomologie fait précisément
apparaitre le GI(V)-module I'*~X(WV @ (detV)': c’est dans ce type de situation que la
suite spectrale de Borel-Le Potier sera la plus commode & utiliser.

Supposons, pour donner une idée de ce qui va suivre, que u = 1,, et que M,(V)etle
poids c soient définis de telle maniére que que le poids c+ &(s) soit égal & a+11—1 A(a)+1
Pour calculer les groupes de cohomologie

HP(M,(V), Q7) = HI(M,(V), Q5+ @ A""PTM,(V)),

il s’agira, d’apres le théoréme de Bott et la filtration (F"~?) de A™"PTM,(V), de
considérer les sommes régulieres du poids ¢ + x(s) — ¢(d) et des poids des différents
facteurs du quotient de cette filtration. En I'occurrence, les d — h(a) derniéres compo-
santes de ¢ + k(s) — ¢(d) = a + I1 — 1,(4)+1 — ¢(d) peuvent étre représentées selon le
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schéma suivant (ou elles le sont par des o, alors que celles de /1 — ¢(d) le sont par des x,
avec en 'occurrence d — h(a) = 5):

!

x
p |

i

Celles d’indices h(a)+1 et h(a)+2 étant égales, le théoréme de Bott implique que les
groupes de cohomologie H™9(M,(V), Q%) sont nuls. En degré p = n—1, on devra ajouter
au poids c+ «(s) —c(d), d’apres la forme du quotient de la filtration (F') de TM,(V), des
poids de la forme 1,,41 — 1,,,,, avec i < j. Le seul d’entre eux qui permette d’obtenir
un poids régulier est 1,(,)41 — 1la, le poids associé étant a + 11 — 14, sans qu’aucune
inversion ait été créée: on a donc démontré que

H19(M,(V), Q) = 6,014V @ (detV)L.

Pour généraliser ce type de résultat au cas d’un poids u quelconque, on devra faire face &
deux difficultés. D’une part, les différents facteurs du quotient de la filtration (F"~?) de
A""PTM,(V) peuvent contribuer pour différentes valeurs de ¢: on utilisera les résultats
de la section précédente pour démontrer que leur contribution totale est nulle en degré
g > 0. D’autre part, pour déterminer cette contribution totale en degré ¢ = 0, on devra
recombiner les contributions de ces différents facteurs: c’est alors le corollaire 1.1.1 de la
premiére partie qui permettra d’aboutir.

Soient donc a,u € IN% des poids tels que d — h(a) 2 uy +u} (ce qui implique, comme
uf = h(u), que h(a)+ h(u) < d). Sil'on note respectivement s(a) = (po =0, ..., pm_1 =
h(a), pm = d) et s(—x(u*)) = (69 =0,...,0p, = u;), on peut alors poser

8 = (80=0,81=p1,...,8m_1 =h(a),
sm = h(a)+01,...,8m4p-1 = h(a) + 0p, Sm4p = d),
c = a+ll1- 6d-h(a)—u1 X(u.) - n(s),

ou é; est I'opérateur de translation de ¢ unités a gauche: cette derniére expression
généralise celle que 'on a tenté de justifier pour u = 1,, et s = s(c).

Lemme 2.4.1 c est strictement décroissant relativement d s, et sa derniére composante
cq est positive ou nulle si et seulement si | > h(a) + u;.

Preuve: Le poids «(s) est de la forme

(co2r2h(@) + 01 = d,...,2h(a) + Ops + 0p — d, h(a) + 03

~

h(a) o Op—0p_1 d—h(a)—o,
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en particulier, il est croissant, et strictement croissant relativement & s. De plus, a —
6d—h(a)-u, X(u*) peut étre scindé en deux parties décroissantes, celles de ses h(a) + u;
premieres et de ses d — h(a) — u; derniéres composantes, de sorte que les deux parties
correspondantes de ¢ sont strictement décroissantes relativement & s. Reste & vérifier que
la premiére domine strictement la seconde, ce qui équivaut & I’inégalité

Ch(a)+u =1 —uy = (2h(a) + op—1 + 0p —d) > ch(a)4u, 41 =1 — (h(a) + uy).

Comme 0,_; < 0, = u;, cette inégalité est conséquence de ’hypothese d—h(a) > u;+uj.
Enfin, ¢g = ch(a)+u,+1 =1 — h(a) — u;. a»

Proposition 2.4.1 Supposons que d — h(a) > |u| + u; + u}. Alors si V est un espace
vectoriel compleze de dimension d,

1 H»(M,(V),Q5)=0sip>N,—|ul, ¢20,
9 HN.-Iul:q(Ma(V),QS) =0s1¢>0,
5. HN=MO(M,(V), Q5) = T*~XMV @ (detV).

Preuve:

1. Posons m = n — p: on peut alors écrire

HP (M, (V), Q%) = HI(M,(V), Qs *®=X) g AvTf, (V) @ (detV'Y..

Considérons donc une composante I' d’un produit tensoriel G du quotient de la
filtration (F™) de A"TM,(V), que ’on peut écrire sous la forme

G =Qncicjcmr I E; @ F'xf"‘i)Ej,
I= (@' TV E)® (®)1T¥ Emyjmr) @I XAE,,,,.

Notons v (respectivement ¢) le poids (v!,...,7™~!) (respectivement (61, ...,9%),
et a(v,9,p) = a—84—n(a)—u, x(v*) = c(d) + (7, ¢, —x(p)). Le théoréme de Bott et le
lemme 2.2.1 impliquent, si la cohomologie de Q?M.(V) ® Q5 n’est pas identiquement
nulle, qu'un au moins des poids a(7, ¢, p) doit étre régulier. Les deux remarques
suivantes impliquent que ce ne peut étre le cas si 7 < |ul:

e Supposons que a(y, ¢, p) ne comprenne pas d’inversion entre ses composantes
correspondant aux poids ¢ (c’est-a-dire a —6d—h(a)—u, X(u*)) et -x(p). Le
poids p est décroissant: si sa derniére composante était non nulle (c’est-a-
dire sa (d — h(a) — u;)-iéme composante, puisque c’est le rang de Em4p), on
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aurait |p| > d — h(a) — u;. Mais "XV E,, . provenant du produit tensoriel
@mtP-Ip—x(vim+s)

i=1 m+p,
m+p—1
o= Y |uimtpl €Y luisl =7 < |ul
=1 1<)

On aurait donc d—h(a)—u; < |ul, ce qui est contraire & I’hypothése d—h(a) >
lu| + ug + uj.

Si a(y, ¢, p) est régulier, ses composantes d’indices compris entre h(a) + 1 et
h(a) + u; doivent donc étre strictement supérieures & la (h(a) + u; + 1)-iéme
composante de —c(d). Comme elles doivent de plus étre distinctes, la i-éme
selon ’ordre croissant doit dépasser cette composante d’au moins ¢ unités: par
conséquent,

T (—eDh@ur +1) < TEEEN a(y,¢,p);
= —|u| #+ |¢| + 221(—0(d)h(a)+u1+1--‘),

soit encore |¢| > |u|l. Mais si 'on note ¢+ (respectivement ¢~) le poids
formé des composantes positives (respectivement de I’opposé des composantes
négatives) de ¢, alors |¢| = |¢+|—|¢#~|, et le lemme 1.1.3 de la premiére partie
implique que |¢| < |¢*| < 7. Le poids a(v, ¢, p) ne peut donc étre régulier si
7 < |u|. On a représenté ci-dessous la position relative des d — h(a) derniéres
composantes de a(v, ¢, p), représentées par des o, alors que celles de —¢(d) le
sont par des X (en l'occurrence, u* = (2,2,1,1) et u = (4,2)):

i

.

* ) ¢
o -

N N
Uy d—h(a)—uy

Remarque 2.2: Notons au passage que si |[u| = 7, a(7, ¢, p) ne peut étre régulier
que si toutes les composantes de ¢ sont positives, et de somme égale & 7. Les
composantes positives de 4 sont alors nécessairement nulles, donc a fortiori
ses composantes négatives également, puisque d’apreés la forme du produit
tensoriel définissant G, I’existence d’une composante strictement négative de
v impliquerait celle d’'une composante strictement positive d’indice inférieur.

e Supposons maintenant que a(4, ¢, p) comprenne au moins une inversion entre
ses composantes correspondant aux poids ¢ et —x(p). Supposons qu’une de
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ces inversions ait lieu entre des composantes d’indices respectifs h(a) + i et
d—j,avec1 <i<u;etj>0. On aurait donc

a(7, ¢, P)h(a)+i < a(7, 8, P)a-—;-

Mais de méme, comme on I’a noté plus haut, que la premiére composante de
—x(p) est nulle si 7 < |u| < d — h(a) — uy, les (d — h(a) — u; — |p|) premiéres
composantes de ce poids doivent également étre nulles, ce qui implique que les
a(?y, ®, p)m, pour m compris entre h(a) + u; + 1 et d — |p|, forment une suite
consécutive d’entiers. Le poids a(4, ¢, p) étant supposé régulier, on peut donc
supposer d — j > d — |p|, d’ou

a’(7a é, P)h(a)+i < "(d - |p|)

Or a(7, ¢, p)h(a)+i = —uy, 41-i — (h(a) + i) + &, avec ¢; > —(7 — |p|) puisque,
encore d’apres le lemme 1.1.3 de la premiére partie, la somme des composantes
négatives de v et de ¢ doit étre inférieure & * — |p|. Donc

a(7’ ¢a p)h(a)-H 2 _h(a) —u; — u; ot & |p|,
et les deux inégalités qui précedent sont contradictoires lorsque 7 < |u| <
d — h(a) — uy — uj. Le poids a(%, ¢, p) ne peut donc, sous I’hypothese faite,

étre régulier si 7 < |ul.

2. Supposons que 7 = |u|. D’apres la remarque précédente, si les groupes de cohomo-
logie HI(M,(V), Q:_é""(‘)"“xu )®F) ne sont pas tous nuls, il faut que I' soit de

la forme ,
T'= QT Emiyjos QI XOE,,,
=1
les poids @¢',...,¢P étant positifs, et tels que YF_ [¢°| = |p| = 7 = |u|. De
plus, le poids a(0, ¢, p) ne peut présenter d’inversion entre ¢,...,4, d’une part,
et —x(p) d’autre part: au contraire, les poids ¢!,...,4? doivent compenser le

terme en —x(u*) de ¢, ce pour quoi leurs modules sont tout justes suffisants. Ceci
implique qu’il est possible d’écrire le groupe de cohomologie de Dolbeault de bidegré
(N, — |u],q) de QS sous la forme

Y ,(v), Q0 = D v, T XV @ (detV)'.

lvl=[u]
Les poids ¢',...,¢? étant susceptibles de faire apparaitre entre eux des inversions,

les multiplicités v(v,q) sont a priori non nulles pour ¢ > 0. La proposition 2.3.1
permet cependant de démontrer le résultat suivant:

Lemme 2.4.2 Pour tout poids v € Né, v(v,q) =0 si¢>0.
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Preuve: Soit en effet v € IN tel que |v| = |u|. D’aprés la proposition 2.3.1, il
existe si | est compris entre 1 et d — h(v) une variété complexe compacte X, de
dimension n, un fibré vectoriel semi-ample E de rang d, et un fibré en droites L
ample sur X, tels que

H™(X, T X"E® (detE)) @ L)=0 si et seulement si ¢ # |v],
H™(X, T XWEQ®(detE))®@ L)=0 Vg>0 si |w|<|u| et w#v.

Considérons la suite spectrale de Borel-Le Potier d’ordre P = n + N, — |u| associée
a la projection 6 : Y = M,(E) — X,, et au fibré en droites Q{ ® 6*L sur Y. Les
seuls termes éventuellement non nuls de cette suite spectrale sont les groupes

pE;;,q—n — Hq(y’gn,P) — HP,G(Y, QS ® 6*L),

puisque l'on a vérifié que les groupes de cohomologie relatifs HP9(M,(E), Q%)
étaient nuls en degré p > N, — |u|: elle dégénére donc en E;. De plus, PE[?™" est
I’aboutissement d’une suite spectrale de Leray dont le terme d’ordre deux s’écrit

Ey’ = H™M(X,, HN~I*b(M,(E), Q%) ® L),
c’est-a-dire, d’aprés l'identité qui précede,

Ey = @ v(w,j)H™ (X, I*XWE @ (detE)' ® L).

lwl=[u]

D’aprés la proposition 2.3.1, on a donc E;’j = 6; |uv(v,J)H, avec H # 0, ce qui
implique que la suite spectrale de Leray dégéneére en E,, et

PEPI™ = y(v,q - [ul)H.

Mais les multiplicités v(w, ¢) ne dépendant pas de I, on peut supposer que ! soit
compris entre h(a) + u; et d — |u] < d — h(v): alors QS ® 6*L est ample d’apres
les lemmes 1.1.1 et 2.4.1, et le théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano implique
que

PE;',q-" = HP9(Y, Q:®6*L)=0
si ¢ > |u|. Donc v(v,q) =0si ¢ > 0.

. Reste & préciser HN-—141.0(M,(V),Q¢). Considérons donc & nouveau les produits
tensoriels du quotient de la filtration (F*) de A™TM,(V) qui sont susceptibles de
contribuer & ce groupe, c’est-a-dire de la forme

P . P :

g(¢1 Yooy ¢P) = (® r¢ Em+i—1) ® (® I‘-X(# )Em+p),
=1 =1

avec 3P, |¢'| = |u|. Soit T~X(PE,. ., une composante de ®§___1I“"(¢j)Em+,. On

a vu que, si a(0,4,p) est régulier, le poids ¢ = (¢',...,4P) devait compenser le
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terme en —x(u*) de c: leurs modules sont juste suffisants & ce que les composantes
de —84—n(a)-u, X(u*)—c(d)+¢ d’indices compris entre h(a)+1 et h(a)+u; prennent
les valeurs de celles de —c(d) de mémes indices. Mais elles peuvent le faire dans
n’importe quel ordre: a(0,¢,p) est donc régulier si et seulement si il existe une
permutation ¢ € £, telle que pour j compris entre 1 et u;,

(_6d—h(a)—u1 X(u‘) - C(d))h(a)-}-a“(j) o} ¢a"(j) . —c(d)h(a)+u1+1 +]’
c’est-a-dire
—uy 41—+ ¢ = o(j) — J.

Dans ces conditions, le théoréme de Bott associe au p01ds a(0, ¢, p) le GI(V)-module
re-x(y @ (detV)' et cela en degré ¢ = i(0). En conséquence,

HI(M,(V), Q) ® G(¢',...,4%)) = bgi(a) D m(d; ATV © (detV)),
P

ou m(¢; p) est la multiplicité de I'™ X(P)Em+, dans ®p I'~ X(&.)qu.p De plus,
la derniére partie du lemme 2.2.1 implique que la somme alternée, dans ’anneau
de Grothendieck des représentations de GI(V'), de tous les Gl(V)-modules ainsi
obtenus,

D HOLE), B 660 )

[¢l=]u]

coincide avec la somme alternée @q(—l)"HN“h""’(M,(V),Qf), autrement dit,
d’aprés la proposition précédente, avec HN+~1“bO(M,(V), Q¢). 1 vient

HNTIOLV),Q) = D (VO D (s OV @ det?).
o€,

Remarquons que par symétrie, si W est un espace vectoriel complexe de dimension
d — h(a) — u;,

P .
QT¥W = P m(¢; )L W.
j=1 ,
Par conséquent,
HYM(M,(V), Q5) = D u(pT* XV @ (detV)',
P

ou les multiplicités u(p) sont définies par 1'identité, d’apres les relations liant les
poids ¢ et les permutations o,

6 2aid T

@F(p)r\p W= @ ( 1)‘(0) ®p FZ"%"&'H ..+0(J')-j)1,-_,,+,.W
o€y,

157



Mais le corollaire 1.1.1 de la premiére partie implique alors que u(p) = 0 si p # u,
et que p(u) = 1. On obtient donc finalement

HN-0(M,(V), Q5) = XV @ (detV),

et la proposition est démontrée. [

Les groupes de cohomologie HN:~IuI=79(M,(V),Q¢) semblent, pour # > 0, d’un
calcul plus délicat encore que pour 7 = 0. On pourra cependant les écrire a priori sous
la forme

HN~mma(0M,(V), Q5) = D  wb DXV e (detv).

b,ve Né,
h(d) + h(v) <d

Cette écriture permet simplement de distinguer les parties positive et négative des poids
supérieurs des différentes composantes du GI(V)-module HN+~l4l=m4(M,(V), Q¢). No-
tons que les multiplicités v, (b, v, q) sont indépendantes de I. Les deux propositions qui
suivent sont consacrées a différentes propriétés de ces multiplicités.

Proposition 2.4.2 Supposons que d—h(a) > |u|+uy +u}+7. Alors si les multiplicités
Vr(b,v,q) ne sont pas toutes nulles lorsque g varie, les poids b et v possédent les propriétés
suivantes:

o [u| < o] < Jul+ 7,
o h(b) < h(a) + min(m,u;),
o h(b) +v1 < h(a)+uy + .

Preuve: Considérons, comme pour la proposition précédente, un poids a(v, ¢, p) auquel
le théoréme de Bott associe une composante I'*~X(")V @ (detV')! d’un groupe de cohomo-
logie de Qz“?‘l,“)l_" ® Q5. L'hypotheése d — h(a) > |u|+u; +u} + 7 implique, comme on I’a
vérifié dans la preuve de cette proposition, que les d — h(a) — u; derniéres composantes de
a(7, ¢, p) ne participent & aucune inversion de ce poids. De plus, la derniére composante
du poids p est nécessairement nulle, et, a(v, 4, p) étant supposé régulier, ceci implique,
pour que le terme en —x(u*) de ¢ puisse étre compensé, que la somme des composantes
de ¢ soit au moins égale a |u|. Mais d’aprés la forme du produit tensoriel dont provient
a(v, ¢, p), la somme des composantes de ¢ est inférieure & celle des composantes de p,
puisque celles-ci proviennent en partie des composantes de ¢, et en partie de celles de
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7. De plus, comme ces composantes ne participent & aucune inversion, les d — h(a) — u;
premiéres composantes de v sont précisément celles de p, donc

vl 2 |pl 2 || 2 |ul.

De plus, la derniére composante de p étant nulle, et comme v correspond a la partie
négative de b — x(v), on a v = p, et le lemme 1.1.3 de la premiére partie implique que

ol = lp| < lu| + .

Il est de plus clair que h(b) < h(a) + u;, puisqu’au poids v correspondent d — h(a) — u,
composantes négatives ou nulles du poids b— x(v). Le lemme 1.1.3 de la premiére partie
implique également que la somme des composantes de ¢ (qui doivent étre positives) soit
au plus égale a |u|+ 7: une partie de cette somme, égale a |u|, doit compenser le terme en
—x(u*) du poids ¢; parmi les composantes de a(, ¢, p) d’indices compris entre h(a) +1
et h(a) + u1, au moins (u; — |@| + |u|)* correspondent donc & des composantes nulles de
b — x(v), donc
h(b) < () + 9] — ful < h(a) + .

Plus précisément encore, v; = p; étant donné, la forme du produit tensoriel auquel est
associé le poids a(v, ¢, p), & savoir

¢ = Qi E; @ T~x(“i)E;,

1<j

implique que E:’;}I |4im+p| = p1 — u;. En effet, la régle de Littlewood-Richardson
implique que si 'YW est une composante de I'"*W ® I'Y W, W étant un espace vectoriel
complexe de dimension quelconque, I'on ait g; < e; + f1: en l'occurrence, la somme des
rangs des fibrés Ep,, ..., Em4p-1 est égale & u;, qui majore donc la somme des premiéres
composantes des poids u;m4, pour ¢ compris entre m et m + p — 1. Par symétrie, la
derniére composante d’un poids du produit tensoriel ®::t:_l F‘X(“"v""")Em.H, est donc
au moins égale & —u;, et la somme des composantes des poids u; m4p, pour i compris
entre 1 et m — 1, doit donc étre au moins égale & p; — u;. A fortiori, il en est de méme
de la somme de leurs modules.

Comme 3o ; uij| = |u| + , il vient |g] < S miP~? > v luwijl < Jul+ 7 +uy — py.
D’ou

h(b) < h(a) + |¢] — |u| < h(a) + 7 + uy — vy,

et la proposition est démontrée. &
Proposition 2.4.3 Sid—h(a) > |u|+uy +ul + 7, si |u| + 7 <20 ou 7 < 10, et si les
poids b et v vérifient les inégalités de la proposition précédente, alors

Vn(b,v’q) =0 st ¢> Iul +m - IUI
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Preuve: On procédera par récurrence sur 7 et récurrence descendante sur |v|.

Pour 7 = 0, on sait que v(b,v,q) = 63,a¥(v,q) (on 'on considére un poids v de
méme module que u), donc d’aprés la proposition précédente vy(b,v,q) = 0si g > 0 et
d— h(a) 2 |u| + uy + uj.

Supposons maintenant 7 strictement positif, et que la proposition ait été démontrée
pour les multiplicités d’indice strictement inférieur a 7, et pour les multiplicités d’indice 7
des poids w tels que |w| > |v|. D’aprés la proposition 2.3.1, il existe une variété complexe
compacte X, un fibré semi-ample E de rang d et un fibré en droites ample L sur X, tels
que si 1 <1< d- |u| — 7 (cette inégalité impliquant [ < d — h(v) d’aprés la proposition
24.2),sibe IN;_ et h(b) < h = h(a) + min(u;, ), on ait

H,,,.'(Xv,rb-x(v)E ® (detE)' ® L) = 6,10/ H(b), avec H(b)#O0.
H™ (X, T xE® (detE)}) @ L) =0 si i >0, |w|<|v] et w#v,

et si n —max(10,20 — |v]) <p<netd—h > h(v)+n—p,
HPY(X, TP X" EQ (detE) ® L) =0,
pour i > |w| 4+ n — p. Considérons donc la suite spectrale de Borel-Le Potier d’ordre
P =n+ N, — |u| — 7 associée & la projection 6 : Y = M,(E) — X, et au fibré en droites
QS ® 6*L sur Y. Son terme d’ordre un PE]~"97™7 est 'aboutissement d’une suite
spectrale de Leray dont on notera le terme d’ordre deux
TEy = HYTH (X, BN (M (B), Q5) ® L).
D’aprés la proposition 2.4.2, chaque composante de HN:~l*I=7+7J(M,(E), Q¢) peut

s’écrire sous la forme I*~X(")E @ (detE)', avec h(b) < h(a) + min(u;,7 — 7) < h et
lu] £ |lw| £ |u] + 7 — 7. Il vient

TEY = @ Vrer(byw, ) )H* ™ (X,,* X E @ (detE)' ® L).

bw

D’autre part, ’hypothése |u| + 7 < 20 ou 7 < 10 implique |v| + 7 € 20 ou 7 < 10, et
I'inégalité d — h(b) > 7 + |v| est conséquence de la minoration

d—h(a) 2 |u|+us+72> 74+ (lul+7—7)+min(u;, 7 — 7).
On peut donc appliquer la proposition 2.3.2, selon laquelle
HM™(X,,T*"X"EQ® (detE)) @ L) =0 si i > 7 + |w|,
Si 0 < 7 £ 7, ’hypothése de récurrence donne de plus

Vn—r(byw,j) =0 si j> |u|+7—7—|wl
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On obtient ainsi

TEY =0 si JI>lul+r—7—|w| ou > |w|+T17-1,

donc PEF ™™ """ = 0 si ¢ > |u| 4+ 7. Or les seuls morphismes éventuellement non nuls

de la suite spectrale de Borel-Le Potier qui en impliquent les termes de bidegré (n,q— n)

sont les
P jgn—-rg-n+r—1, Ppn—rg—n+r-1 P rn,g—-n
dr=m . PEn-ra — PEna-n,

Mais PEP—79-7+7=1_qyj provient de Ppp=ma=n+7=1 est nul pour tout entier 7 > 1 dés
que ¢ > |u| + 7, de sorte que sous cette hypothése, PEM?™" = PE%I=" est un quotient
d’une filtration de HP9(Y, QS ® 7*L). Si I > h(a) + u;, d’aprés le lemme 1.1.1 et 24.1,
et d’apreés le théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano, PE["*™" est donc nul dés que
g> |u|+ .

D’autre part, toujours d’aprés les propriétés cohomologiques de X,, E et L,

"By = 6o D vn(b0,)HB) @ valbyw,j)HE™(X,, X E @ (detE) ® L).
b by|w|>|v|

Par hypothese, le terme de la seconde de ces sommes correspondant au poids w est nul
si j > |u|+ 7 — |w| oui > |w|, donc en particulier si i + j > |u| + 7. Les morphismes de
la suite spectrale de Leray ‘

[vl,j . 0 plv],j 0 plv[+m,j+1-m
dlzhi ; Oglvhi _ 0 plol+m,

sont donc nuls pour tout m > 2 dés que j > |u| + 7 — |v| — 1. De méme, les morphismes

dlvl=m.j+m-1. U plvl—mjibm=1 _, Oplvli

sont nuls si 'on a j +m —1> |u| + 7 — |w| dés que |w| > |v]|, donc pour tout m > 2 dés
que j > |u| + m — |v| — 2. Sous ces hypothéses,

"By = @ va(b,v,)H(b) = °El
b

est un quotient d’une filtration de PEX**1™" qui s’annule si lv| + 7 > |u| + 7. Par
conséquent,

Va(byv,5) =0 i j> |ul+7 o],
et la proposition est démontrée. &

2.5 Théorémes d’annulation

Nous sommes a présent en mesure de démontrer nos théorémes d’annulation pour la
cohomologie des fibrés amples.
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2.5.1 Cas des degrésnetn—1

Considérons une variété complexe compacte X de dimension n, E un fibré vectoriel
holomorphe de rang d et L un fibré en droites holomorphe sur X. Soient a,u € IN% tels
que d — h(a) > |u|+u; +u}. Alors la proposition 2.4.1 implique que la suite spectrale de
Borel-Le Potier d’ordre P = n+ N, — |u| associée a la projection 6 : Y = M,(E) — X, et
au fibré en droites Q; ®6*L sur Y, ou s et ¢ sont définis comme au paragraphe précédent,
admet pour termes d’ordre un les groupes

PEpa—n = gne(X, 1" XM E @ (detE)' ® L),
alors que PEP9™P = 0'si p # n. Cette suite spectrale dégénére donc en Ej, et I'on obtient
ainsi la généralisation suivante d’un théoréme d’isomorphisme de Demailly ([Del),3.10),
qui généralisait lui-méme le théoréme d’isomorphisme de Griffiths ([Gr]):

Théoreme 2.5.1 Sous les hypothéses précédentes,

H™(X,T*XWE ® (detE)' ® L) = H"*N~Ivbe(M,(E), Q¢ ® 6*L).

Preuve du théoréme 2.1.2: Si E est ample (respectivement nef) et L nef (respec-
tivement ample), les lemmes 1.1.1 et 2.4.1 impliquent que QS ® 6*L est ample dés que
I > h(a)+u;. Le théoréme 2.1.2 est donc, sous I’hypothése d — h(a) > |u|+ u; + u}, une
conséquence du théoreme précédent et du théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano.
Enfin, le lemme 1.5.3 implique que cette condition sur d est superflue. [

On va maintenant utiliser le théoréme d’isomorphisme précédent pour étendre au
bidegré (n — 1, ¢) la deuxiéme partie du théoréme de Demailly.

Théoreme 2.5.2 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, sia € Ng etp>n-—1,

P, a 1 _ ; | PTe>n,
HPY(X,T°EQ (detE) @ L) =0 si {zzh(a)+min(n—p,n—q)-

Preuve: Si u = 0, le poids c et la suite s introduits au paragraphe 2.4 sont simplement
s=3(a) et c=a-—k(s(a)).

Les propositions 2.4.1, 2.4.2 et 2.4.3 impliquent que si d — h(a) > 1, les groupes de
cohomologie de Dolbeault relatifs de bidegré (N,(),q) et (Ny@) — 1,9) de Q

:(a) sur
M,(4)(E) peuvent s’écrire

HM @My (E), Q5q)) = 6qol"E @ (detE)’,
HN@™ (M) (E), Qi) = Diygnca) Sa0MBT*1E ® (detE)
Bty nier(Ba,0n(b) + 6,,1(B))[PE @ (detE)'.
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En fait, la premiére de ces identités est une application triviale du théoréme de Bott.
Pour ce qui est de la seconde, les groupes de cohomologie HN'(-)"I'q(M,(a)(E), Qﬁ(a)) se
calculent en considérant les poids

c+a(s(a)+1,41—-1,, =a+1,41—-1,;, i<j.

Le poids a étant évidemment strictement décroissant relativement & s(a), il est clair
qu’un tel poids, s’il est régulier, ne peut étre que décroissant. En distinguant les poids
pour lesquels s; = d ou s; < h(a), on peut donc en fait écrire

HN‘(a)_liq(M‘(a)(E), Q:(G)) e 51,0 @ (A(b)rb—l‘E e #(b)r‘bE) ® (detE)I.
h(b)<h(a)
Considérons alors la suite spectrale de Borel-Le Potier d’ordre P = n+ N s(a) — 1 associée

a 6 et au fibré Qﬁ(a) ® 6*L sur Y. D’apreés ce qui précede,

PEIt-l,q-n+1 = H" M9(X,T°E Q (detE)' ® L),
PEPITM = @ygnw B MBI 1B © w(B)VE) @ (detE) @ L),

alors que PEP"?"P = 0 si p est distinct de n et n — 1. Le seul morphisme éventuellement

non nul impliquant les termes de cette suite spectrale de bidegré (n — 1,¢ — n + 1) est
donc

Pp—le—ntl  Ppn-lg-ntl PEra=ntl
Mais d’apres le théoréme de Demailly,
H™" (X, T’E @ (detE)) ® L) =0 si ¢>0 et I> h(a),
alors que d’apres le théoréme 2.1.2,
H (X, T LE @ (detE) @ L) =0 si ¢>0 et I > h(a).

En conséquence, PE"™"*! = 0 dés que I > h(a)+ 1 et g > 1, ou bien entendu si g = n.

Dans ces conditions, PE}~197"+! = PEn=1,4-n+1 g5t up quotient d’une filtration de
HrtNo@)—Ly(y, Qsay ®6* L) qui est nul, d’aprés le théoréme de Kodaira-Nakano, lorsque
| > h(a) et ¢ > 2. On obtient donc bien

H* 19X, T°E @ (detE)'® L) =0

sil> h(a)+1etgqg>2 0oul2>h(a)et g=n. Ceci, compte tenu du théoréme 2.1.2,
achéve la démonstration du théoréme 2.5.2. &
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2.5.2 Cas général

On peut généraliser les théorémes précédents a des groupes de cohomologie de plus bas
degré.

Théoréme 2.5.3 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, si p > n—max(10,20—

|ul),
[>h(a)+u; +n-—p,

Py a=—x(u) ) = '
HP9(X,T EQ(detE)' @ L)=0 si {p+q>n+lul-

Preuve: On procédera par récurrence sur 7 = n — p, en supposant dans un premier
temps que p > n — 7(a,u), avec

n(a,u) = min(%(d — h(a) — 2|u|),max(10,20 — |u])).

En reprenant les notations de la proposition 2.4.1, considérons la suite spectrale de Borel-
Le Potier d’ordre P = n + N, — |u| — 7 associée & la projection 6 : Y = M,(E) — X et
au fibré QS ® 6*L sur Y. D’aprés cette proposition,

PEP™™I7™% = H*=™4(X,[*"XE @ (detE)' ® L),
et PE}~#97"*? — 0 5i p > 7. Considérons les morphismes

Pd:—«,q—n+1r s PEn—tr,q—n-Hr — PEn—’r+r,q—n+1r+1—'r’
. T T

avec 1 < 7 < 7. Le groupe de cohomologie ¥ E~"*74~n+7+1=7 oot Paboutissement
d’une suite spectrale de Leray dont les termes d’ordre deux sont donnés par

rE;»j = H"-“+f’i(x, HN,—luI—T.j(M.(E)’ Q:) ® L)

Les hypotheses d — h(a) > 2|u| + 37 et * > 0 permettent d’appliquer les propositions
2.4.2 et 2.4.3, selon lesquelles

"By’ = @ v (b,v,5)H" (X, DX E @ (detE) @ L),
b,v

avec, si v,(b,v,7) > 0, les inégalités suivantes:
o Jul < v| < fuf+ 7,
o h(b) < h(a) + min(u,,7),
o h(b)+ v < h(a)+u; +,
o j<|ul+7—]v|

164



Les inégalités qui précédent impliquent que d — h(b) > 2|v| + 3(7 — 7): "E¥’ est donc
nul, par hypotheése de récurrence, si I > h(b) 4+ vy + 7 — 7, et dés que i > 7 — 7 + v]
ou j > |u| + 7 — |v| pour chaque poids v, donc en particulier si I > h(a) + u; + = et
t+Jj > |u| + 7. Par conséquent,

PEP=™ma=ntmt1=r — 0 i 1> h(a)+uy +7 et g2 |u|l+m.

On obtient donc
Ppn—ng-n+x _ Pprn—mg—n+x
El - Eoo ’

qui est un quotient d’une filtration de H"+N.~lul-m4(y, Q¢ @ 6*L), donc nul, d’apres le
théoréme d’annulation de Kodaira-Nakano, dés que ¢ > |u| + w. Le théoréme est donc
démontré pour p > n—(a,u), et le lemme 1.5.3 implique que la partie de cette condition
qui porte sur d est superflue. &

Preuve du théoréme 2.1.1: 1 suffit d’appliquer le théoréme précédent au=0. &

Preuve du corollaire 2.1.1: L’assertion 1 s’obtient en appliquant le théoréme 10 a
a=kl; et u=0, de méme que 2 pour a = 1; etu=0,et3poura=0etu=11,d_k.

¥

Corollaire 2.5.1 Sous les mémes hypothéses,

HP9(X,E®* ® (detE)) @ L) =0 si {;iz;ﬁ+k’ et p>n—20.

Preuve: C’est une conséquence du théoréme 2.1.1, et du fait que chaque puissance
tensorielle E®* est somme de fibrés associés de la forme I'"E avec la| = k, donc en
particulier h(a) < k. &

Remarque 2.3: Encore une fois, on peut raisonnablement imaginer que tous les théoré-
mes précédents sont vrais sans les restrictions qu’on a di faire sur P, et qui ne lui permet
pas de s’écarter trop de n. Cette restriction semble plutét le fait des méthodes utilisées
dans cet article, et nous n’avons pas su nous en débarasser. L’idéal serait sans doute
de pouvoir, dans tous les cas, expliciter les groupes de cohomologie de Dolbeault des
fibrés en droites canoniques sur les variétés de drapeaux d’un espace vectoriel complexe,
comme on sait le faire sur la grassmannienne. Malgré certains travaux, déja anciens, de
Kostant ([Kol] et [Ko2]), cela semble cependant un probléme difficile.

2.6 Fibrés de rang deux

On conclura ce chapitre par quelques remarques sur la cohomologie des fibrés amples de
rang deux. Si E — X est un fibré vectoriel de rang deux sur une variété complexe
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compacte de dimension n,si Y = IP(E*) et si 7 : Y — X est la projection naturelle, la
filtration de Borel-Le Potier de Q’;,H se réduit a la suite exacte
0 — 7 — P — 0% ® Qy/x — 0.

Considérons un poids positif et décroissant a = (k + [,1), avec k > 0 et [ > 0, de sorte
que

Q° = Og(k) ® n*(detE)".
Le théoréeme de Bott implique que

R Q°

RE. (Qy/x ® Q%)

et, par conséquent, la suite exacte précédente, tensorisée par Q%, a pour image par 7 la
suite exacte

8,0S*E ® (detE)!,
8,05*2E ® (detE)"*1,

0 — Q5 @ S*E @ (detE)! — 7. (22 @ Q*) — 0% ® S*2E @ (detE)'*! — 0.
Notons également que d’aprés ce qui précéde,
RN ®Q%) =0 si ¢>0,
ce qui implique, si L est un fibré en droites sur X, 'isomorphisme
HI(X,m. (5" ® Q%) ® L) = H»(Y,Q° @ «*L).
La suite exacte précédente induit donc la suite exacte longue de cohomologie

o ) HP'H'q(Y, QR*®n*L) — HPI(X, SF2E® (detE)H'l QL) —
—_ HP“’?“(X, SFE® (detE)' ®L)— Hp+1,q+1(y’ Q*®@7*L) — ---

Le théoréeme de Kodaira-Nakano implique donc la proposition suivante:

Proposition 2.6.1 Si E est ample et L nef, ou E nef et L ample, si k > 0, | > 0 et
P+ g > n, alors

HP9(X,S*"?E @ (detE)"*! @ L) = HP*1* (X, S*E @ (detE)' ® L).

Le théoréme de Demailly et le théoreme de Le Potier (qui, en I’occurrence, est plus
fort que notre théoreme 2.5.3) sont, puisque S*E est de rang k + 1, respectivement
équivalents a

HP9(X,S*E® (detE))® L)=0 si p+¢>n, I>n—p,
HP9(X,S*E® (detE))® L)=0 si p+g>n+k, [>0.

Si l'on suppose E globalement engendré, on peut obtenir les conditions d’annulation
suivantes, qui sont indépendantes de k:
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Théoréme 2.6.1 Soient E un fibré de rang deuz globalement engendré, L un fibré en
droites ample sur une variété compleze compacte X de dimension n. Alors le groupe de
cohomologie H?9(X,S*E ® (detE)' ® L), ou k> 0 et 1 > 0, est nul pour p+g>n sous
l’une des conditions susvantes:

1. 1> min(n — p,n —gq),

2. p>2n-yg),

. 12n—p—8etp—q<3(n—36), avec § >0,
4. 12 3(p-1),

5. p>§n etqZp(oupE%n etg>p)

Preuve: On démontre 1 par récurrence en utilisant la proposition précédente, qui traduit
la dégénérescence en E, de la suite spectrale de Borel-Le Potier ([De1]), alors que 2 se
déduit du théoréme de Le Potier et du lemme 1.5.4. Quant & 3, il est équivalent pour
p = n — 6 au théoréme de Le Potier, et se déduit par récurrence sur § de la proposition
précédente. Sil’on utilise & nouveau le lemme 1.5.4, 3 implique I’annulation des groupes
considérés pour

1> 3lp~2p+g-n)],

ce qui entraine 4. Enfin, 5 est conséquence de 3 appliqué & § = setéd= "T‘l &
Remarque 2.4: La derniére assertion de ce théoréme est & rapprocher de la premiére as-
sertion de la proposition 2.3.1 de la premiére partie, qui traduisait une propriété évidente
des diagrammes associés aux groupes de cohomologie des fibrés associés au fibré quotient
sur la grassmannienne. Il serait intéressant de savoir s’il s’agit 13 d’une propriété générale
de la cohomologie des fibrés amples ou globalement engendrés: autrement dit, les fibrés
E et L vérifiant par exemple les conditions du théoréme précédent, mais E étant de rang
quelconque, quel est le plus petit entier u(n, a) tel que pour I > 0,

HPI(X,T°EQ® (detE)) @ L) =0 si ¢ >p> p(n,a)?
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Appendice: démonstration du lemme 2.3.3

Rappelons qu’il s’agit de majorer le nombre d’inversions strictes de I’ordre parmi les
v; = 8,, derniéres composantes d’un poids de la forme

(*)yees®x vy +m1 = 1,...,9;  + Vs, — Sm),

ou le poids ¥ = (11,...,7s,,) st constitué des s,, derniéres composantes du poids d’un
facteur d’un produit tensoriel

6= (& TI“HE @I XE,
1<i<j<m+1

avec Zi<j luij| = =. La forme de ce produit tensoriel implique, si 'on pose y; = v} —1
pour 1 <1 < 8, que:

al. la suite (gi)1<i<s,, €st strictement décroissante;
a2. si pi—1 — pi =1, alors vi—1 2 7vi;

a3. siy; >0, alors EJ->,- Y 2

ot Tyt S Tj7 <

En effet, al est une évidence, a2 provient du fait que si y;—; — y; = 1, alors v]_;, = v},
ce qui implique que (7i—1,7;) est une partie d’un poids v* d’un fibré associé & un fibré
E, poids qui est nécessairement décroissant. L’assertion a3 est conséquence du fait qu’a
chaque poids uj; participant a un ~* correspond le poids —x(u;;), de méme module,
participant & un 4/, avec | > k. Enfin, ’égalité 2i<j luij| = m, et le fait que les poids
positifs u]; ne participent pas a v, impliquent o4.

On supposera que les entiers de la suite (g; + 7i)1<i<s,,» sont deux a deux distincts
(si ce n’était pas le cas, la contribution du facteur considéré au groupe de cohomologie
correspondant serait nulle d’aprées le théoréme de Bott), et 1’on notera N,(v) le nombre
d’inversions strictes de cette suite. Il existe alors un entier ¢ tel quesi ® > 0 et 7+ |v| <,
P'on ait
Nu(y) <.

On se propose, dans cet appendice, de montrer que ¢ > 20 (cette estimation étant d’ail-
leurs probablement trés mauvaise). Ce sera la conséquence de la suite de lemmes suivante:

Lemme A Notons n., le nombre d’entiers 4; non nuls, et I'y (respectivement T'_) le

nombre d’entiers v; > 1 (respectivement v; < —1) tels que v; > 0 81 j < i (respectivement
v; <0 sij>1) Alors

N <Y bl —ny—Ty -T_.

i=1
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Preuve: Posons u} = u; + 77, et notons N +(7) le nombre d’inversions larges de la
suite (47 )1<i<on- Sij < iet pf < pf, alors pj < pf = pi+47F, donc j > i—4f
puisque la suite (4x)1<k<s,, st strictement décroissante: en particulier, v; > 0. De plus,
si p;"_,ﬁ > ut, alors nécessairement Bj =pi+t—jsit—~ <j<i Mais a2 implique
alors que la suite (+y;)i-~,<j<i est décroissante, ce qui est contradictoire. Il vient

Card{j <i,u} <u}}<(rF -1*

D’autre part, si I'entier 1 est tel que v; > 2 et v; > 0si j < i, alors y;' =pj+7;sij <z,
et comme par hypotheése ces entiers sont distincts deux a deux,

Card{j <i,uf <pf}<v-2.

On obtient donc la majoration

N < (F -1t - Ty

i=1

De méme, si 'on note V() le nombre d’inversions de la suite (i +7:)1<i<s,, par rapport
a la suite (47 )1<i<s,., on obtiendra, en raisonnant de maniére analogue, 'inégalité

Ny <Y (7 -1t - T

=1

D’ou ’estimation annoncée, puisque I'inégalité N,(v) < Nj('y) + N, (v) implique

8m 8m
Nu(v) £ Z(h’il -t -y -T_= Z lvi|-ny—T4 =T_.
=1

=1

Remarque Al: Plus généralement, on aura la méme majoration si Iy (respectivement
I'_) désigne le nombre d’entiers 4; > 1 (respectivement v; < —1) ne donnant pas plus de
|vi| — 2 inversions: ce que ’on supposera dans ce qui suit.

Notons également que si 7; > 1 donne 4; — 1 inversions, la démonstration qui précede
implique que gy — g =2, pj1 —pj=1lsii—y,+1<j<i,et 7}"_,’”_1 = 0. Mais
dans ce cas, g; + i = fi—y;+1, autrement dit pu} = "?—7&1' Les entiers (4 +7;)1<j<sn
étant supposés distincts deux a deux, ceci implique que ¥;_.,41 < 0, donc d’aprés a2
que 7; < 0sit—9; < j <ti. Autrement dit, si 7; ne participe pas a I'y., ses prédécesseurs
participeront a n., puisqu’ils doivent étre non nuls. C’est essentiellement sur ce jeu que
reposeront les preuves des lemmes qui vont suivre.

Remarque A2: Les inégalités de a4 peuvent étre strictes, si les poids ui; et —x(uki),
aprés produit tensoriel, donnent des poids dont la somme des composantes positives
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(respectivement négatives) est strictement inférieure & celle des poids de départ: on dira
qu'il y a eu compensation. Un tel phénoméne rend plus efficace ’estimation du lemme
A, et I'on se permettra, au lemme C, de supposer qu'’il n’a pas lieu: c’est a priori la
situation la moins favorable.

Lemme B Si max; |yi| < 3, alors N,(y) < .

Preuve: Pour chaque entier i compris entre 1 et s;,, notons n; le nombre d’inversions,
avec des composantes d’indices aussi bien inférieurs que supérieurs (a la différence du
lemme précédent: chaque inversion sera donc comptée deux fois), impliquant ’entier
i + vi- Supposons par exemple v; > 0: si max; |v;| < 3, a2 implique que

® sip;+7i < pj+7; avec j > i, alors nécessairement j =i+ 1, g; —pit1 =2, =0
et vi41 = 3;

® si pui+ 7 > pj+vj avec j < ¢, alors j > i —v; — 1, et si cette inégalité est une
égalité, on doit avoir p;—1 —p; =2, pj—pi-y =i—j—letyj=- = v_; = -3.

Par conséquent, n; < 4; + 2. De plus,

® sin; =; + 2, alors nécessairement p;_; — p; = p; — fiy1 = 2, vi-1 = —3, v =0
et 7i+1 = 3, de sorte que les entiers (y; + v;)i—1<j<i+1 forment une suite d’entiers
consécutifs qui ne peuvent participer a aucune autre inversion, avec

ni—1 + ni + nigp1 = 6 = |yica| + il + i -

o sin; =9+ 1, alors soit v; = 0, i — pi+1 = 2 et vi41 = 3, auquel cas les entiers
Ki + i et pi41 + 7vi4+1 ne peuvent participer a aucune autre inversion, et

ni+niy1 =2 < |7l + i = 3

soit y; = -+ =7i-1 = —3 avec j = i —7; — 1, auquel cas les entiers (ux + 7x);<k<i
sont consécutifs, ne peuvent participer & aucune autre inversion, et

njtetng = 14+ 14 (1i+]) = 2942 < |y5l+ -+l = (7i+1) x84 = 4743

i j i i

I,

Configurations pour lesquelles n; > v;.

o
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On peut donc définir une partition de {1,...,s,} en sous-ensembles (Ii);1<k<o tels

que
doni<y il

i€l i€,

dou N =150 n; < L50™ |vi|: et cette estimation peut se préciser, en raisonnant
s 2 =1 ) 2 =1
comme au lemme précédent, en

1
Nu(v) < '2-2: 7| = T4 = T—.

=1

D’apres a4, le membre de droite de cette inégalité est au plus égal a m, et 1'égalité ne
peut avoir lieu que si 3,4 = >;7; =mety =T_ =0. Mais d’aprés a3, le dernier
entier 4; non nul est nécessairement négatif, et si I'_ = 0, il doit étre égal & —1. Mais
alors il ne peut participer & aucune inversion, autrement dit n; = 0 < |y;|. L’inégalité
précédente ne peut donc étre une égalité, et Ny(v) < 7.

Lemme C Si la suite (7i)1<i<s,, ne contient pas plus de trois termes strictement négatifs
(ou strictement positifs), et si m < 10, alors N,(v) < .

Preuve: Supposons (cf la remarque A2) qu’il ne se produise aucune compensation entre
les poids des différents termes du produit tensoriel G, dont provient 7, et par exemple
qu’il existe exactement trois termes strictement négatifs: disons +;,, v, et v;,, avec

i1 < iz < 13. La forme du produit tensoriel G implique alors que les 7; positifs ou nuls
sont:

nuls au-dela de 13,
e au plus égaux a un entre 12, et 13,

P4 \ . .
e au plus égaux a deux entre 7; et i,
e au plus égaux a trois en dega de 1;.

En effet, si par exemple ¢; et i, d’une part, i; et i3 d’autre part, ne sont pas consécutifs,
Yiy» Vi, et iy correspondent nécessairement & des puissances symétriques d’exposants
[Vis s 1%, | et |7ig| de fibrés Ey ,E} et Ef . Celles-ci ne peuvent provenir que de produits
tensoriels de puissances symétriques, et les termes positifs de 4 doivent donc provenir
de produits tensoriels de puissances extérieures: et un produit tensoriel de m puissances
extérieures donne des poids dont les composantes ne peuvent excéder m.

En conséquence, ces termes positifs ou nuls ne peuvent admettre d’inversions entre
eux que lorsque

Yi-1=0, ¥i=3, pi-1—pi=2

Les trois unités d’un tel entier 7; doivent alors provenir chacune d’un des trois 7;,. Si
I’on note v le nombre de telles inversions, ceci implique que

v S min(|7u |’ |7i: |’ I7ia|)‘
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D’autre part, les nombres d’inversions associées & p;, +7i, i, + iy Mis +Vis, SODt rESpEC-
tivement majorés par |y, |, |vi,| — 1 et (|7iy| —2)* (ces valeurs maximales correspondant
au schéma ci-dessous). Il vient

Nu() < il + 1rig | = 1+ (1ris | = 2)F + 0

Si 4i, = —1, on obtient Ny(7) < |vi,| + [7i,| < 7. Si %, < =2, alors Ny(v) < by, | +
[Yis| + |vis| + v — 3 < m + v — 3, et si ces inégalités étaient des égalités ~;,, i, et v;,
seraient respectivement dans les configurations suivantes:

i i2 i3

T

:

I‘YIIl I‘Y'zl_l |7la|_2

D’apres a4, ceci impliquerait que 7 > 3. 7;-" > 2|7i, |+ |7i,| =14 3v. Si’on suppose
de plus N () = =, il vient

o soit Ny(y) =7+v—3,douv>3et7m>2x1+3x3=11dapres l'inégalité
précédente,

o soit Ny(y)<m+v—4,douv>4etn2>3v>12

ce qui est contradictoire avec I’hypothése = < 10.
Lemme D Si 7 <10, alors N,(v) < .

Preuve: Supposons N,(y) > 7 et # < 10. D’apreés le lemme précédent, la suite
(7i)1<i<s» @ au moins quatre termes strictement positifs et quatre strictement négatifs.
De plus, le lemme B implique que max; |y;| > 4: il existe donc un entier iy tel que, par
exemple, v;, > 4. La forme du produit tensoriel définissant G implique alors

e soit qu’au moins 7;, entiers v;, pour j > 1o, soient strictement négatifs;

e soit, 8’il y a eu compensation par des poids positifs, et si seulement v;, — é entiers
~;, pour j > 1q, sont strictement négatifs, que

DRE DI AL T
J i

Si ny = 8, on a exactement quatre ; non nuls de chaque signe, v;, = 4 et le lemme A
implique que
T <Ny(y)<2(r—-6)-8-T4-T_,
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donc 26 + 'y + T < 7 — 8 < 2, et par conséquent § < 1. Il existe donc au plus un
entier v; strictement négatif pour j < iy. Mais alors, v;, ne peut donner plus de v;, — 2
inversions (puisque s'il en donnait v;, — 1, les entiers v;, avec i — vi, < j < 19, devraient
étre strictement négatifs), donc 'y >0,§=0et 7 > 9.

Si 'on avait } .77 < 7, le lemme A et a4 impliqueraient que N,(y) < 27 — 10 —
't =T~ < m: comme on a fait ’hypothése contraire, ) ;% =™ 29, et cette somme
étant somme de quatre termes non nuls, il existe un entier 4;, < —3. Si 'on raisonne
comme pour I'y il vient I'_ > 0, et le lemme A implique que 7 = 10.

Dans ce cas, soit 'on a trois 4; < —3, donc ' > 2 et N,(y) < =, soit trois «;
sont égaux a —2, et le quatriéeme & —4. Chacun des v; égaux & —2 doit alors donner
une inversion dans la preuve du lemme A, ce qui implique que vj+1 = 1: mais alors
Yir A <7, done Ny(v) < .

Enfin, si n, > 9, on montre comme précédemment que 'y +I'_ > 2, d’ou N aly) &
2r —-11 < .

Lemme E i |v| <9, alors N,(v) < 10.

Preuve: La propriété a2 implique, comme on a noté s(v*) = (0 =8¢ < *++ < 8,p = 1),
que
NS D (si—sica)(s5 — 8j-1)
1<i<j<m

(on ne peut avoir d’inversions entre composantes correspondant & un méme fibré E;,
autrement dit comprises entre des entiers s;_; + 1 et s;). Si I’on note n(v*) le membre
de droite de cette inégalité, il suffit donc de montrer que pour tout poids v de module
inférieur ou égal a 9, n(v) < 10.

Il est clair que n(v) < Cﬁ;: c’est donc le cas si v < 5, et 'on peut donc supposer que

v a au moins six termes non nuls. Notons v; le nombre de composantes de v égales 4 i.

On a
92 |v| 2 v +2(v] — 1),

ce qui implique que v; > 2vf — 9 > 3. Comme v est de module au plus égal & 9, il vient

e si cette somme vaut deux, alors v = (33111) et n(v) =6,
e sielle vaut un, v; + 2v; < 6 et
n(v) =unrva+v +v, <6+ 5v, — 202 <9,
e sielle est nulle, v; + 21, < 9 et
n(v) = nv; <1p(9 - 1y) < 10.

Conclusion: Supposons 7 + |v| < 20: si 7 < 10, le lemme D implique que N,(y) < .
Si 7 > 10, alors |[v| < 9 et le lemme E implique que N,(y) £ 10 < 7. Le lemme 2.3.3 est
donc démontré.
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Troisiéme partie

UN PROBLEME DE PROLONGEMENT
DES SECTIONS D’UN FIBRE EN DROITES
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Introduction

Dans cette derniere partie, nous montrons comment les techniques d’analyse
“a la Hormander” peuvenr aller au-dela des résultats géométriques que permettent
d’obtenir les théoremes d’annulation auxquels nous nous sommes jusqu’ici consacrés.

En 'occurence, il s’agit de prolonger, a partir d’une sous-variété, les sections d’un
fibré en droites, a une variété par exemple projective. On sait qu’un tel prolongement
est possible si ce fibré en droites est suffisamment positif. Lorsque la sous-variété
considérée est le lieu des zéros d’une section d’un fibré vectoriel hermitien, nous en
donnons des conditions effectives, soit d’amplitude, soit de courbure.
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1 Introduction et résultats

1.1 Le théoreme principal

Le probléeme du prolongement de fonctions holomorphes avec contréle de croissance,
d’une sous-variété d’une variété complexe, a cette variété tout entiere, a donné lieu
depuis une dizaine d’années a un certain nombre de travaux dont la plupart des
résultats semblent pouvoir étre étendus tres naturellement aux cas ou ce sont des
sections holomorphes de fibrés hermitiens, possédant éventuellement certaines pro-
priétés de positivité, que I’on cherche a prolonger. Nous donnons ici, en particulier,
une généralisation en codimension quelconque d’un théoréme dii, dans un cas tres
particulier, & Ohsawa et Takegoshi ([O-T]), généralisation qui peut étre énoncée de
la facon suivante:

Théoreme 1 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré de rang d
sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse a la section nulle,
et

Y = {z € X,s(z) =0, \%s(x) # 0}.

Soit m : IP(E) — X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E: s
définit a la fois une section de IP(E) au-dessus de X\s~1(0), et une section, que
’'on notera o, de l’image réciproque sur X\s~1(0) du fibré en droites tautologique
Op+(—1) sur IP(E).

On suppose Op«(—1) muni d’une métriqgue hermitienne, et X d’une (1,1)-forme
positive fermée () telle que

Q> ic(Op«(—1)) sur IP(E).
Soit alors L un fibré en droites hermitien sur X tel qu’il existe un réel strictement

positif a pour lequel

1

EW*Z’C(L) > an*Q +ic(Op«(—1)).
Supposons de plus E muni d’une métrique hermitienne telle que |s| < klo|, ot k est
un réel strictement positif, et munissons L ® (detE)~™" de la métrique hermitienne
associée.

Alors pour toute fonction & plurisousharmonique sur X, tout réel strictement
positif B et toute section holomorphe g surY de Ky ® L ® (detE)~! telle que

i d)® /Y e *{g,9} < +o0,

il existe une section holomorphe G sur X de Kx ® L, telle que Gy = g A (A%ds), et

2 efg{G G} 2
n ’ <M‘("—d)/ =€
A e R A

o, M est une constante numérique ne dépendant que de d, o, B et k.
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Remarque 1: Etant donné un fibré holomorphe hermitien E sur une variété de
Stein X, il existe toujours une (1, 1)-forme positive fermée Q sur X telle que sur
P(E),

a condition bien str de supposer que la métrique hermitienne considérée sur Og-(—1)
admette une courbure négative sur les fibres de m, ce que 'on peut toujours faire.
En effet, sous cette condition, soit ¢ une fonction strictement plurisousharmonique
exhaustive sur X, et y une fonction convexe croissante sur IR". Alors Q = id'd"” (x o
¢) convient si y est suffisamment croissante. Plus précisément, si X,, = ¢~ ([0, n]),
X, 11\ X, est compact par hypothese, donc il existe des réels m,,, n € IN, tels que

ic(Op(—1)) <mprtidd’'¢ sur X,11\ X,
et comme id'd"(x o @) =i(x" o p)ddpNd"d+i(x 0 p)d'd ¢ > i(x o p)d'd" ¢, il suffit

de supposer que pour tout entier n, x'(n) > m,, ce qui est toujours possible.

De la méme facon, étant donnée une section g sur Y de Ky ® L ® (detE)™!,
on peut munir L d’une métrique dont la courbure vérifie 'hypothese de 1’énoncé
précédent, et pour laquelle ¢ soit intégrable sur Y relativement au poids e¢.

Remarque 2: Le résultat précédent s’étend directement au cas des formes différentielles
D"-fermées de bidegré (0,q): si X est munie d’une métrique kdhlérienne w, on ob-
tient les estimations L? suivantes, qui ne sont cependant plus intrinseques:

/ 67£’G’2dVX
x |o22(1 + |o]?)
ou dVx et dVy désignent les éléments de volume kéahlériens de X et Y. On ob-

tiendrait ainsi des résultats d’extension pour les g-formes D”-fermées en degré g > 0
quelconque.

7 <M [ e ClgPary,

On a noté { , } laccouplement sesquilinéaire naturellement défini sur les formes
a valeurs dans un fibré en droites hermitien £, et a valeurs dans les formes scalaires,
de la fagon suivante: soit U un ouvert de trivialisation de L, et A une section de
L ne s’annulant pas sur U; si ¢ et 7 sont des formes a valeurs dans £, qui sur U
s’écrivent

C=0®@A et T=TRA,

alors {6, 7}y = |\*0 AT

Rappelons également que la connexion de Chern D de £ est I'unique connexion
dont la partie de type (0,1) s’identifie sur toute trivialisation holomorphe de £ a
lopérateur d”, et hermitienne, c’est-a-dire telle que pour toutes formes ¢ et 7 a
valeurs dans L,

d{6,7} = {D&,7} + (—1)%9° {5, D7}.
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1.2 Cas d’une variété projective

Soit NY le fibré normal a Y, que définit la suite exacte
0—=>TY - TX)y = NY =0,
et considérons la suite exacte duale tensorisée par E
0= NY"®@Ey »T"X®Ey -TY @ E)y — 0.

La différentielle ds est une section de 7" X ® Ejy qui, s étant nulle sur Y, s’identifie
en fait a une section de NY™* ® Ejy: la supposer de rang d implique qu’elle définisse
un isomorphisme des fibrés NY et Ejy. De plus, AN%ds apparait comme une section
holomorphe sur Y du fibré en droites (detE) ® (detNY)™! = Ky ® Ky' @ detE.
Si g est une section holomorphe sur Y d’un fibré en droites hermitien L, et si s est
partout transverse a la section nulle, il existe donc une unique section holomorphe
gsur Y du fibré Ky ® L ® K;(l ® (detE)™! telle que g = § ® A%ds.

En utilisant la propriété classique du complémentaire d’un diviseur ample d’une
variété projective, d’étre une variété de Stein, on peut ainsi obtenir, pour une variété
projective, la surjectivité des morphismes de restriction des sections d’un fibré en
droites a une sous-variété définie par une section d’un fibré holomorphe partout
transverse a la section nulle, sous des hypotheses de courbure que nous affaiblirons
en une hypotheése purement algébrique:

Corollaire 1 Soient X une variété projective, E& un fibré holomorphe de rang d
sur X, s une section holomorphe de E partout transverse a la section nulle, et
Y = s750). Soit 7 : IP(E) — X le fibré des droites de E, Op+(—1) le fibré en
droites tautologique sur IP(E), et Op«(d) la d-iéme puissance tensorielle de son
dual.

Alors si L est un fibré en droites holomorphe sur X tel que 7 (L@ K% )® Og=(d)
soit ample sur IP(E), le morphisme de restriction H1(X, L) — HY(Y, L) est surjectif
pour tout entier ¢ > 0.

Preuve: Suposons X et L munis de métriques hermitiennes, et munissons Opg-(d)
d’une métrique telle que pour la métrique associée, 7*(L @ K% ) ® Op+(d) admette
une courbure strictement positive.

Soit X’ le complémentaire dans X d’un diviseur ample: si ¢ est une section
holomorphe sur X du fibré en droites ample associé a ce diviseur, — log || est une
fonction strictement plurisousharmonique exhaustive sur X’, qui est donc une variété
de Stein.
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Soit H est un fibré en droites ample sur X, muni d’une métrique hermitienne de
courbure strictement positive: I'hypothese faite sur Og-«(d) implique que la courbure
de Opg+(—1) est négative sur les fibres de m, donc qu’il existe un entier positif k tel
que

7 (kic(H)) > ic(Op«(—1)).

Comme m*ic(L @ K%) +ic(Op-(d)) est strictement positive sur IP(E), qui est com-
pact, il existe un réel a > 0 tel que

Lrtie(L ® K) > an® (kic(H)) + ic(Og- (~1).

On peut donc appliquer sur X’ le théoreme 1, et toute (0, q)-forme D”-fermée sur
Y NX’ & valeurs dans L se prolonge & X', avec estimations L?. Enfin, le prolongement
obtenu étant D”-fermé et localement L? en dehors d’un sous ensemble analytique
de X, en I'occurence X — X', se prolonge lui méme en une forme D”-fermée sur X
tout entiere ([Del], lemme 6.9).

Remarque 3: Lorsque E est nef (au sens ot le fibré en droites Og(1) sur IP(E*) est
numériquement effectif), on peut également, pour ¢ > 0, démontrer la surjectivité
du morphisme HY(X, L) — H4(Y, L) au moyen du complexe de Koszul associé a s:

0= AE* > ... 5 E* 5 O0x = i.0y — 0,

ol ¢ est 'injection de Y dans X. Si l'on note Sq,...,S4_1 les faisceaux noyaux des
morphismes de ce complexe tensorisé par L, celui-ci se réduit aux suites exactes
courtes

05 —>0x®L—i,0y L —0,
0— Siy1 > NE*®QL — S; — 0, 1<i<d-2,
0> ANE*QL 5 ANTIE*® L — S._1 — 0.

11 suffit, pour établir la surjectivité du morphisme de restriction H%(X, L) — HY(Y, L),
de vérifier que H7"1(X, S1) = 0. Mais ’hypothese selon laquelle 7* (L& K% ) @O g+ (d)
est ample sur IP(E) implique que £ = L ® K% ® (detE)~! est lui-méme ample sur
X. Si E est nef, une légére variante d’un théoréeme de Le Potier ([LP]) donne

H¥X,NE*® L) = H"M(X,N""E® L) =0

si k > 4. Il s'ensuit que H¥(X,S;) = HFTY(X,S;,1) si k& > 4, donc, par une
récurrence immédiate, que H11(X,S1) = 0si ¢ > 0.

Cependant, la surjectivité du morphisme de restriction en degré zéro ne semble
pas pouvoir étre démontrée de cette maniere; notons que le résultat de Le Potier est
optimal: si X est ’espace projectif d’un espace vectoriel complexe V' de dimension
n + 1, E le fibré quotient sur X, de rang d = n, alors E est nef puisque quotient
d’un fibré trivial, son fibré déterminant est ample, et I'on peut vérifier que

H""R(X NE ® (det E)F) = (detV)F # 0.
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Le groupe H'(X,S;) peut donc a priori ne pas s’annuler, le corollaire précédent
impliquant cependantque l'image par ’homomorphisme cobord de H°(Y, L) dans ce
groupe est nulle.

Le théoreme qui précede sera démontré en trois temps: on établit d’abord pour
les sections d’un fibré hermitien sur une variété kahlérienne des estimations proches
de celles qui permettent d’obtenir des théorémes d’existence de prolongements L?;
on munit ensuite les ensembles de sous-niveaux de X relatifs a une fonction exhaus-
tive strictement plurisousharmonique donnée, de métriques kahlériennes completes;
on montre enfin que les hypotheses faites sur les fibrés impliqués permettent, sur
ces ensembles de sous-niveau, de ramener les estimations précédentes a celles qui
impliquent effectivement ’existence de prolongements.

Je tiens, enfin, a remercier Jean Pierre Demailly de m’avoir proposé ce travail,
et pour ses remarques toujours tres pertinentes.

2 Preuve du théoreme principal

2.1 Une estimation générale

L’objet de ce paragraphe est de donner une version adéquate, pour un fibré hermi-
tien, des estimées de Donnelly-Fefferman-Xavier (|[D-F],[D-X]), telles qu’elles ont été
utilisées par Ohsawa et Takegoshi ([O-T]): les méthodes de ces derniers auteurs se
transposent ici directement.

Lemme 1 Soit F' un fibré en droites hermitien sur une variété X munie d’une
métrique kdhlérienne, soit ¢ € C°(X, IR); on munit l’espace des formes a support
compact CP(X, F) du produit hermitien

(o) = [ e Hu 50},

ou * est lopérateur de Hodge relatif a la métrique considérée sur X. On suppose
données sur X des fonctions n € C®°(X,IR"*) et v € CO(X, IR) telles que

Vo e X, ~(x) > max(|d"n(x)|,n? (z)).
Alors Vu € C(X, F),

2(|nogully + WD ul3) = (nlic(F) +id'd" ¢, Alu, u)y
—([id'd"n, AJu, w)g — [ull3,

ol 6;; est l'adjoint formel de D" pour le produit hermitien défini ci-dessus.
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Preuve: Si I’on multiplie la métrique de F par e~?, le fibré hermitien Fy4 obtenu

admet pour courbure
ic(Fy) = ic(F) +id'd" ¢,

ce qui permet de se ramener au cas ou ¢ = 0. Soient alors ¢ et ¢” les adjoints
formels des opérateurs d’ et d” pour le produit hermitien ( , )¢ défini sur les formes

a valeurs dans F'. Les opérateurs de Laplace-Beltrami

"

A D”(S” _|_ 5//D/l
AI — DI(S/ + 5/D/,

sont liés par la relation de Bochner-Kodaira-Nakano
A" — A = [ic(F), Al.
On effectue alors les transformations suivantes:

D//n5// + 5”77D” _ [D//777]5// +?7[D”,5”] + [5”,77]D”
_ (d”?])(sﬂ + nA” _ (d”?])*D”,

D'nd' +4d'nD" = [D',n]d’ +n[D', &'+ [¢,n] D,
= (dn)d" +nA" = (dn)"D".
En soustrayant ces égalités, et en tenant compte de 'identité (1), on obtient

D”n(sﬂ —|—5”77D” _ D/775/ _ 5,77D,
= nlic(F), A] + (d"n)d" + (d'n)* D" = (d"n)"D" — (d'n)d".

De plus, l'identité de Jacobi permet d’écrire
[Duv [d/nv AH - [d,777 [A7 D”H + [A7 [D”7 d/n“ =0,
c’est-a-dire
_[l)/l7 (d/ln)*] — —[idld/ln,A] + [(5l,d/7’]].
Siue C™(X,F), (dn)u=0,et (6) implique que

((d'n)d"u, u) = ([id'd"n, AJu, u) — (D"u, (d"n)u) — (u, (d"7)d"u).

(7)

Appliquons a présent l'identité (4) a la forme u, en remarquant par exemple que

(D"n6"u,u) = ||n78"ul[?,
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et que D'u = 0 pour des raisons de dimension: il vient

(28" ul|? + |[n2 D"ull® = |28l = (nlic(F), Alu,u) + ((d"m)8"u, u)
_(Dl/uv (dl/n)u) - ((d/n)(SIU, u)? (8)

donc d’apres (7),

126" ul[® + [[n2D"ul > (nlic(F), Alu,u) — ([id'd"n, Alu, )
+((d")d"u,u) + (u, (d"7)0"u). (9)

De plus il est clair que la somme des deux derniers termes de 'inégalité qui précede,
a savoir 2Re((d"n)d"u,u), est en valeur absolue majorée par 2||(d"n)d"ul| x ||u|| <

|[(d"n)6"u||?> + ||u||?. Si~ majore & la fois 77% et |d"n|, on déduit donc finalement de
(9) lestimation

(nlic(F), Nu,u) — ([id'd"n, A]u, u)

< |In28"ul[® + |02 D"ul[? + [|(d"n)8" ul | + ||ul
< 2(||y6"ul ]2 + [|[yD"ul]?) + [[ul %, (10)

ce qui n’est autre que 'inégalité annoncée.

2.2 Un prolongement C*

La variété X étant de Stein, il existe une fonction ¢ réguliere, exhaustive, strictement
plurisousharmonique sur X telle que les ensembles de sous-niveaux

Xe= {x € X, ¢($) < C}’

soient relativement compacts dans X. Remarquons de plus, comme Ohsawa et
Takegoshi, que l'on peut supposer que Y = s~ 1(0), autrement dit que ANds ne
s’annule pas sur Y, quitte a se placer dans le complémentaire d’une hypersurface H
contenant le lieu des zéros de A%ds, et & effectuer ensuite un prolongement & travers
H comme au corollaire 1, ce que les estimations L? permettent de faire.

Soit 7 : IP(E) — X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E. La
section s définit au dessus de X\Y une section de ce fibré, dont I'image 3 a pour
adhérence ¥ U~ 1(Y), ainsi qu’une section de la restriction & 3 du fibré en droites
tautologique Op+(—1). On notera & cette restriction, de sorte que si y € X,

6(y) = (y,som(y)) € Op«(—1),,

et I'on notera o = s*6 son image réciproque sur X\Y.

Soit alors y une fonction décroissante de classe C* de IR" dans IR, telle que

x = 1sur [0,3], x = 0 sur [I,400[, et |[X/| < 3. La variété X étant de Stein, la
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section g A (A%ds) de Kx ® L sur Y admet un prolongement holomorphe G & X tout
entiere, et 'on posera

Ge = x(e?|o])G € CRo(X\Y, L),
ve = D"Ge = e 2X/ (e |o*){o, Do} NG € C3(X\Y, L),

ou l'on a noté D la connexion de Chern associée sur X\Y a la métrique hermitienne
donnée sur Op«(—1).

2.3 Une métrique kiahlérienne compléte sur X .\Y

Pour étre en mesure d’utiliser la théorie de Hodge L?, nous aurons besoin de disposer
sur X.\Y d’une métrique kihlérienne complete, qui sera donnée par une expression
de la forme

ws = id'd"[—0log(c — ¢) + yp(log |o|*) + Blog(1 + |o|*)] + B,

ou J et v sont des réels strictement positifs, et p une fonction de classe C°° convexe
et croissante sur IR.

Lemme 2 Si 7*Q < ic(Og+(—1)) sur IP(E), on peut choisir la fonction p de telle
sorte que lorsque 0 < v < 0, ws, définisse une métrique kdahlerienne compléte sur
XY, avec

{Do,o}ls, < B 2|o](1 + |of?). (11)

Preuve:
e w5, définit une métrique kahlérienne
En effet, la connexion de Chern D de s*Opg-(—1) étant hermitienne, l'identité
de Schwarz
i{o,0}{Do, Do} > i{Do,0} N{o, Do}

implique la minoration

id'd" log(1+ |0*) = (1+|o/*)"Y({Do, Do} — {is*c(Op-(—1))0,0})
—(1+ |o/»)"%i{Do,c} A {0, Do}

lo|72(1 + |0|*)"%i{ Do, o} A {0, Do}

—(1+ o) His*e(Op=(~1))o, 0}, (12)

v

de sorte que l'inégalité 7*Q < ic(Op«(—1)) implique que sur X\Y,

Q +id'd"log(1 + |o]?) > 0. (13)
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Si 1 = log |o|?, on aura de plus, p étant supposée convexe,
idd"(pop) = (p op)idd n+ (p" o p)idund'u> (o' op)idd . (14)
D’apres 1’équation de Lelong-Poincaré,
idd"p+is*c(Op«(—1)) =0 sur X\Y;

¢ étant strictement plurisousharmonique, et X, relativement compact dans X, il
existe donc un réel m. > 0 tel que id'd"p > —meid'd’ ¢ sur X.\Y. Mais alors, si ¢
est la valeur minimale de ¢ sur X,

id'd" log(c — ¢) > i(c — co) " tid'd" ¢, (15)
et d’apres (13), (14) et (15),
ws > [6(c—co) ™t — yme||p'||o)id d" ¢. (16)

Si0 < v <4, il suffit donc, ¢ étant strictement plurisousharmonique, que soit vérifiée

Iinégalité ||p']|oc < mgl(c — o)™t = M1 pour que ws, définisse une métrique

kéhlérienne sur X.\Y. (12) implique alors que
Wy > Blo|2(1 + |o|?)%i{ Do, o} A {0, Do}, (17)
d’ou l'estimation (11).

e w;~ définit une métrique compléte
Dans les conditions précédentes, (13) et (14) impliquent que

> (c—¢)PidoNd"d+y(p" o pidpNd"p
> did'(c— @)L Ad" (c— @)L +yid (Top) Ad'(Top),

o 7(t) = [¢ /P (w)du. Comme (c— )" tend vers l'infini & la frontiere de X, ws

est complete au voisinage de cette frontiere. Pour qu’elle le soit également le long
de Y, il suffit que 7 o u tende vers I'infini le long de Y, c’est-a-dire que

0
/ P (u)du = 4o00.

On pourra, par exemple, poser

p(u) = 3Mc(u— log |ul) si u<-—1.
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2.4 Fonctions auxiliaires

Introduisons a présent une fonction convexe croissante A € C*°(IR), telle que

/\(t):{o sit<0

t—1 sit>2,

et M < % Si pe est un réel strictement positif, on définit une fonction 7, €
C>(X\Y, IR™) en posant

Ne(@) = pre + A(=log(lo(2)[* + €%)).
D’apres les hypotheses faites sur A, on a n.(z) = pe si |o(x)| > 1, et comme
d'ne = —XN(=log(lo* +€*)(lo* +¢*)"{o, Do}, (18)

I'inégalité (11) implique que

(o + a5, < B3N (—log(lo + ) —7 (11 10P) < 2675, (19)
(lof? + )

De plus, e < pie + 1 si |o]? + €2 > €72, alors que si |0]?> + €2 < e 2,

(’0’2 + 62)775 < max T(Me —log7 — 1) = e_Q(Me + 1)- (20)

0<r<e2
Si I'on définit la fonction 7. € C°(X\Y, IR) par
1 2 2y —1
Ve = max[(pe +1)2, Oe(|o]” +€) 2], (21)

avec 0, = max(2ﬁ*%, e e + 1)%), les inégalités (19) et (20) impliquent que

1
Ye > max(|d"nelsq, 1é), (22)

ce qui permettra d’utiliser le lemme 1. Il sera de plus utile de remarquer que
? lo]?

1+ |of?

o2 62
P+ 1+ o

lovel*
1+ o]?

ax|

]

(MG + 1)7
est majoré par 0. = max (02, ju + 1) = max (4871, e + 1).

2.5 Conclusion

Soit £ € C*°(X, IR) une fonction plurisousharmonique, et posons

95 = & +log|o]* — §log(c — ¢) + pllog |o[*) + Blog(1 + |o]?).
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Cette fonction ¢s. est de classe C*° sur X.\Y, et
id'd" g5, = ws +id d"€ + id'd" log |o|** — BQ. (23)

Le lemme 2 et I'inégalité (22) permettent d’appliquer le lemme 1 au fibré hermitien
F = L sur la variété X.\Y munie de la métrique kahlérienne ws -, pour les fonctions
¢ = G5, ¥ = Ve €t N = ne: pour toute forme a support compact u € C7% (XY, L),

2(| e D"ull3, , + H%%ﬁaﬂﬁf”i&w) > o 2
([Ws(ﬁC(L) +id'd ¢57“/7 A5,’Y]u7 u)%,«, - ([Zd d"Me, A5,’Y]u7 u)d%s,q - HuH%w?

donc en vertu de (23), et du fait que sur les formes de bidegré (n, 1), [ws~, As~] = Id,
2(|[veD"ull3,, + 11ed5, ull3, ) =
((776 - 1)u’ u)(%,a, - ([id,d/,ne’ A(S;\/]u’ u)(%,a,
+([ne(ic(L) +id'd"¢ — B+ id'd" log [o*?), AsJu, u)g,., - (24)

Commencons par estimer le second terme du membre de droite de cette inégalité.
En appliquant I'opérateur id’ & l'identité (18), et en posant 7 = |o|? + €2, on obtient
I’expression

idd'n. = [N(—logT)+ N'(—log7)|r2i{Da,o} A {o, Do}
~XN(=log )7 Yi({Do, Do} + {0, 5" c(Op«(—1))c}),

ce dont lidentité de Schwarz i{Dc,c} A {0, Do} < (1 — €?)i{Do, Do} permet de
déduire, A étant croissante, que

idd"n. < 72— 2(1— )N (~logT)+ N'(~logT)]i{Do,c} A {0, Do}
+77 N (= log 7){is*c(Op«(—1))o,0}.

Les propriétés de la fonction A vont nous permettre d’estimer chacun des termes du
membre de droite de cete inégalité. Tout d’abord, comme 0 < X < 1, et 7*Q >
ic(Og=(—1)), on a

N (=log T){is*c(Op+(—1))o,0} < . (25)

D’autre part, \”(— log 7) étant majorée par %, et nullesi7 > 1 our < e 2, I'inégalité
(17) implique

772\ (= log7)i{Do, 0} Ao, Do} < X'(=log7)r 2(1 — )1+ 7 —€))?B  ws
< Epiy, (20
De la méme facon, comme N (—log7) =1si7<e 2 et 0 <N <1,
[1— XN (=logT)e*r*(r — €*)"'i{Do,0} A{o, Do}
< [1-N(-log e+ L= E

< A1+ g, (27)
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Si 'on suppose
8¢t 5 22151
Mgzl—i‘[?‘i‘ﬁ (1+e7)7p™,
les inégalités (25), (26) et (27) permettent de déduire de (24) que

2D ull3, -+ bty ull3, )
> ([E|o]2(lo]* + ) %i{Do,0} Ao, Do}, Asqlu, u)g;
+ ([ne(ic(L) — BQ — ids*c(Op«(—1))) — Q, As5]u, U)gs.. -

Mais par hypothese, ic(L) — Q — ids*c(Op=(—1)) > (da — 5)S2 et Q est positive,
de sorte que si 'on suppose da > 3, ce que l'on a loisir de faire, et p.(da — ) > 1,
le dernier terme du membre de droite de 'inégalité précédente est positif. Dans ces
conditions, on obtient pour toute forme u € Cp% (X.\Y, L) la minoration

2(|[veD"ull3, . + 1765, ull3;.)

> ([Elo]*(lof + €)*i{Do, 0} Ao, Do}, Asslu, u)s,, (28)

5,y "

Rappelons que si ((1,...,(,) est une base locale de T*(X.\Y), orthonormée
relativement a ws, st u = 3 ug(Cr Ao A Gp) A (i est une forme de type (n, 1),
et 0 =1i>,;0;(; A\ (j, ot 05 € IR, une (1, 1)-forme réelle et diagonale relativement a
(Cla"'7Cn)7 on a

([0, Asylu,w) = Oxlux]*.
k

Il est facile d’en déduire, en utilisant I'inégalité de Schwarz et I’expression de v., que
pour toute forme u € Cp% (X.\Y, L),

| fXC\Y e=%6 {ve, xu}|?
< chﬁsum?X’(e*Q\UP) e_¢6’7|0|2|G|§,7dV;5W
x (e~ 40|72\ (e72|0|?)i{ Do, o} A {0, Do}, Asqylu,u)gs s

olt dVs ., est 'élément de volume riemmannien sur X.\Y associé a la métrique ws.
Comme sur le support de x'(¢2|o|?), on a (|o|> +€2) < 2¢2, I'inégalité (29) implique
alors que

. . =% {ve, xul|* < Cle €, 6,7)(|eD"ullf, | + e, ullf; ).
avec, puisqu’on a supposé x’ < 3,

Clesed,n) =722 | 002G, V.
Xo supp x/(e=2]o2) R

P . 2 . ’ ’ . o1 7
Remarquons que l'expression |G| 57,Yd‘/;57q/ est indépendante de la métrique utilisée sur
X:\Y: on pourra donc la remplacer par I'expression |G|>dV associée & une métrique
hermitienne fixée sur X, restreinte en l'occurence a X.\Y.
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¢ Estimation de C(c,¢,d,7)

Pour estimer la constante C'(c, €, d, ), il sera commode d’utiliser ’existence d’une
rétraction holomorphe r d’un voisinage tubulaire U de Y, sur Y (cf par exemple
[Del]). On peut alors supposer que e est suffisamment petit pour que, si 'on note
A, le disque fermé des nombres complexes de module inférieur & €, 'on ait

lo]7HA) N Xe Cr Y Y N Xeyq). (29)

Munissons E d’une métrique hermitienne telle que |s| < k|o|, avec kK > 0: L ®
(detE)™! est alors muni d’une métrique hermitienne, et I'on peut supposer e suff-
isamment petit pour que, si y € X. N supp x'(e~2|o|?), l'on ait

eGP < e W AT ds(r(y) Pllg(r®))? + ac), (30)

ol a, est un réel strictement positif donné. Le théoreme de Fubini implique alors,
en vertu de (30) et (31), que

Cle,e,6.7) < 721+ 0(0)e fyny.., @ (lg(@)? + ac)dVy

d10g(c=0)+10(108191") | 2-2| Ad s o 7[2dV, -1 ),

X _ _
r=1(z)Nsuppx’ (e~2|o|2) ©

ou dVy et dV,.-1(,) sont les éléments de volume induits sur Y et sur les fibres de r,
puisque sur X., au voisinage de Y, leur produit s’identifie a € pres a 1’élément dVy.
Si ¢ et € sont fixés, on peut supposer § et v suffisamment petits pour que sur
XN supp X' (e72]o]?),
dlogle=)+yp(loglof?) < o

De plus, 'hypothese |s| < k|o| implique que

fele) = fgl,(x)ﬁsupp X' (e72]o]?) |0|2;i|dAddd8 ’ T|23Vr_1(w)
< R fa@ngs) -t 18T AT ds o r[FdV - .

Or | A% ds o r|? s’identifie & € prés au jacobien de la transformation des coordonnées
transverses sur les fibres de r, en celles données par les composantes de s sur ces
fibres (qui constituent bien un systéme de coordonnées au voisinage de y, dans la
mesure ol § est supposée transverse sur Y'). Par conséquent, si € est assez petit,

L(z) < 2x242 / L RPav(s) = 22
zeC?,|z|<ke
ot pu(d) = [,cga 21<1 |2|2724dV (2). Si o, est supposé assez petit pour que

o / vy <27,
YNXeq1

on obtient donc finalement, pour € < ¢(c) et 0 < v < 0 < §(c, €) suffisamment petits,

Cle.8,7) < C0) = (@ [ ¥{g.g) 427

YNXct1
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et 'on a démontré que pour toute forme u € Cp% (X \Y, L),

| X\Yef(‘s‘”{vea*u}\2 < COeD"ullf, .+ [lvedg, ullg;)-

e Existence d’un prolongement
Il existe donc une forme w € L%L,O(XC\K L, ¢5), d’apres les théoremes usuels de
prolongement L2, telle que D" (yew) = v, yew € Cro(X\Y, L), et

2'"2/ e~ {w,w} < Ce).
Xc\Y

Rappelons brievement I'argument: D” et 5;25,7 sont des opérateurs non bornés
fermés sur L%’l(XC\Y, L, ¢5), & domaine dense, et toute forme u € DomégM peut
s'écrire u = uy + ug, avec u; € KerD", us € (KerD")* = W C Kerégm. On
a donc, comme v, € KerD",

(s ) 12 = (0 ) 2 < COlebly w2, = C@)llredly ull?,

La forme linéaire %5;;5, u € %%MDom&fzg&7 — (u,ve)%ﬁ est donc continue,
et peut d’aprés le théoreme de Hahn-Banach se prolonger en une forme linéaire
continue de méme norme sur L%’O(XC\Y, L, ¢5+): le théoreme de représentation de
Riesz implique en conséquence 'existence d’une forme w € L%,O(XC\Y, L, ¢s) telle
que [lull?, < C(o), et

Yu € Domégéﬁ, (’yeégmu,w)(bM = (U, Ve)gs..

c’est-a-dire, v, étant réelle, D" (yew) = v,.

On peut de plus supposer que y.w € (KerD")*, ce qui implique, A” étant
elliptique, que v.w € C,??O(XC\Y, L): cest alors la solution de norme minimale de
I’équation précédente.

Si ’on fait tendre § et  vers zéro, on peut extraire des formes w obtenues comme
précédemment une sous-suite faiblement convergente, d’ou l'existence d’une forme
Yewe,e € CRH(X\Y, L) telle que D" (yewe ) = ve, et

.n2 _ {wc,e7 wc,e} d (n—d)? — —c
[ s <10 ol @ [ g 27
La différence G¢ —~ewe e est donc une (0, 1)-forme D”-fermée sur X.\Y et localement
L? au voisinage de Y, donc se prolonge en une forme D"-fermée G, . sur X, ([Del],
lemme 6.9) a valeurs dans Kx ® L. De plus, comme \a\*Qd n’est pas localement
intégrable sur Y, la convergence de 'intégrale de gauche de l'inégalité précédente
implique que w, e se prolonge par zéro sur Y N X, donc que

Gc,e|YﬂXC =gAN (/\dds)'
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Enfin,

in? —¢_ {Gee,Gee} 2 —¢ {Ge,Ge}
" Ly s S 2 Uk € pprr o

“elord (wecwe)
Jx. € TR o )

ou, comme on ’a montré plus haut,

’075’2

el /

0
Ltjo2 ="

avec 0! = max(48~1, pe + 1).

Reste a faire tendre c vers +o00, et a extraire des G une sous-suite faiblement
convergente pour obtenir I'existence d’une forme G € HY(X,Kx ® L), telle que
Gy = g A (A%ds), et

n? —¢ {G,G} < M-(nfd)Q/ —¢
" R oy <M [ o)
ot M = 288k%u(d)0) ne dépend que de d, a, § et k.

Remarque 4: Si l'on considére une forme g sur Y de bidegré (n,q) avec ¢ > 0, la
seule modification & apporter a ce qui précede provient du fait que sur les formes de
type (n,q + 1), [ws, Asy] = (¢ + 1)Id: il faut donc simplement supposer que

L [8—64 +e(1+e*)?B

>
He 3

Tq+1
Notons également que la régularité des formes y.w obtenues comme précédemment
ne peut se déduire, comme on aurait pu le faire pour ¢ = 0, de 'ellipticité de D",
mais que c’est bien 'ellipticité de 'opérateur A” qui permet de conclure.

3 Généralisations et applications

3.1 Prolongement des sections d’un fibré hermitien

Plutot que de se donner une métrique sur le fibré en droites tautologique Op-(—1)
sur IP(E), dont la courbure vérifie relativement a celle du fibré en droites L des hy-
potheses qui sont, comme le fait apparaitre le corollaire 1, essentiellement algébriques,
on peut se contenter d’une métrique sur le fibré E lui-méme, avec des conditions
de positivité au sens de Griffiths, a priori moins commodes. On peut par exemple
démontrer, presque exactement comme le théoréeme 1, mais en utilisant s a la place
de o, le résultat suivant:
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Théoreme 2 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré hermitien
de rang d sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse a la
section nulle, et
Y = {z € X,s(z) =0, \%s(x) # 0}.
Soit Q une (1,1)-forme positive fermée sur X telle que
Q@ Idg >¢g ic(F),

et L un fibré en droites hermitien sur X tel qu’il existe un réel strictement positif o

pour lequel
ic(L) > o — id'd" log |s|*?.

Alors pour toute fonction & plurisousharmonique sur X, tout réel strictement positif
B et toute section holomorphe g surY de Ky ® L ® (detE)™! telle que

i d® /Y e ¢{g, g} < +o0,

il existe une section holomorphe G sur X de Kx ® L, telle que Gy = g A\ (A%ds), et

2 efg{G G} 2
K ’ < Mi(n—=d) / =£
! /X ’8’2(1_2(1 ‘8‘2)1—’—6 B ! Ye {9’9}7

o, M est une constante numérique ne dépendant que de d, o et (.

Rappelons qu’'un fibré hermitien E est dit semi-positif au sens de Griffiths, F >
0, si la courbure de sa connexion de Chern définit sur les tenseurs décomposables de
chaque fibre de TX ® E une forme hermitienne positive: si (eq, ..., eq) est un repere
orthonormé local de E sur un ouvert € de X muni de coordonnées (z1,- -, z,), ce
tenseur de courbure peut s’écrire

o(B) =Y cjopdz Adz @ €} @ ey,

avec Cjrau = Ckju; la forme hermitienne associée n’est autre que

O = chkAu(de ®ey) ® (dzk ® e;)

Remarque 5: On pourra prendre €2 = 0 si E est semi-négatif au sens de Griffiths,
et = ic(detE), en vertu de l'inégalité de Schwarz, si F est semi-positif. Dans
les deux cas, on peut ainsi se ramener a des conditions portant uniquement sur
les courbures des fibrés hermitien E et L: en effet, il est facile de vérifier que sur
X\s~H(0),

id d" log |S|2d > _d{ic(i|)2s7 S},

de sorte que, d’une part, id'd” log |s|?? est localement minorée sur X et, d’autre part,

la condition du théoreme résulte de I'inégalité

ic(L) ® Idp > o @ Idg + dic(E).
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3.2 Prolongement des jets de sections

Soit encore X une variété de Stein, dont une sous-variété Y est définie comme le lieu
des zéros d’une section holomorphe, transverse a la section nulle, d’un fibré vectoriel E
de rang d. Le faisceau Ox admet comme sous-faisceaux les puissances Z% du faisceau
d’idéaux de Y, dont les quotients successifs sont a support sur Y, et s’identifient aux
puissances symétriques du fibré conormal: c’est-a dire, en 'occurence, aux puissances
symétriques de la restriction de E* a Y.

Soit donc g une section holomorphe sur ¥ du fibré Ky ® L ® (detE)™! @ S*E*, ou
L est un fibré en droites sur X. Le produit extérieur g A (A%ds) définit une section de
Kx ® L ® S¥E* sur Y, dont on peut, X étant de Stein, se donner un prolongement
holomorphe § & X.

Soit alors G =< G,5%* >: cette section holomorphe de Kx ® L sur X s’annule &
l'ordre k sur Y, et définit sur ¥ un jet qui s’identifie & §. Il est donc possible d’utiliser
les mémes méthodes qu’au second paragraphe pour prolonger le jet § avec estimées L2.
Plus précisément, il suffit d’ajouter un terme log|o|?* au poids @5, introduit en 2.5 pour
obtenir I’extension suivante du théoréme 1.1.1:

Théoréme 3.2.1 Sous les mémes hypothéses sur X, E, Y, que pour le théoréme 1.1.1,
soit L un fibré en droites hermitien sur X, tel qu’il eziste un réel strictement positif a
pour lequel

1
LN > L . el = .
S ic(L) 2 ar*Q + ic(Op-(-1))
Alors pour toute fonction £ plurisousharmonique sur X, tout réel strictement positif 8
et toute section holomorphe g surY de Ky @ L ® (detE)™! @ S¥E* telle que

i‘""”’/ e ¢{9,9} < +o0,
Y

il eziste une section holomorphe G sur X de Kx @ L ® I{‘,, définissant sur Y le jet
g A (A%ds), et telle que

2 C_E{G G} 2
in ) < Mqi(n—d) -¢
¢ /; [o24+25=2(1 § [o[2)14F = M /Ye {9,9},

ou M est une constante numérique ne dépendant pas de g.

Dans le cas d’'une variété projective, on peut envisager la situation beaucoup plus
générale ou Y est le lieu des zéros d’une section holomorphe s, ds étant de rang d =
codimxY en tout point de Y, d’un fibré holomorphe E de rang r > d. La différentielle
ds fait alors du fibré normal & Y un sous fibré de Ejy, et A%ds définit un sous-fibré en
droites £ de /\dE|y isomorphe & Kx ® Ky'.

Une section holomorphe g de L ® S¥* N* provient ainsi d’une section § de L ® S*E*
qui s’étend en G € HY(X,L ® S*E*), et < G, s®* > s’identifie sur Y au jet défini par g.
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On peut alors construire & partir de G un prolongement de § avec estimées L2, sous la
méme hypothese de positivité qu’au théoréme précédent, L étant simplement changé en
L ® K%. Dans le cas d’'une variété projective, on en déduit, comme au corollaire 1.2.1,
I’énoncé suivant:

Théoréme 3.2.2 Soient X une variété projective, E un fibré vectoriel holomorphe de
rang r sur X, s une section holomorphe de E, et Y = s~1(0). On suppose de ds est en
tout point de Y de rang d = codimxY, d > r.

Soit L un fibré en droites ample sur X, a un réel positif tel que Op+(1) + an* L soit
semi-positif sur IP(E), et supposons qu’il eziste un rationnel B tel que Kx = LP. Alors
le morphisme naturel

H'(X,L7) — H°(X,L’ ® Ox/I$)

est surjectif pour 3 > a(d + k) + .

3.3 Plongement de Plicker et pléthysme

Pour conclure ce chapitre, et montrer qu’il n’est pas tout a fait sans rapport avec le
reste de cette these, on appliquera les résultats du paragraphe précédent au probléme du
pléthysme: on entend par la le probléme de la décomposition en composantes irréductibles
de GI(V)-modules de la forme I'*(T*V).

Par exemple, la décomposition des puissances symétriques des puissances extérieures
n’est pas sans rapport avec le plongement de Plicker des grassmanniennes. Soit en
effet Gx(V') la grassmannienne des sous-espaces de codimension k d’un espace vectoriel
complexe V' de dimension d. Le déterminant detQ du fibré quotient est trés ample, et
définit le plongement de Pliicker de Gx(V') dans G1(A*V), A¥V étant ’espace des sections
holomorphes de detQ. De plus, I'image de la grassmannienne dans cet espace projectif
est donné par des équations homogeénes de degré deux, et de degré au plus un en chacune
des coordonnées homogenes.

L’image de la grassmannienne par le plongement de Pliicker peut ainsi étre définie
comme le lieu des zéros d’une section holomorphe d’un fibré E = Og, arv)(2)®M (ol
M est en général beaucoup plus grand que la codimension m de Gi(V) dans G;(A*V)),
partout de rang m sur Gx(V).

Le fibré normal N du plongement de Pliicker est homogéne pour ’action du groupe
linéaire, de sorte que les espaces de sections H°(Gi(V), S'N* ® (detQ)") sont munis de
structures de GI(V')-modules. L’espace des sections holomorphes de Og,(arv)(1) (fibré
dont la restriction a Gx(V) est (detQ)') étant la puissance symétrique l-iéme de A*V, le
lemme de Schur et le corollaire 4.0.1 ont pour conséquence le résultat suivant:
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Proposition 3.3.1 Soit V un espace vectoriel compleze de dimension d, Q le fibré quo-

tient sur la grassmannienne Gi(V), et N le fibré normal, de rang m, associé au plonge-

ment de Plicker de cette grassmannienne, dont on note n = k(d — k) la dimension.
Alors, siles entiers | et j sont tels que | > 2j+n—m, il eziste un morphisme surjectif

S'(A*V) — QJB H°(Gi(V),S'N* ® (detQ)') — 0.

1=0

Notons également que l'espace des sections holomorphes de /g, (arv)() étant filtré

selon l'ordre d’annulation sur Gx(V), S'(AF¥V) apparait comme un sous-module de la
somme ‘

D HO(Gx(V), S'N* ® (detQ)"),

i>0

celui de ces groupes d’indice ¢ étant nul pour 2: < .

Le fibré normal N sur Gx(V) peut étre décrit commodément & ’aide des fibrés quo-
tient et tautologique:

Proposition 3.3.2 Le fibré normal d la grassmannienne Gx(V) pour son plongement
de Plicker admet une filtration GI(V')-équivariante, dont le fibré quotient gradué associé
est la somme directe

k
N = @ NQ®NS*.

j=2

Preuve: Soit Vi un sous-espace de codimension k de V, et notons 7 la projection de V
sur V/Vi: 'image de Vi par le plongement de Pliicker est I’hyperplan Vi de A¥V, noyau
de la forme linéaire A*xr : AV — A¥(V/V)).

L’action transitive des groupes linéaires de V et de A*V sur Gi(V) et Gy (A*V)
respectivement, induit les descriptions suivantes de leurs fibrés tangents:

TGx(V)iv, = Hom(V,V)/{u,u(Vi) C i} = Hom(Vi,V/Vi),
TGi(A*V)y, = Hom(A*V,A*V)/{U,U(Vi)C Vi} = Hom(Ve,A*V/Vy).

L’injection canonique : de TG(V)y, dans TG, (AkV)IV:. est définie de la fagon suivante:
si u € Hom(Vi,V/Vyi) est représenté par i € Hom(V,V), alors

i(u) = A¥(r o u)|y, -
Or la restriction de TG;(A*V) & G (V) peut-étre filtrée de la fagon suivante. Pour tout
entier j compris entre 0 et k + 1, posons F; = A’Vi A (A¥=7V): on définit ainsi une

filtration de A¥V,
/\kV=Fo DVk=F1 3"’3Fk+1=0,
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donc une filtration de TG1(A*V),y, en posant
Fj = {U € Hom(Vi, A*V/V}), UjF,,, = 0},

ou j est compris cette fois entre 0 et k.

Notons que F; = i(T'Gr(V)). En effet, si i € Hom(V,V), alors 4(F;) C Fj_; pour
tout entier j, donc A¥x A"ill F, = 0, ce qui donne une inclusion: et I’égalité des dimensions
implique ’égalité. La filtration

Fo=0CFi =i(TGx(V)) C --- C Fi = TG1(A*V) 6, v)

de TG1(A*V) 6, (v) 2 donc pour image une filtration du fibré normal dont les quotients
successifs sont les fibrés

N; = Fj/Fj—1 = Hom(N' S ® A*1Q,A*Q) = Hom(A' S, N Q),
ou j est compris entre 2 et k. &
La proposition précédente permet a priori de calculer les groupes de cohomologie

HO(Gy(V),S'N* @ (detQ)"). En effet, si 2i < I, il est facile de vérifier, & l'aide du
théoréme de Bott, que HY(Gx(V), S*N* ® (detQ)") = 0 si ¢ > 0, ce qui implique que

H(G(V),$'N* @ (detQ)') = H*(Gx(V), S'N* ® (detQ)").

Pour prendre un exemple précis, supposons que k = 3 et d = 6. La grassmannienne
G3(V), de dimension 9, est alors plongée dans un espace projectif de dimension 19, donc
n=9 m=10,et

D2t H(Gx(V), S'N* ® (detQ)") C S'(A%V)
C Dt HU(Gi(V), S'N* ® (detQ)").

Sil = 2k + 1, les sommes qui encadrent S?**!(A3V) coincident. De plus, N s’écrit
simplement

N = (oGt(V) (S5 Q. ® S) ® (dCtQ)2 ® (dCtV)-l,

de sorte que

SIN* = @), 5(Q®S*)® (detQ)~% @ (detV),
= @,<iT*Q @I XS @ (detQ) ™ @ (detV)'.

Le théoreme de Bott permet d’en déduire que si | > 21,

H(Gi(V), S'N* ® (detQ)) = ) T+(-dLil-x(u)y,
lul<i

On peut en déduire sans difficulté la décomposition suivante des puissances extérieures
impaires de A3V:
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Proposition 3.3.3 Soit V un espace vectoriel compleze de dimension 6. Alors

S2k+1(A3V) ® (dctv)—k _— @ I\(a+5+1,ﬂ+6+1,’1+6+1,—1-5,—5—6,—0—6)V

a+f+v+6<k,
a2p2y

Exemple: Pour k = 2, la décomposition précédente s’écrit

55(/\3V) = I"’l*»’V @ [6:441,1,00 ¢ 1(5,3,3,2,2,0)

@[1“311,81/ @ r¢221.1,0y ¢ 16:32.1,0.0V] @ detV
® AV @ (detV)2.

On peut vérifier ’égalité des dimensions des deux membres de cette identité: 42504 =
14112+ 19600+ 5292 + 980+ 540+ 1960+ 20. Malheureusement, cette méthode ne permet

pas d’obtenir directement la totalité des composantes des puissances symétriques paires
de A3V,
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Théorémes d'annulation pour la cohomologie des fibrés vectoriels amples
(Vanishing theorems for the cohomology of ample vector bundles )
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Résumé

Nous établissons différentes généralisations des théorémes d'annulation connus pour la
cohomologie de Dolbeault des fibrés vectoriels holomorphes amples sur les variétés complexes
projectives. Nous suivons pour cela la démarche classique, qui consiste, via des arguments de suite
spectrale, & se ramener a des fibrés en droites sur des variétés de drapeaux du fibré vectoriel
considéré. La cohomologie des fibrés homogenes sur les variétés de drapeaux intervient ainsi de
manicre essentielle. La premicre partie de cette thése meéne donc une étude approfondie du cas de la
grassmannienne, pour lequel le théoreme de Bott et la formule de Cauchy permettent des calculs
explicites. Nous déduisons de nos résultats des théorémes d'annulation pour les puissances
extérieures et symétriques d'un fibré ample, le premier prolongeant deux énoncés de Le Potier, le
second étendant le théoréeme de Griffiths en bidegré quelconque. Nous montrons au passage que la
suite spectrale de Borel-le Potier ne dégéneére uniformément en aucun degré.

Pour ce qui concerne la cohomologie des images d'un fibré ample par des représentations plus
générales du groupe linéaire, nous donnons un théoréme d'annulation, en degré maximal, pour une
représentation dont le poids dominant admet des composantes négatives. La suite spectrale de
Borel-Le Potier nous permet d'en déduire une réponse partielle a une conjecture de Jean-Pierre
Demailly.

Dans la derniére partie de cette thése, nous appliquons les estimations L? de Hormander a
I'¢tude d'un probleéme de prolongement, sous des hypothéses de positivité, des sections d'un fibré en
droites définies sur une sous-variété d'une variété¢ de Stein ou projective, lorsque cette sous-variété
est le lieu des zéros d'une section holomorphe d'un fibré hermitien .

Mots-clés anglais / English Keywords

Linear group ; Representation ; Line bundle; Vector bundle; Ample bundle; Dolbeault
cohomology ; Grassmannian ; Flag manifold ; Young diagram ; Borel-Le Potier spectral sequence ;
Vanishing theorem.

Mots-clés francais / French Keywords

Groupe linéaire ; Représentation ; Fibré linéaire ; Fibré vectoriel ; Fibré ample ; Cohomologie de
Dolbeault ; Grassmanienne ; Variété¢ de drapeaux ; Diagramme de Young ; Suite spectrale de Borel-
Le Potier ; Théoréme d'annulation.

Mathematical Subject Classification
14F05, 14M15, 32D15



