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Alain Lascoux (Université de Paris VII)





Mes remerciements vont d’abord à Jean-Pierre Demailly, dont les conseils, les critiques,
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1.

De nombreux problèmes de géométrie algébrique font intervenir des théorèmes d’annulation
pour la cohomologie des fibrés vectoriels holomorphes. L’archétype en est certainement
le théorème de Kodaira-Nakano pour les fibrés en droites amples, dont se déduisent la
plupart des résultats connus pour les fibrés vectoriels amples de rang arbitraire. Parmi
les plus fameux de ceux-ci, les théorèmes de Griffiths et de Le Potier s’appliquent respec-
tivement aux puissances symétriques et extérieures d’un fibré vectoriel holomorphe E,
ample, de rang d, sur une variété complexe compacte X de dimension n:

(1) Hn,q(X,SkE ⊗ detE) = 0 si q > 0,
(2) Hp,q(X,E) = 0 si p+ q ≥ n+ d,
(3) Hp,q(X,∧kE) = 0 si p+ q > n+ k(d− k),
(4) Hn,q(X,∧kE) = 0 si q > d− k.

Le premier de ces énoncés a été publié par Griffiths en 1969, les trois suivants par Le
Potier en 1975 et 1977. Plus récemment, en 1988, Jean-Pierre Demailly a établi différents
théorèmes concernant la cohomologie d’un fibré vectoriel associé au fibré E, de poids posi-
tif décroissant a quelconque, tensorisé par une puissance assez grande de son déterminant:
sous les mêmes hypothèses que précédemment,

(5) Hn,q(X,ΓaE ⊗ (detE)l) = 0 si q > 0 et l ≥ h(a),
(6) Hp,q(X,ΓaE ⊗ (detE)l) = 0 si p+ q > n et l ≥ d− 1 + n− p,

où h(a) est le nombre de composantes non nulles du poids a.

Si le premier de ces énoncés est une conséquence directe du théorème de Griffiths, il
n’en est pas de même du second, dont la démonstration nécessite une étude détaillée de
la suite spectrale, dite de Borel-Le Potier, associée aux différentes variétés de drapeaux
du fibré vectoriel E, et aux fibrés en droites homogènes canoniquement définis sur ces
variétés.

Se posait en conséquence la question de l’existence d’une éventuelle dégénérescence
de cette suite spectrale. Peternell, Le Potier et Schneider ayant montré qu’en général,
on ne pouvait s’attendre à une dégénérescence en E1, Jean-Pierre Demailly suggéra que
cette dégénérescence pourrait, au moins dans le cas des fibrés amples, intervenir en E2:
résultat dans lequel on aurait pu voir un analogue de la dégénérescence en E2, établie
par Blanchard, de la suite spectrale de Leray pour les submersions kähleriennes. Notre
premier objectif fut donc de vérifier cette dégénérescence dans le cas, relativement simple,
des grassmanniennes.
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2.

La grassmannienne, variété compacte homogène sous l’action du groupe linéaire,
possède la particularité, parmi les variétés de drapeaux, d’avoir un fibré tangent irréducti-
ble sous l’action du groupe parabolique associé, et dont les puissances extérieures peuvent
se décomposer en somme holomorphe de produits tensoriels de fibrés associés aux fibrés
tautologique et quotient naturellement définis sur cette variété. Ceci permet par exem-
ple d’expliciter la cohomologie de Dolbeault de n’importe quel fibré associé à ces fibrés
quotient et tautologique, selon une méthode diagrammatique essentiellement dûe à Snow
(qui se restreint cependant au cas des puissances du déterminant de ce fibré), et qui
permet de se ramener à des problèmes de pure combinatoire: une présentation détaillée
de cette méthode est donnée au premier chapitre de cette thèse.

On peut ainsi retrouver le théorème de Kodaira pour les puissances positives du
déterminant du fibré quotient, obtenir un énoncé analogue pour ses puissances symétri-
ques, et vérifier l’optimalité des théorèmes de Griffiths, Le Potier, et du premier résultat
de Demailly. Pour ce qui est du second de ces résultats, on peut démontrer sur la
grassmannienne un énoncé plus précis, qui semble être une généralisation naturelle du
précédent, et que Jean-Pierre Demailly fut amené à conjecturer pour les fibrés amples
quelconques:

Conjecture Si E est un fibré vectoriel holomorphe de rang d, L un fibré en droites sur
un variété complexe compacte X de dimension n, si E est ample et L nef, ou E nef et
L ample, alors

Hp,q(X,ΓaE ⊗ (detE)l ⊗ L) = 0 si

{
p+ q > n,
l ≥ h(a) + min(n− p, n− q).

Théorème (Th. 5.3.1 et Pr. 2.3.1, première partie) Cette conjecture est vraie si X =
Gr(V ) est la grassmannienne des sous-espaces de codimension r d’un espace vectoriel
complexe V , si E = Q est le fibré quotient sur cette variété, et si L = detQ. Autrement
dit, si a est un poids positif décroissant,

Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ (detQ)l) = 0 si

{
p+ q > n,
l > h(a) + min(n− p, n− q).

Quant à la suite spectrale de Borel-Le Potier, on est amené à repondre par la négative
à la question posée par Jean-Pierre Demailly. Par exemple, si l’on note OQ(1) le fibré
en droites quotient naturellement défini sur la variété IP (Q∗) des hyperplans du fibré
quotient Q, et OQ(k) sa k-ième puissance tensorielle:
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Proposition (Pr. 6.3.5, première partie) Si les entiers r et k sont suffisamment grands,
si l est un entier strictement positif, et si d = rl + k, la suite spectrale de Borel-Le
Potier associée au fibré en droites ample OQ(k)⊗ π∗(detQ)l et à la projection naturelle
π : IP (Q∗) −→ Gr(V ), ne dégénère pas en E2.

3.

L’interêt de la grassmannienne n’est pas seulement d’être une mine d’exemples et
de contre-exemples: les propriétés cohomologiques du fibré quotient sur cette variété
interviennent par exemple de manière essentielle dans les démonstrations des théorèmes
de Le Potier. On aura d’ailleurs remarqué que le premier, bien qu’optimal, est en degré
maximal beaucoup moins précis que le second. L’étude de la cohomologie de Dolbeault
des puissances extérieures du fibré quotient sur la grassmannienne permet cependant
d’établir un théorème d’annulation pour les puissances extérieures d’un fibré ample, qui
fait le lien entre les énoncés (3) et (4) de Le Potier:

Théorème (Th. 1.1.1, deuxième partie) Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang
d, ample, sur une variété complexe compacte X de dimension n. Alors

Hp,q(X,∧kE) = 0 si p+ q > n+min(k, n− p+ 1, n− q + 1)(d− k).

Incidemment, la démonstration de ce résultat permet de prouver que la suite spectrale
de Borel-Le Potier, même si l’on se restreint aux fibrés amples, ne dégénère uniformément
en Er pour aucune valeur, aussi grande soit-elle, de l’entier r.

Une très légère variante de cette démonstration permet également de généraliser le
théorème de Griffiths sous la forme suivante:

Théorème (Th. 1.1.2) Sous les mêmes hypothèses,

Hp,q(X,SkE ⊗ detE) = 0 si q > (k + 1)(n− p).

4.

D’autre part, les résultats obtenus sur la grassmannienne laissent espérer que l’on
puisse améliorer le second des théorèmes d’annulation de Jean-Pierre Demailly. Pour ce
faire, une étude poussée de la cohomologie de Dolbeault des fibrés en droites homogènes
sur les variétés de drapeaux parâıt indispensable. Cependant, si l’on excepte le cas
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des grassmanniennes, ces groupes de cohomologie sont d’un calcul extrêmement délicat.
Certaines de leurs propriétés, que l’on n’a pu vérifier que par l’intermédiaire de la suite
spectrale de Borel-Le Potier et de pénibles raisonnements combinatoires, permettent
cependant d’établir, entre autres, le résultat suivant:

Théorème (Th 2.1.2, deuxième partie) Soit E un fibré ample de rang d sur une variété
complexe compacte X de dimension n, soient a et u des poids positifs décroissants tels
que h(a) + h(u) ≤ d. Alors

Hn,q(X,Γa−χ(u)E ⊗ (detE)l) = 0 si

{
q > |u|,
l ≥ h(a) + u1.

On a désigné par χ la permutation χ(i) = d + 1 − i, de sorte que a et −χ(u) sont
respectivement les parties positives et négatives du poids a − χ(u). L’énoncé précédent
englobe à la fois le théorème de Griffiths et le théorème (4) de Le Potier.

On obtient également, pour u = 0, une partie de la conjecture de Demailly:

Théorème (Th 2.1.1) Sous les mêmes hypothèses, et si p ≥ n− 20,

Hp,q(X,ΓaE ⊗ (detE)l) = 0 si

{
p+ q > n,
l ≥ h(a) + n− p.

5.

Dans la dernière partie, on s’est attaché à prolonger certains travaux d’Ohsawa, util-
isant des techniques d’analyse ”à la Hormander” qui permettent d’aboutir à des résultats
que les théorèmes d’annulation, du genre de ceux dont il vient d’être question, semblent
impuissants à établir. En l’occurrence, on s’intéresse au problème de l’extension à une
variété de Stein, ou à une variété projective, des sections d’un fibré en droites définies sur
une sous-variété qui soit le lieu des zéros d’une section holomorphe d’un fibré vectoriel.
On obtient par exemple le théorème d’existence suivant:

Théorème (Th 1.1.1, troisième partie) Soit X une variété projective, E un fibré holo-
morphe de rang d sur cette variété, et s une section globale de E génériquement trans-
verse à la section nulle. Soit Y = s−1(0), soit L un fibré en droites sur X tel que le fibré
OE∗(d)⊗ π∗(L⊗K∗

X) soit ample sur la variété IP (E) des droites du fibré E.
Alors le morphisme de restriction H0(X,L) −→ H0(Y,L) est surjectif.
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Première partie

Cohomologie du fibré quotient

sur la grassmannienne.
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Nous allons développer, dans cette première partie, une méthode de détermination de
la cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré quotient universel (et, éventuelle-
ment, au fibré tautologique) sur la grassmannienne. Cette méthode, que nous appellerons
méthode des diagrammes, a d’abord été conçue par Snow dans le cas, assez nettement
plus simple, des puissances du déterminant de ce fibré quotient.

Si l’on veut ne pas se restreindre à ce cas particulier, c’est à tout l’attirail de la théorie
des représentations du groupe linéaire qu’il est nécessaire d’avoir recours: notre premier
chapitre regroupe les résultats de cette théorie qui nous seront utiles tout au long de ce
travail; il se termine sur une brève introduction aux variétés de drapeaux (en particulier
à la grassmannienne), ainsi qu’aux fibrés en droites homogènes qui peuvent y être définis.

Dans un second chapitre, nous présentons dans le détail cette méthode des dia-
grammes, et en examinons les implications: propriétés d’”hérédité”, selon lesquelles cer-
taines particularités des groupes de cohomologie auxquels nous nous sommes intéressés,
peuvent persister lorsqu’en sont modifiés différents paramètres; conditions d’annulation,
puisque nous retrouvons, de manière purement diagrammatique, le théorème de Kodaira-
Nakano pour les puissances positives du déterminant du fibré quotient, en déduisons des
résultats similaires pour ses puissances symétriques, examinons quelles puissances de ce
déterminant permettent d’annuler les groupes considérés.

Nous montrons enfin, dans un troisième chapitre, comment ces méthodes permettent
d’étudier la suite spectrale dite de Borel-Le Potier, qui jouera un rôle essentiel dans
la seconde partie de cette thèse. En particulier, nous donnons deux exemples de non-
dégénérescence en E2 de cette suite spectrale.
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1 Préliminaires

1.1 Représentations du groupe linéaire

Le groupe linéaire complexe est un groupe réductif (chacune de ses représententations
est somme directe de représentations irréductibles): c’est le groupe simplement connexe
complexifié du groupe unitaire, lui-même semi-simple, puisque compact. Cette propriété
fondamentale du groupe linéaire fut établie, bien avant les travaux fondamentaux de
Hermann Weyl, par Schur (cf [Di] pour l’influence qu’eut sur Weyl la dissertation de
Schur), qui mit en évidence les relations très profondes qui unissent représentations du
groupe linéaire et du groupe symétrique.

1.1.1 Construction de Weyl et foncteurs de Schur

La construction de Weyl rend ces liens manifestes. Si W est un espace vectoriel complexe
de dimension r, le groupe symétrique Sn agit sur W⊗n par permutation des facteurs,
et cette action commute avec l’action de Gl(W ). Par exemple, l’espace des tenseurs
totalement symétriques est la puissance symétrique SnW , celui des tenseurs totalement
antisymétriques est la puissance extérieure ∧nW : ils s’obtiennent comme l’image deW⊗n

par des opérateurs de symétrisation ou d’antisymétrisation totales, qui dans l’algèbre du
groupe symétrique s’écrivent respectivement:

θn =
∑

σ∈Sn
σ,

θ1,...,1 =
∑

σ∈Sn
ε(σ)σ,

où ε(σ) est la signature de la permutation σ.

Plus généralement, on peut définir des opérateurs de symétrisation et d’antisymétri-
sation partielles de la façon suivante. Si a = (a1 ≥ · · · ≥ ah > 0) est une partition
décroissante de n, son diagramme de Young (ou diagramme de Ferrer) est constitué de
ai cases sur sa ligne d’indice i (les lignes étant comptées de bas en haut).

6

?

-�

a∗j

ai

Représentation d’une partition
par un diagramme de Young

Ayant numéroté les cases de ce diagramme de 1 à n, de gauche à droite et de haut
en bas, on définit dans l’algèbre du groupe symétrique les opérateurs θsa de symétrisation
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sur les indices de ses lignes, et θea d’antisymétrisation sur les indices de ses colonnes:

θsa =
∑

σ∈La
σ,

θea =
∑

σ∈Ca
ε(σ)σ,

où La (resp. Ca) est l’ensemble des permutations laissant invariantes les lignes (resp.
les colonnes) du tableau de Young associé à a. On appelle alors symétriseur de Young
l’élément θa = θsaθ

e
a de l’algèbre du groupe symétrique Sn.

Exemple: Si l’on excepte les cas des puissances extérieures ou symétriques (les dia-
grammes de Young associés sont alors des bandes verticales ou horizontales), les dia-
grammes de Young les plus simples sont constitués d’une bande horizontale et d’une
bande verticale. Notons j la longueur de la première, qui doit être numérotée des entiers
compris entre 1 et j. La seconde est alors de longueur n− j+1, et se voit numérotée, en
plus de l’entier 1, des entiers compris entre j + 1 et n. Pour j = 5 et n = 9, on obtient
par exemple le tableau numéroté suivant:

1 2 53 4
6
7
8
9

Si l’on note a la partition correspondante, il vient

θsa =
∑

σ∈Sj
σ,

θea = τj(
∑

σ∈Sn−j+1
ε(σ)σ)τ−1

j ,

où τj est une permutation de {1, · · · , n} envoyant 1, 2, . . . , n − j + 1 sur 1, j + 1, . . . , n.
On notera Zn−j,nW la représentation correspondante de Gl(W ).

On peut vérifier qu’à un scalaire près, θa est un idempotent: on notera ΓaW le Gl(W )-
module image de son action sur W⊗n. Est ainsi défini le foncteur de Schur, covariant,
associé à la partition a.

Le Gl(W )-module ΓaW est nul si et seulement si ar+1 > 0: on se restreindra donc aux
partitions formées d’au plus r entiers naturels, que l’on considérera comme des éléments
du groupe ZZr. Si l’on note 11, . . . ,1r la base canonique de ZZr, puis 1i,j =

∑j
k=i 1k et

1 = 11,r, alors Γ
1W = detW et, plus généralement,

Γa+l1W = ΓaW ⊗ (detW )l.

Le déterminant permet ainsi de généraliser le foncteur de Schur de la façon suivante: si
a ∈ ZZd n’est pas décroissant, on posera ΓaW = 0; sinon, on notera

ΓaW = Γa+l1W ⊗ (detW )−l,
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où l’entier l est supposé assez grand pour que a+ l1 soit positif. On désignera par INr
≥

l’ensemble des suites décroissantes de r entiers naturels.

Théorème 1.1.1 Les Gl(W )-modules ΓaW , où a décrit l’ensemble des r-uplets décrois-
sants d’entiers relatifs, forment un système complet de représentations rationnelles irré-
ductibles de Gl(W ).

Si a ∈ INr
≥, le caractère de la représentation correspondante associe à un endomor-

phisme le polynôme de Schur sa de ses valeurs propres.

Les polynômes de Schur de r variables x1, . . . , xr sont des fonctions symétriques de
ces variables, définies par Jacobi selon l’identité:

sa(x1, . . . , xr) = det(x
aj+r−j
i )/det(xr−j

i ).

Notons que le premier de ces déterminants, étant fonction antisymétrique de ses vari-
ables, est bien divisible par le déterminant de VanderMonde V (x1, . . . , xr) = det(xr−j

i ).
Ceci permet de ramener l’étude des représentations du groupe linéaire (ou du groupe
symétrique) à celle des fonctions symétriques (cf [W], [McD], [Kn], [FH] parmi beaucoup
d’autres), via le dictionnaire suivant (qui pourrait être largement prolongé):

modules ΓaW, a ∈ INr
≥ −→ fonctions de Schur sa,

puissances extérieures ∧k W −→ fonctions sym. élémentaires ek = s11,k
,

puissances symétriques SkW, −→ fonctions sym. complètes hk = sk11 ,
produit tensoriel −→ produit de fonctions de Schur.

Rappelons que ek est la somme des monômes de degré total k, et de degré au plus un
en chacune des variables x1, . . . , xr, alors que hk est somme de tous les monômes de degré
total k. Plus généralement, si a ∈ INr

≥, on appelle tableau de forme a une numérotation,
croissante sur ses lignes, strictement croissante sur ses colonnes, du diagramme de Young
associé à a par des entiers compris entre 1 et r; on associe à un tel tableau le r-uplet
(T1, . . . , Tr), où Ti est le nombre apparitions de l’entier i dans le tableau T . Alors sa est
la somme, prise sur les tableaux T de forme a, des monômes xT1

1 . . . xTr
r .

Remarque 1.1: La correspondance entre représentations irréductibles du groupe liné-
aire et fonctions de Schur justifierait une autre définition du foncteur de Schur associé à
une suite d’entiers non décroissante, définition mieux adaptée à l’énoncé du théorème de
Bott, mais qui ne nous sera pas utile (cf [L3]).

1.1.2 Dualités

Si a = (a1 ≥ · · · ≥ ah > 0) est une partition d’un entier n, on définit sa partition duale
a∗ en échangeant les axes du diagramme de Young associé:

a∗i = Card {j, aj ≥ i}.
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Ceci définit une involution sur l’algèbre des fonctions symétriques, ou sur l’anneau de
Grothendieck des représentations du groupe linéaire, qui échange fonctions symétriques
élémentaires et complètes, puissances symétriques et puissances extérieures.

Remarque 1.2: Encore faut-il prendre garde au fait que si W est de dimension r, et si
a ∈ INr

≥, Γ
a∗
W est nul si a1 > r. On définit donc, lorsqu’on se spécialise à un espace

vectoriel de dimension r, une involution seulement sur ses représentations dont les poids
dominants ont des composantes au plus égales à r. Ce genre d’inconvénient disparâıt
lorsqu’on manie des espaces ”de dimension arbitrairement grande”, autrement dit des
fonctions symétriques en une infinité de variables, ce qui revient par exemple à considérer
la limite projective des anneaux de Grothendieck des groupes linéaires Gl(r, C) pour les
inclusions naturelles Cr −→ Cr+1. Cette limite projective, qui est un ”λ-anneau à un
générateur” ([Kn]), est l’objet adéquat à l’étude des représentations du groupe linéaire:
la spécialisation à un espace vectoriel complexe de dimension donnée ne doit avoir lieu
qu’a posteriori.

Une autre involution peut être définie sur les représentations du groupe linéaire, par
l’échange de W et de son dual, c’est-à-dire en identifiant Gl(W ) et Gl(W ∗). Notons χ ∈
Sr la permutation de nombre d’inversions maximal: si a ∈ ZZr, alors χ(a) = (ar, . . . , a1),
et l’on a l’identité

Γa(W ∗) ' Γ−χ(a)W.

1.1.3 Décomposition des puissances tensorielles

Sur la puissance tensorielle W⊗n agissent simultanément le groupe linéaire et le groupe
symétrique Sn. Notons que les représentations irréductibles du groupe symétrique s’obtiennent
exactement comme celle du groupe linéaire: on notera Γa(Sn) la représentation irréductible
de Sn image de l’action, cette fois sur l’algèbre du groupe symétrique, de l’idempotent
θa. Ceci implique que l’action du produit Sn×Gl(W ) sur W⊗n se décompose de la façon
suivante:

W⊗n =
⊕
|a|=n

Γa(Sn)⊗ ΓaW,

somme portant sur les partitions décroissantes de n.
La décomposition de W⊗n en somme de Gl(W )-modules irréductibles s’écrit donc

W⊗n =
⊕
|a|=n

µ(a)ΓaW,

où µ(a) n’est autre que le degré de la representation Γa(Sn). Cette dimension peut se
calculer à partir du diagramme de Young associé à a. Numérotons ce diagramme de
ses longueurs d’équerres: sur la case d’indices (i, j), cette longueur d’équerre est définie
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comme le nombre ha
i,j de cases du diagramme situées soit à sa droite, soit au dessous de

cette case, elle comprise:
ha
i,j = ai − i+ a∗j − j + 1.

Le degré µ(a) de Γa(Sn) est alors donné par la formule de Frame

µ(a) =
n!∏

i,j h
a
i,j

.

Notons que µ(a) s’interprète également comme le nombre de manières de numéroter le
diagramme de Young de a par les entiers 1, . . . , n, de façon strictement croissante sur ses
lignes et ses colonnes.

1.1.4 Formules de Pieri

Les formules de Pieri explicitent le produit tensoriel d’un Gl(W )- module irréductible par
une puissance symétrique ou extérieure de W . D’après notre dictionnaire, ceci revient
à effectuer le produit d’une fonction de Schur par une fonction symétrique complète ou
élémentaire, ces deux produits se correspondant par dualité.

Proposition 1.1.1 Les produits tensoriels d’un Gl(W )-module irréductible ΓaW , avec
a ∈ INr

≥, par une puissance extérieure ou symétrique de W , sont donnés par les formules
suivantes:

ΓaW ⊗ SkW = ⊕b∈T s
k
(a)Γ

bW,

ΓaW ⊗ ∧kW = ⊕b∈T e
k
(a)Γ

bW,

où T s
k (a) (respectivement T e

k (a)) est l’ensemble des r-uplets b ∈ INr
≥ de module |a| + k,

tels que pour tout i compris entre 1 et r, ai ≤ bi ≤ ai−1 (respectivement ai ≤ bi ≤ ai+1).

Remarque 1.3: Autrement dit, les diagrammes de Young des poids de T s
k (a) (respec-

tivement T e
k (a)), s’obtiennent en ajoutant k cases à celui de a, dont au plus une par

colonne (respectivement par ligne).

Preuve: Multiplions par exemple la fonction de Schur sa par la k-ième fonction symé-
trique élémentaire ek. Si l’on note δ =

∑r
i=1(r − i)1i, il vient

ek × sa = (
∑

α∈{0,1}r, |α|=k x
α)× (

∑
σ∈Sr

ε(σ)xσ(a+δ))/V (x1, · · · , xr)

=
∑

α

∑
σ ε(σ)x

σ(a+α+δ)/V (x1, · · · , xr)
=

∑
α sa+α,

et l’on obtient la seconde formule de Pieri en remarquant que si a+α n’est pas décroissant,
le déterminant qui définit sa+α a deux colonnes identiques, donc est nul. La première for-
mule de Pieri s’en déduit par la dualité des partitions, qui échange puissances symétriques
et extérieures. ♣
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1.1.5 Formules de déterminants

Les formules de Pieri permettent de montrer que chaque Gl(W )-module irréductible
s’écrit, dans l’anneau de Grothendieck des représentations irréductibles du groupe linéai-
re, comme un déterminant de puissances symétriques, ou extérieures ([Kn], p.184). Ces
formules nous seront nécessaires dans la deuxième moitié de la seconde partie de cette
thèse.

Proposition 1.1.2 L’anneau de Grothendieck des représentations de Gl(W ) est en-
gendré:

1. soit par les puissances extérieures ∧kW , 0 ≤ k ≤ r, et (detW )−1: on a l’identité,
si a ∈ INr

≥,

ΓaW = det(∧a∗
i −i+jW )1≤i,j≤α,

pour tout entier α ≥ a1;

2. soit par les puissances symétriques SkW , k ≥ 0, et (detW )−1: on a l’identité, si
a ∈ INr

≥,

ΓaW = det(Sai−i+jW )1≤i,j≤β ,

pour tour entier β ≥ a∗1.

Preuve: Démontrons par exemple la seconde de ces formules par récurrence sur β: si
l’on développe le déterminant D considéré par rapport à sa dernière colonne, il vient

D =

β⊕
k=1

(−1)β+kSak−k+βW ⊗ Γ

∑k−1

j=1
aj1j+

∑β

j=k+1
(aj−1)1j−1W.

Ceci peut s’écrire

D =

β⊕
k=1

(−1)β+k
⊕

d∈Pk(a)

ΓdW,

où Pk(a) est l’ensemble des r-uplets positifs décroissants d, de même module que a, et
tels que aj ≤ dj ≤ aj−1 si 1 ≤ j < k, ak+1 − 1 ≤ dk ≤ ak−1, et aj+1 − 1 ≤ dj ≤ aj − 1
si k < j ≤ r. Mais Pk(a) = Qk(a) ∪ Qk−1(a), où Qk(a) est l’ensemble des r-uplets
positifs décroissants d, de même module que a, tels que aj ≤ dj ≤ aj−1 si 1 ≤ j ≤ k et
aj+1 − 1 ≤ dj ≤ aj − 1 si k < j ≤ r: donc

D =
⊕

d∈Qβ(a)

ΓdW ⊕ (−1)β+1
⊕

d∈Q0(a)

ΓdW.

Mais Q0(a) = ∅ et Qβ(a) = {a}: la seconde partie de la proposition est donc démontrée,
et la première s’en déduit par dualité. ♣
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Remarque 1.4: La seconde des formules précédentes, dite formule de Jacobi-Trudi est
l’analogue de la formule de Giambelli en calcul de Schubert ([GH], de même que les
formules de Pieri explicitent l’intersection d’un cycle de Schubert quelconque avec un
cycle de Schubert ”spécial”), ou de la formule qui définit les polynômes de Schur en
fonction des classes de Chern usuelles d’un fibré vectoriel complexe (le fameux ”principe
de scindage” permet en effet d’identifier l’algèbre engendrée par les classes de Chern à
celles des fonctions symétriques).

On peut déduire des identités précédentes d’autres formules qui les généralisent, et
expriment un Gl(W )-module irréductible comme un produit tensoriel de Gl(W )-modules
qui ne sont pas simplement des puissances extérieures ou symétriques. Rappelons tout
d’abord un développement du déterminant qui remonte à Laplace ([Bo]):

Lemme 1.1.1 Soit µ = (µ1, . . . , µm) une partition d’un entier ρ, avec µ1, . . . , µm ≥ 1.
Soit Sρ(µ) ⊂ Sρ l’ensemble des permutations σ de {1, . . . , ρ} telles que, si l’on note
νi = µ1 + · · ·+ µi,

σ(νi−1 + 1) ≤ · · · ≤ σ(νi), si 1 ≤ i ≤ m.

Si σ ∈ Sρ(µ), et si A = (ai,j) ∈ Mρ(A), où A est un anneau commutatif, soit

∆σ
µ(A) =

m∏
i=1

det(aνi−1+j,σ(νi−1+k))1≤j,k≤µi .

Alors on a l’identité
detA =

∑
σ∈Sρ(µ)

ε(σ)∆σ
µ(A).

Si a ∈ INr
≥, définissons:

• |a|, le module de a, comme la somme des composantes de a,

• h(a) comme le nombre de composantes non nulles de a,

• s(a) comme la suite des entiers (0 = s0 < s1 < · · · < sm = r) tels que asi > asi+1

si 1 ≤ i ≤ m− 1.

Notons que h(a) = a∗1. D’autre part, si s(a) = (0 = s0 < · · · < sm = r = a∗1), alors
s(a∗) = (0 = t0 < · · · < tm = a1) avec asi = tm+1−i et a

∗
tj = sm+1−j .
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Corollaire 1.1.1 Soit u ∈ INr
≥: si s(u) = (0 = s0 < · · · < sm = u∗

1),

ΓuW =
⊕

σ∈Su∗
1

ε(σ)
m⊗
i=1

Γ
∑si−si−1

k=1
(usi

+σ(si+1−k)−(si+1−k))1kW.

Preuve: Appliquons le lemme précédent à la matrice, à coefficients dans l’anneau des
représentations de Gl(W ), A = (Sui−i+jW )1≤i,j≤u∗

1
, et à la partition µi = si−si−1, 1 ≤

i ≤ m, de u∗
1. Ici νi = si, donc si σ ∈ Su∗

1
(µ),

∆σ
µ(A) =

∏m
i=1 det(∧

usi−1+j−(si−1+j)+σ(si−1+k)W )1≤j,k≤si−si−1 ,

∆σ
µ(A) =

∏m
i=1 det(∧usi

−(si−1+j)+σ(si−1+k)W )1≤j,k≤si−si−1 .

Inversons complètement les lignes et les colonnes de chacune des matrices dont ∆σ
µ(A)

est le produit des déterminants: il vient après transposition

∆σ
µ(A) =

m∏
i=1

det(∧usi
+σ(si+1−j)−(si+1−j)−j+kW )1≤j,k≤si−si−1 ,

donc d’après la proposition 1.1.2,

ΓuW =
⊕

σ∈Su∗
1
(µ)

ε(σ)

m⊗
i=1

Γ
∑si−si−1

k=1
(usi

+σ(si+1−k)−(si+1−k))1kW,

et cette somme peut s’étendre à Su∗
1

tout entier, puisque pour une permutation σ

n’appartenant pas à Su∗
1
(µ), un facteur Γ

∑si−si−1

k=1
(usi

+σ(si+1−k)−(si+1−k))1kW au moins
est nul. ♣

1.1.6 Formule de Cauchy

La formule de Cauchy sera, avec le théorème de Bott, l’outil fondamental de l’étude de
la cohomologie de Dolbeault des fibrés homogènes sur la grassmannienne. Elle permet
de décomposer une puissance extérieure ou symétrique d’un produit tensoriel d’espaces
vectoriels, selon les représentations irréductibles des groupes linéaires correspondants.

Du point de vue des caractères, la formule de Cauchy se réduit à une identité
algébrique publiée par Cauchy en 1842 ([C]). On en donnera ici une démonstration plus
géométrique, qui se déduit simplement des formules de Pieri ([Ka], voir aussi [McD], [L4],
[LS]).

Lemme 1.1.2 Si W et L sont des espaces vectoriels complexes de dimensions respectives
r et un, alors

Γa(W ⊕ L) =
⊕

b∈τ(a)

ΓbW ⊗ L|a|−|b|,
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où τ(a) = {b ∈ INr
≥, a1 ≥ b1 ≥ a2 ≥ · · · ≥ ar ≥ br ≥ ar+1}.

Preuve: Lorque a = k11, l’identité précédente se réduit à la formule usuelle pour les
puissances symétriques

Sk(W ⊕ L) =
k⊕

j=0

Sk−jW ⊗ Lj .

La seconde formule de la proposition précédente implique donc l’identité

Γa(W ⊕ L) =
⊕

k∈INr

det(Sai−ki−i+jW )⊗ L|k|;

d’après cette même formule, le déterminant qui du membre de droite de cette identité
n’est autre que Γa−kW si a − k est décroissant; en général, on doit ordonner le poids
a−k−c(r), où c(r) est le poids

∑r
i=1 i1i, en permutant les lignes du déterminant considéré

(ce qui introduit un facteur ε(a− k) = (−1)i(a−k), i(a− k) étant le nombre d’inversions
strictes de l’ordre dans le r-uplet a− k− c(r)), et ajouter au poids décroissant obtenu le
poids c(r). Si l’on note ξ(a− k) le résultat de cette opération, il vient

det(Sai−ki−i+jW ) = ε(a− k)Γξ(a−k)W.

La formule précédente s’écrit donc

Γa(W ⊕ L) =
⊕

b∈INr
≥

ν(b)ΓbW ⊗ L|a|−|b|,

où ν(b) est la somme des entiers relatifs ε(a− k) pour tous les r-uplets k ∈ INr tels que
ξ(a− k) = b; autrement dit,

ν(b) =
∑

σ∈Σa,b

ε(σ),

où Σa,b = {σ ∈ Σr, bi − i ≤ aσ(i) − σ(i), 1 ≤ i ≤ r}. Pour que Σa,b ne soit pas vide, il
faut tout d’abord que b1 ≤ a1. De plus, si a1 ≥ a2 > b1, Σa,b est stable par composition
avec la transposition de 1 et 2, ce qui implique que ν(b) = 0. Si ν(b) n’est pas nul, on
doit donc avoir a1 ≥ b1 ≥ a2, auquel cas tout élément de Σa,b admet 1 pour point fixe.
De proche en proche, on vérifie ainsi que si ν(b) n’est pas nul, alors b ∈ τ(a), et que dans
ce cas Σa,b = {id}, donc ν(b) = 1. ♣

Proposition 1.1.3 (Formule de Cauchy) Soient V et W des espaces vectoriels com-
plexes de dimensions respectives s et r. Alors, pour tout entier naturel k,

∧k(V ⊗W ) =
⊕
|u|=k

ΓuV ⊗ Γu∗
W.
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Remarque 1.5: Pour que ΓuV et Γu∗
W ne soient pas nuls, il faut que u (respectivement

u∗) soit positif, décroissant, et n’ait pas plus de r (respectivement s) composantes non
nulles. La somme précédente ne porte donc que sur l’ensemble

σk
r,s = {u ∈ INr

≥, |u| = k et u1 ≤ s}.

Preuve: On remarquera tout d’abord que les représentations du groupe linéaire sont
déterminées par leurs caractères, autrement dit par leurs restrictions à un tore maximal
Gl1(C)× · · · ×Gl1(C): il suffit donc, par exemple, de démontrer la formule précédente,
interprétée comme isomorphisme de représentations de Gl(L1)× · · · ×Gl(Ls)×Gl(W ),
lorsque V est décomposé en somme de droites vectorielles L1, . . . , Ls. A fortiori, il suffit
de démontrer que si cette formule est vraie pour V et W , elle l’est encore pour V ⊕L et
W en termes de représentations de Gl(V )×Gl(L)×Gl(W ). Or, sous cette hypothèse,

∧k((V ⊕ L)⊗W ) =
⊕k

i=0 ∧i(V ⊗W )⊗ ∧k−i(L⊗W )

=
⊕

|v|≤k Γ
vV ⊗ Γv∗

W ⊗ ∧k−|v|W ⊗ Lk−|v|

=
⊕

|v|≤k

⊕
w∗∈T e

k−|v|(v
∗) Γ

vV ⊗ Γw∗
W ⊗ Lk−|v|.

Mais w∗ ∈ T e
k−|v|(v

∗) signifie que w∗ s’obtient à partir du diagramme de Young de v∗ en

lui ajoutant k−|v| cases à raison d’au plus une par ligne, autrement dit que le diagramme
de Young de w s’obtient à partir de celui de v en lui ajoutant k− |v| cases à raison d’au
plus une par colonne (avec bien sûr la condition supplémentaire w1 ≤ r, nécessaire à ce
que Γw∗

W ne soit pas nul). Mais il est clair que ceci équivaut à v ∈ τ(w), et que |w| = k:
d’où l’identité

∧k((V ⊕ L)⊗W ) =
⊕
|w|=k

⊕
v∈τ(w)

ΓvV ⊗ L|w|−|v| ⊗ Γw∗
W,

soit encore, d’après le lemme précédent,

∧k((V ⊕ L)⊗W ) =
⊕
|w|=k

Γw(V ⊕ L)⊗ Γw∗
W.

La formule de Cauchy est donc établie. ♣

Remarque 1.6: On pourrait démontrer de manière analogue une formule ”duale” pour
les puissances symétriques d’un produit tensoriel:

Sk(V ⊗W ) =
⊕
|u|=k

ΓuV ⊗ ΓuW,

cette somme portant sur l’ensemble des poids positifs décroissants de module k, ayant
au plus min(r, s) composantes non nulles. Cette formule est d’ailleurs celle qui se déduit
le plus directement de l’identité démontrée par Cauchy.
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Plus généralement, on pourrait d’ailleurs décomposer les Gl(V ) × Gl(W )-modules
Γa(V ⊗ W ): déterminer ces décompositions revient en effet à effectuer des produits
tensoriels de représentations du groupe symétrique ([FH], p.80).

1.1.7 La règle de Littlewood-Richardson

Les formules de Pieri donnent des expressions simples des produits tensoriels par des
puissances extérieures ou symétriques. Plus généralement, nous aurons besoin d’effectuer
des produits tensoriels de Gl(W )-modules irréductibles de poids quelconques: on doit
pour cela faire appel à la règle de Littlewood-Richardson.

Soient a, b ∈ INr
≥: on appellera a-tableau de base b un tableau numéroté dont la

i-ème ligne contient d’abord bi cases non numérotées, puis un certain nombre de cases
numérotées, de telle sorte que l’entier j apparaisse au total exactement aj fois. Un tel
diagramme sera dit admissible s’il obéit aux restrictions suivantes:

(A) Les entiers numérotant chaque ligne sont, lorsque qu’ils sont lus de gauche à droite,
en ordre croissant.

(B) Les entiers numérotant chaque colonne sont, lorsque qu’ils sont lus de haut en bas,
en ordre strictement croissant.

(C) Pour chaque entier i compris entre 1 et r, le poids dont la j-ième composante est
la somme de bj et du nombre de cases de la j-ième ligne du tableau numérotées
d’entiers au plus égaux à i, est décroissant. En particulier, si l’on note c′j le nombre
de cases numérotées de la j-ième ligne du tableau, le poids b+ c′, qui est le ”poids
total” du diagramme, est décroissant.

(D) Si w est la suite des entiers du tableau lus de droite à gauche et de haut en bas,
alors pour tous les entiers i et j, i apparâıt au moins aussi souvent que i+1 parmi
les j premiers termes de w.

Exemple:

4
1 3

2
1

3
2 2

1 1

Un a-tableau de base b admissible avec
b = (5, 3, 3, 2, 1, 0) et a = (4, 3, 2, 1, 0, 0)
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Alors, selon la règle de Littlewood-Richardson, un tel tableau contribue à ΓbW⊗ΓaW
pour Γb+c′W = ΓcW , et ΓbW ⊗ ΓaW est la somme des contributions de tous les a-
tableaux de base b admissibles.

Remarque 1.7: Pour une démonstration de la règle de Littlewood-Richardson par
l’emploi des fonctions symétriques, on pourra se reporter à [McD]. Lascoux et Schützenberger
([LS]), en se plaçant dans un anneau non commutatif, l’anneau plaxique, en donnent une
preuve plus agréable, l’énoncé final se réduisant à la formule lapidaire: ”dans l’anneau
plaxique, un produit de fonctions de Schur est une somme de fonctions de Schur”. Plus
récemment, Littlemann ([Li]) a pu obtenir une démonstration purement géométrique de
la règle de Littlewood-Richardson, et la généraliser à l’ensemble des groupes classiques.

Remarque 1.8: Pour notre part, nous n’aurons en général par besoin de calculer les
multiplicités d’un produit tensoriel, mais seulement de savoir que certaines d’entre elles
ne sont pas nulles. Un certain nombre de conditions sont nécessaires à cela, dont nous
allons énumérer celles qui nous serons régulièrement utiles.

Notons αi(j) le nombre de cases de la i-ème ligne du tableau numérotées de l’entier
j: la définition d’un tableau admissible implique que pour chaque entier i compris entre
1 et r,

α1(i) + · · ·+ αr(i) = ai,
αi(1) + · · ·+ αi(r) = c′i.

a. Sur la première ligne du tableau considéré, par exemple, (D) implique que la
dernière case numérotée, s’il en existe, le soit de l’entier 1, et (A) implique alors
que toutes les cases numérotées de la première ligne le soient de cet entier. Plus
généralement, la i-ème ligne ne peut contenir aucune case numérotée d’entiers
strictement supérieurs à i. On peut le vérifier par récurrence, puisque si j > i
est le plus grand de ces entiers, il figure d’après (A) à l’extrémité droite de cette
ligne; la partie de w formée des entiers des i − 1 premières lignes du tableau, et
de cet entier j, est alors en contradiction avec (D), puisque i devrait y apparâıtre
au moins aussi souvent que j, et n’y apparâıt pas par hypothèse de récurrence.
Autrement dit,

αi(j) = 0 si j > i.

b. L’entier i ne peut donc apparâıtre que sur les lignes d’indice au moins égal à i,
et d’après (B), ne peut le faire que sur des cases appartenant à des colonnes dis-
tinctes du tableau. Parmi ces cases, celle qui est située le plus à droite appartient
donc à une colonne dont l’indice est, d’une part, supérieur à br + ai (puisque ai
cases numérotées de l’entier i appartiennent à des colonnes distinctes d’indices su-
perieurs à br), d’autre part inférieur à bi+c′i (puisque toutes les cases numérotées de
l’entier i sont sur des lignes d’indice supérieur à i, et puisque b+c′ est décroissant).
Autrement dit,

br + αi(i) + · · ·+ αr(i) ≤ bi + αi(1) + · · ·+ αi(i).
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c. On peut également vérifier que la condition (C) entrâıne que sur chaque colonne
du tableau, les entiers des cases numérotées forment une suite qui crôıt strictement
vers le bas du tableau. Ceci implique que les cases de la i-ème ligne numérotées
de l’entier j, ne peuvent admettre au dessus d’elles plus de j− 1 cases numérotées,
donc que l’indice de la colonne où se trouve celle de ces cases qui se situe le plus à
droite du tableau, est inférieur à bi−j . Autrement dit, si j est strictement inférieur
à i,

bi + αi(1) + · · ·+ αi(j) ≤ bi−j .

En particulier, il vient pour j = i− 1

bi + αi(1) + · · ·+ αi(i− 1) ≤ b1.

Mais d’après b., le membre de gauche de cette inégalité est minoré par br+ai−αi(i),
d’où

αi(i) ≥ ai + br − b1 ≥ ai − b1.

d. Pour vérifier la condition (D), il suffit, pour chaque ligne d’indice i et pour chaque
entier j, de se placer au point de cette i-ème ligne pour lequel la partie correspon-
dante de w contienne le plus souvent possible j, et le moins souvent possible j − 1,
c’est-à-dire entre les cases contenant j − 1 et les cases contenant j. Le nombre
d’apparitions de j dans les i premières lignes est égal à α1(j)+ · · ·+αi(j), le nom-
bre d’apparitions de j−1 dans les i−1 premières lignes à α1(j−1)+· · ·+αi−1(j−1):
si l’on tient compte de a., la condition (D) est donc équivalente aux inégalités, pour
i ≥ j,

αj−1(j − 1) + · · ·+ αi−1(j − 1) ≥ αj(j) + · · ·+ αi(j).

1.1.8 Cas de poids non positifs

Le produit tensoriel de Gl(W )-modules irréductibles dont les poids ne sont pas positifs se
détermine encore grâce à la règle de Littlewood-Richardson, via une simple translation
selon les puissances du déterminant de W . On écrira en général un poids décroissant non
positif sous la forme a− χ(u), où χ ∈ Sr est définie par χ(i) = r + 1− i, où a et −χ(u)
sont respectivement formés des composantes positives et négatives du poids a−χ(u): les
poids a et u sont alors positifs, décroissants, et tels que h(a) + h(u) ≤ r (les parties non
nulles de a et −χ(u) sont disjointes).

Si les composantes d’un produit tensoriel de Gl(W )-modules irréductibles ont des
poids supérieurs dont les modules sont la somme des modules des poids des facteurs de
ce produit, il n’en est bien sur pas de même des parties positives et négatives de ces
poids. On utilisera cependant, dans la seconde partie de cette thèse le lemme suivant:

Lemme 1.1.3
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1. Si a et b sont décroissants dans ZZr, Γa+bW est un facteur de ΓaW ⊗ ΓbW .

2. Soient a, b, c, u, v, w ∈ INr
≥ des poids tels que h(a)+h(u), h(b)+h(v), h(c)+h(w)

soient inférieurs ou égaux à r. Alors, si Γc−χ(w)W est un facteur de Γa−χ(u) ⊗
Γb−χ(v)W , on a |w| ≤ |u|+ |v| et |c| ≤ |a|+ |b|.

Preuve:

1. Il suffit de le vérifier pour a, b ∈ INr
≥. Mais alors, Γa+bW est la contribution à

ΓaW ⊗ ΓbW du b-tableau de base a dont la i-ème ligne est numérotée de bi fois
l’entier i, et de cet entier seulement: un tel diagramme est évidemment admissible
(remarquons au passage que la multiplicité de Γa+bW dans ΓaW ⊗ΓbW est exacte-
ment un: en effet, un b-tableau de base a ne peut, s’il est admissible, avoir d’autres
entiers que des 1 sur sa première ligne; s’il contribue à ΓaW ⊗ ΓbW pour Γa+bW ,
tous ses 1 doivent être sur sa première ligne, et en itérant ce raisonnement, tous ses
i se trouvent sur sa i-ème ligne: il cöıncide donc avec le tableau défini plus haut).

2. D’après la première partie du lemme, il suffit de supposer que Γc−χ(w)W est un
facteur de Γa−χ(u)W ⊗ ΓbW ⊗ Γ−χ(v)W . Dans un premier temps, on effectuera
le produit tensoriel de Γa−χ(u) par ΓbW en multipliant d’abord le premier de ces
facteurs par une puissance (detW )l suffisamment grande pour que le poids obtenu
soit dans INr (c’est-à-dire l ≥ u1), en appliquant ensuite à ce poids et à b la
règle de Littlewood-Richardson, et en multipliant enfin chacun des termes obtenus
par (detW )−l. Une telle multiplication par une puissance du déterminant revient
simplement à décaler de l unités l’origine des abscisses pour les tableaux de base
a−χ(u)+ l1. D’après la règle de Littlewood-Richardson, chaque facteur Γc̃−χ(w̃)W
correspond donc à un b-tableau de base a− χ(u) + l1, de la forme suivante:

-a

-−χ(u)

� c

� −χ(w)

0

Les cases numérotées de ce tableau sont celles que l’on a hachurées: le poids a
(respectivement −χ(u)) correspond aux cases non hachurées situées à droite (re-
spectivement à gauche) de la ligne pointillée, qui est elle-même l’image du bord
gauche du tableau par translation de l unités. Le poids c̃ (respectivement −χ(w̃))
désignant, comme on l’a remarqué, la partie positive (respectivement négative) du
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poids total c̃ − χ(w̃) associé à ce tableau, correspond aux cases situées à droite
(respectivement aux cases non hachurées situées à gauche) de la ligne pointillée.
Le nombre total de cases numérotées étant égal, d’après la règle de Littlewood-
Richardson, à |b|, on pourra donc écrire

|c̃| = |a|+ b+, |w̃| = |u| − b−, avec |b| = b+ + b−,

b+ et b− désignant le nombre de cases hachurées situées respectivement à droite et
à gauche de la ligne pointillée.

Reste à effectuer le produit tensoriel de Γc̃−χ(w̃)W par Γ−χ(v)W : on montrerait
de la même façon que, Γc−χ(w)W étant un facteur de ce produit, alors

|c| = |c̃| − v−, |w| = |w̃|+ v+, avec |v| = v+ + v−.

D’où, finalement, |c| = |a|+ b+ − v− ≤ |a|+ |b|, et |w| = |u| − b− + v+ ≤ |u|+ |v|.♣

1.2 Variétés de drapeaux

1.2.1 Grassmanniennes et formule de Cauchy

Si V est un espace vectoriel complexe de dimension d, on notera Gr(V ) la grassmanni-
enne des sous-espaces de codimension r de V : c’est une variété complexe compacte de
dimension n = r(d−r), quotient de l’espace Isom(Cd, V ) des isomorphismes de Cd sur V
par l’action d’un sous-groupe parabolique de Gl(Cd). En particulier, l’action transitive
du groupe linéaire Gl(V ) permet d’identifier le fibré tangent à la grassmannienne, au
quotient du fibré trivial des endomorphismes de V par un sous-fibré Wr dont la fibre
au-dessus d’un sous-espace Vr de codimension r de V , est l’espace des endomorphismes
u de V tels que u(Vr) ⊂ Vr:

TGr(V ) ' End(V )/Wr.

Notons S le fibré tautologique sur Gr(V ), dont la fibre au-dessus de Vr est précisément
ce sous-espace de V , et Q le fibré quotient universel, de rang r, quotient du fibré trivial
Gr(V )× V par le fibré tautologique:

0 −→ S −→ Gr(V )× V −→ Q −→ 0.

Le fibré End(V )/Wr s’identifie alors naturellement à celui des homomorphismes de S
dans Q:

TGr(V ) ' Q⊗ S∗.

Notons alors Ωp
Gr(V ) le fibré des p-formes holomorphes sur la grassmannienne, puis-

sance extérieure p-ième du fibré cotangent. La formule de Cauchy permet de déduire de
l’isomorphisme précédent la décomposition holomorphe suivante de ce fibré:
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Ωp
Gr(V ) '

⊕
u∈σp

r,d−r

Γ−χ(u)Q⊗ Γu∗
S,

où σp
r,d−r est le sous-ensemble de INr

≥ formé des poids u de module p tels que u1 ≤ d− r,

de sorte que u∗ puisse être considéré comme un élément de INd−r
≥ .

1.2.2 Variétés de drapeaux générales

Les grassmanniennes Gr(V ) sont les plus simples des variétés de drapeaux de l’espace
vectoriel complexe V : si s = (s0 = 0 < s1 < · · · < sm = d), on notera Ms(V ) la variété
des drapeaux D de la forme

D = (Vsm = 0 ⊂ Vsm−1 ⊂ · · · ⊂ Vs0 = V ), où codimV Vsi = si.

C’est une variété complexe compacte de dimension

Ns =
m−1∑
i=1

si(si+1 − si),

ce que l’on peut vérifier, par exemple, en la considérant comme un empilement de fibrés
en grassmanniennes.

De même que pour les grassmanniennes, on peut associer à chaque élément φ de
l’ensemble Isom(Cd, V ), si l’on note φi, 1 ≤ i ≤ d , les images des vecteurs de la base
canonique de Cd, le drapeau défini par

Vsi = V ect(φsi+1 , . . . , φd).

Ceci permet d’identifier Ms(V ) au quotient de Isom(Cd, V ) par l’action du groupe
parabolique Bs de Gl(Cd) constitué des isomorphismes u = (ujk)1≤j,k≤d tels que ujk = 0
s’il existe un entier i compris entre 1 et m− 1, pour lequel j ≤ si < k.

En particulier, si si = i pour i compris entre 0 et d, on obtient la variété des drapeaux
complets M(V ) = Ms(V ), qui est le quotient de Isom(Cd, V ) par l’action du sous-groupe
de Borel de Gl(Cd) des matrices triangulaires inférieures inversibles.

L’action transitive de Gl(V ) sur Ms(V ) induit l’isomorphisme

TMs(V ) ' End(V )/Ws,

où Ws est le sous-fibré du fibré trivial des endomorphismes de V dont la fibre au-dessus
du drapeau D est constituée des endomorphismes qui le laissent invariant. La forme de
Killing (g, h) 7→ trace(gh) de l’algèbre de Lie semi-simple End(V ), étant non dégénérée,
induit alors l’identification

T ∗Ms(V ) ' W⊥
s ,
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et l’on vérifie que

W⊥
s,D = {g ∈ End(V ), g(Vsi−1) ⊂ Vsi , 1 ≤ i ≤ m}.

Notons alors Ei, 1 ≤ i ≤ m, le fibré sur Ms(V ) dont la fibre au-dessus du drapeau D est
le quotient Vsi−1/Vsi . Le fibré W⊥

s admet une filtration par des fibrés Fµ de la forme

Fµ,D = {g ∈ End(V ), g(Vsi−1) ⊂ Vsµ(i)
, 1 ≤ i ≤ m},

filtration dont le quotient gradué associé est la somme

Qs =
⊕

1≤i<j≤m

E∗
i ⊗ Ej .

En conséquence, sa puissance extérieure p-ième admet de même une filtration dont le
quotient est la puissance extérieure p-ième du quotient précédent, à savoir

Qp
s = ∧pQs =

⊕∑
ij

pij=p

⊗
1≤i<j≤m

∧pij (E∗
i ⊗ Ej);

ce que la formule de Cauchy permet finalement d’écrire

Qp
s =

⊕∑
ij

|uij |=p

⊗
1≤i<j≤m

Γ−χ(uij)Ei ⊗ Γu∗
ijEj .

Notons que pour que les fibrés Γ−χ(uij)Ei et Γ
u∗
ijEj soient tous deux non nuls, il faut que

uij ait au plus si − si−1 composantes, inférieures ou égales à sj − sj−1. En particulier,∑
i<j

|uij | ≤
∑
i<j

(si − si−1)(sj − sj−1) = Ns,

ce qui implique que pour p = Ns, QNs
s se réduit à un unique terme correspondant à

uij = (sj − sj−1)11,si−si−1 : d’où l’on déduit l’isomorphisme

KMs(V ) = Qκ(s)
s ,

avec κ(s) =
∑m

i=1(si + si−1 − d)1si−1+1,si .

Remarque 1.9: Dans le cas d’une variété de drapeaux complets M(V ), les fibrés Ei =
Qi sont des fibrés en droites, et les poids uij doivent donc être de module égal à zéro
ou un. Le fibré quotient gradué associé à la filtration considérée de Ωp

M(V ) est donc une

somme de fibrés en droites
Qp =

⊕
u∈ZZd

ν(u, p)Qu,

où Qu = ⊗d
i=1Q

ui
i , la multiplicité ν(u, p) étant égale au nombre d’écritures du poids u

comme somme de p poids de la forme −1i + 1j , i < j, deux à deux distincts.
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1.2.3 Amplitude et k-amplitude

Un fibré vectoriel holomorphe E de rang r sur une variété complexe compacte X est dit:

1. globalement engendré si l’application canonique d’évaluation en un point

H0(X,E) −→ Ex

est surjective pour tout x ∈ X;

2. très ample si les applications canoniques

H0(X,E) −→ Ex ⊕ Ey, x 6= y,
H0(X,E) −→ O(E)⊗Ox\M2

x

sont surjectives, Mx étant l’idéal maximal de Ox. La variété X peut alors être
plongée dans la grassmannienne Gr(V ) des sous-espaces de codimension r de V =
H0(X,E), en associant au point x ∈ X l’espace des sections globales de E s’annulant
en ce point: E s’identifie alors à l’image réciproque du fibré quotient universel par
ce plongement;

3. semi-ample si les puissances symétriques SkE sont globalement engendrées lorsque
k est assez grand;

4. ample si ces mêmes puissances symétriques sont très amples lorsque k est assez
grand.

Si OE(1) est le fibré quotient canonique sur IP (E∗), variété des hyperplans de E, alors E
est globalement engendré (respectivement semi-ample, ample) si et seulement si OE(1)
l’est sur IP (E∗): c’est une conséquence des identités

π∗OE(k) ' SkE,

où π : IP (E∗) −→ X est la projection naturelle.
Si la variété X est projective, on dira que E est numériquement effectif (nef) si le

fibré en droites OE(1) est nef sur IP (E∗) au sens usuel: pour toute courbe C de IP (E∗),

OE(1).C ≥ 0.

De même qu’un fibré en droites est ample si et seulement si il admet une métrique
hermitienne de courbure strictement positive, on peut montrer qu’un fibré E est nef si
et seulement si pour tout ε > 0 et tout entier m ≥ M(ε), SmE admet une métrique
hermitienne dont la courbure vérifie

c(SmE) ≥ −mεω ⊗ IdSmE

au sens de Griffiths, où ω est une métrique donnée sur X ([DPS]). Cette propriété permet
par exemple de définir la notion de fibré vectoriel numériquement effectif sur une variété
complexe compacte quelconque.
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Le théorème de Kodaira-Nakano: L’archétype des théorèmes d’annulation, dont
découleront tous ceux qui seront établis par la suite, est le fameux théorème de Kodaira-
Nakano ([AN]): si L est un fibré en droites ample sur une variété complexe compacte X
de dimension n, alors

Hp,q(X,L) = Hq(X,Ωp
X ⊗ L) = 0 si p+ q > n.

1.2.4 Amplitude des fibrés homogènes sur les variétés de drapeaux

Un fibré est globalement engendré si et seulement si c’est un quotient d’un fibré trivial:
ainsi, le fibré quotient Q sur la grassmannienne est globalement engendré, de même que
le dual S∗ du fibré tautologique (par contre, S n’a pas de section globale). A fortiori,
detQ est globalement engendré, de même que le fibré tangent

TGr(V ) ' Q⊗ S∗.

Pour ce qui est des fibrés en droites homogènes sur les variétés de drapeaux, la proposition
suivante ([De1], lemme (2.11)) généralise les propriétés classiques du fibré en droites
canonique sur l’espace projectif:

Proposition 1.2.1

1. Qa
s est globalement engendré sur Ms(V ) si et seulement si a est décroissant rela-

tivement à s,

2. Qa
s est ample (et même très ample) si et seulement si a est strictement décroissant

relativement à s.

Dire qu’un poids a est décroissant (respectivement strictement décroissant) relative-
ment à s signifie que pour tout entier i compris entre 1 et m − 1, asi ≥ asi+1 (respec-
tivement asi > asi+1, autrement dit s(a) = s).

En particulier, le déterminant detQ du fibré quotient sur la grassmannienne est très
ample: le plongement associé n’est autre que le plongement de Plücker de la grassman-
nienne.

La notion de k-amplitude, introduite par Sommese ([So]), permet d’obtenir des résul-
tats plus précis: un fibré en droites L sur X est dit k-ample si Lm est globalement
engendré pour un entier m > 0, et si les fibres du morphisme correspondant de X dans
l’espace projectif associé à H0(X,Lm), sont de dimension au plus égale à k. Un fibré
vectoriel E sur X est dit k-ample si le fibré en droites OE(1) est k-ample sur IP (E∗).
Notons qu’un fibré est ample si et seulement si il est 0-ample au sens de Sommese.
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La k-amplitude des fibrés homogènes a été étudiée par Snow ([Sn1]): sur les variétés
de drapeaux, on obtient par exemple le résultat suivant, qui généralise la proposition
précédente:

Proposition 1.2.2

1. Le fibré ⊗m
i=1Γ

ai

Ei sur Ms(V ) est globalement engendré si et seulement si le poids
a = (a1, . . . , am) est décroissant.

2. Si c’est le cas, ce fibré est is(a)-ample, où l’indice du poids a relativement à s est
défini par

is(a) = Card{(i, j) ∈ {1, . . . , d},∃k ∈ {1, . . . ,m− 1}, i ≤ sk < j, et ai = aj}.

Exemples:

1. Sur la grassmannienne Gr(V ), un fibré de la forme ΓaQ ⊗ ΓbS est globalement
engendré si et seulement si ar ≥ b1, ample si et seulement si ar > b1. Si ar = b1,
et si

ah > ah+1 = · · · = ar = b1 = · · · = bl > bl+1,

alors ΓaQ⊗ ΓbS est l(r − h)-ample.

2. En particulier, le fibré tangent

TGr(V ) = Q⊗ S∗ = Γ11Q⊗ Γ−1d−rS

est globalement engendré, et (r − 1)(d − r − 1)-ample: on retrouve là une trace
du fait que le fibré tangent de l’espace projectif est ample, et que c’est, comme l’a
démontré Mori, la seule variété qui possède cette propriété.

3. Plus généralement, la décomposition des puissances extérieures du fibré cotangent
de la grassmannienne donnée par la formule de Cauchy implique que Ωp

Gr(V ) ⊗
(detQ)l est globalement engendré si et seulement si l ≥ min(p + 1, d), ample si et
seulement si l > min(p+ 1, d) ([Sn2]).

4. Si Qa
s est globalement engendré sur Ms(V ), les entiers qui définissent s(a) font

partie de ceux qui définissent s, autrement dit il existe une projection naturelle
π : Ms(V ) −→ Ms(a)(V ). La proposition précédente implique alors que Qa

s est
k-ample, avec

k = dimMs(V )− dimMs(a)(V ) = Ns −Ns(a).

Ceci se déduit d’ailleurs aisément de l’identité π∗Q
ma
s = Qma

s(a), qui implique que le

morphisme de Ms(V ) dans l’espace projectif se factorise, pour tout m ≥ 1, selon
la projection π et le plongement de Ms(a)(V ) associé au fibré très ample Qa

s(a).
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2 La méthode des diagrammes

2.1 Cohomologie de Dolbeault des fibrés associés au fibré quo-
tient universel

Pour calculer des groupes de cohomologie du type Hp,q(Gr(V ),ΓaQ), on combinera es-
sentiellement la formule de Cauchy, qui permet de décomposer les puissances extérieures
du fibré cotangent de la grassmannienne, avec un cas particulier d’un théorème de Bott
([B],[D]). Considérons sur la variété M(V ) des drapeaux complets de V , c’est-à-dire de
la forme (0 = Vd ⊂ · · · ⊂ V0 = V ), avec codimVi = i, les fibrés quotients

Qi = Vi−1/Vi,

Qa = Qa1
1 ⊗ · · · ⊗Qad

d , a = (a1, . . . , ad) ∈ ZZd.

R. Bott, à la suite des travaux de Borel et Weil ([BW]), a montré que le Gl(V )-module
des sections du fibré en droites Qa est irréductible et de poids supérieur a:

H0(M(V ), Qa) = ΓaV.

En particulier, ce module est non trivial si et seulement si a est décroissant. Dans tous
les cas, la cohomologie de Qa compte au plus une composante irréductible:

Théorème (Bott): Soit a ∈ ZZd, soit c(d) = (1, 2, . . . , d), et définissons

ξ(a) = (a− c(d))≥ + c(d),

où (a − c(d))≥ est la suite décroissante d’entiers obtenue par permutation de la suite
a− c(d). Alors, si i(a) est le nombre d’inversions strictes de a− c(d),

Hq(M(V ), Qa) = δq,i(a)Γ
ξ(a)V,

où δ désigne le symbole de Kronecker.

Remarque 2.1: En particulier, la cohomologie du fibré quotient Qa n’est pas nulle si
et seulement si les composantes de a − c(d) sont deux à deux distinctes: on dira alors
que le poids a est régulier.

Preuve (d’après Demazure [D]): Considérons sur M(V ) le fibré, de rang 2, Ei =
Vi−1/Vi+1, extension de Qi par Qi+1:

0 → Qi+1 → Ei → Qi → 0.

Les puissances symétriques de Ei donnent lieu pour tout entier naturel k aux suites
exactes

0 → Sk−1Ei ⊗Qi+1 → SkEi → Qk
i → 0,

0 → Qk+1
i+1 → Sk+1Ei → SkEi ⊗Qi → 0.
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Tensorisons ces deux suites exactes par le fibré en droites Qb, avec b ∈ ZZd, et la
seconde par Q−1

i : il vient

0 → Sk−1Ei ⊗Qb+1i+1 → SkEi ⊗Qb → Qb+k1i → 0,
0 → Qb−1i+(k+1)1i+1 → Sk+1Ei ⊗Qb−1i → SkEi ⊗Qb → 0.

Soit alors Mi(V ) la variété des drapeaux incomplets de V , auxquels manque simplement,
pour qu’ils soient complets, un sous-espace de V de codimension i, et soit πi la projection
naturelle de M(V ) sur Mi(V ). Si D ∈ Mi(V ), alors πi(D) ' IP 1, et le fibré Ei est trivial
sur π−1

i (D): si l’on suppose le poids b tel que bi = bi+1, il en est de même de Qb. De
plus,

Qi+1|π−1
i

(D) ' OIP 1(−1), Qi|π−1
i

(D) ' OIP 1(1).

OrH∗(IP 1,OIP 1(−1)) = 0: donc la cohomologie de tout fibré dont la restriction aux fibres
de πi est le produit tensoriel d’un fibré trivial par OIP 1(−1) doit être identiquement nulle.
En particulier,

H∗(M(V ), Sk−1Ei ⊗Qb+1i+1) = 0,
H∗(M(V ), Sk+1Ei ⊗Qb−1i) = 0.

Les suites exactes longues associées aux deux suites exactes courtes qui précèdent in-
duisent donc les isomorphismes

Hq(M(V ), SkEi ⊗Qb) = Hq(M(V ), Qb+k1i),
Hq(M(V ), SkEi ⊗Qb) = Hq+1(M(V ), Qb−1i+(k+1)1i+1).

Si l’on pose a = b− 1i + (k + 1)1i+1, donc k = ai+1 − ai − 2, il vient

b+ k1i = (a1, . . . , ai−1, ai+1 − 1, ai + 1, ai+2, . . . , ar) = τi(a− c(d)) + c(d),

où τi est la transposition (i, i + 1). On obtient donc, sous l’hypothèse ai − ai+1 ≤ −2,
l’isomorphisme

Hq+1(M(V ), Qa) = Hq(M(V ), Qτi(a−c(d))+c(d)).

De plus, si ai − ai+1 = −1, la restriction de Qa aux fibres de πi étant isomorphe à
OIP 1(−1),

H∗(M(V ), Qa) = 0.

L’hypothèse ai−ai+1 = −1 signifie que les composantes d’indices i et i+1 de a−c(d) sont
égales, alors que si ai−ai+1 ≤ −2, a− c(d) présente une inversion entre ses composantes
d’indices i et i+1. Si l’on utilise i(a) fois l’isomorphisme précédent, de manière à éliminer
ces inversions par transpositions successives, il vient

Hq(M(V ), Qa) = Hq−i(a)(M(V ), Qξ(a))

si les composantes de a−c(d) sont deux à deux distinctes, autrement dit si a est régulier.
En particulier, si l’on considère le poids a′ tel que a′ − c(d) soit strictement croissant, et
tel que ξ(a′) = ξ(a), alors i(a′) = 1

2d(d− 1) = dim M(V ), ce qui implique que

Hq(M(V ), Qξ(a)) = 0 si q ≥ 1.
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On obtient donc, en général, l’isomorphisme suivant, qui démontre le théorème de Bott:

Hq(M(V ), Qa) = δq,i(a)H
0(M(V ), Qξ(a)) = δq,i(a)Γ

ξ(a)V.

Sur une variété de drapeaux incomplets Ms(V ) de la forme (0 = Vsm ⊂ · · · ⊂ Vs0 =
V ), on définit de la même façon que sur une variété de drapeaux complets les fibrés en
droites

Qs,i = det(Vsi−1/Vsi) = detEi,

Qa
s = Q

as1
s,1 ⊗ · · · ⊗Q

asm
s,m ,

où le poids a ∈ ZZd est supposé tel que asi−1+1 = · · · = asi pour tout entier i compris
entre 1 et m. Le théorème de Bott permet également de déterminer la cohomologie de
ces fibrés en droites:

Corollaire 2.1.1 Pour tout poids a ∈ ZZd tel que asi−1+1 = · · · = asi si i est compris
entre 1 et m,

Hq(Ms(V ), Qa
s) = δq,i(a)Γ

ξ(a)V.

Preuve: Soit πs la projection naturelle de M(V ) sur Ms(V ) , et considérons les fibrés
images directes par πs du fibré en droites Qa sur M(V ). Si D = (0 = Vsm ⊂ · · · ⊂ Vs0 =
V ) ∈ Ms(V ), la fibre π−1

s (D) s’identifie au produit des variétés de drapeaux complets
M(Vs0/Vs1)×· · ·×M(Vsm−1), et la restriction de Qa à cette fibre, au produit des fibrés en
droites Qasi , définis sur M(Vsi−1/Vsi) pour i compris entre 1 et m. D’après le théorème
de Bott, chacun de ces fibrés n’a de cohomologie qu’en degré zéro, et

H0(M(Vsi−1/Vsi), Q
asi

1) = det(Vsi−1/Vsi)
asi .

La formule de Künneth implique par conséquent que les fibrés images directes du fibré
en droites Qa par πs soient donnés par la formule

Rk
πs∗Q

a = δk,0Q
a
s .

La suite spectrale de Leray associée dégénère donc en E2, d’où l’isomorphisme

Hq(Ms(V ), Qa
s) = Hq(M(V ), Qa).

De façon tout à fait analogue, le théorème de Bott permet de déterminer, sur la
grassmannienne, les groupes de cohomologie des fibrés associés au fibré quotient universel
Q et au fibré tautologique S:
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Corollaire 2.1.2 Si a et b sont respectivement des r et (d − r)-uplets décroissants
d’entiers, alors

Hq(Gr(V ),ΓaQ⊗ ΓbS) = δq,i(a,b)Γ
ξ(a,b)V.

Preuve: Soit π la projection naturelle de M(V ) sur Gr(V ), et considérons les fibrés
images directes par π du fibré en droites Q(a,b) sur M(V ). Si Vr ∈ Gr(V ), π−1(Vr) =
M(V/Vr)×M(Vr), et le fibré Q

(a,b) restreint à cette fibre s’identifie au produit des fibrés
quotients canoniques Qa et Qb définis respectivement au-dessus des variétés de drapeaux
M(V/Vr) et M(Vr). D’après la formule de Künneth,

Rk
π∗
Q

(a,b)
|Vr

= Hk(π−1(Vr), Q
(a,b))

= ⊕i+j=kH
i(M(V/Vr), Q

a)⊗Hj(M(Vr), Q
b).

Comme a et b sont décroissants, le théorème de Bott implique donc que

Rk
π∗
Q(a,b) = δk,0Γ

aQ⊗ ΓbS,

de sorte que la suite spectrale de Leray associée à Q(a,b) et à la projection π dégénère en
E2. D’où l’isomorphisme

Hq(Gr(V ),ΓaQ⊗ ΓbS) = Hq(M(V ), Q(a,b)),

et, encore d’après le théorème de Bott, le résultat annoncé. ♣

Sur la grassmannienne, le théorème de Bott peut être explicité sous la forme suivante:
pour déterminer la cohomologie du produit tensoriel de fibrés associés au fibrés quotient
et tautologique pour des poids a et b, il faut les concaténer, ordonner le poids obtenu
par soustraction de c(d), et ajouter c(d) au résultat de cette opération. Le degré auquel
correspond le module dont on obtient ainsi le poids dominant, est le nombre d’inversions
effectuées.

Le théorème de Bott, et la décomposition des puissances extérieures du fibré cotangent
de la grassmannienne, donnée par la formule de Cauchy, permettent d’expliciter en toute
généralité les groupes de cohomologie de Dolbeault Hp,q(Gr(V ),ΓaQ) du fibré quotient:
si na,b(e) désigne la multiplicité de ΓeQ dans le produit tensoriel ΓaQ⊗ΓbQ, le corollaire
précédent mène immédiatement au résultat suivant:

Proposition 2.1.1 Les groupes de cohomologie des fibrés associés au fibré universel sur
la grassmannienne sont donnés par la formule suivante:

Hp,q(Gr(V ),ΓaQ) =
⊕

u ∈ σp
r,d−r

e ∈ i−1
u∗ (q)

na,−χ(u)(e)Γ
ξ(e,u∗)V,
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où i−1
u∗ (q) = {e ∈ ZZr, q = i(e, u∗)}.

Rappelons que l’on a désigné par σk
r,s l’ensemble des r-uplets décroissants d’entiers

naturels, de module k, et dont les composantes sont inférieures ou égales à s.

Remarque 2.2: Bien entendu, cette formule se généralise au calcul de la cohomologie
de Dolbeault des fibrés de la forme ΓaQ⊗ ΓbS:

Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ ΓbS) =
⊕

u ∈ σp
r,d−r

i(e, f) = q

na,−χ(u)(e)nb,u∗(f)Γξ(e,f)V.

2.2 Tableaux et diagrammes

Dans le cas du déterminant de Q et de ses puissances, Snow ([Sn2]) a proposé, pour
déterminer les groupes de cohomologie de Dolbeault correspondants, une méthode dia-
grammatique commode et qu’il est facile de généraliser au cas des fibrés associés ΓaQ,
où le poids a sera toujours supposé tel que ar = 0, tensorisés par une puissance du
déterminant de Q. D’après la proposition précédente, en effet,

Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ (detQ)l) =
⊕

u ∈ σp
r,d−r

e ∈ i−1
u∗ (q)

na+l1,−χ(u)(e)Γ
ξ(e,u∗)V,

=
⊕

u ∈ σp
r,d−r,

e′ + (l − d+ r)1 ∈ i−1
u∗ (q)

na,u′(e′)Γξ(e′+(l−d+r)1,u∗)V,

où u′ = (d−r)1−χ(u), et puisque les identités na+l1,b(e+ l1) = na,b+l1(e+ l1) = na,b(e)
impliquent l’égalité

na,u′(e′) = na+l1,−χ(u)(e
′ + (l − d+ r)1).

Les multiplicités na,u′(e′) sont déterminées par la règle de Littlewood-Richardson, selon

laquelle les composantes de ΓaQ ⊗ Γu′
Q sont en correspondance avec les a-tableaux

numérotés de base u′ admissibles: e′ = u′+c′ correspond au poids total d’un tel tableau.
Reste donc à déterminer la contribution d’un tableau numéroté à la cohomologie de

Dolbeault du fibré ΓaQ ⊗ (detQ)l, contribution qui, avec les notations précédentes et
d’après le théorème de Bott, est égale à Γξ(u′+c′+(l−d+r)1,u∗)V . Tout d’abord, pour que
cette contribution ne soit pas nulle, il est nécessaire que le poids (u′+c′+(l−d+r)1, u∗) =
(l1+ c′−χ(u), u∗) soit régulier: ce qui signifie que pour tout couple (i, j) ∈ IN∗

r × IN∗
d−r,

l + c′i − ur+1−i − i 6= u∗
j − (r + j),

autrement dit, si l’on change i en r+1−i, et si l’on pose c = χ(c′) (χ étant la permutation
de nombre d’inversions maximal), l 6= ui + u∗

j − i− j + 1− ci. On note

hu
i,j = ui + u∗

j − i− j + 1
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les longueurs d’équerres (”hook numbers”) du diagramme de Young associé à u: ces
nombres s’interprètent comme la somme des distances de la case située à l’intersection
de la i-ème ligne et de la j-ième colonne de ce diagramme à son bord, respectivement
sur la i-ème ligne et la j-ième colonne (distances comptées positivement si l’on se trouve
à l’”intérieur” du diagramme, négativement sinon), moins une unité. En particulier,
les longueurs d’équerres sont strictement positives à l’intérieur du diagramme associé
à u, strictement négatives à l’extérieur, et prennent les valeurs 1 et −1 en ses coins
respectivement intérieurs et extérieurs.

On dira d’autre part que les poids u et c définissent un a-diagramme D de dimensions
r × (d− r), auquel seront également associées des longueurs d’équerres

hD
i,j = hu

i,j − ci.

Le poids (l1+ c′ − χ(u), u∗) sera donc régulier si et seulement si pour tout couple (i, j),

l 6= hD
i,j ,

autrement dit si l’entier l n’apparâıt pas parmi les longueurs d’équerres du diagramme
D: on dira alors que D est l-admissible . Les composantes d’indices r+ 1− i et r+ j du
poids (l1+ c′ − χ(u), u∗)− c(d) donneront alors lieu à une inversion si et seulement si

l < hD
i,j .

D’après le théorème de Bott, D contribuera donc à la cohomologie de ΓaQ⊗ (detQ)l en
bidegré (p, q), pour

p = |u|, q = card{(i, j) ∈ IN∗
r × IN∗

d−r, hD
i,j > l}.

On dira que le diagramme D lui-même est de bidegré (p, q).

Exemple: Reprenons le tableau de l’exemple du paragraphe 1.1.1, où r = 6 et d = 13,
le poids b correspondant à (d−r)1−χ(u): de sorte que le diagramme de Young associé à
u s’obtient en renversant ce tableau. Le poids c correspond au nombre de cases ajoutées
à chaque ligne, de bas en haut, donc c = (0, 1, 2, 2, 3, 2): et les longueurs d’équerres du
diagramme D = (u, c) se déduisent de ceux de u en leur ôtant les composantes de c.

0 -1
2 1 -1 -2
4 3 1 0
6 5 3 2 -1
9 8 6 5 2 0
1211 9 8 5 3 1 Le diagramme D est donc 7-admissible

en bidegré (p, q) = (28, 6) (on n’y a fait
figurer que les longueurs d’équerres
intérieures au diagramme de Young
associé à u, les autres étant négatives).
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Remarque 2.3: De même que la proposition qui conclut le paragraphe précédent se
généralise au cas des fibrés de la forme ΓaQ ⊗ ΓbS, on pourrait étendre cette méthode
de diagrammes à l’étude de la cohomologie de Dolbeault de ces fibrés, en considérant
des diagrammes D = (u, c, e), avec des conditions traduisant le fait que Γu∗+eS est un
facteur de Γu∗

S ⊗ ΓbS, et des longueurs d’équerres

hD
i,j = hu

i,j − ci + ej .

La différence des signes des ci et ej tient au fait que la dualité de V et V ∗ échange r et
d − r, et Q et S∗, et non pas S. On utilisera cette remarque dans la seconde partie de
cette thèse.

Remarque 2.4:

a. Pour visualiser les entiers hD
i,j sur le diagramme D, on peut considérer la ligne

obtenue en translatant le bord du diagramme de Young associé à u de ci unités
à gauche sur la i-ème ligne de ce diagramme: hD

i,j est alors la somme de la dis-
tance horizontale de la case de coordonnées i, j avec ce bord translaté, et de sa
distance verticale avec le bord d’origine (avec les mêmes conventions de signe que
précédemment), moins une unité. Le poids u′ + c′ (autrement dit le poids u − c)
étant nécessairement décroissant, les longueurs d’équerres hD

i,j sont strictement mo-
notones sur chaque ligne et chaque colonne de D (et diminuent, bien entendu, vers
la droite et vers le bas du diagramme).

Exemple:

6

?

-� Le bord du diagramme de Young associé à
u = (7, 6, 5, 4, 4, 2), avec r = 6 et d = 13,
est en trait fort, le bord translaté de c =
(0, 1, 2, 2, 3, 2) est en trait pointillé, et la
longueur d’équerre hD

2,3 du diagramme D
associé est égale au nombre de cases hachurées.

b. Un a-diagramme D = (u, c) peut provenir de plusieurs a-tableaux de base u′

distincts, ce qui conduit à lui associer une certaine multiplicité. De plus, un tel
a-tableau s’obtiendra en retournant le diagramme de Young associé à u (ce qui
fait apparâıtre le diagramme de Young associé à u′ = (d − r)1 − χ(u)), et en lui
ajoutant des cases numérotées selon la règle de Littlewood-Richardson. Le bord du
diagramme obtenu sera bien sûr, après retournement, le bord translaté dont il vient
d’être question. On pourra donc associer à un a-diagramme, selon les circonstances,
deux types d’entiers, à ne bien sûr pas confondre.
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c. On pourra calculer le poids de la contribution du a-diagramme l-admissible D =
(u, c) au groupe de cohomologie Hp,q(Gr(V ),ΓaQ ⊗ (detQ)l), soit en calculant
directement ξ(l1 − χ(u − c), u∗), soit, plus simplement, en tenant compte des re-
marques suivantes. Si la (r + 1− i)-ième composante du poids (l1− χ(u− c), u∗),
à savoir l − ui + ci, participe à qi inversions, on commencera, lors du calcul de
ξ(l1 − χ(u − c), u∗), par lui ôter r + 1 − i unités, puis on la décalera de qi unités
vers la droite, pour enfin lui ajouter r + 1 − i + qi unités: elle sera donc dev-
enue l − ui + ci + qi. De même, si u∗

j participe à q∗j inversions, cette composante
sera changée en u∗

j − q∗j . Les composantes du poids ξ(l1 − χ(u − c), u∗), qui est
décroissant, sont donc les entiers l− ui + ci + qi = l−mi, i ∈ IN∗

r , et u
∗
j − q∗j = nj ,

j ∈ IN∗
d−r.

Si l est par exemple positif, les entiers mi et nj sont faciles à visualiser sur le
diagramme D: en effet,

qi = card{j ∈ IN∗
d−r, hD

i,j > l}, q∗j = card{i ∈ IN∗
r , hD

i,j > l},

de sorte que si l’on considère le bord du diagramme formé par les cases dont les
longueurs d’équerres sont strictement supérieures à l, mi (respectivement nj) n’est
autre que la distance, sur la i-ème ligne (respectivement la j-ième colonne), de ce
bord au bord translaté (respectivement au bord original) du diagramme de Young
associé à u.

Exemple:

?

6
� -mi

nj

Les entiers mi et nj associés à D sont donnés
par m = (3, 3, 3, 2, 1, 0) et n = (4, 4, 4, 4, 3, 2, 1).
Comme 71−m = (4, 4, 4, 5, 6, 7),
le poids associé à D est donc
(71−m,n)≥ = (7, 6, 5, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 3, 2, 1).

Remarque 2.5: A. Lascoux propose dans [L3] une méthode différente, mais sensible-
ment équivalente, pour mettre en évidence les composantes irréductibles des groupes de
cohomologie des fibrés homogènes sur la grassmannienne. Considérons par exemple les
puissances du déterminant du fibré quotient. D’après la formule de Cauchy et le théorème
de Bott, les composantes irréductibles de Hp,q(Gr(V ), (detQ)l) correspondent aux poids
décroissants u de module p tels que la suite (l1−χ(u), u∗)− c(d) soit constituée d’entiers
deux à deux distincts, et contienne q inversions. Cette suite s’écrit

(l − ur − 1, . . . , l − u1 − r,−1, . . . ,−ur︸ ︷︷ ︸
ur

,

. . . ,−r − u2 − 1, . . . ,−r − u1 + 1︸ ︷︷ ︸
u1−u2

,−r − u1 − 1, . . . ,−d︸ ︷︷ ︸
d−r−u1

),
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et Lascoux remarque qu’à une permutation près, elle cöıncide avec la suite wl(u)− c(d),
où

wl(u) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
ur

, l, . . . , l, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
u1−u2

, l, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
d−r−u1

).

La suite wl(u)− c(d) a des composantes deux à deux distinctes si et seulement si la suite
wl(u) n’a pas de facteur de la forme

0, ∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
l−1

, l,

ce qui permet de mettre plus facilement en évidence les termes non nuls de la somme de
la proposition 2.1.1.

Examinons comment cette présentation se relie aux méthodes de diagrammes que
nous avons utilisées:

• la suite wl(u) se déduit mécaniquement du diagramme de Young associé à u: il
suffit pour cela de se placer au coin inférieur gauche de ce diagramme, et d’en
parcourir son bord jusqu’à son coin supérieur droit en associant un zéro à chaque
déplacement horizontal, et un l à chaque déplacement vertical; wl(u) définit donc
bien une bijection entre suites de longueur d contenant r fois l’entier l et d− r fois
zéro, et diagrammes de Young de dimensions r × (d− r);

• le nombre d’inversions q de la suite (l1−χ(u), u∗)− c(d), et le nombre d’inversions
q′ de la suite wl(u)− c(d), sont liés si l est positif par la relation

q′ = p− q;

q′ s’obtient en comptant, pour chaque entier l de wl(u), le nombre de zéros qui
figurent parmi les l − 1 entiers qui le précèdent;

• dans le cas des groupes Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ (detQ)l), le produit tensoriel par ΓaQ
revient à ajouter un certain nombre d’unités (données, dans nos notations, par le
poids c) aux composantes de wl(u) égales à l, avec des conditions de compatibilité
avec la règle de Littlewood-Richardson. Dans le cas des puissances symétriques,
par exemple, on vérifie que ces conditions peuvent s’énoncer de la façon suivante:
le nombre d’unités ajoutées à un entier l ne peut excéder le nombre de zéros qui le
séparent de l’entier l immédiatement précédent.

Exemple: La suite w7(u) associée au poids u de l’exemple précédent est

w7(u) = (0, 0, 7, 0, 0, 7, 7, 0, 7, 0, 7, 0, 7),

et ne contribue pas à la cohomologie de (detQ)7 puisque le septième entier précédant son
quatrième 7 est un zéro. Par contre, si l’on ajoute aux 7 de cette suite, de la droite vers
la gauche, les composantes de c = (0, 1, 2, 2, 3, 2), on obtient la suite

(0, 0, 9, 0, 0, 10, 9, 0, 9, 0, 8, 0, 7),
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qui n’a pas de facteur de la forme i, ∗, . . . , ∗︸ ︷︷ ︸
j−i−1

, j.

Comparer la commodité des deux présentations, en termes de diagrammes ou de
suites de l et de zéros, semble relativement délicat. Une suite de d entiers est bien sûr
un objet plus simple qu’un tableau de dimensions r × (d − r), et la méthode de Las-
coux permet par exemple d’engendrer plus facilement les composantes irréductibles des
groupes de cohomologie des puissances du déterminant du fibré quotient (cf. cependant
nos remarques sur ses puissances d’exposant petit). Toutefois, un tableau nous semble
un objet plus facile à manipuler, parce que plus visuel: s’il contient trop d’information
redondante pour donner lieu à un traitement algorithmique commode, il parâıt mieux se
prêter aux raisonnements combinatoires qui vont suivre. Avec sans doute un inconvénient
majeur: ce qui parfois saute aux yeux sur un diagramme est rarement facile à formuler,
et l’évidence visuelle disparâıt aisément sous la masse des notations. C’est pourquoi nous
nous sommes efforcés de multiplier les dessins, en espérant, avec malheureusement des
chances de succès très incertaines, qu’ils puissent éclairer nos démonstrations.

2.3 Premières applications

On donne ici une illustration élémentaire de la méthode des diagrammes, en démontrant
quelques propriétés simples des groupes de cohomologie de Dolbeault des fibrés associés
au fibré quotient universel, en particulier de ses puissances symétriques et extérieures.

2.3.1 Une propriété générale

Proposition 2.3.1 (cf [Sn2], Théorème 3.4) Soit a ∈ INr
≥, alors

Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ (detQ)l) = 0

dès que l’une des conditions suivantes est vérifiée:

1. l ≥ 0 et q > p;

2. l ≥ 1 et q > r−1
r p.

Preuve:

1. Considérons un a-diagramme l-admissible D = (u, c) de bidegré (p, q). Les lon-
gueurs d’équerres hu

i,j sont positives seulement sur les cases intérieures au dia-
gramme de Young associé à u, cases qui sont au nombre de |u| = p. Comme pour
tout couple (i, j),

hD
i,j ≤ hu

i,j ,

les cases de D dont les longueurs d’équerres sont strictement supérieures à l’entier
naturel l, sont a fortiori en nombre inférieur à p, autrement dit q ≤ p.
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2. Si l est de plus supposé non nul, les longueurs d’équerres hu
i,j des coins internes

du diagramme de Young associé à u étant égaux à 1, les entiers hD
i,j associés à ces

coins internes sont a fortiori inférieures à l. Mais les longueurs d’équerres de D
forment une suite d’entiers consécutifs sur chaque segment horizontal du bord de
ce diagramme de Young , et doivent donc toutes, D étant supposé l-admissible,
être strictement inférieures à l. Si l’on note par exemple s le nombre de cases de
l’union des segments horizontaux de ce bord, il vient q ≤ p− s, et comme p ≤ rs,
on obtient bien q ≤ r−1

r p. ♣

2.3.2 Puissances symétriques et extérieures

Les énoncés qui suivent concernent les puissances symétriques et extérieures du fibré
quotient Q, éventuellement tensorisées par son déterminant: on donnera d’abord des
conditions nécessaires et suffisantes de non-annulation de leurs groupes de cohomologie,
avant de s’intéresser de plus près aux composantes de ces groupes.

Rappelons les formules de Pieri, qui expriment les produits tensoriels d’un fibré associé
à Q pour un poids a quelconque, par une de ses puissances symétriques ou extérieures:

ΓaQ⊗ SkQ =
⊕

c ∈ INr, |c| = k,
ci ≤ ai−1 − ai

Γa+cQ, (S)

ΓaQ⊗ ∧kQ =
⊕

c ∈ {0, 1}r,
|c| = k

Γa+cQ. (∧)

Proposition 2.3.2 Si k est un entier naturel non nul, alors

1. Hp,q(Gr(V ), SkQ) 6= 0 si et seulement si

p− p

r
≤ q ≤ min(p, n− n

r
) et k > p− q.

2. Hp,q(Gr(V ), SkQ⊗ detQ) 6= 0 si et seulement si

p− n

r
≤ q ≤ p− p

r
et k ≥ p− q.

Preuve:

44



1. Soit D = (u, c) un k11-diagramme 0-admissible de bidegré (p, q), et considérons un
coin intérieur du diagramme de Young associé à u, coin situé sur la i-ème ligne,
et donc la ui-ième colonne de ce diagramme. Comme on l’a remarqué, hu

i,ui
= 1,

et ceci implique que les longueurs d’équerres de la i-ème ligne de D forment entre
les colonnes d’indices compris entre ui+1 + 1 et ui une suite consécutive d’entiers,
allant de hD

i,ui+1+1 = ui − ui+1 − ci à hD
i,ui

= 1− ci.

D’après la première formule de Pieri (S), les poids c et u doivent être tels que
cj ≤ uj − uj+1 si j < r, donc hD

i,ui+1+1 doit être positif. D étant supposé 0-

admissible, ceci implique que hD
i,ui

soit strictement positif, donc que ci = 0: u − c
étant, de plus, décroissant, ceci implique que c = k1r. De plus, les longueurs
d’équerres hu

i,j étant toutes non nulles, et cöıncidant avec les longueurs d’équerres
de D sur ses r − 1 premières lignes, la 0-admissibilité de D est alors équivalente à
l’inégalité hD

r,1 < 0, autrement dit à

ur + u∗
1 < k + r.

Notons que cette inégalité est elle-même équivalente à ur < k, puisque si ur = 0,
u∗
1 est strictement inférieur à r, donc a fortiori à r + k, alors que si ur n’est pas

nul, u∗
1 = r. De plus, si cette condition est vérifiée, toutes les longueurs d’équerres

de D intérieures au diagramme de Young associé à u sont positives, exceptés celles
de sa dernière ligne, de sorte que

p− q = ur ≤ d− r.

Comme rur ≤ p ≤ ur + (r − 1)(d − r) = n − d + r + ur, et comme ces conditions
sont équivalentes à l’existence d’un poids décroissant u tel que |u| = p, et dont la
composante ur est fixée, il existe un k11-diagramme 0-admissible de bidegré (p, q)
si et seulement si 0 ≤ p− q ≤ d− r et r(p− q) ≤ p ≤ p− q + n− d+ r, autrement
dit p − d + r ≤ q ≤ p, (r − 1)p ≤ rq, q ≤ n − d + r, et k > p − q. La proposition
s’ensuit, si l’on remarque que

p− d+ r = p− n

r
≤ p− p

r
=

r − 1

r
p.

2. Avec les mêmes notations que précédemment, le diagramme D étant à présent
supposé 1-admissible doit avoir toutes ses longueurs d’équerres hD

i,ui+1+1, . . . , h
D
i,ui

strictement inférieures à 1, ce qui implique que ci = ui − ui+1 si i < r, et en
particulier

u1 − ur = c1 + · · ·+ cr−1 = k − cr ≤ k.

De plus, les longueurs d’équerres de la r-ième ligne de D doivent être négatives ou
nulles, autrement dit, puisque hD

r,1 = ur +u∗
1 − r− cr, ur +u∗

1 ≤ cr + r , et les deux
inégalités précédentes impliquent que

u1 + u∗
1 ≤ k + r.
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Réciproquement, si u vérifie les inégalités u1 − ur ≤ k et u1 + u∗
1 ≤ k + r, il existe

un unique poids c tel que D = (u, c) définisse un k11-diagramme 1-admissible, et
cela en bidegré (p, q) tel que

p− q = u1 ≤ d− r.

Notons que ces deux inégalités sont équivalentes à u1 ≤ k: si ur = 0, alors u∗
1 < r

et l’inégalité u1 ≤ k implique u1 + u∗
1 ≤ k + r, tandis que si ur 6= 0, alors u∗

1 = r,
auquel cas l’inégalité u1 + u∗

1 ≤ k + r implique u1 ≤ k < k + ur.

Comme u1 ≤ p ≤ ru1, et comme ces conditions sont équivalentes à l’existence d’un
poids décroissant u tel que |u| = p, et dont la première composante est fixée, il existe
un k11-diagramme 1-admissible de bidegré (p, q) si et seulement si p−d+r ≤ q ≤ p,
(r − 1)p ≥ rq, et k ≥ p− q; d’où la seconde partie de la proposition. ♣

Proposition 2.3.3 Soit k un entier naturel au plus égal à r. Alors

1. Hp,q(Gr(V ),∧kQ) 6= 0 si et seulement si p = q ≤ (r − k)(d− r);

2. Hp,q(Gr(V ),∧kQ⊗ detQ) 6= 0 si et seulement si il existe des entiers naturels m et
µ, avec m ≤ d− r et µ ≤ m(r − k), tels que

p =
m(m+ 1)

2
+ µ, q =

m(m− 1)

2
+ µ, et k ≥ m.

Preuve:

1. Soit D = (u, c) un 11,k-diagramme 0-admissible de bidegré (p, q). Comme pour
la proposition précédente, on doit avoir ci = 0 pour chaque ligne d’indice i con-
tenant un coin intérieur au diagramme de Young associé à u, ce qui implique, le
poids u − c étant nécessairement décroissant, que cj = 0 si 1 ≤ j ≤ u∗

1. Les
longueurs d’équerres des lignes d’indices strictement supérieurs à u∗

1 étant stricte-
ment négatives, cette condition est équivalente à la 0-admissibilité de D. D’après
la seconde formule de Pieri (∧), elle ne peut être vérifiée que si u∗

1 ≤ r− k, puisque
cj doit être égal à 1 si r−k+1 ≤ j ≤ r: D est alors de bidegré tel que p = q. Enfin,
l’existence d’un poids décroissant u tel que |u| = p et u∗

1 ≤ r − k est clairement
équivalente à l’inégalité p ≤ (r − k)(d− r).

2. De même que dans le cas des puissances symétriques, la 1-admissibilité du dia-
gramme D implique que ci = ui − ui+1 si 1 ≤ i ≤ u∗

1. Comme, d’après la formule
(∧), c ∈ {0, 1}r et |c| = k, ceci implique que les ”sauts” entre composantes succes-
sives et distinctes de u soient d’amplitude égale à 1, et en nombre au plus égal à
k, au moins égal à k − (r − u∗

1). Ce nombre de sauts est alors égal à u1 qui, en
particulier, doit être inférieur à u∗

1.
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Exemple:

0
0

0
0

0

0

2
2
3

2
2

2
3

1

1
1

1
1
1

1

Un 11,7-diagramme 1-admissible
pour r = 10 et d = 17, avec
u = (6, 5, 5, 4, 3, 2, 2, 1, 0, 0) et
c = (1, 0, 1, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1).

Il existe donc un poids c tel que D = (u, c) définisse un 11,k-diagramme 1-admissible
si et seulement si sont vérifiées les conditions ui − ui+1 ≤ 1 si 1 ≤ i ≤ r, et

k + u∗
1 − r ≤ u1 ≤ k, u∗

1.

Le bidegré de D est alors tel que p− q = u1.

L’existence d’un poids décroissant u, pour lequel |u| = p, ui−ui+1 ≤ 1 si 1 ≤ i ≤ r,
et pour lequel u1 et u∗

1 sont donnés, est équivalente aux conditions

u∗
1 +

u1(u1 − 1)

2
≤ p ≤ u1u

∗
1 −

u1(u1 − 1)

2

(les valeurs extrêmes que peut prendre p correspondant aux cas où les sauts de
u ont lieu le plus tôt, ou le plus tard possible). De plus, u∗

1 doit être tel que
u1 ≤ u∗

1 ≤ u1 + r − k, d’où l’existence d’un poids u vérifiant les mêmes conditions
que précédemment, excepté le fait que u∗

1 n’est plus donné a priori, si et seulement
si

u1(u1 + 1)

2
≤ p ≤ u1(u1 + 1)

2
+ u1(r − k).

Enfin, u1 doit être au plus égal à k: il existe donc un 11,k-diagramme 1-admissible
de bidegré (p, q) si et seulement si 0 ≤ m = p− q ≤ k, d− r, et

m(m+ 1)

2
≤ p ≤ m(m+ 1)

2
+m(r − k).

Remarque 2.6: Les premières parties des deux propositions précédentes ont été dé-
montrées par Le Potier par des méthodes différentes ([LP2]), tandis que la seconde partie
de la proposition précédente permet, pour k = r, de retrouver les groupes de cohomologie
non nuls du fibré (detQ)2, tels que Snow les a obtenus ([Sn2], Théorème 3.3).
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Si l’on s’intéresse plus précisément aux composantes irréductibles de ces groupes de
cohomologie, on peut faire usage, comme A.Lascoux dans [L3], de séries génératrices
qui permettent une écriture commode, du moins dans les cas les plus simples. Nous
donnerons trois exemples de ce genre de calculs.

Revenons par exemple aux puissances extérieures du fibré quotient, tensorisées par
son fibré déterminant. D’après la discussion qui précède, leur cohomologie est donnée
par les diagrammes de la forme suivante:

0

0

0
0

︸ ︷︷ ︸
j=u1

k − j

{
1
1
1

1

1

1
1

Le diagramme ci-dessus est défini par un entier j (le nombre de ses coins, ou u1)
inférieur ou égal à k et à d− r, et une partition strictement décroissante de p en j entiers
au plus égaux à r − k + j, soit de la forme (r − k + j > pj > · · · > p1 > 0). De plus,
la valeur correspondante de q est p− j. Pour déterminer le poids associé, reprenons les
notations de la remarque 2.4c: le r-uplet m contient k− j fois −1, et des zéros, alors que
le (d− r)-uplet n contient j fois l’entier 1, et des zéros; le poids associé est donc

(1−m,n)≥ = 11,k−j + 11,r+j .

Reste à déterminer la multiplicité de ce poids. Si l’on pose πi = pi − i, on obtient une

partition de π = p− j(j+1)
2 en j entiers naturels au plus égaux à r − k; et le nombre de

ces partitions est donné par le lemme suivant:

Lemme 2.3.1 ([McD]) Le nombre de partitions de m en i entiers au plus égaux à t est
le coefficient de xm dans le polynôme de Gauss

[
t+ i
i

](x) =
(1− xt+1) · · · (1− xt+i)

(1− x) · · · (1− xi)
.
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Preuve: Notons provisoirement P t
i le polynôme dont le coefficient de xm est le nombre

de partitions de m en i entiers au plus égaux à t. Par exemple,

P 0
i (x) = 1 = [

i
i
](x), P t

1(x) = 1 + x+ · · ·+ xt =
1− xt+1

1− x
= [

t+ 1
1

](x).

De plus, le nombre de partitions de m en i entiers dont le plus grand vaut t est égal au
nombre de partitions de m − t en i − 1 entiers au plus égaux à t, et ceci équivaut à la
relation

P t
i (x)− P t−1

i (x) = xtP t
i−1(x).

Les polynômes de Gauss vérifiant la même propriété, on obtient bien P t
i = [

t+ i
i

]. ♣

Ce lemme et la discussion qui l’a précédé mènent au résultat suivant:

Proposition 2.3.4 La cohomologie des puissances extérieures du fibré quotient, ten-
sorisées par son déterminant, est donnée par la série génératrice∑

p,q,d x
pyqzd−rHp,q(Gr(V ),∧kQ⊗ detQ)

= 1
1−z

∑k
j=0(xz)

j(xy)
j(j−1)

2 [
r − k + j

j
](xy)Γ11,k−j+11,r+jV.

On obtiendrait tout aussi simplement des formules analogues pour les puissances
symétriques du fibré quotient tensorisées par son fibré déterminant, et plus généralement
pour les fibrés Zj,kQ = Γ(k−j)11+12,j+1Q (cf [L3], proposition 5.8).

2.3.3 Multiplicités des puissances extérieures

Les séries génératrices qui permettent de décrire la cohomologie des fibrés ΓaQ⊗ (detQ)l

deviennent lorsque l augmente d’une complexité très vite inextricable (c’est pourquoi
l’on n’en fera pas usage dans la suite de ce chapitre). On peut cependant obtenir des
expressions simples pour les multiplicités des puissances extérieures, par exemple dans
les groupes de cohomologie des puissances symétriques ou extérieures du fibré quotient,
tensorisées par une puissance positive quelconque du fibré déterminant.

Il s’agit tout d’abord de déterminer à quelles conditions un a-diagramme l-admissible
D = (u, c) est associé à une puissance extérieure de V . La remarque 2.4c permet de
répondre très simplement à cette question: si l’on en reprend les notations, le r-uplet
l1−m et le (d−r)-uplet n doivent être formés exclusivement de zéros et de uns. Pour ce
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qui est de n, cela signifie précisément que sur la j-ième colonne de D, une seule longueur
d’équerre du diagramme de Young associé à u est plus petite que l; autrement dit:

hD
u∗
j
,j < l < hD

u∗
j
−1,j .

Supposons pour simplifier que l ≥ 2. Alors u doit être strictement décroissant: en effet,
si ui = ui+1, ce qui précède implique que les longueurs d’équerres de la i-ème ligne de D
soient toutes supérieures à l. En conséquence, mi = −ci, et l−mi = l+ ci ≥ 2! On doit
au contraire avoir, sur la i-ème ligne du diagramme,

hD
i,ui+1+1 = l − 1 = λ,

ce qui signifie, si l’on se souvient que hD
i,j = hu

i,j − ci et que hu
i,ui

= 1, puisque ui > ui+1,
que

ui − ui+1 = λ+ ci.

On appellera diagramme régulier un diagramme D = (u, c) vérifiant cette propriété:
un tel diagramme est défini par le poids c, de module k, et qui doit être compatible avec
la règle de Littlewood-Richardson pour définir un a-diagramme. Son bidegré est donné
par les formules suivantes:

p = λ r(r+1)
2 +

∑r
i=1 ici,

q = λ r(r−1)
2 +

∑r
i=1(i− 1)ci = p− rλ− k.

Il existe des diagrammes réguliers si et seulement si u1 = rλ+ k ≤ d− r.

Notons nr,d−r
p,q (SkQ⊗ (detQ)l) (respectivement nr,d−r

p,q (∧kQ⊗ (detQ)l)) la multiplicité
de la puissance extérieure de V d’exposant rl + k, dans le groupe de cohomologie
Hp,q(Gr(V ), SkQ ⊗ (detQ)l) (respectivement Hp,q(Gr(V ),∧kQ ⊗ (detQ)l)). Ces multi-
plicités sont les nombres de k11-diagrammes (respectivement de 11,k-diagrammes) réguliers
l-admissibles D = (u, c) de bidegré (p, q) (ce qui suppose que q = p − rλ − k). Sup-
posons d ≥ rl + k, condition nécessaire à l’existence de tels diagrammes, et posons
di = cr + · · ·+ ci.

• Dans le cas d’une puissance symétrique k-ième, la règle de Littlewood-Richardson
n’impose aucune condition supplémentaire sur le poids c: on doit donc simplement

déterminer le nombre de partitions de π = p− λ r(r+1)
2 de la forme (d1 = k ≥ · · · ≥

dr ≥ 0), qui n’est autre que le coefficient de xπ dans le polynôme xk[
r + k − 1
r − 1

](x).

• Dans le cas d’une puissance extérieure k-ième, les entiers c1, . . . , cr doivent être
égaux à zéro ou à un, et l’on doit donc déterminer le nombre de partitions de π de
la forme (d1 = k ≥ · · · ≥ dr ≥ 0), avec di − di+1 ≤ 1. Si l’on passe aux partitions
duales, cela revient à déterminer le nombre de partitions strictement décroissantes
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de π en k entiers au plus égaux à r, (r ≥ ek > · · · > e1 > 0): c’est-à-dire, si l’on

pose fi = ei − i, le nombre de partitions de π′ = π − k(k+1)
2 en k entiers au plus

égaux à r − k, qui n’est autre que le coefficient de xπ′
dans le polynôme de Gauss

[
r
k

](x).

Notons respectivement Φr,k,l
sym et Φr,k,l

ext les séries génératrices

Φr,k,l
sym(x, y, z) =

∑
p,q,s x

pyqzsnr,s
p,q(S

kQ⊗ (detQ)l),

Φr,k,l
ext (x, y, z) =

∑
p,q,s x

pyqzsnr,s
p,q(∧kQ⊗ (detQ)l).

La discussion qui précède permet d’aboutir aux expressions suivantes:

Φr,k,l
sym(x, y, z) =

∑
s≥rλ+k x

λ
r(r+1)

2 yλ
r(r−1)

2 −kzs(xy)k[
r + k − 1

k
](xy),

Φr,k,l
ext (x, y, z) =

∑
s≥rλ+k x

λ
r(r+1)

2 +
k(k+1)

2 yλ
r(r−1)

2 +
k(k−1)

2 zs[
r
k

](xy).

Sous une forme plus ramassée:

Proposition 2.3.5 Les séries génératrices des multiplicités des puissances extérieures
dans la cohomologie des puissances symétriques ou extérieures k-ième du fibré quotient,
tensorisées par son déterminant à la puissance l > 1, sont données respectivement par
les expressions suivantes:

(1− z)Φr,k,l
sym(x, y, z) = (xz)rλ+k(xy)λ

r(r−1)
2 [

r + k − 1
k

](xy),

(1− z)Φr,k,l
ext (x, y, z) = (xz)rλ+k(xy)λ

r(r−1)
2 +

k(k−1)
2 [

r
k

](xy).

2.3.4 Petites puissances du déterminant

Pour ce qui est des puissances du déterminant du fibré quotient, A.Lascoux a donné
des méthodes de calculs du nombre de composantes irréductibles de leurs groupes de
cohomologie de Dolbeault, qui apparaissent comme coefficients de séries rationnelles en
variables non commutatives. Ces méthodes sont détaillées dans [L3] pour la puissance
troisième du déterminant: montrons comment les méthodes de diagrammes permettent
d’en retrouver simplement les principaux résultats, et de les étendre au cas d’une puis-
sance quatrième du déterminant.

Soit D un diagramme 3-admissible, et considérons les rectangles qui dont sont formés
les coins de ce diagramme: ils sont numérotés régulièrement à partir de leur coin inférieur
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droit, qui est affublé de l’entier un, et ne doivent pas contenir l’entier trois. D’où les trois
possibilités suivantes:

Les ordres de succession possibles de ces briques élémentaires, de gauche à droite et
de bas en haut, sont tout aussi simples à déterminer et peuvent être schématisés comme
suit:

- �
��

@
@R

-�
�7

S
Sw

Un diagramme 3-admissible, qui est évidemment déterminé par ses coins, correspond
donc nécessairement à une succession

- -

a bε

avec ε = 0 ou 1. Le bidegré correspondant est donné par les formules

p = a(a+ 1) + b(b+ 1) + ab+ ε(a+ b+ 1),
q = a(a− 1) + b(b− 1) + ab+ ε(a+ b),

et la remarque 2.4c permet d’associer à ce diagramme le poids

311,r−2a−b−ε + 21r−2a−b−ε+1,r+a−b + 1r+a−b+1,r+a+2b+ε,

avec les conditions évidentes r ≥ 2a+ b+ ε et d− r = s ≥ a+ 2b+ ε.

Notons n3
r,s(p, q) le nombre de composantes irréductibles du groupe de cohomologie

Hp,q(Gr(V ), (detQ)3), où V est de dimension r+s. D’après ce qui précède, le changement
de variables ρ = r − 2a− b− ε, σ = s− a− 2b− ε mène à l’dentité∑

r,s,p,q n
3
r,s(p, q)x

pyqurvs = 1
1−u

1
1−v

∑
a,b,ε x

a(a+1)+b(b+1)+abya(a−1)+b(b−1)+ab

×u2a+bva+2b(1 + xa+b+1ya+buv).

Lascoux considère les multiplicités n3
r,s =

∑
p,q n

3
r,s(p, q), qui s’obtiennent en posant

x = y = 1 dans la formule précédente: le nombre de composantes irréductibles de
la somme H∗,∗(Gr(V

r+s), (detQ)3) est donc égal au coefficient de urvs dans la série
génératrice
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Φ3(u, v) =
1 + uv

(1− u)(1− v)(1− u2v)(1− uv2)
.

On retrouve là l’énoncé du corollaire 6.6 de [L3] (sans doute à une erreur typographique
près, puisque la série donnée par ce corollaire n’est pas symétrique en ses deux variables,
alors que la proposition 3.1.1 à venir impose cette symétrie). A.Lascoux s’intéresse
également aux multiplicités n3

r(p) =
∑

q nr,∞(p, q), où nr,∞(p, q) désigne la valeur de
nr,s(p, q) obtenue pour s assez grand (autrement dit lorsque les diagrammes considérés
sont suffisamment larges pour que l’on puisse faire abstraction de leur bord droit). Ces
multiplicités s’obtiennent en faisant y = 1 et s = 2a+ b+ ε dans la série génératrice des
multiplicités nr,s(p, q): on obtient donc, en reprenant la notation de [L3],

H(u) =
∑
p,r

n3
r(p)z

pur =
1

1− u

∑
j,k≥0

zj(j+1)+k(k+1)+jkuj+2k(1 + uzj+k+1),

ce qui constitue une version légèrement simplifiée de la proposition 6.9 de [L3].

Le même type de raisonnement s’applique sans beaucoup plus de difficultés au cas des
puissances quatrièmes du déterminant du fibré quotient. Les briques élémentaires qui
permettent de constituer les coins d’un diagramme 4-admissible sont en effet les suivantes

L’examen de leurs successions possibles permet aisément de vérifier qu’un diagramme
4-admissible est nécessairement représenté par une succession de briques élémentaires
d’un des deux types suivants:

- - - -HHHHHHj ������*

i j kε1 ε2

avec ε1, ε2 ∈ {0, 1}.
Intéressons nous simplement, pour ne pas trop alourdir les calculs, à la série généra-

trice Φ4(u, v), dont le coefficient de urvs est le nombre de composantes irréductibles de
la somme H∗,∗(Gr(V

r+s), (detQ)4). Il est facile de se rendre compte de ce que cette série
est uniquement déterminée par les conditions qui expriment le fait qu’un diagramme,
défini par les successions précédentes, a des dimensions qui n’excèdent pas r et s: r ≥
3i+2ε1 +2j + ε2 + k et s ≥ i+ ε1 +2j +2ε2 +3k dans le premier cas, r ≥ 3i+ k+ 1 et
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s ≥ i+ 3k + 1 dans le second. D’où l’expression

Φ4(u, v) =
1

1− u

1

1− v
[

∑
i,j,k,ε1,ε2

u3i+2ε1+2j+ε2+kvi+ε1+2j+2ε2+3k +
∑
i,k

u3i+k+1vi+3k+1],

soit finalement

Φ4(u, v) =
1 + uv(1 + u+ v)

(1− u)(1− v)(1− u3v)(1− u2v2)(1− uv3)
.

Ces quelques remarques n’enlèvent rien au fait que pour des puissances d’ordre
supérieur du déterminant du fibré quotient, les méthodes de diagrammes semblent moins
propices à un traitement algorithmique, que la théorie des séries rationnelles utilisée par
Lascoux.

3 Propriétés d’hérédité

Sont regroupées dans ce paragraphe différentes propriétés des groupes de cohomologie
de Dolbeault Hp,q(Gr(V ),ΓaQ ⊗ (detQ)l), qui manifestent une relative invariance de
ces groupes lorsque sont modifiés certains des paramètres impliqués. L’exemple le plus
simple en est, lorsque a = 0, l’évidente symétrie entre diagrammes l-admissibles dont
on échange les dimensions. On s’arrêtera ensuite à l’effet de l’augmentation de l’une
ou l’autre de ces dimensions, pour conclure sur l’examen des conséquences d’un ac-
croissement des écarts entre composantes successives du poids a, conséquences que l’on
rapprochera de phénomènes similaires relatifs à l’annulation de la cohomologie des fibrés
vectoriels globalement engendrés.

3.1 Cas des puissances du déterminant

On explicite ici la transformation simple qui affecte les groupes de cohomologie des puis-
sances du déterminant du fibré quotient universel, lorsqu’on échange r et d − r. On
notera Vd un espace vectoriel complexe de dimension d = r + δ.

Proposition 3.1.1 Soit µ(v) la multiplicité du poids v ∈ ZZd dans le groupe de cohomo-
logie Hp,q(Gr(Vd), (detQ)l). Alors

Hp,q(Gδ(Vd), (detQ)l) =
⊕
v∈ZZd

µ(v)Γl1−χ(v)Vd.
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Preuve: Soit u ∈ INr définissant un 0-diagramme l-admissible de dimensions r×δ: alors
u∗ définit un 0-diagramme l-admissible de dimensions δ × r, et pour les mêmes valeurs
des entiers p et q. Reste à comparer les poids associés par le théorème de Bott à ces deux
diagrammes, poids qu’on notera respectivement vr et vδ:

vr = ξ(l11,r − χ(u), u∗), vδ = ξ(l11,δ − χ(u∗), u).

D’où, successivement:

vδ = l1+ ξ(−χ(u∗), u− l11,r)
= l1+ [(−χ(u∗), u− l11,r)− c(d)]≥ + c(d)
= l1− χ[(χ(u∗), l11,r − u) + c(d)]≥ + c(d) car (−a)≥ = −χ(a≥)
= l1− χ[χ((l11,r − χ(u), u∗)− c(d))]≥ + c(d) car χ(c(d)) = (d+ 1)1− c(d)
= l1− χ[(l11,r − χ(u), u∗)− c(d)]≥ + c(d) car χ(a)≥ = a≥

vδ = l1− χ(vr).

Autrement dit, si v est un poids dominant d’une composante isotypique du groupe
de cohomologie Hp,q(Gr(Vr+δ), (detQ)l), Hp,q(Gδ(Vr+δ), (detQ)l) admet donc une com-
posante isotypique de poids supérieur l1− χ(v) de même multiplicité.

On peut également procéder directement en remarquant que Gδ(Vr+δ) ' Gr(V
∗
r+δ),

le fibré quotient sur Gδ(Vr+δ) correspondant sous cet isomorphisme au dual du fibré
tautologique sur Gr(V

∗
r+δ). ♣

3.2 Accroissement des dimensions

Dans le cas des puissances positives du déterminant du fibré quotient universel, il est clair
qu’un 0-diagramme l-admissible, avec l ≥ 0, auquel on ajoute une quantité quelconque
de lignes dans sa partie inférieure, et de colonnes à sa droite, reste l-admissible en même
bidegré, puisque les entiers figurant sur les cases ajoutées sont nécessairement strictement
négatifs ([Sn2]). On donnera de cette observation, pour la cohomologie des fibrés de poids
positif associés au fibré quotient universel, les deux généralisations suivantes.

Proposition 3.2.1 Soient a ∈ INr, l ≥ 0, et soit b ∈ ZZd un poids supérieur d’une
composante isotypique de Hp,q(Gr(Vd),Γ

aQ ⊗ (detQ)l). Alors Hp,q(Gr(Vd+δ),Γ
aQ ⊗

(detQ)l) admet, pour tout entier naturel δ, une composante isotypique de poids supérieur
b, considéré comme élément de ZZd+δ, de multiplicité au moins égale.

De plus, si p ≤ d−r, ces multiplicités sont égales, et toutes les composantes du groupe
Hp,q(Gr(Vd+δ),Γ

aQ⊗ (detQ)l) s’obtiennent de cette manière.

Preuve: Soit D = (u, c) un a-diagramme l-admissible, de dimensions r × (d − r), et
auquel le théorème de Bott associe le poids b. Alors pour tout entier naturel δ, le couple
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(u, c) définit aussi un a-diagramme l-admissible de dimensions r×(d−r+δ). Le conjugué
de u associé, disons u∗

δ , se déduit de u
∗ en lui adjoignant δ composantes nulles, et comme

ces composantes ne peuvent participer à aucune inversion dans le calcul du poids bδ

associé, celui-ci se déduit également de b en lui adjoignant δ composantes nulles: ce qui
démontre la première partie de la proposition.

De plus, lorsque p ≤ d−r, tout couple (u, c) définissant un a-diagramme l-admissible,
et de dimensions r × (d− r + δ), est tel que u∗

i = 0 si i > d− r. En conséquence, (u, c)
définit aussi un a-diagramme l-admissible, de dimensions r × d − r, et pour les mêmes
valeurs des entiers p et q associés. La seconde partie de la proposition s’ensuit. ♣

Proposition 3.2.2 Soient k ≥ 0, l ≥ 1, et soit b ∈ ZZd un poids supérieur d’une
composante isotypique de Hp,q(Gr(Vd), S

kQ ⊗ (detQ)l). Alors pour tout entier naturel
δ, le groupe de cohomologie Hp,q(Gr+δ(Vd+δ), S

kQ ⊗ (detQ)l) admet une composante
isotypique de poids bδ de multiplicité au moins égale, où

bδ = [l11,δ + Tδ(b)]
≥ ∈ ZZd+δ,

et où l’on a noté Tδ l’opérateur de translation de δ unités à droite.
De plus, si p ≤ r, les multiplicités de poids associés sont égales, et toutes les com-

posantes de Hp,q(Gr+δ(Vd+δ), S
kQ⊗ (detQ)l) s’obtiennent de cette manière.

Preuve: Soit D = (u, c) un k11-diagramme l-admissible. Notons uδ le poids u considéré
comme élément de INr+δ, et définissons un poids cδ ∈ INr+δ de la façon suivante:

cδi = ci si 0 < i < r,
cδr = min(cr, ur),
cδi = 0 si r < i < r + δ,
cδr+δ = cr − cδr.

Alors Dδ = (uδ, cδ) est encore un k11-diagramme l-admissible: en effet, il est tout d’abord
immédiat que pour tout entier i, cδi ≤ uδ

i − uδ
i+1, donc cδ est compatible avec la formule

(S) du produit tensoriel par une puissance symétrique. De plus, les δ lignes adjointes
au diagramme considéré ne font apparâıtre que des longueurs d’équerres négatives, alors
que les r − 1 premières sont restées inchangées. La ligne restante faisait apparâıtre sur
ses ur premières colonnes une succession d’entiers consécutifs compris entre 1 − cr, qui
est plus petit que 1, et ur − cr: la l-admissibilité de D implique donc que ur − cr < l, et
comme uδ

r − cδr = max(ur − cr, 0), l’entier l ne peut pas figurer non plus dans la r-ième
ligne du diagramme transformé: Dδ est donc l-admissible.

Reste à relier les poids associés b et bδ. Comme les δ+1 dernières lignes du diagramme
transformé Dδ ne participent, d’après ce qui précède, à aucune inversion dans le calcul
de bδ, et comme ses r − 1 premières lignes sont les mêmes que celles du diagramme de
départ D, les δ + 1 premières composantes de bδ sont celles de l1 − χ(uδ − cδ), alors
que ses r − 1 dernières composantes sont celles de b. Mais comme la dernière ligne du
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diagramme de départ ne peut participer à aucune inversion, la première composante de
b doit être l − ur + cr. Si cr ≤ ur, on a donc

bδ = (l, . . . , l︸ ︷︷ ︸
δ

, l − ur + cr, b2, . . . , br),

alors que si cr ≥ ur,
bδ = (l − ur + cr, l, . . . , l︸ ︷︷ ︸

δ

, b2, . . . , br),

de sorte que dans tous les cas, bδ = [l11,δ + Tδ(b)]
≥.

Enfin, lorsque p ≤ r, la seconde partie de la proposition peut être démontrée comme
pour la proposition précédente. ♣

3.3 Accroissement des écarts entre composantes

Montrons tout d’abord comment peuvent être liées les composantes des groupes de co-
homologie de puissances symétriques du fibré quotient universel d’exposants différents,
tensorisées par une même puissance de son déterminant.

Proposition 3.3.1 Soit b un poids supérieur d’une composante isotypique du groupe
de cohomologie Hp,q(Gr(V ), SkQ ⊗ (detQ)l), où l ≥ 1. Alors pour tout entier naturel
δ, le groupe Hp,q(Gr(V ), Sk+δQ ⊗ (detQ)l) admet une composante isotypique de poids
supérieur b+ δ11 de multiplicité au moins égale.

De plus, si k ≥ d−r, ces multiplicités sont égales, et toutes les composantes du groupe
de cohomologie Hp,q(Gr(V ), Sk+δQ⊗ (detQ)l) s’obtiennent de cette façon.

Preuve: Soit D = (u, c) un k11-diagramme l-admissible. Comme on l’a remarqué
à l’occasion de la proposition précédente, la condition l ≥ 1 implique que toutes les
longueurs d’équerres figurant sur la dernière ligne du diagramme considéré sont stricte-
ment inférieures à l. Si l’on pose cδ = c + δ1r, cδ est comme c compatible avec la
formule (S), et le couple (u, cδ) définit un diagramme dont les r − 1 premières lignes
sont celles du diagramme défini par (u, c), et dont les longueurs d’équerres de la dernière
ligne sont strictement inférieures à l − δ, donc a fortiori à l: ce diagramme est donc un
(k + δ)-diagramme l-admissible.

De plus, la ligne du diagramme D qui a été modifiée ne participe à aucune inversion
dans le calcul du poids associé au diagramme Dδ par le théorème de Bott: ce poids se
déduit donc du poids associé à D par simple ajout de δ11, et la première partie de la
proposition s’ensuit.

Réciproquement, considérons un (k + δ)-diagramme D = (u, c) l-admissible. Le fait
que c soit compatible avec la formule (S), c’est-à-dire que ci ≤ ui − ui+1 si 0 < i < r,
implique que c1 + · · ·+ cr−1 = k+ δ− cr ≤ u1 − ur ≤ d− r . Si cδ = c− δ1r, c

δ est donc
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positif dès que k ≥ d− r. De plus, la plus grande longueur d’équerre de la dernière ligne

du diagramme Dδ est hDδ

r,1 = ur − cr + δ ≤ u1 − k ≤ 0 < l, de sorte que ce diagramme
est un k11-diagramme l-admissible. On conclut comme pour la première partie de la
proposition. ♣

On généralisera le résultat qui précède au cas de la cohomologie des fibrés associés au
fibré quotient universel pour un poids a quelconque, en montrant que cette cohomologie
garde une certaine constance, au sens de la proposition suivante, lorsqu’on ajoute à
a un poids positif décroissant, autrement dit lorsqu’on augmente les écarts entre ses
composantes successives.

Proposition 3.3.2 Soient a ∈ INr
≥, et l ≥ 1. Soit 0 < m < r, et k ∈ INr

≥ un autre
poids décroissant, tel que h(k) ≤ m.

1. Supposons am − m ≥ 2(d − r) − l. Alors si b est un poids supérieur d’une com-
posante isotypique de Hp,q(Gr(V ),ΓaQ⊗ (detQ)l), b+ k est poids supérieur d’une
composante isotypique de Hp,q(Gr(V ),Γa+kQ ⊗ (detQ)l) de multiplicité au moins
égale.

2. Supposons de plus ai − ai+1 ≥ d − r si 1 ≤ i ≤ m: alors les multiplicités de poids
correspondants sont égales, et toutes les composantes isotypiques des groupes de
cohomologie Hp,q(Gr(V ),Γa+kQ⊗ (detQ)l) s’obtiennent de cette façon.

3. En particulier, si a vérifie les conditions qui précèdent, et si Hp,q(Gr(V ),ΓaQ ⊗
(detQ)l) = 0, alors pour tout poids k positif décroissant tel que h(k) ≤ m,

Hp,q(Gr(V ),Γa+kQ⊗ (detQ)l) = 0.

Preuve:

1. Soit D = (u, c) ∈ INr × INr un a-diagramme l-admissible , auquel le théorème
de Bott associe le poids b: il s’agit de montrer que le couple (u, c + χ(k)) définit
encore un a-diagramme l-admissible D(k), auquel le théorème de Bott associe le
poids b+ k.

• D(k) est un a-diagramme

Autrement dit, il s’agit de vérifier que Γu′+χ(c)+kQ est un facteur du produit
tensoriel Γa+kQ⊗Γu′

Q, et de multiplicité au moins égale à celle de Γu′+χ(c)Q
dans ΓaQ ⊗ Γu′

Q, où u′ = (d − r)1 − χ(u) ∈ INr. Considérons donc un
a-tableau numéroté de base u′, et notons αj(i) le nombre d’apparitions de
l’entier i dans la j-ième ligne de ce tableau, où, d’après la remarque 2.4a,
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1 ≤ i ≤ j ≤ r: on peut alors définir un a+k-tableau numéroté de même base,
dont le nombre d’apparitions de l’entier i dans la j-ième ligne est

αk
i (i) = αi(i) + ki si 1 ≤ i ≤ m,

αk
j (i) = αj(i) sinon.

k étant décroissant, le fait que le tableau numéroté de départ obéisse à la règle
de Littlewood-Richardson implique nécessairement que ce nouveau tableau y
obéisse aussi, et le poids qui lui est associé est bien c+ χ(k).

• D(k) est l-admissible

L’entier l ne peut apparâıtre parmi les longueurs d’équerres des r−m premières
lignes de D(k), puisque ces lignes sont les mêmes que celles de D. Il suffira
donc, pour conclure, de vérifier que toutes les longueurs d’équerres figurant
sur les m dernières lignes de D sont strictement inférieures à l, c’est-à-dire que
hD
r−m+1,1 < l: il en sera a fortiori de même pour le diagramme D(k). Or cet

entier vérifie
hD
r−m+1,1 ≤ ur−m+1 +m− 1− cr−m+1,

avec cr−m+1 = αm(1) + · · · + αm(m). Or la règle de Littlewood-Richardson
implique, d’après la remarque 2.4c, que αm(m) soit au moins égal à am−d+r.
En conséquence de quoi hD

r−m+1,1 < l dès que am est supérieur à 2(d−r)+m−l.

• calcul du poids associé

Reste à vérifier que le poids associé au diagramme D(k) est bien b+ k. Mais
c’est une conséquence immédiate du fait que les m dernières lignes de ce
diagramme ne peuvent participer à aucune inversion dans le calcul du poids
associé.

2. Réciproquement, on doit montrer que si D = (u, c) est un (a + k)-diagramme l-
admissible, alors D(−k) = (u, c− χ(k)) est un a-diagramme l-admissible. D’après
ce qui précède, il suffit de vérifier que si l’on considère un (a+ k)-tableau de base
u′, et de poids total u′ + χ(c) = u′ + c′, et dont αj(i) est le nombre d’apparitions
de l’entier i sur la j-ième ligne, alors le tableau de base u′ défini par

αk
i (i) = αi(i)− ki si 1 ≤ i ≤ m,

αk
j (i) = αj(i) sinon,

et par la condition (A) de la règle de Littlewood-Richardson, est un a-tableau de
poids total u′ + c′ − k. Il suffit pour cela de vérifier qu’il obéit aux trois autres
conditions de cette règle (notons que d’après la remarque 2.4c, αk

i (i) ≥ ai − u′
1 ≥

ai−1 + d− r − u′
1 ≥ 0).

(B) Aucune colonne ne doit contenir deux fois le même entier: c’est par hypothèse
le cas pour le tableau associé à D, donc a fortiori pour le tableau qu’on a
associé à D(−k).
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(C) Le tableau associé à D devant vérifier cette condition, il suffit, pour s’assurer
qu’il en est de même pour le diagramme transformé, de prouver la décroissance
du poids total associé. Autrement dit, il s’agit de vérifier que pour tout entier
1 ≤ i ≤ m,

u′
i + αi(1) + · · ·+ αi(i)− ki ≥ u′

i+1 + αi+1(1) + · · ·+ αi+1(i+ 1)− ki+1.

Or d’après la remarque 2.4b,

u′
i + αi(1) + · · ·+ αi(i) ≥ ai + ki,

ai + ki étant le nombre total d’entiers i du tableau de départ. D’autre part,
d’après la remarque 2.4c,

u′
i+1 + αi+1(1) + · · ·+ αi+1(i) ≤ u′

1 ≤ d− r,

et comme αi+1(i + 1) ≤ ai+1 + ki+1, la condition de décroissance est vérifiée
dès que ai − ai+1 ≥ d− r pour 1 ≤ i ≤ m.

(D) D’après la remarque 2.4d, et sachant que le tableau associé à D doit la vérifier,
cette condition est équivalente aux inégalités

αj−1(j − 1) + · · ·+ αi−1(j − 1)− kj−1 ≥ αj(j) + · · ·+ αi(j)− kj ,

pour j ≤ i et j ≤ m + 1. Or le membre de gauche de cette inégalité est
supérieur à αj−1(j − 1)− kj−1, donc à aj−1 − d+ r d’après la remarque 2.4c,
alors que son membre de droite est clairement inférieur à aj , et l’hypothèse
aj−1 − aj ≥ d− r permet encore de conclure.

3. est une conséquence immédiate de 2. ♣

La proposition 3.3.1 est à rapprocher d’un résultat de Peternell, Le Potier et Schnei-
der ([PLPS1]), selon lequel l’annulation de certains groupes de cohomologie des puis-
sances symétriques d’exposant petit d’un fibré vectoriel globalement engendré implique
l’annulation des mêmes groupes de cohomologie pour toutes ses puissances symétriques.
Plus précisément, si E est un fibré vectoriel holomorphe globalement engendré sur une
variété complexe compacte X de dimension n, si le fibré F est tel que

Hq(X,SkE ⊗ F ) = 0 si q ≥ n− k0, 0 ≤ k ≤ k0,

alors il en est de même pour q ≥ n− k0 et pour tout entier k.
Il est facile de généraliser ce résultat à des fibrés de poids positifs quelconques as-

sociés à un fibré globalement engendré: l’annulation de certains de leurs groupes de
cohomologie pour des poids dont les écarts entre composantes successives sont inférieurs
à des valeurs données, implique l’annulation des mêmes groupes pour les poids d’écarts

60



entre composantes successives supérieurs. Pour simplifier, on démontrera ce résultat,
qui est à rapprocher de la proposition 3.3.2, seulement pour des poids n’ayant que deux
composantes non nulles. Si a ∈ INr, on notera δi(a) = ai − ai+1.

Proposition 3.3.3 Soit k0 un entier naturel, et a ∈ INr
≥ tel que h(a) = 2 et a1 ≥ r+k0.

Considérons un fibré vectoriel E de rang r globalement engendré sur une variété complexe
compacte X de dimension n, et F un fibré tel que

Hq(X,ΓbE ⊗ F ) = 0 si q ≥ n− k0

pour tout poids b ∈ INr
≥ distinct de a tel que h(b) ≤ 2 et δi(b) ≤ δi(a), i = 1, 2. Alors

Hq(X,ΓaE ⊗ F ) = 0 si q ≥ n− k0.

Preuve: Soit Y = M1,2(E) la variété des drapeaux de E constitués de sous-espaces de
codimension 1 et 2, π sa projection naturelle sur X, et N = 2r− 3 sa dimension relative.
Si l’on note respectivement u1 et u2 les poids positifs décroissants 11 et 11,2, les fibrés en
droites canoniques Qu1 et Qu2 sur Y sont globalement engendrés: si p1 et p2 sont deux
entiers naturels, le fibré Q = p1Q

u1 ⊕ p2Q
u2 admet donc une section dont le lieu Z des

zéros, s’il n’est pas vide, est de codimension p1 + p2. Considérons le complexe de Koszul
associé à cette section, tensorisé par Qa = Qδ1u1+δ2u2 :

0 → Q(δ1−p1)u1+(δ2−p2)u2 → · · · →
⊕

j1+j2=j C
j1
p1
Cj2

p2
Q(δ1−j1)u1+(δ2−j2)u2 → · · ·

· · · → p1Q
(δ1−1)u1 ⊕ p2Q

(δ2−1)u2 → Qa → OZ ⊗Qa → 0.

Pour que le fibré Q(δ1−j1)u1+(δ2−j2)u2 n’ait pas de cohomologie relative en degré q > 0, il
suffit d’après le théorème de Bott que soient vérifiées les conditions

δ1 − j1 ≥ −1, δ2 − j2 ≥ −r + 2, δ1 − j1 + δ2 − j2 ≥ −r + 1.

En conséquence, dès que δ1 ≥ p1 − 1 et δ2 + r − 2 ≥ p2, on aura

Cj1
p1
Cj2

p2
Rq

π∗
Q(δ1−j1)u1+(δ2−j2)u2 = 0 si q > 0.

Dans ces conditions, l’image par π de la suite exacte précédente est exacte sur X:

0 → Γ(δ1−p1)u1+(δ2−p2)u2E → · · · →
⊕

j1+j2=j C
j1
p1
Cj2

p2
Γ(δ1−j1)u1+(δ2−j2)u2E → · · ·

· · · → ΓaE → π∗(OZ ⊗Qa) → 0.

Par hypothèse, Hq(X,Γ(δ1−j1)u1+(δ2−j2)u2E ⊗ F ) = 0 si q ≥ n− k0 et j1 + j2 > 0, et la
suite exacte précédente, tensorisée par F , implique alors que si q ≥ n− k0,

Hq(X,ΓaE ⊗ F ) = Hq(X,π∗(OZ ⊗Qa)⊗ F ).

Mais le support de π∗(OZ ⊗ Qa) est de dimension au plus égale à n + N − p1 − p2,
qui pour p1 = δ1 + 1 et p2 = δ2 + r − 2 est strictement inférieur à n − k0, puisque
δ1 + δ2 = a1 ≥ k0 + r: donc

Hq(X,ΓaE ⊗ F ) = 0 si q ≥ n− k0,

ce qui conclut cette démonstration. ♣
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Introduction

Dans cette dernière partie, nous montrons comment les techniques d’analyse
“à la Hörmander” peuvenr aller au-delà des résultats géométriques que permettent
d’obtenir les théorèmes d’annulation auxquels nous nous sommes jusqu’ici consacrés.

En l’occurence, il s’agit de prolonger, à partir d’une sous-variété, les sections d’un
fibré en droites, à une variété par exemple projective. On sait qu’un tel prolongement
est possible si ce fibré en droites est suffisamment positif. Lorsque la sous-variété
considérée est le lieu des zéros d’une section d’un fibré vectoriel hermitien, nous en
donnons des conditions effectives, soit d’amplitude, soit de courbure.
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1 Introduction et résultats

1.1 Le théorème principal

Le problème du prolongement de fonctions holomorphes avec contrôle de croissance,
d’une sous-variété d’une variété complexe, à cette variété tout entière, a donné lieu
depuis une dizaine d’années à un certain nombre de travaux dont la plupart des
résultats semblent pouvoir être étendus très naturellement aux cas où ce sont des
sections holomorphes de fibrés hermitiens, possédant éventuellement certaines pro-
priétés de positivité, que l’on cherche à prolonger. Nous donnons ici, en particulier,
une généralisation en codimension quelconque d’un théorème dû, dans un cas très
particulier, à Ohsawa et Takegoshi ([O-T]), généralisation qui peut être énoncée de
la façon suivante:

Théorème 1 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré de rang d

sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse à la section nulle,

et

Y = {x ∈ X, s(x) = 0,∧dds(x) 6= 0}.

Soit π : IP (E) −→ X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E: s

définit à la fois une section de IP (E) au-dessus de X\s−1(0), et une section, que

l’on notera σ, de l’image réciproque sur X\s−1(0) du fibré en droites tautologique

OE∗(−1) sur IP (E).
On suppose OE∗(−1) muni d’une métrique hermitienne, et X d’une (1, 1)-forme

positive fermée Ω telle que

π∗Ω ≥ ic(OE∗(−1)) sur IP (E).

Soit alors L un fibré en droites hermitien sur X tel qu’il existe un réel strictement

positif α pour lequel
1

d
π∗ic(L) ≥ απ∗Ω+ ic(OE∗(−1)).

Supposons de plus E muni d’une métrique hermitienne telle que |s| ≤ κ|σ|, où κ est

un réel strictement positif, et munissons L ⊗ (detE)−1 de la métrique hermitienne

associée.

Alors pour toute fonction ξ plurisousharmonique sur X, tout réel strictement

positif β et toute section holomorphe g sur Y de KY ⊗ L⊗ (detE)−1 telle que

i(n−d)2
∫

Y
e−ξ{g, g} < +∞,

il existe une section holomorphe G sur X de KX ⊗L, telle que G|Y = g ∧ (∧dds), et

in
2

∫

X

e−ξ{G,G}

|σ|2d−2(1 + |σ|2)1+β
≤ Mi(n−d)2

∫

Y
e−ξ{g, g},

où M est une constante numérique ne dépendant que de d, α, β et κ.
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Remarque 1: Etant donné un fibré holomorphe hermitien E sur une variété de
Stein X, il existe toujours une (1, 1)-forme positive fermée Ω sur X telle que sur
IP (E),

π∗Ω ≥ ic(OE∗(−1)),

à condition bien sûr de supposer que la métrique hermitienne considérée surOE∗(−1)
admette une courbure négative sur les fibres de π, ce que l’on peut toujours faire.
En effet, sous cette condition, soit φ une fonction strictement plurisousharmonique
exhaustive sur X, et χ une fonction convexe croissante sur IR+. Alors Ω = id′d′′(χ ◦
φ) convient si χ est suffisamment croissante. Plus précisément, si Xn = φ−1([0, n[),
Xn+1\Xn est compact par hypothèse, donc il existe des réels mn, n ∈ IN , tels que

ic(OE∗(−1)) ≤ mnπ
∗id′d′′φ sur Xn+1\Xn,

et comme id′d′′(χ ◦ φ) = i(χ′′ ◦ φ)d′φ∧ d′′φ+ i(χ′ ◦ φ)d′d′′φ ≥ i(χ′ ◦ φ)d′d′′φ, il suffit
de supposer que pour tout entier n, χ′(n) ≥ mn, ce qui est toujours possible.

De la même façon, étant donnée une section g sur Y de KY ⊗ L ⊗ (detE)−1,
on peut munir L d’une métrique dont la courbure vérifie l’hypothèse de l’énoncé
précédent, et pour laquelle g soit intégrable sur Y relativement au poids e−ξ.

Remarque 2: Le résultat précédent s’étend directement au cas des formes différentielles
D′′-fermées de bidegré (0, q): si X est munie d’une métrique kählérienne ω, on ob-
tient les estimations L2 suivantes, qui ne sont cependant plus intrinsèques:

∫

X

e−ξ|G|2dVX

|σ|2d−2(1 + |σ|2)1+β
≤ M

∫

Y
e−ξ|g|2dVY ,

où dVX et dVY désignent les éléments de volume kählériens de X et Y . On ob-
tiendrait ainsi des résultats d’extension pour les q-formes D′′-fermées en degré q ≥ 0
quelconque.

On a noté { , } l’accouplement sesquilinéaire naturellement défini sur les formes
à valeurs dans un fibré en droites hermitien L, et à valeurs dans les formes scalaires,
de la façon suivante: soit U un ouvert de trivialisation de L, et λ une section de
L ne s’annulant pas sur U ; si σ̃ et τ̃ sont des formes à valeurs dans L, qui sur U

s’écrivent
σ̃ = σ ⊗ λ et τ̃ = τ ⊗ λ,

alors {σ̃, τ̃}|U = |λ|2σ ∧ τ .

Rappelons également que la connexion de Chern D de L est l’unique connexion
dont la partie de type (0, 1) s’identifie sur toute trivialisation holomorphe de L à
l’opérateur d′′, et hermitienne, c’est-à-dire telle que pour toutes formes σ̃ et τ̃ à
valeurs dans L,

d{σ̃, τ̃} = {Dσ̃, τ̃}+ (−1)degσ̃{σ̃,Dτ̃}.
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1.2 Cas d’une variété projective

Soit NY le fibré normal à Y , que définit la suite exacte

0 → TY → TX|Y → NY → 0,

et considérons la suite exacte duale tensorisée par E

0 → NY ∗ ⊗ E|Y → T ∗X ⊗ E|Y → T ∗Y ⊗ E|Y → 0.

La différentielle ds est une section de T ∗X ⊗E|Y qui, s étant nulle sur Y , s’identifie
en fait à une section de NY ∗ ⊗E|Y : la supposer de rang d implique qu’elle définisse

un isomorphisme des fibrés NY et E|Y . De plus, ∧dds apparâıt comme une section

holomorphe sur Y du fibré en droites (detE) ⊗ (detNY )−1 = KX ⊗ K−1
Y ⊗ detE.

Si g est une section holomorphe sur Y d’un fibré en droites hermitien L, et si s est
partout transverse à la section nulle, il existe donc une unique section holomorphe
g̃ sur Y du fibré KY ⊗ L⊗K−1

X ⊗ (detE)−1 telle que g = g̃ ⊗ ∧dds.
En utilisant la propriété classique du complémentaire d’un diviseur ample d’une

variété projective, d’être une variété de Stein, on peut ainsi obtenir, pour une variété
projective, la surjectivité des morphismes de restriction des sections d’un fibré en
droites à une sous-variété définie par une section d’un fibré holomorphe partout
transverse à la section nulle, sous des hypothèses de courbure que nous affaiblirons
en une hypothèse purement algébrique:

Corollaire 1 Soient X une variété projective, E un fibré holomorphe de rang d

sur X, s une section holomorphe de E partout transverse à la section nulle, et

Y = s−1(0). Soit π : IP (E) → X le fibré des droites de E, OE∗(−1) le fibré en

droites tautologique sur IP (E), et OE∗(d) la d-ième puissance tensorielle de son

dual.

Alors si L est un fibré en droites holomorphe sur X tel que π∗(L⊗K∗
X)⊗OE∗(d)

soit ample sur IP (E), le morphisme de restriction Hq(X,L) → Hq(Y,L) est surjectif
pour tout entier q ≥ 0.

Preuve: Suposons X et L munis de métriques hermitiennes, et munissons OE∗(d)
d’une métrique telle que pour la métrique associée, π∗(L⊗K∗

X) ⊗OE∗(d) admette
une courbure strictement positive.

Soit X ′ le complémentaire dans X d’un diviseur ample: si t est une section
holomorphe sur X du fibré en droites ample associé à ce diviseur, − log |t| est une
fonction strictement plurisousharmonique exhaustive surX ′, qui est donc une variété
de Stein.
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Soit H est un fibré en droites ample sur X, muni d’une métrique hermitienne de
courbure strictement positive: l’hypothèse faite sur OE∗(d) implique que la courbure
de OE∗(−1) est négative sur les fibres de π, donc qu’il existe un entier positif k tel
que

π∗(kic(H)) ≥ ic(OE∗(−1)).

Comme π∗ic(L⊗K∗
X) + ic(OE∗(d)) est strictement positive sur IP (E), qui est com-

pact, il existe un réel α > 0 tel que

1

d
π∗ic(L⊗K∗

X) ≥ απ∗(kic(H)) + ic(OE∗(−1)).

On peut donc appliquer sur X ′ le théorème 1, et toute (0, q)-forme D′′-fermée sur
Y ∩X ′ à valeurs dans L se prolonge àX ′, avec estimations L2. Enfin, le prolongement
obtenu étant D′′-fermé et localement L2 en dehors d’un sous ensemble analytique
de X, en l’occurence X −X ′, se prolonge lui même en une forme D′′-fermée sur X
tout entière ([De1], lemme 6.9).

Remarque 3: Lorsque E est nef (au sens où le fibré en droites OE(1) sur IP (E∗) est
numériquement effectif), on peut également, pour q > 0, démontrer la surjectivité
du morphisme Hq(X,L) → Hq(Y,L) au moyen du complexe de Koszul associé à s:

0 → ∧dE∗ → · · · → E∗ → OX → i∗OY → 0,

où i est l’injection de Y dans X. Si l’on note S1, . . . , Sd−1 les faisceaux noyaux des
morphismes de ce complexe tensorisé par L, celui-ci se réduit aux suites exactes
courtes

0 → S1 → OX ⊗ L → i∗OY ⊗ L → 0,
0 → Si+1 → ∧iE∗ ⊗ L → Si → 0, 1 ≤ i ≤ d− 2,
0 → ∧dE∗ ⊗ L → ∧d−1E∗ ⊗ L → Sr−1 → 0.

Il suffit, pour établir la surjectivité du morphisme de restrictionHq(X,L) → Hq(Y,L),
de vérifier queHq+1(X,S1) = 0. Mais l’hypothèse selon laquelle π∗(L⊗K∗

X)⊗OE∗(d)
est ample sur IP (E) implique que L = L⊗K∗

X ⊗ (detE)−1 est lui-même ample sur
X. Si E est nef, une légère variante d’un théorème de Le Potier ([LP]) donne

Hk(X,∧iE∗ ⊗ L) = Hn,k(X,∧d−iE ⊗ L) = 0

si k > i. Il s’ensuit que Hk(X,Si) = Hk+1(X,Si+1) si k > i, donc, par une
récurrence immédiate, que Hq+1(X,S1) = 0 si q > 0.

Cependant, la surjectivité du morphisme de restriction en degré zéro ne semble
pas pouvoir être démontrée de cette manière; notons que le résultat de Le Potier est
optimal: si X est l’espace projectif d’un espace vectoriel complexe V de dimension
n + 1, E le fibré quotient sur X, de rang d = n, alors E est nef puisque quotient
d’un fibré trivial, son fibré déterminant est ample, et l’on peut vérifier que

Hn,n−k(X,∧kE ⊗ (detE)k) = (detV )k 6= 0.
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Le groupe H1(X,S1) peut donc a priori ne pas s’annuler, le corollaire précédent
impliquant cependantque l’image par l’homomorphisme cobord de H0(Y,L) dans ce
groupe est nulle.

Le théorème qui précède sera démontré en trois temps: on établit d’abord pour
les sections d’un fibré hermitien sur une variété kählérienne des estimations proches
de celles qui permettent d’obtenir des théorèmes d’existence de prolongements L2;
on munit ensuite les ensembles de sous-niveaux de X relatifs à une fonction exhaus-
tive strictement plurisousharmonique donnée, de métriques kählériennes complètes;
on montre enfin que les hypothèses faites sur les fibrés impliqués permettent, sur
ces ensembles de sous-niveau, de ramener les estimations précédentes à celles qui
impliquent effectivement l’existence de prolongements.

Je tiens, enfin, à remercier Jean Pierre Demailly de m’avoir proposé ce travail,
et pour ses remarques toujours très pertinentes.

2 Preuve du théorème principal

2.1 Une estimation générale

L’objet de ce paragraphe est de donner une version adéquate, pour un fibré hermi-
tien, des estimées de Donnelly-Fefferman-Xavier ([D-F],[D-X]), telles qu’elles ont été
utilisées par Ohsawa et Takegoshi ([O-T]): les méthodes de ces derniers auteurs se
transposent ici directement.

Lemme 1 Soit F un fibré en droites hermitien sur une variété X munie d’une

métrique kählérienne, soit φ ∈ C∞(X, IR); on munit l’espace des formes à support

compact Cn,q
c (X,F ) du produit hermitien

(u, v)φ =

∫

X
e−φ{u, ∗v},

où ∗ est l’opérateur de Hodge relatif à la métrique considérée sur X. On suppose

données sur X des fonctions η ∈ C∞(X, IR+∗) et γ ∈ C0(X, IR) telles que

∀x ∈ X, γ(x) ≥ max(|d′′η(x)|, η
1

2 (x)).

Alors ∀u ∈ Cn,q
c (X,F ),

2(||γδ′′φu||
2
φ + ||γD′′u||2φ) ≥ (η[ic(F ) + id′d′′φ,Λ]u, u)φ

−([id′d′′η,Λ]u, u)φ − ||u||2φ,

où δ
′′

φ est l’adjoint formel de D′′ pour le produit hermitien défini ci-dessus.
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Preuve: Si l’on multiplie la métrique de F par e−φ, le fibré hermitien Fφ obtenu
admet pour courbure

ic(Fφ) = ic(F ) + id′d′′φ,

ce qui permet de se ramener au cas où φ = 0. Soient alors δ′ et δ′′ les adjoints
formels des opérateurs d′ et d′′ pour le produit hermitien ( , )0 défini sur les formes
à valeurs dans F . Les opérateurs de Laplace-Beltrami

∆
′′

= D′′δ′′ + δ′′D′′,

∆′ = D′δ′ + δ′D′,

sont liés par la relation de Bochner-Kodaira-Nakano

∆
′′

−∆′ = [ic(F ),Λ]. (1)

On effectue alors les transformations suivantes:

D′′ηδ′′ + δ′′ηD′′ = [D′′, η]δ′′ + η[D′′, δ′′] + [δ′′, η]D′′

= (d′′η)δ′′ + η∆
′′

− (d′′η)∗D′′, (2)

D′ηδ′ + δ′ηD′ = [D′, η]δ′ + η[D′, δ′] + [δ′, η]D′,

= (d′η)δ′ + η∆′ − (d′η)∗D′. (3)

En soustrayant ces égalités, et en tenant compte de l’identité (1), on obtient

D′′ηδ′′ + δ′′ηD′′ −D′ηδ′ − δ′ηD′

= η[ic(F ),Λ] + (d′′η)δ′′ + (d′η)∗D′ − (d′′η)∗D′′ − (d′η)δ′. (4)

De plus, l’identité de Jacobi permet d’écrire

[D′′, [d′η,Λ]] − [d′η, [Λ,D′′]] + [Λ, [D′′, d′η]] = 0, (5)

c’est-à-dire

−[D′′, (d′′η)∗] = −[id′d′′η,Λ] + [δ′, d′η]. (6)

Si u ∈ Cn,q
c (X,F ), (d′η)u = 0, et (6) implique que

((d′η)δ′u, u) = ([id′d′′η,Λ]u, u) − (D′′u, (d′′η)u)− (u, (d′′η)δ′′u). (7)

Appliquons à présent l’identité (4) à la forme u, en remarquant par exemple que

(D′′ηδ′′u, u) = ||η
1

2 δ′′u||2,
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et que D′u = 0 pour des raisons de dimension: il vient

||η
1

2 δ′′u||2 + ||η
1

2D′′u||2 − ||η
1

2 δ′u||2 = (η[ic(F ),Λ]u, u) + ((d′′η)δ′′u, u)

−(D′′u, (d′′η)u)− ((d′η)δ′u, u), (8)

donc d’après (7),

||η
1

2 δ′′u||2 + ||η
1

2D′′u||2 ≥ (η[ic(F ),Λ]u, u) − ([id′d′′η,Λ]u, u)

+((d′′η)δ′′u, u) + (u, (d′′η)δ′′u). (9)

De plus il est clair que la somme des deux derniers termes de l’inégalité qui précède,
à savoir 2Re((d′′η)δ′′u, u), est en valeur absolue majorée par 2||(d′′η)δ′′u|| × ||u|| ≤

||(d′′η)δ′′u||2 + ||u||2. Si γ majore à la fois η
1

2 et |d′′η|, on déduit donc finalement de
(9) l’estimation

(η[ic(F ),Λ]u, u) − ([id′d′′η,Λ]u, u)

≤ ||η
1

2 δ′′u||2 + ||η
1

2D′′u||2 + ||(d′′η)δ′′u||2 + ||u||2

≤ 2(||γδ′′u||2 + ||γD′′u||2) + ||u||2, (10)

ce qui n’est autre que l’inégalité annoncée.

2.2 Un prolongement C∞

La variété X étant de Stein, il existe une fonction φ régulière, exhaustive, strictement
plurisousharmonique sur X telle que les ensembles de sous-niveaux

Xc = {x ∈ X,φ(x) < c},

soient relativement compacts dans X. Remarquons de plus, comme Ohsawa et
Takegoshi, que l’on peut supposer que Y = s−1(0), autrement dit que ∧dds ne
s’annule pas sur Y , quitte à se placer dans le complémentaire d’une hypersurface H
contenant le lieu des zéros de ∧dds, et à effectuer ensuite un prolongement à travers
H comme au corollaire 1, ce que les estimations L2 permettent de faire.

Soit π : IP (E) −→ X le fibré en espaces projectifs des droites du fibré E. La
section s définit au dessus de X\Y une section de ce fibré, dont l’image Σ a pour
adhérence Σ ∪ π−1(Y ), ainsi qu’une section de la restriction à Σ du fibré en droites
tautologique OE∗(−1). On notera σ̂ cette restriction, de sorte que si y ∈ Σ,

σ̂(y) = (y, s ◦ π(y)) ∈ OE∗(−1)y ,

et l’on notera σ = s∗σ̂ son image réciproque sur X\Y .

Soit alors χ une fonction décroissante de classe C∞ de IR+ dans IR, telle que
χ = 1 sur [0, 12 ], χ = 0 sur [1,+∞[, et |χ′| ≤ 3. La variété X étant de Stein, la
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section g∧ (∧dds) de KX ⊗L sur Y admet un prolongement holomorphe G à X tout
entière, et l’on posera

Gǫ = χ(ǫ−2|σ|2)G ∈ C∞
n,0(X\Y,L),

vǫ = D′′Gǫ = ǫ−2χ′(ǫ−2|σ|2){σ,Dσ} ∧G ∈ C∞
n,1(X\Y,L),

où l’on a noté D la connexion de Chern associée sur X\Y à la métrique hermitienne
donnée sur OE∗(−1).

2.3 Une métrique kählérienne complète sur Xc\Y

Pour être en mesure d’utiliser la théorie de Hodge L2, nous aurons besoin de disposer
sur Xc\Y d’une métrique kählérienne complète, qui sera donnée par une expression
de la forme

ωδ,γ = id′d′′[−δ log(c− φ) + γρ(log |σ|2) + β log(1 + |σ|2)] + βΩ,

où δ et γ sont des réels strictement positifs, et ρ une fonction de classe C∞ convexe
et croissante sur IR.

Lemme 2 Si π∗Ω ≤ ic(OE∗(−1)) sur IP (E), on peut choisir la fonction ρ de telle

sorte que lorsque 0 < γ ≤ δ, ωδ,γ définisse une métrique kählerienne complète sur

Xc\Y , avec

|{Dσ, σ}|δ,γ ≤ β− 1

2 |σ|(1 + |σ|2). (11)

Preuve:
• ωδ,γ définit une métrique kählérienne

En effet, la connexion de Chern D de s∗OE∗(−1) étant hermitienne, l’identité
de Schwarz

i{σ, σ}{Dσ,Dσ} ≥ i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}

implique la minoration

id′d′′ log(1 + |σ|2) = (1 + |σ|2)−1i({Dσ,Dσ} − {is∗c(OE∗(−1))σ, σ})

−(1 + |σ|2)−2i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}

≥ |σ|−2(1 + |σ|2)−2i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}

−(1 + |σ|2)−1{is∗c(OE∗(−1))σ, σ}, (12)

de sorte que l’inégalité π∗Ω ≤ ic(OE∗(−1)) implique que sur X\Y ,

Ω + id′d′′ log(1 + |σ|2) ≥ 0. (13)
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Si µ = log |σ|2, on aura de plus, ρ étant supposée convexe,

id′d′′(ρ ◦ µ) = (ρ′ ◦ µ)id′d′′µ+ (ρ′′ ◦ µ)id′µ ∧ d′′µ ≥ (ρ′ ◦ µ)id′d′′µ. (14)

D’après l’équation de Lelong-Poincaré,

id′d′′µ+ is∗c(OE∗(−1)) = 0 sur X\Y ;

φ étant strictement plurisousharmonique, et Xc relativement compact dans X, il
existe donc un réel mc > 0 tel que id′d′′µ ≥ −mcid

′d′′φ sur Xc\Y . Mais alors, si c0
est la valeur minimale de φ sur X,

id′d′′ log(c− φ) ≥ i(c− c0)
−1id′d′′φ, (15)

et d’après (13), (14) et (15),

ωδ,γ ≥ [δ(c − c0)
−1 − γmc||ρ

′||∞]id′d′′φ. (16)

Si 0 < γ ≤ δ, il suffit donc, φ étant strictement plurisousharmonique, que soit vérifiée
l’inégalité ||ρ′||∞ < m−1

c (c − c0)
−1 = M−1

c pour que ωδ,γ définisse une métrique
kählérienne sur Xc\Y . (12) implique alors que

ωδ,γ ≥ β|σ|−2(1 + |σ|2)2i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}, (17)

d’où l’estimation (11).

• ωδ,γ définit une métrique complète

Dans les conditions précédentes, (13) et (14) impliquent que

ωδ,γ ≥ δ(c − φ)−2id′φ ∧ d′′φ+ γ(ρ′′ ◦ µ)id′µ ∧ d′′µ

≥ δid′(c− φ)−1 ∧ d′′(c− φ)−1 + γid′(τ ◦ µ) ∧ d′′(τ ◦ µ),

où τ(t) =
∫ t
0

√

ρ′′(u)du. Comme (c−φ)−1 tend vers l’infini à la frontière de Xc, ωδ,γ

est complète au voisinage de cette frontière. Pour qu’elle le soit également le long
de Y , il suffit que τ ◦ µ tende vers l’infini le long de Y , c’est-à-dire que

∫ 0

−∞

√

ρ′′(u)du = +∞.

On pourra, par exemple, poser

ρ(u) =
1

3Mc
(u− log |u|) si u ≤ −1.
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2.4 Fonctions auxiliaires

Introduisons à présent une fonction convexe croissante λ ∈ C∞(IR), telle que

λ(t) =

{

0 si t ≤ 0
t− 1 si t ≥ 2,

et λ′′ ≤ 2
3 . Si µǫ est un réel strictement positif, on définit une fonction ηǫ ∈

C∞(X\Y, IR+∗) en posant

ηǫ(x) = µǫ + λ(− log(|σ(x)|2 + ǫ2)).

D’après les hypothèses faites sur λ, on a ηǫ(x) = µǫ si |σ(x)| ≥ 1, et comme

d′′ηǫ = −λ′(− log(|σ|2 + ǫ2))(|σ|2 + ǫ2)−1{σ,Dσ}, (18)

l’inégalité (11) implique que

(|σ|2 + ǫ2)|d′′ηǫ|δ,γ ≤ β− 1

2λ′(− log(|σ|2 + ǫ2))
|σ|

(|σ|2 + ǫ2)
1

2

(1 + |σ|2) ≤ 2β− 1

2 . (19)

De plus, ηǫ ≤ µǫ + 1 si |σ|2 + ǫ2 ≥ e−2, alors que si |σ|2 + ǫ2 ≤ e−2,

(|σ|2 + ǫ2)ηǫ ≤ max
0≤τ≤e−2

τ(µǫ − log τ − 1) = e−2(µǫ + 1). (20)

Si l’on définit la fonction γǫ ∈ C0(X\Y, IR) par

γǫ = max[(µǫ + 1)
1

2 , θǫ(|σ|
2 + ǫ2)−

1

2 ], (21)

avec θǫ = max(2β− 1

2 , e−1(µǫ + 1)
1

2 ), les inégalités (19) et (20) impliquent que

γǫ ≥ max(|d′′ηǫ|δ,γ , η
1

2
ǫ ), (22)

ce qui permettra d’utiliser le lemme 1. Il sera de plus utile de remarquer que

|σγǫ|
2

1 + |σ|2
= max[

|σ|2

1 + |σ|2
(µǫ + 1),

|σ|2

|σ|2 + ǫ2
θ2ǫ

1 + |σ|2
]

est majoré par θ′ǫ = max(θ2ǫ , µǫ + 1) = max(4β−1, µǫ + 1).

2.5 Conclusion

Soit ξ ∈ C∞(X, IR) une fonction plurisousharmonique, et posons

φδ,γ = ξ + log |σ|2d − δ log(c− φ) + γ ρ(log |σ|2) + β log(1 + |σ|2).
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Cette fonction φδ,γ est de classe C∞ sur Xc\Y , et

id′d′′φδ,γ = ωδ,γ + id′d′′ξ + id′d′′ log |σ|2d − βΩ. (23)

Le lemme 2 et l’inégalité (22) permettent d’appliquer le lemme 1 au fibré hermitien
F = L sur la variété Xc\Y munie de la métrique kählérienne ωδ,γ, pour les fonctions
φ = φδ,γ , γ = γǫ et η = ηǫ: pour toute forme à support compact u ∈ C∞

n,1(Xc\Y,L),

2(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
) ≥

([ηǫ(ic(L) + id′d′′φδ,γ ,Λδ,γ ]u, u)φδ,γ
− ([id′d′′ηǫ,Λδ,γ ]u, u)φδ,γ

− ||u||2φδ,γ
,

donc en vertu de (23), et du fait que sur les formes de bidegré (n, 1), [ωδ,γ ,Λδ,γ ] = Id,

2(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
) ≥

((ηǫ − 1)u, u)φδ,γ
− ([id′d′′ηǫ,Λδ,γ ]u, u)φδ,γ

+([ηǫ(ic(L) + id′d′′ξ − βΩ+ id′d′′ log |σ|2d),Λδ,γ ]u, u)φδ,γ
. (24)

Commençons par estimer le second terme du membre de droite de cette inégalité.
En appliquant l’opérateur id′ à l’identité (18), et en posant τ = |σ|2 + ǫ2, on obtient
l’expression

id′d′′ηǫ = [λ′(− log τ) + λ′′(− log τ)]τ
1

2 i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}
−λ′(− log τ)τ−1i({Dσ,Dσ} + {σ, s∗c(OE∗(−1))σ}),

ce dont l’identité de Schwarz i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ} ≤ (τ − ǫ2)i{Dσ,Dσ} permet de
déduire, λ étant croissante, que

id′d′′ηǫ ≤ τ−2[−ǫ−2(τ − ǫ2)−1λ′(− log τ) + λ′′(− log τ)]i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}
+τ−1λ′(− log τ){is∗c(OE∗(−1))σ, σ}.

Les propriétés de la fonction λ vont nous permettre d’estimer chacun des termes du
membre de droite de cete inégalité. Tout d’abord, comme 0 ≤ λ′ ≤ 1, et π∗Ω ≥
ic(OE∗(−1)), on a

τ−1λ′(− log τ){is∗c(OE∗(−1))σ, σ} ≤ Ω. (25)

D’autre part, λ′′(− log τ) étant majorée par 2
3 , et nulle si τ ≥ 1 ou τ ≤ e−2, l’inégalité

(17) implique

τ−2λ′′(− log τ)i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ} ≤ λ′′(− log τ)τ−2(τ − ǫ2)(1 + τ − ǫ2)2β−1ωδ,γ

≤
8e4

3
β−1ωδ,γ. (26)

De la même façon, comme λ′(− log τ) = 1 si τ ≤ e−2, et 0 ≤ λ′ ≤ 1,

[1− λ′(− log τ)]ǫ2τ−2(τ − ǫ2)−1i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ}

≤ [1− λ′(− log τ)]ǫ2(1 +
1− ǫ2

τ
)2β−1ωδ,γ

≤ ǫ2(1 + e2)2β−1ωδ,γ. (27)
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Si l’on suppose

µǫ ≥ 1 + [
8e4

3
+ ǫ2(1 + e2)2]β−1,

les inégalités (25), (26) et (27) permettent de déduire de (24) que

2(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
)

≥ ([ǫ2|σ|−2(|σ|2 + ǫ2)−2i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ},Λδ,γ ]u, u)φδ,γ

+ ([ηǫ(ic(L) − βΩ− ids∗c(OE∗(−1))) − Ω,Λδ,γ ]u, u)φδ,γ
.

Mais par hypothèse, ic(L) − βΩ − ids∗c(OE∗(−1)) ≥ (dα − β)Ω et Ω est positive,
de sorte que si l’on suppose dα > β, ce que l’on a loisir de faire, et µǫ(dα− β) ≥ 1,
le dernier terme du membre de droite de l’inégalité précédente est positif. Dans ces
conditions, on obtient pour toute forme u ∈ C∞

n,1(Xc\Y,L) la minoration

2(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
)

≥ ([ǫ2|σ|−2(|σ|2 + ǫ2)−2i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ},Λδ,γ ]u, u)φδ,γ
. (28)

Rappelons que si (ζ1, . . . , ζn) est une base locale de T ∗(Xc\Y ), orthonormée
relativement à ωδ,γ, si u =

∑

k uk(ζ1 ∧ · · · ∧ ζn) ∧ ζk est une forme de type (n, 1),
et θ = i

∑

j θjζj ∧ ζj, où θj ∈ IR, une (1, 1)-forme réelle et diagonale relativement à
(ζ1, . . . , ζn), on a

([θ,Λδ,γ ]u, u) =
∑

k

θk|uk|
2.

Il est facile d’en déduire, en utilisant l’inégalité de Schwarz et l’expression de vǫ, que
pour toute forme u ∈ C∞

n,1(Xc\Y,L),

|
∫

Xc\Y
e−φδ,γ{vǫ, ∗u}|

2

≤
∫

Xc∩supp χ′(ǫ−2|σ|2) e
−φδ,γ |σ|2|G|2δ,γdVδ,γ

× (ǫ−4|σ|−2χ′(ǫ−2|σ|2)i{Dσ, σ} ∧ {σ,Dσ},Λδ,γ ]u, u)φδ,γ
,

où dVδ,γ est l’élément de volume riemmannien sur Xc\Y associé à la métrique ωδ,γ .
Comme sur le support de χ′(ǫ−2|σ|2), on a (|σ|2+ ǫ2) ≤ 2ǫ2, l’inégalité (29) implique
alors que

|

∫

Xc\Y
e−φδ,γ{vǫ, ∗u}|

2 ≤ C(c, ǫ, δ, γ)(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
),

avec, puisqu’on a supposé χ′ ≤ 3,

C(c, ǫ, δ, γ) = 72ǫ−2
∫

Xc∩ supp χ′(ǫ−2|σ|2)
e−φδ,γ |σ|2|G|2δ,γdVδ,γ .

Remarquons que l’expression |G|2δ,γdVδ,γ est indépendante de la métrique utilisée sur

Xc\Y : on pourra donc la remplacer par l’expression |G|2dV associée à une métrique
hermitienne fixée sur X, restreinte en l’occurence à Xc\Y .
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• Estimation de C(c, ǫ, δ, γ)
Pour estimer la constante C(c, ǫ, δ, γ), il sera commode d’utiliser l’existence d’une

rétraction holomorphe r d’un voisinage tubulaire U de Y , sur Y (cf par exemple
[De1]). On peut alors supposer que ǫ est suffisamment petit pour que, si l’on note
∆ǫ le disque fermé des nombres complexes de module inférieur à ǫ, l’on ait

|σ|−1(∆ǫ) ∩Xc ⊂ r−1(Y ∩Xc+1). (29)

Munissons E d’une métrique hermitienne telle que |s| ≤ κ|σ|, avec κ > 0: L ⊗
(detE)−1 est alors muni d’une métrique hermitienne, et l’on peut supposer ǫ suff-
isamment petit pour que, si y ∈ Xc ∩ supp χ′(ǫ−2|σ|2), l’on ait

e−ξ(y)|G(y)|2 ≤ e−ξ(r(y))| ∧d ds(r(y))|2(|g(r(y))|2 + αc), (30)

où αc est un réel strictement positif donné. Le théorème de Fubini implique alors,
en vertu de (30) et (31), que

C(c, ǫ, δ, γ) ≤ 72(1 + o(ǫ))ǫ−2
∫

Y ∩Xc+1
e−ξ(x)(|g(x)|2 + αc)dVY

×
∫

r−1(x)∩suppχ′(ǫ−2|σ|2) e
δ log(c−φ)+γρ(log |σ|2)|σ|2−2d| ∧d ds ◦ r|2dVr−1(x),

où dVY et dVr−1(x) sont les éléments de volume induits sur Y et sur les fibres de r,
puisque sur Xc, au voisinage de Y , leur produit s’identifie à ǫ près à l’élément dVX .

Si c et ǫ sont fixés, on peut supposer δ et γ suffisamment petits pour que sur
Xc ∩ supp χ′(ǫ−2|σ|2),

eδ log(c−φ)+γρ(log |σ|2) ≤ 2.

De plus, l’hypothèse |s| ≤ κ|σ| implique que

Ic(x) =
∫

r−1(x)∩supp χ′(ǫ−2|σ|2) |σ|
2−2d| ∧d ds ◦ r|2dVr−1(x)

≤ κ2d−2
∫

r−1(x)∩|s|−1(∆κǫ)
|s|2−2d| ∧d ds ◦ r|2dVr−1(x).

Or | ∧d ds ◦ r|2 s’identifie à ǫ près au jacobien de la transformation des coordonnées
transverses sur les fibres de r, en celles données par les composantes de s sur ces
fibres (qui constituent bien un système de coordonnées au voisinage de y, dans la
mesure où s est supposée transverse sur Y ). Par conséquent, si ǫ est assez petit,

Ic(x) ≤ 2κ2d−2
∫

z∈Cd,|z|≤κǫ
|z|2−2ddV (z) = 2κ2dµ(d)ǫ2,

où µ(d) =
∫

z∈Cd,|z|≤1 |z|
2−2ddV (z). Si αc est supposé assez petit pour que

αc

∫

Y ∩Xc+1

dVY ≤ 2−c,

on obtient donc finalement, pour ǫ ≤ ǫ(c) et 0 < γ ≤ δ ≤ δ(c, ǫ) suffisamment petits,

C(c, ǫ, δ, γ) ≤ C(c) = 144κdµ(d)[i(n−d)2
∫

Y ∩Xc+1

e−ξ{g, g} + 2−c],
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et l’on a démontré que pour toute forme u ∈ C∞
n,1(Xc\Y,L),

|

∫

Xc\Y
e−φδ,γ{vǫ, ∗u}|

2 ≤ C(c)(||γǫD
′′u||2φδ,γ

+ ||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
).

• Existence d’un prolongement

Il existe donc une forme w ∈ L2
n,0(Xc\Y,L, φδ,γ), d’après les théorèmes usuels de

prolongement L2, telle que D′′(γǫw) = vǫ, γǫw ∈ C∞
n,0(Xc\Y,L), et

in
2

∫

Xc\Y
e−φδ,γ{w,w} ≤ C(c).

Rappelons brièvement l’argument: D′′ et δ′′φδ,γ
sont des opérateurs non bornés

fermés sur L2
n,1(Xc\Y,L, φδ,γ), à domaine dense, et toute forme u ∈ Domδ′′φδ,γ

peut

s’écrire u = u1 + u2, avec u1 ∈ KerD′′, u2 ∈ (KerD′′)⊥ = Imδ′′φδ,γ
⊂ Kerδ′′φδ,γ

. On

a donc, comme vǫ ∈ KerD′′,

|(vǫ, u)φδ,γ
|2 = |(vǫ, u1)φδ,γ

|2 ≤ C(c)||γǫδ
′′
φδ,γ

u1||
2
φδ,γ

= C(c)||γǫδ
′′
φδ,γ

u||2φδ,γ
.

La forme linéaire γǫδ
′′
φδ,γ

u ∈ γǫδ
′′
φδ,γ

Domδ′′φδ,γ
7−→ (u, vǫ)φδ,γ

est donc continue,
et peut d’après le théorème de Hahn-Banach se prolonger en une forme linéaire
continue de même norme sur L2

n,0(Xc\Y,L, φδ,γ): le théorème de représentation de
Riesz implique en conséquence l’existence d’une forme w ∈ L2

n,0(Xc\Y,L, φδ,γ) telle
que ||w||2φδ,γ

≤ C(c), et

∀u ∈ Domδ′′φδ,γ
, (γǫδ

′′
φδ,γ

u,w)φδ,γ
= (u, vǫ)φδ,γ

,

c’est-à-dire, γǫ étant réelle, D
′′(γǫw) = vǫ.

On peut de plus supposer que γǫω ∈ (KerD′′)⊥, ce qui implique, ∆′′ étant
elliptique, que γǫω ∈ C∞

n,0(Xc\Y,L): c’est alors la solution de norme minimale de
l’équation précédente.

Si l’on fait tendre δ et γ vers zéro, on peut extraire des formes w obtenues comme
précédemment une sous-suite faiblement convergente, d’où l’existence d’une forme
γǫwc,ǫ ∈ C∞

n,0(Xc\Y,L) telle que D′′(γǫwc,ǫ) = vǫ, et

in
2

∫

Xc\Y
e−ξ {wc,ǫ, wc,ǫ}

|σ|2d(1 + |σ|2)β
≤ 144(1 + o(ǫ))κdµ(d)[i(n−d)2

∫

Y ∩Xc

e−ξ{g, g} + 2−c].

La différence Gǫ−γǫwc,ǫ est donc une (0, 1)-forme D′′-fermée surXc\Y et localement
L2 au voisinage de Y , donc se prolonge en une forme D′′-fermée Gc,ǫ sur Xc ([De1],
lemme 6.9) à valeurs dans KX ⊗ L. De plus, comme |σ|−2d n’est pas localement
intégrable sur Y , la convergence de l’intégrale de gauche de l’inégalité précédente
implique que wc,ǫ se prolonge par zéro sur Y ∩Xc, donc que

Gc,ǫ|Y ∩Xc
= g ∧ (∧dds).
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Enfin,

in
2 ∫

Xc
e−ξ {Gc,ǫ,Gc,ǫ}

|σ|2d−2(1+|σ|2)1+β ≤ 2in
2

[
∫

Xc
e−ξ {Gǫ,Gǫ}

|σ|2d−2(1+|σ|2)1+β

+
∫

Xc
e−ξ |σγǫ|2

1+|σ|2
{wc,ǫ,wc,ǫ}

|σ|2d(1+|σ|2)β
],

où, comme on l’a montré plus haut,

|σγǫ|
2

1 + |σ|2
≤ θ′ǫ,

avec θ′ǫ = max(4β−1, µǫ + 1).
Reste à faire tendre c vers +∞, et à extraire des Gc,ǫ une sous-suite faiblement

convergente pour obtenir l’existence d’une forme G ∈ H0(X,KX ⊗ L), telle que
G|Y = g ∧ (∧dds), et

in
2

∫

X
e−ξ {G,G}

|σ|2d−2(1 + |σ|2)1+β
≤ Mi(n−d)2

∫

Y
e−ξ{g, g},

où M = 288κdµ(d)θ′0 ne dépend que de d, α, β et κ.

Remarque 4: Si l’on considère une forme g sur Y de bidegré (n, q) avec q > 0, la
seule modification à apporter à ce qui précède provient du fait que sur les formes de
type (n, q + 1), [ωδ,γ ,Λδ,γ ] = (q + 1)Id: il faut donc simplement supposer que

µǫ ≥
1

q + 1
+ [

8e4

3
+ ǫ2(1 + e2)2]β−1.

Notons également que la régularité des formes γǫw obtenues comme précédemment
ne peut se déduire, comme on aurait pu le faire pour q = 0, de l’ellipticité de D′′,
mais que c’est bien l’ellipticité de l’opérateur ∆′′ qui permet de conclure.

3 Généralisations et applications

3.1 Prolongement des sections d’un fibré hermitien

Plutôt que de se donner une métrique sur le fibré en droites tautologique OE∗(−1)
sur IP (E), dont la courbure vérifie relativement à celle du fibré en droites L des hy-
pothèses qui sont, comme le fait apparâıtre le corollaire 1, essentiellement algébriques,
on peut se contenter d’une métrique sur le fibré E lui-même, avec des conditions
de positivité au sens de Griffiths, a priori moins commodes. On peut par exemple
démontrer, presque exactement comme le théorème 1, mais en utilisant s à la place
de σ, le résultat suivant:

194



Théorème 2 Soient X une variété de Stein de dimension n, E un fibré hermitien

de rang d sur X, s une section holomorphe de E génériquement transverse à la

section nulle, et

Y = {x ∈ X, s(x) = 0,∧dds(x) 6= 0}.

Soit Ω une (1, 1)-forme positive fermée sur X telle que

Ω⊗ IdE ≥G ic(E),

et L un fibré en droites hermitien sur X tel qu’il existe un réel strictement positif α

pour lequel

ic(L) ≥ αΩ − id′d′′ log |s|2d.

Alors pour toute fonction ξ plurisousharmonique sur X, tout réel strictement positif

β et toute section holomorphe g sur Y de KY ⊗ L⊗ (detE)−1 telle que

i(n−d)2
∫

Y
e−ξ{g, g} < +∞,

il existe une section holomorphe G sur X de KX ⊗L, telle que G|Y = g ∧ (∧dds), et

in
2

∫

X

e−ξ{G,G}

|s|2d−2(1 + |s|2)1+β
≤ Mi(n−d)2

∫

Y
e−ξ{g, g},

où M est une constante numérique ne dépendant que de d, α et β.

Rappelons qu’un fibré hermitien E est dit semi-positif au sens de Griffiths, E ≥G

0, si la courbure de sa connexion de Chern définit sur les tenseurs décomposables de
chaque fibre de TX⊗E une forme hermitienne positive: si (e1, . . . , ed) est un repère
orthonormé local de E sur un ouvert Ω de X muni de coordonnées (z1, · · · , zn), ce
tenseur de courbure peut s’écrire

c(E) =
∑

cjkλµdzj ∧ dz̄k ⊗ e∗λ ⊗ eµ,

avec c̄jkλµ = ckjµλ; la forme hermitienne associée n’est autre que

ΘE =
∑

cjkλµ(dzj ⊗ e∗λ)⊗ (dzk ⊗ e∗µ).

Remarque 5: On pourra prendre Ω = 0 si E est semi-négatif au sens de Griffiths,
et Ω = ic(detE), en vertu de l’inégalité de Schwarz, si E est semi-positif. Dans
les deux cas, on peut ainsi se ramener à des conditions portant uniquement sur
les courbures des fibrés hermitien E et L: en effet, il est facile de vérifier que sur
X\s−1(0),

id′d′′ log |s|2d ≥ −d
{ic(E)s, s}

|s|2
,

de sorte que, d’une part, id′d′′ log |s|2d est localement minorée sur X et, d’autre part,
la condition du théorème résulte de l’inégalité

ic(L)⊗ IdE ≥G αΩ⊗ IdE + dic(E).
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Résumé
Nous  établissons  différentes  généralisations  des  théorèmes  d'annulation  connus  pour  la 

cohomologie de Dolbeault  des fibrés vectoriels  holomorphes amples sur les  variétés complexes 
projectives. Nous suivons pour cela la démarche classique, qui consiste, via des arguments de suite 
spectrale,  à  se  ramener  à  des  fibrés  en  droites  sur  des  variétés  de  drapeaux du fibré  vectoriel 
considéré. La cohomologie des fibrés homogènes sur les variétés de drapeaux intervient ainsi de 
manière essentielle. La première partie de cette thèse mène donc une étude approfondie du cas de la 
grassmannienne, pour lequel le théorème de Bott et la formule de Cauchy permettent des calculs 
explicites.  Nous  déduisons  de  nos  résultats  des  théorèmes  d'annulation  pour  les  puissances 
extérieures et symétriques d'un fibré ample, le premier prolongeant deux énoncés de Le Potier, le 
second étendant le théorème de Griffiths en bidegré quelconque. Nous montrons au passage que la 
suite spectrale de Borel-le Potier ne dégénère uniformément en aucun degré.

Pour ce qui concerne la cohomologie des images d'un fibré ample par des représentations plus 
générales du groupe linéaire, nous donnons un théorème d'annulation, en degré maximal, pour une 
représentation  dont  le  poids  dominant  admet  des  composantes  négatives.  La  suite  spectrale  de 
Borel-Le Potier  nous permet  d'en déduire  une réponse partielle  à une conjecture de Jean-Pierre 
Demailly.

Dans la  dernière partie  de cette  thèse,  nous appliquons les estimations  L²  de Hörmander  à 
l'étude d'un problème de prolongement, sous des hypothèses de positivité, des sections d'un fibré en 
droites définies sur une sous-variété d'une variété de Stein ou projective, lorsque cette sous-variété 
est le lieu des zéros d'une section holomorphe d'un fibré hermitien .
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