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INTRODUCTION






Le théoréme de Thie établit une relation entre le nombre de Lelong du courant
d’intégration sur un ensemble analytique A en un point z de A, et la multiplicité de A
en ce point [Th]. J-P. Demailly a généralisé dans [De 2] la notion de nombre de Lelong,
en définissant le nombre de Lelong d’un courant 7" de bidegré (p, p) relativement 2 un
poids plurisousharmonique continu ¢ par la relation :

1
v(T, ) := / TA(=ddyp
p=1(—00) (1r )

Lorsque ¢(z) = log|z — z| on sait que »(T, ¢) coincide avec le nombre de Lelong
classique (T, z) de T au point z, et lorsque ¢ = logmax |z; — z;|'/%/, on obtient le
nombre de Lelong directionnel au point z dans la direction (ay,... ,a,), introduit par
C.O. Kiselman dans [Ki 1]. On aimerait, grace a cette généralisation, étendre le résultat
du théoréme de Thie, et établir de maniére plus générale des relations entre les nombres
de Lelong généralisés et les différentes notions de multiplicité définies en algebre locale,
plus particuliérement les nombres de Milnor.

p

Le chapitre 1 est consacré a des rappels sur les différentes définitions et sur les
propriétés générales des nombres de Lelong généralisés.

Au chapitre 2, nous proposons une généralisation des nombres de Lelong
microlocaux introduits par L. Abrahamsson dans [Ab]. Etant donné une courbe lisse
7 sur une vari€té complexe lisse X, et  un point de v, nous considérons 1’éclatement
Pp - fp — X obtenu en effectuant p éclatements ponctuels successifs aux points des
transformées strictes de v situés au-dessus de z, et nous notons Z, le dernier point
ainsi obtenu. Nous définissons alors le nombre de Lelong microlocal d’ordre p d’une
fonction plurisousharmonique u suivant v au point z comme le nombre de Lelong du
courant £d'd"(u o p,) de X p au point Z,. Nous montrons ensuite que ce nombre est
égal au minimum des nombres v(+d'd"u|¢, z) lorsque C décrit I’ensemble des courbes
dont le jet d’ordre p coincide avec celui de v en z. Par ailleurs, nous démontrons
que ce nombre s’exprime comme le nombre de Lelong généralisé du courant -‘,'r-d’ d"u
relativement au poids ¢(z) = 1log(|z1]* + - - |za—1[? + |2n|%), 01 (21, ... , zx) est un
systtme de coordonnées locales centré en z tel que v = {23 = --- = 2,1 = 0}.

Nous abordons au chapitre 3 notre principal objectif, a savoir relier les nombres
de Lelong généralisés et les nombres de Milnor sous certaines hypothéses. Pour cela,
nous montrons tout d’abord, comme le suggérait J-P. Demailly dans [De 1], que si
F = (F,...,Fy) est un morphisme de C* dans CV définissant 0, le nombre de
Lelong du courant 7' = 1 relativement au poids ¢ = log |F| est égal a la multiplicité
géométrique de 1'idéal engendré par n combinaisons linéaires génériques du systéme
(F1,...,Fn). 1l en résulte naturellement que le nombre de Milnor ;™ du germe en 0
d’une fonction f holomorphe de C" dans C a singularité isolée en O est égal au nombre
de Lelong du courant 7' = 1 pour le poids ¢ = log|df|. Ce chapitre se termine par la
définition des nombres 1@, 0 < j < n, nombres de Milnor d’une section de £~'(0)
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par un plan de dimension j passant par 0 générique dans la grassmannienne G(j, n) des
J-plans de C" passant par 0.

Enfin, le chapitre 4 utilise les relations fondamentales €tablies au chapitre 3 pour
donner une nouvelle démonstration, plus analytique, des formules intégrales obtenues
en 1979 par R. Langevin [La]. Ces formules ont été généralisées en 1984 par F. Loeser
[Lo] au moyen de la théorie des variétés polaires. Les formules intégrales en question
relient les formes de Chern cy_;(T) associées aux fibres d’une fonction f holomorphe
de CN*! dans C 2 singularité isolée en 0 aux nombres de Milnor par la relation :

lim lim / en—i (T A (id'd” log |z|)J = (=N (V41D 4 (N =90
eI I -1on{lzl<e) T

Le cas j = 0 est di a R. Langevin [La].

Dans un premier temps, nous montrons comment ramener la formule du cas
général au cas particulier o j vaut 0. Ceci se fait d’une part grice a la formule de
Crofton ) _

(Zaaoglel) = [ fo(duto
4 gEU(N+1)
ol S e G(N+1—j N+1)etol du désigne la mesure de Haar normalisée du groupe
unitaire U(N +1) de CV*!. Nous utilisons d’autre part le fait que pour S générique dans
G(p,N+1)ou 1< p < N,ona |df| ~ |dfis| au voisinage de 0 dans S. Ce résultat est
di A B. Teissier [Te 2] et nous reprenons ici sa démonstration. L’idée est d’utiliser un
éclatement normalisé suivant 1’idéal jacobien de f et I'idéal jacobien de sa restriction a
S, en introduisant les paramétres décrivant S comme variables supplémentaires. On est
alors ramené a comparer des idéaux principaux sur I’éclatement normalisé.

Dans la seconde partie du chapitre 4, nous démontrons la formule de R. Langevin

e=0t=0Jr-1t5)n{]2| <e}

en interprétant les deux membres de la formule comme des nombres de Lelong
généralisés avec poids. En effet, le terme de gauche est égal a
N 1 Lo Loy

)Vl | (;dd log| f|) A (;dd 1og|df|)
qui est, au coefficient (—1)V pres, le nombre de Lelong du courant %d’d” log |f|
relativement au poids log |df|. Or B. Teissier montre dans [Te 2] que | f(z)| ~ |2 |df (2)|
au voisinage de z = 0 sur toute courbe d’une partie générique de ’ensemble des courbes
polaires associées 2 f. Ce résultat nous permet d’écrire 1’égalité

v(Zd'd"log|f],log ds1) = v(=d'd" log|z] |df, logldfl).
Celle-ci est équivalente & 1’égalité cherchée, grace a un résultat obtenu au chapitre 3
que nous pouvons reformuler

_ : N+-j
G _ o
p _u((wdd loglzl) ,108|df|),

et que nous appliquons pour j = Netj =N +1.

N
)
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CHAPITRE |

RAPPELS SUR LES NOMBRES
DE LELONG GENERALISES
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Dans ce premier chapitre, nous redonnons la définition des nombres de Lelong
généralisés introduits par J-P. Demailly [De 2], ainsi que certains des résultats les
concernant qui nous serviront dans les chapitres suivants.

Les démonstrations sont données dans [De 2] ; nous ne les répéterons pas ici.

1. Nombres de Lelong généralisés

Soit X une variété de Stein de dimension pure n, T un courant positif fermé sur
X de bidegré (p, p).

Soit ¢ : X — [—o00, +oo[ une fonction plurisousharmonique (psh) continue. On
suppose de plus que ¢ est semi-exhaustive, c’est-a-dire qu’il existe R tel que pour tout
r < R, {x € X,p(z) < r} CC X. Pour tout » < R, on pose

T, p,7) = /B ( )T/\ (id'd” max(p, 5))" "

(m)n-Pp

ol B(r) = {z € X, p(2) < r}. La quantité »(T, ¢, r) ne dépend pas du choix de s < r
en vertu de la formule de Stokes et du fait que T est d-fermé.

Notons que (T, ¢, r) est également donné par la définition équivalente suivante
[De 2] :
1

(T, p,r) = @reryn=r

/ T A (id'd" e*#)" P
B(r)

qui permet d’appliquer plus simplement certains résultats classiques.

Observons que (T, p,r) est une fonction croissante de » < R. En effet, pour
rn<ry, <R,

U(T) 2 7’2) - V(Ta P, rl) = / TA (idldﬂso)n_P 2 0
{r1€p<r2}

(m)n~P

en prenant s < 7.

DEFINITION 1.1. — On appelle nombre de Lelong généralisé de T relati-
vement au poids ¢ la limite

v(T,p):= lim v(T,p,r).
r——00

Remarques.

1) On retrouve en particulier le nombre de Lelong classique, noté v(T, z), en
considérant sur un ouvert X de C" la fonction psh ¢(z2) = log |z — z|.
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2) Si u est une fonction psh définie au voisinage d’un point z de C”, le courant
T = d'd"u associé 2 u est un courant positif fermé de bidegré (1, 1). On définit ainsi
le nombre de Lelong de u en z comme le nombre de Lelong (classique) du courant 7'
en z, et on le note v(u, z) := v(T, z).

Nous nous servirons dans la suite essentiellement des deux théorémes suivants
relatifs aux nombres de Lelong généralisés. Nous renvoyons a ’article [De 2] pour leur
démonstration.

THEOREME 1.1 (Théoréme de comparaison [De 2]). — Soient ¢ et ¥ :
X — [—00,+00[ deux fonctions psh continues semi-exhaustives. On suppose que

£:= lim sup2 < +00 .
p——00 " @

Alors (T, ) < £2~Pu(T, ¢), I’égalité ayant lieu lorsque £ = lim %.

THEOREME 1.2 (Théoréme de Siu généralisé [De 2]). — Soient X et Y des
espaces analytiques complexes, X étant de Stein. Soit T un courant positif fermé
sur X. Soit ¢ : X x Y — [—00,+00[ une fonction psh continue. On suppose que ¢
est semi-exhaustive par rapport & X et que e*®¥) est localement hélderienne en
y sur X x Y. Alors les ensembles de niveau

Ec = {y (= Y)V(Ta ‘P(ay)) 2 C}

sont des sous-ensembles analytiques de Y .

Nous utiliserons également les deux résultats suivants, qui sont particuliers aux
nombres de Lelong classiques d’un courant de bidegré (1, 1).

THEOREME 1.3 (Lelong [Le], Siu [Si]). — Soit 2 un ouvert de C™ et u une
fonction psh sur §2. Si z € §2, on note u|r,(s) la restriction de u a la droite affine
L+{z}. On a alors

i, &) =

Leigf-l V(UIL.,.{,,},ZL') Vz € (2 )

I'égalité étant réalisée hors d’un sous-ensemble localement polaire de P,,_;.

THEOREME 1.4 (Kiselman [Ki 2]). — Soit F : 2 — §' une application
holomorphe d’un ouvert §2 de C" dans un ouvert £ de C™ et soit u une fonction
psh sur €. On a pour tout z € 2 I'inégalité

(uo F,z) 2 v(u,F(z)) .
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2. Cas ou ¢ est le logarithme de la norme d’une application analytique

Dans ce paragraphe, nous considérons un ouvert §2 de C”, T un courant positif
fermé défini sur §2, et F,...,Fy N fonctions holomorphes sur £ qui s’annulent
simultanément en un point zp de 2. Nous allons nous intéresser aux propriétés du
nombre de Lelong de T relatif au poids

N
1
p(z) :=log|F| = slog ) _|F;(2)* .
2 j=1

Supposons qu’il existe un voisinage w de zp relativement compact dans (2 tel
que '

B zleng'w (2)
soit fini, Ow désignant le bord de w. Par conséquent, I’ensemble analytique
{zew,Fi(z) = = Fn(2) = 0}

est compact dans w, donc fini. Il en résulte que N > n. On peut de plus supposer,
sans restreindre la généralité du probléme, que zq est le seul zéro commun a toutes les
fonctions (Fj);=1,..,~ contenu dans @, quitte éventuellement & restreindre w. Le nombre
de Lelong étant une propriété locale, nous supposerons en outre que zp = 0.

Considérons a présent f1,... , fn les germes en 0 des fonctions Fi,... , Fn, et
I I'idéal de O, qu’ils engendrent. On désigne par O, I’anneau des germes en O des
fonctions holomorphes de C". Par hypothése, la variété définie par 1’idéal I est le point
{0}. On dira alors que I définit 0, ou encore que fi,... , fy définissent 0. Rappelons
qu’un élément f de O, est entier sur I s’il existe un entier k, et pour tout j = 1,... |k
un élément a; € I tels que

fk+a1fk_1+---+ak = 0.

La cloture intégrale de I dans O, notée I, est par définition I’ensemble des éléments
de @, entiers sur 1. L’ensemble T est un idéal et peut se définir aussi [B — S] par

N
() T={9€0,,3C>0 |gf<C) I}

=1

Soit (g1,...,9p) un systtme générateur quelconque de T. Par la caractérisation
(*) de I, il existe un voisinage w’ de O contenu dans w, Gi,... ,Gp des fonctions
holomorphes représentant gy, ... , g, sur w’, et des constantes C et C’ tels que sur w’ :

N P N
C' Y IFP<YIGE<CY IR
j=1 =1 =1

Si nous posons ¢' = 3log ) 7 _, |G;[?, le théoréme de comparaison 1.1 nous donne la
relation

UT, ) = v(T,¢) .
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Dans le cas particulier ou 7' = 1, nous introduisons la définition suivante :
DEFINITION 1.2. — Le nombre de Lelong généralisé v(1, ) sera noté v(I).

La propriété d’invariance des nombres de Lelong énoncée ci-dessus entraine
alors la conséquence suivante, qui nous permettra d’interpréter au chapitre 3 le nombre
v(I) = v(1,¢) comme une multiplicité géométrique.

PROPOSITION 1.5. — Le nombre v(I) ne dépend que de la cloture intégrale
T de I'idéal I. On a donc
(I = v() .
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CHAPITRE I

NOMBRES DE LELONG MICROLOCAUX ITERES
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Dans ce chapitre, indépendant des deux suivants, nous reprenons de maniere
plus géométrique la définition des nombres de Lelong microlocaux de L. Abrahamsson
[Ab], ce qui nous permet d’itérer le procédé de construction. Nous définissons ainsi,
pour une fonction pshu sur une variété analytique complexe lisse X, un nombre de
Lelong microlocal d’ordre p de u suivant un germe de courbe lisse 4 passant par z, en
effectuant p éclatements ponctuels successifs de X aux points origine des transformées
strictes de . Nous montrons alors que ce nombre est égal a la valeur inférieure des
v(ulc,z) = v((£d'd"u)|c,z), C appartenant au jet d’ordre p de v en z, et qu'il
s’exprime a I’aide d’un nombre de Lelong généralisé avec poids.

1. Définition du nombre de Lelong microlocal d’ordre p

Soit u une fonction psh sur une variété analytique complexe lisse X de dimension
n. Soient v une courbe lisse de X et z un point de 7. Soit £2 un voisinage de  muni d’un
syst¢tme de coordonnées locales (zy,... , 2,) tel que z = 0. On note X, Téclatement de
X au-dessus de O et g : X; — X la projection canonique.

Rappelons que a; : X x ay 10) — X ~ {0} est un isomorphisme et que

~

a7'(0) ~ P,,_;. De plus X, est décrit au voisinage de o7 1(0) par :
& ={Gm e xPuy, zinj = zim;, 1 <i,j < n}
ou (m,... ,ns) sont les coordonnées homogenes de 7.

Sur chaque carte l7.- = {(2,77) € ﬁl, n # 0}, i=1,...,n,de f)l, on définit
un systtme de coordonnées locales (wy,... ,wy,) par :

/A
Wi = 24, IUj:—.,]#l.
i

Dans ce syst¢éme de coordonnées, la restriction de a; a (7,- est donnée par :
(wr,... ,wp) — (Wiw;,... , W4,... , Waw;) .

v étant une courbe lisse, la transformée stricte 4; de % par cet éclatement ne rencontre
oy 1(0) qu'en un seul point, noté (0), qui correspond 2 la tangente de v au point 0.

DEFINITION 2.1.1. — Le nombre de Lelong microlocal d’ordre 1 de u
suivant v en 0 est défini par

VI(U)O:-Y) = V(uoal,";’](())) .

Ce nombre ne dépend que du jet d’ordre 1 de v en 0, jet noté [v];, car si
¥ € [7]1, v et 7' ont méme tangente en 0, i.e. 71(0) = 1(0). Si de plus v et v’ ont
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un contact d’ordre > p en 0, c’est-a-dire si v’ appartient au jet d’ordre p de vy en 0,
noté [v],, alors 4; et 4, ont un contact d’ordre > p — 1 en %;(0). En effet, dans un
systtme de coordonnées locales (zy, ... , z,) adéquat, v et 4’ peuvent étre paramétrées
respectivement par

y:t—(,...,0,%),

7 it— (1), ,ga-1),t + gn(®)
ou g; est une fonction holomorphe s’annulant 2 un ordre > p+1 en 0. Dans la carte
Up = {nn # 0}, 71 et 3{ sont alors paramétrées par

1 11— (0,... ,0,1)

- t) gn-1(1)
':tl——r( 9:( s wEE ,1+ (t)),
m trga@  trga@® 0T
9@
est holomorphe et s’annule a un ordre > p en Q.
1+ gn(d) P P

Cette définition du nombre de Lelong microlocal d’ordre 1 correspond a celle de
L. Abrahamsson ([Ab]) lorsque X est un ouvert de C™ et v une droite de C" passant
par z. Dans [Ab] il est montré que

4! (ua z, 7) = Ciel}‘fﬂl V(“lC; Z) 3

relation que nous établirons dans un cas plus général au paragraphe 2. Par ailleurs, ce
nombre s’identifie selon [Ab] & un nombre de Lelong généralisé de Kiselman ([Ki 1],
voir la définition au paragraphe 4).

Le procédé d’éclatement ponctuel que nous avons considéré peut €tre répété
plusieurs f01s Nous notons, pour p > 2, X I’éclatement de X p—1 au-dessus de ¥,_1(0)
et ap : Xp - X p—1 la projection canonique. Nous notons également, toujours par
analogie avec le premier éclatement, 7, la transformée stricte de 7,1 par cet éclatement,
et 9p(0) I’'unique point ol 3, rencontre a ‘(7,, 1(0)). Si 7" € [7]p, alors 7,(0) = 7,(0)
puisque ’ordre de contact de vy et 4’ en O diminue au plus d’une unité a chaque
éclatement.

DEFINITION 2.1.2. — Le nombre de Lelong microlocal d’ordre p de u
suivant y en 0 est défini par :

vp(u,0,7) := V(u °c@yo0:--0 ap,‘;'},(())) .

Ce nombre, comme nous venons de le voir, ne dépend que de [v],.
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2. Nombres de Lelong microlocaux et courbes tangentes a v

Notre étude étant locale, nous pouvons nous placer dans un voisinage (2
de z muni d’un systtme de coordonnées locales (z1,...,z,) tel que z = 0O et
v :tw— (0,...,0,%). %1 est alors paramétrée par ¢t — (0,...,0,%) dans le systtme
de coordonnées locales de 17,, défini au paragraphe 1, et 4;(0) = 0. Comme de plus
alla’n = F avec

F:(u,...,w,) — (tblwn,... , Wn—1Wn, W) ,

on obtient la relation
v (u,0,7) = v(uo F,0) .

En étudiant le comportement local a chaque éclatement ponctuel successif, on obtient,
en itérant ce procédé :

vp(,0,9) = v(u o F?,0) .
Or, pour toute fonction psh v on sait (théoréme 1.3) que

€)) v(v,0) = Lell[}f-l v(v|L,0),

I’égalité étant réalisée hors d’un sous-ensemble localement polaire de P,,_;, et plus
généralement (théoreme 1.4) que

) v(voh,0) 2 v(v,0)

pour toute fonction holomorphe A : w C € — C" telle que h(0) = 0, ou w
est un voisinage ouvert de 0 dans C. Si ¥/ € [v]p, il existe une telle fonction
h:w — C"telle que ¥/ = FPoh : 4 étant de la forme ¢t — (1(®),... ,1n(?))
avec v;(t) = OP) pour i = 1,... ,n — 1, et 1,(t) =t + O@P*"), il suffit en effet de

prendre h = %,... ,%,7,,). Donc d’apres (2)

(uly,0) = v(uo FP o h,0) > v(uo FF 0) = vp(u,0,7) .

De plus, d’aprés (1), on obtient 1’égalité pour presque toutes les courbes de [y], de la
forme

(3) 7’ t— (a]tp+1;‘ .o ,an—]tp+l)t)a (alv' o @ ’a"—l) € C"-l

ces courbes étant les images de droites par FP. Par conséquent, on obtient

PROPOSITION 2.2.1. — 1,(u,0,7) = inf wv(uly,0) .
7’6[’7];
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3. Lien avec les nombres de Lelong généralisés avec poids

On se place ici encore dans un systtme de coordonnées locales (z1,... , zn) tel
que z =0ety= {2 =--- = z,_1 = 0}. Soient f, I’application holomorphe définie
par

fo(z1,ee y2n) = (214- .+ s 2Zam1, 25%)

et o, = log|f,| la fonction psh associée. Nous allons montrer que
v(u, ‘Pp) = Vp(U, 0,7.

Considérons la fonction fp.u(z) = Y. u(w), ou la somme est comptée avec
wef;'(2)
multiplicités. Comme f, est une application propre, f,.u est une fonction psh et vérifie

la relation d'd” fouu = fp.d'd”u. Par conséquent,

v(u, Sop) = v(fp.u,O) = Leigf_x V(fp-ulL,O) .
Si L est une droite paramétrée par ¢ — (ait,... ,ant), fp‘l(L) est une courbe C
paramétrée par

T (7P, ... ,an_lrp‘q,a}‘/‘”]r) .

En particulier C € [v], et vérifie la relation (3) lorsque a, # O ; de plus

. 1
vyl 0) = lim [ o S e
T

. 1

= llm/ —d'd"u = v(u|¢,0) .
p=0JcnBO,p) T

Ainsi

V(“,Sop) = V(fp*ulL;O)

inf
LEP._1,8,7#0

T S (uly=102),0) = vp(,0,7)

d’apres le paragraphe 2.

4. Conclusion

Soit v une courbe lisse de X passant par z et (z1,...,2,) un systtme de
coordonnées locales en z tel que z =0 ety = {z; =--- = z,_1 = 0}. Le nombre de
Lelong microlocal d’ordre p de u suivant v en z ne dépend que du jet [v], d’ordre p
de v en O et se calcule par les expressions équivalentes :

vp(u,0,7) = u(u °c@yo-+-0 ap,ﬁ/P(O))

inf v(ul,,0
Y€l ¢ I7 )

1
o g+t 1B
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C.O. Kiselman introduit dans [Ki 1] un nombre de Lelong généralisé, défini pour une
fonction psh v sur un ouvert D de C", z un point de D et a € ]0,+oo[" par

v(v,z,a) = rlirllm %6::,1'0(”)
oll 6, ,4(v) est la mesure de moyenne uniforme sur le polycercle
{z €EC™, |zi—zi|=¢€"", i=1,... ,n} .
Ce nombre est lié aux nombres de Lelong généralisés avec poids par la relation ([De 2]) :
v(v,0,a) = a; - --a,,u(v,log (|21|'°1l' +..-4 |z,,|'-xv7)) .

On en déduit le résultat suivant qui améliore celui de L. Abrahamsson ([Ab]) :

vp(u,0,7) =(p+l)u(u,0,(1,... ,1,;—%—1-)) =v(u,0,(p+1,... ,p+1,1)) .
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CHAPITRE Ill

LIEN ENTRE

LES NOMBRES DE LELONG GENERALISES
ET LES NOMBRES DE MILNOR
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1. Nombres de Lelong généralisés et multiplicités

Nous nous replagons dans ce paragraphe sous les hypothéses du paragraphe 1.2.
Nous avons alors la proposition suivante :

ProrosiTION 3.1. — Soient Fy,... ,Fx N fonctions holomorphes au voi-
sinage de (0 dans C", définissant 0. Soit ¢ la fonction plurisousharmonique définie
au voisinage de 0 par :

N
|
p(2) = log ) |F;[* .

j=1
Soit I I'idéal engendré par les germes en 0 des fonctions Fy,... , Fy. Il existe
n combinaisons linéaires génériques Gy,... ,Gy de Fy,... ,Fn telles que I'idéal J

engendré par leurs germes en ( vérifie les inclusions J C I C J. On a donc
v(l,p) = v() = v(J).

De plus, si A désigne la multiplicité géométrique de J, c’est-a-dire le degré
du revétement ramifié G : w C C* — C" ot w est un voisinage de 0 dans C", on
a ’égalité

v(J)=AX.

Démonstration. — 1. Nous allons démontrer la premiére partie de cette pro-
position, a savoir 1’existence de n fonctions génériques, en précisant un peu le résultat.

LEMME 3.1.1. — Soit I = (fi,...,fn) un idéal de Onp, avec N>n.

Il existe g1,...,9, n combinaisons linéaires de fi,...,fn telles que I’idéal
_ N
J =(q1,... ,gn) vérifieJ CI1C J.Sig; =a;-f = ) ajifi,otia; € CN {0} pour
k=1
J = 1,...,n, les coefficients ([a1],... ,[an]) peuvent étre choisis arbitrairement

dans le complémentaire d’un sous-ensemble analytique propre de (Pn_1)".

Démonstration. — On reproduit ici la démonstration de ce lemme donnée par
J.P. Demailly dans [De 3].

On suppose que fi,..., fn sont définies sur un voisinage 2 de 0 et on note
f = (fi,..., fn)- On considére les sous-ensembles analytiques de 2 x (Py_;)"

suivants :
A={(z[w],...,[wa]) € 2 x Pn_1)", wj- f(z) =0}

A" = réunion des composantes irréductibles de A
qui ne sont pas contenues dans f~1(0) x (Pn_1)"
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Soit z ¢ £~(0). La fibre

A; ={([w1],... ,[wn)) € PNn-1)", wj- f(2) =0}
= A
est un produit de n hyperplans de Pn_,. Par conséquent, AN ((Q o) x (P N—1)")

est un fibré de base 2 \ f~1(0) et de fibres (Pn_2)". Comme A* est I’adhérence dans
2 x (Pxy_1)" de cet ensemble, sa dimension est

dim A®* = n+na(N -2) = n(N — 1) =dim(Pnx_1)" .

11 en résulte que la fibre A5 = A* N ({0} x (Pnx—1)") est un sous-ensemble analytique
propre de {0} x (Pn_1)". '

Soit (ay, ... ,a,) € (CV ~ {0}, tel que ([a1],... ,[an]) & Aj. Pour des raisons
de compacité, il existe € > 0 tel que A*N (_B_(O, e)x (P N-])") est disjoint du voisinage
B(0,¢) x [T;-, B(aj,€) de (0,[ai],... ,[a,]). Pour z € B(0,¢), il existe j, 1 < j < n
tel que

laj - f(2)] > €lf(2)],

car sinon il existerait pour tout j = 1,... ,n, un élément h; € CV tel que |hj| < € et
a; - f(z) = h; - f(z). Comme f(z) # 0, on aurait alors

(z,[a1 = h],... ,[an — hn]) € A* N (B(O,€) x Pn_1)")
ce qui contredit ce qui précéde.
On obtient ainsi

elfI < max la; - f) < (max |aj])If )] -

Les fonctions g; = a; - f répondent 2 la question et ([a1],...,[a,]) peut étre pris
quelconque dans (Py_;)™ \ pra(Ag) ol pr; est la projection canonique de £ x (Py_1)"
sur (Pn_1)". [ |

Soient fi,..., fn les germes en O des fonctions Fi,...,Fn. Ces fonctions
définissent 0 par hypothése, donc N 2> n. Si N > n, le lemme appliqué a
I = (f1,...,fn) nous assure de I’existence de n germes de fonctions holomorphes
91,.-- ,gn tels que J = (g1,... ,gn) C I C J. Cette double inclusion implique 1’égalité
des clotures intégrales T = J et donc des nombres de Lelong v(I) = v(J) (Proposi-
tion 1.2).

On note Gy, ... , G, des fonctions représentant gy, ... , g, Sur un voisinage w de
0. Ces fonctions — holomorphes — définissent 0 par construction.

2. Nous allons a présent montrer que le nombre de Lelong généralisé relativement
au poids

¥(2) = logZIG [ = log|G]

i=
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est €gal 4 la multiplicité géométrique de G = (Gy, ... ,Gn).

LEMME 1.2. — Soient X et Y deux espaces topologiques localement com-
pacts, a un point de X et ¢ : X — Y une application continue telle que ¢~ ¢(a)
soit compact. Il existe alors des voisinages ouverts U de ¢~ 1p(a), V de p(a), tels
que ¢ : U — V soit définie et propre.

Démonstration. — ¢~ 1p(a) étant compact dans X localement compact, il
existe U’ voisinage ouvert de ¢~ (a) relativement compact dans X.

Posons FrU’ =T U’ ou U désigne 'adhérence de U’ dans X. FrU’ est un
compact de X donc ¢(FrU’) est un compact de Y par continuité de ¢.

Notons V' le complémentaire de ¢(FrU’) dans Y : c’est un voisinage ouvert de
(a) par choix de U’.

Soit U = =Y (V)N U’ ; U est un voisinage ouvert de p~'p(a). p : U — V
est une application bien définie. Il reste 2 montrer qu’elle est propre. ¢ étant continue,
il suffit pour cela de vérifier que I’image réciproque d’un compact est un compact.
Considérons donc K compact de V. On a

e M FK)NU C o~ K)NT

qui est compact. Nous allons montrer qu’en fait o~ (K)NU = ¢~ 1(K) nT.

Soit b€~ {(K)NT . p(b)€pp~(K)C K C V, donc be = (V) et b¢t FrU’
par définition de V, donc b € o~ '(V)NU' = U, d’ol ¢ 1 (K)NU = {(K)NTU .

L’application G : w C C® — C" étant analytique et définissant 0, il existe par
le lemme 3.1.2 des voisinages ouverts U’ et V' de 0 dans C" tels que G : U’ — V'
soit propre.

Soit r > 0 tel que B(0,r) C V' et U = U'NG~(B(0,r)). G: U — B(0,r) est
un revétement ramifié de degré noté A (cf. [GR]). Notons Y I’ensemble de ramification
de G, de sorte que ’

G:U~NGY(Y)— B(O,r)\Y

est un revétement étale. En effectuant le changement de variable suivant au voisinage
de 0:

w=(w1,... ,wn) = (Gl(Z),--- aG“(z))’
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on obtient )

@rr)* Junqicp<r)
1
@rr)® Juse-apn{|cp<r)
1
= A / id'd"|w[?)"
@mr)" B(O,r)\Y( ol

1
. d/ du 2\n
@mr)n L(O,r)(z 1)

v(1,$,7) = (id'd"|GPy

(idldHIG|2)n

=

=2

ce qui achéve la démonstration de la proposition 3.1. u

2. Nombres de Milnor

DEFINITION 3.2 (voir par exemple [Te 1]). — Soit f : (C*,0) — (C,0) un
germe de fonction holomorphe admettant une singularité isolée en 0.

Le nombre de Milnor p™ de f en 0 est la multiplicité de I'idéal de O,

engendré par les dérivées partielles (f{,... , f}), avec la notation fJf = %.
PRrROPOSITION 3.2.1. — Soit f : w C C* — C une fonction holomorphe

définie sur un voisinage w de 0, & singularité isolée en 0. On a alors

p™ = (1, log |df|)

Démonstration. — Le résultat découle immédiatement de la Définition 3.2 et
de la Proposition 3.1, les fonctions f{,... , f,, définissant O puisque c’est une singularité
isolée de f. ko

On considere dans la suite de ce paragraphe f : U C C® — C une fonction
holomorphe définie sur un voisinage ouvert U de 0 dans C".

Nous allons définir #® comme le nombre de Milnor d’une section de f~!(0)
par un plan générique de dimension p passant par 0, et pour cela nous vérifierons tout
d’abord qu’une telle définition a bien un sens.

PROPOSITION 3.2.2. — Les plans S € G = G(p, n) tels que f|s admet une
singularité isolée en 0, forment une partie générique de G.

Démonstration. — Soit ¢ > 0 un réel tel que |f| + |df| # O sur
B? = B(0,¢)~ {0}. Considérons V = {(z,5) € B} x G,z € Sf(z) = 0,df|s(z) = 0}
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et la projection 7 : V — G.
(1’, S) — S
Si I’on démontre que la dimension de V, dimV, est strictement inférieure a
dim G = p(n — p), alors par le théoréme de Sard, #(V), et par suite '
{S € G, f|s a une singularité non isolée en 0}

est de mesure nulle dans G.

1. Réduction au cas ou f est un polyndme de Weierstrass. Le probléme étant
invariant par multiplication par une fonction holomorphe inversible, nous supposerons
dans la suite de la démonstration que f est un polyndme de Weierstrass en z,, de la

forme
s—1

f@) =2z + Z ap(z')zﬁ

p=0
ol s désigne I’ordre de f en 0 et o a, est holomorphe au voisinage de 0 dans C*~!.
2. Sin =2, alors p=1et G(1,2) est ’ensemble des droites de C? passant par
0. L € G(1,2) admet donc une singularité isolée en 0 d&s que f|r # 0 au voisinage

de 0. Si f, désigne la partie homogene de plus petit degré s de f, f,, définie comme
application sur G(1,2) contient I’ensemble {L € G(1,2) f|r = 0 au voisinage de 0}.

Comme £, # 0, f;1(0) est une réunion finie de points. On obtient donc le lemme
pour n = 2.

3. Supposons n > 3. f admettant une singularité isolée en O est donc irréductible.

Posons Z; = {z € U~ {0}, f(z) = 0,df(z)-z = 0}. Nous allons nous intéresser
a la dimension de Z;, puis a celle de V. Remarquons tout d’abord que
{ f2)=0 20+ 20 0p(2)2h = 0
e
df(z)-z2=0 2+ E;;; (1d.iap(2') - 2' + Bap(z"))zE =0
Si Z; est une hypersurface, confondue avec f~!(0) \ {0} en vertu de I’hypothése

d’irréductibilité, les deux polyndmes en 2,, ci-dessus ont mémes racines pour 2’ fixé, et
sont donc égaux :

Vp=0---5—1,V2 d.ap(z')-2' = (s — pay(z’)

Le. ap est homogene de degré s — p. Z; n’est donc une hypersurface que si f est
s-homogene.

a. Premier cas : f n’est pas homogéne.

Z; est donc de codimension 2. Tout couple (z, S) de V vérifie z € S CKer df (z),
et f(z) =0, donc = € Z;, c’est-a-dire z est sur une surface de dimension n — 2. Pour
z fixé dans Z; N B, les plans S tels que (z,S) € V vérifient les inclusions :

Cz C S C Kerdf(z)
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1.e.

{0} ¢ §' ~ S§/Cz C Kerdf(z)/Cxz. (*)

Puisque = € B} et f(z) = 0, Kerdf(z) est de dimension n — 1. Par conséquent la fibre
de V au-dessus de z équivaut a I’ensemble des plans de dimension p — 1 passant par 0
dans C"~2 c’est-a-dire G(p — 1,n — 2).

Ainsi V est un fibré au-dessus de Z; N B; qui est de dimension n — 2, et la
dimension de chaque fibre est (n — p — 1)(p — 1).

Donc dmV =n—-2+(n—p—-1)(p—1)=(n—p)p—1< dimG.

b. Deuxiéme cas : f est s-homogene.

Si (z,S) € V, alors pour A € C* tel que |A\z| < ¢, (Az,S) € V. Nous allons
donc, plutdt que V, considérer

V={@#9€P,1xG;@9eV si z€znB;}

e {Z € P,_1, f|z = 0} est une hypersurface de P,,_; ;

o pour Z fixé dans cette hypersurface, {S, (Z, S) € 17} ~G@p—-1,n-2)parle
méme raisonnement qu’en a.

V est un fibré au-dessus de {Z,flz =0}, et
dmV=n-2+n—-p-Dp-1)=®-pp-1<dimG.
De plus, 7(V) = #(V) o #: V — G. n
z,5)— S
Remarque. — On désigne par F' le fibré canonique au-dessus de G = G(p, n) :
F={(,9€C"xG z€S}.
L’ensemble V' défini dans la démonstration précédente s’écrit aussi
V={@5S€B.xG z€S8;f(x)=0;df|sz) =0} {0,5) € F}.

V est donc un sous-ensemble analytique de F', comme adhérence de la différence de
deux sous-ensembles analytiques, et A = V N {(0,5),S € G} est également un sous-
ensemble analytique de F'. w(A) est donc un sous-ensemble algébrique de G, contenu
dans 7(V'), qui est, comme nous 1’avons vu, de mesure nulle dans G.

Notons W le complémentaire de 7(A) dans G : c’est un ouvert de Zariski dense
dans G, contenu dans I’ensemble {S € G  f|s admet une singularité isolée en 0}.

PROPOSITION-DEFINITION 3.2.3. — Le nombre de Milnor d’une section
de f~1(0) par un plan S de dimension p passant par 0 ne dépend pas de S pour S
générique dans G = G(p,n). Ce nombre est noté u®.
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Démonstration. — On considére W défini dans la remarque précédente. W est
un ouvert de Zariski dense dans G, et pour tout S de W, f|s admet une singularité
isolée en 0. Pour tout S € W, on définit

3 i i P
W) =tim [ (L ogldsl)
Cette définition est cohérente en vertu de la Proposition 3.2.1. Nous allons montrer que
#®)(S) est un nombre indépendant de S hors d’un sous-ensemble analytique de W.

Soit (z1,... , z,) un syst¢éme de coordonnées sur C", et U la carte de G suivante :

P
U={SeG S={z =Zaj,-z,- p+1<j<n}}.
i=1
L’application gs : ¢ — S
P P
(21,0, 2p) > (21,000 ,2p, 3 Gpal iZisees , 9 GniZi)
i=1 i=1
est un isomorphisme et de plus .S € U — gs est une fonction holomorphe de S. Pour
SewnuU,

] P
p®)(S) = lim / (id’d" log Idf|5|)
9s(C?nB,)

e—0 T
1 4
= lim / —d'd" log|dfis o
5 sy (1r g|dfis gsl)
et df|s o gs = d(f|s o gs) car gs est linéaire, or |d(f|s o gs)(z)|* s’exprime

P
sous la forme 3 |g;(z,S)|* ou g;(z,S) fonction holomorphe de z € CP et de
7=l
S € WNU car les fonctions f|s,gs et S — gs elles-mémes le sont. Posons

g(z,S) = (gl(ZaS)1°" ,gp(z,S)).

¢(g,S) = log|g(z, S)| est une fonction plurisousharmonique continue de C? x (WNU)
dans [—o0, +0o[, exhaustive relativement a C?, et |g| = e” est localement holderienne
en S sur C? x (WNVU).

On peut donc appliquer le théoréme de Siu généralisé (théoreme 1.2) a la fonction
¢ pour le courant T = 1, et comme u®(S) = v(l1,ps), les ensembles de niveau
E. = {S € WNU, u®(S) > c} sont des sous-ensembles analytiques de WNU pour tout
c. Posons co = infsewny p®)(S). co est un entier strictement positif, car u®(S) Iest
quel que soit S, et ¢ est atteint. De plus, E,, = WNU, et E, est un sous-ensemble
analytique propre de U N'W. Donc pour tout S € (W NU)\ E.ps1 p®(S) = co, et
(W N U) N Ecq est un ouvert dense de U. Deux cartes de G se rencontrant sur un
ouvert de G, on en déduit que p®)(S) prend I’unique valeur co en dehors d’un ensemble
négligeable dans G. [ ]
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CHAPITRE IV

UNE NOUVELLE DEMONSTRATION
D'UN THEOREME DE LANGEVIN-LOESER
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La relation entre les nombres de Milnor et de Lelong généralis€s obtenue au
chapitre précédent va nous permettre de donner une démonstration plus analytique du
théoréme suivant di a F. Loeser [Lo] :

THEOREME 4.0. — Pour N € N*, si f : (CN*1,0) — (C,0) est un germe de
morphisme analytique a singularité isolée en 0, alors pour i variant de 0 & N, on
a l’égalité

e—=0t—0

(@) lim lim / en—i(Ty) A W= (-)N-* (p(Nn-i) 5 #(N-i))
B.nf-1(1) ;

ol w désigne la (1,1) forme w = %d’d” log |z|, Be la boule de rayon € centrée en 0,
et cn—i(Ty) la (N — i)éme forme de Chern du fibré tangent relatif aux fibres lisses
f~1(t), muni de la structure hermitienne induite par celle de CcN4,

Cette égalité avait été démontrée a 1’origine par R. Langevin [La] dans le cas
i =0.

Pour redémontrer ce résultat, nous montrerons tout d’abord que la démonstration
de I’égalité (i) se ramene a celle de 1’égalité (0). Nous établirons alors le résultat pour
7 =],

A. Réduction du cas général du théoréme au cas : =0

1. Calcul de la p-ieme classe de Chern.
e Définition de la p-iéme classe de Chern.

Si E est un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur une variété complexe, on
note c(F) la courbure de la connexion de Chern de E. Rappelons que

ic(E) € Cr3 (X, Herm(E, E)).

DEFINITION [G-H].

e La p-iéme forme de Chern Cy(E) du tenseur de courbure c¢(E) de E est
définie par

Cyp(E) = PP (%dE))

ol PP désigne le p-iéme polynéme invariant élémentaire sur les matrices carrées A
d’ordre n sur C (voir [G-H]) :

PP(A) = trace(AP A).
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e La p-iéme classe de Chern Cyp(E) est définie par

6By = [P ()|

e On se place désormais sous les hypothéses du théor¢me O : on considere
f: U c C¥*1 — C une application holomorphe d’un voisinage ouvert U de O dans
CN*1, A singularité isolée en 0.

Pour ¢ valeur non critique, 7, est un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur

).

PROPOSITION 4.1. — Pour t non critique, les formes de Chern de Ty sont
données par

7 P
ep(T)) = (= =d'd"log|df)
pour p variant de 1 a N.

Démonstration.

O—PTf LcNH yif!C:CNH/TI—*O

est une suite exacte de fibrés holomorphes au-dessus de X; := F71(t), qui est lisse
puisque ¢ est non critique. La norme induite sur C est donnée par

ull* = —lﬁ pour uz € C.
|df |2
Les courbures des 3 fibrés sont liés par les relations classiques ([Gr] ou [De 3]) :
(1) (€)= (€ Dc +BAB" ob B € Cy(X:,Hom(Ty,C))
Q) o(Ty) = (CN*Y|r, +8*AB B € C53(X.,Hom(C,Ty)),

@ étant déterminé par exemple par la relation
3 d'g" = —jop"
avec g* : C — CN*! homomorphisme adjoint de g = df.
Premiére étape :
La matrice hermitienne représentant la métrique induite sur C est

H= L _ -logld?

ldf[>

ic(C) = id'd" log |df|*
=i AB"
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par (1) puisque ic(CN*1) = 0.
Deuxiéme étape : Notons

® (%) ;=1_ N+ 12 base canonique de CV*! = TCN*! et (dz;) sa base duale.

.fk—azk fk F—% F;,e

Pour X € CN*!, y € C, g* est définie par
(9(X), u)e = (X, g"u)cnw

donc N

cogJe o 0

=2 1q7 ® 5
i e idu(i)®i

=R A
donc par (3)

N+l -—
0

jor -y =-e (G o

dont I’homomorphisme adjoint est
N+1

Boj* = |df|22d'(|df|2) ® dz;.
Ainsi

v " % It f f
joB Afoj =Idf|21<j§N+ld (udfklz)"d'(ldfjlz)® @

Quitte a effectuer un changement de base adapté au scindage orthogonal de la suite de
fibrés, on voit facilement que

trace(j o 8 A B o j*) = trace(8" A B)

=Wt L () e 1)
|df 2 |df |2

N+1 — N+1 _

=—zd’(fk)/\d”( ) car Zf ""(|df|2) =0

—d’d” log |df|*.
Par conséquent
i i,
cl(T!) = trace (E;C(T!)) = trace (E'B A ﬂ)
(par (2)), c’est-a-dire _
_ _L 1 2
a(Ty) = —5=d'd" log |df "
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Troisiéme étape :

Légalité d'd” log|df[? = [df > 3~ &' (k) d" (;J4e) nous donne la rel

'égali 0 = A nous donne la relation
g = i af

(d'd" log|df Py =

=l 3 d(lffkiz)m"(ﬁ;iz)" "“'(lﬁﬁlz)“"(f;;lz)

K=(kj,..
|K|_

Par ailleurs
Gof NBof'F =IdfF Y d(lcfiTklz) ne ()
171=1KI=p
Ad"(llgkaZ)Ad,(lg},iz)® 0 ®dzJ1® -® 68k ®d2jp

d’ob
e (T)) = trace( P(5 ﬁ/\ﬂ))
- (Y n 5 e (e (e ()

IF\I =p

= (- ;;d’d” log |df|2)P

2. Une formule de Crofton.

PROPOSITION 4.2.1. — Soit S un plan de dimension p passant par 0 dans
CN*1 U(N +1) le groupe unitaire de CN*!, muni de la mesure de Haar normalisée
dp. Alors les deux courants suivants sont égaux :

(Zaatoghel)” = [ 1g(S)dut)
T gEU(N+1)

Nous allons tout d’abord démontrer un résultat plus général.

PROPOSITION 4.2.2. — Il n’existe, a un coefficient multiplicatif strictement
positif prés, qu’un unique courant positif fermé de bidegré (p,p) invariant par
rotations et homothéties.

Les deux courants considérés dans la proposition 4.2.1 sont invariants par
rotations et homothéties. Ils seront donc égaux s’ils ont méme masse sur des boules
centrées en 0.
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Démonstration de la proposition 4.2.2.

1. Soit T un courant de bidegré (p, p) sur CV*!, G le groupe des similitudes com-
plexes sur CV*! (groupe engendré par les endomorphismes unitaires et les homothéties),
muni d’une mesure de Haar dy. On définit sur CV*! le courant de bidegré (p, p)

T = / (" T(g)du(g)
geG

ou ¢ est une fonction C* sur G a support compact dans un voisinage de 1’identité de
G, et de masse 1 sur G, i.e.

/ p(g)du(g) = 1.
geG

LEMME. — T est un courant C*® sur CN* \ {0}.

Démonstration. — Considérons = # 0 un point de CV*!. Les composantes de
T dans la base canonique de CV*! sont données en z par

Trs(z) = / . Z' Txr (9(2)) arsx L (dg(@))p(9)dpulg)
g€ K,L
IKI=1L1p

ol les aryxr (dg(z)) sont des polyndmes en les dérivées premieres de g au point z.
Ce sont donc des fonctions C* de z.

Considérons @ : G x CV*! \ {0} — CN*! \ {0}, I’action de G sur CV*! « {0}
telle que @(g,y) = g(y). L’application
.. G — CN1{0}
g — ()= d(g,2) = g(x)
est une submersion. Les fibres F; y de @, sont de la forme F; y, = goH,, 00 H estle
groupe d’isotropie de z, et go un élément de G tel que go(z) = y. La mesure de Haar
normalis€ sur F; ,, notée o, ,, dépend de maniere C*° des variables z et y.

De plus, pour une fonction u intégrable sur G, on a par le théoreme de Fubini

dA
/; u(g)p(g)du(g) = /c v hll—z(fé% ; u(g)p(g)da 4 (9)

¥
X désignant la mesure de Lebesgue sur RAV+D, Tﬂ%‘“ est la mesure image de p par
@,. En particulier

As d\
» Tu@=[ o T Taw e [ errme(de)e@das, @)
IKISiLI=p o

Lorsque 1’on dérive partiellement en z le terme de droite de (*) on ne fait porter la
dérivation que sur le terme

/ ar1x (d9()) p(9)dars 4 (9),

Y
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qui dépend de manieére C* de = d’apres ce qui précede. L’intégrale double ainsi obtenue
est finie puisque ¢ est & support compact par hypothése, et qu’ainsi 1’intégration se fait
sur des domaines compacts.

Par conséquent les dérivées partielles en z de fn sont des mesures d’ordre nul.

Ceci étant vrai pour tout z de CV*! \ {0}, T est bien un courant C* sur
CM {0} B

2. Soit T' un courant positif de bidegré (p,p) invariant par rotations et ho-
mothéties.

a) un tel courant existe, il suffit de prendre (£d'd"log|z|)".

b) T est nécessairement C* sur CV*! < {0} :

T=[ @De@dug) = [ (g )Teg)dulg)
g€eG g€eG

=T d =T
/g _SOh)

et T est C* sur CV*1 < {0} par le lemme.

c¢) 11 suffit de connaitre la forme du courant en un point pour connaitre sa
forme générale, en raison de I’invariance par rotations et homothéties. Plagons nous
en 20 = (21,0,...,0). En ce point, T est de la forme

T=tdx Adhy Na+ida AB+dzy Ay +6
ol a,,v,6 ne dépendent pas de z;. On a § = 77y puisque T est réel.

Comme T est invariant par rotations, notamment par celles qui laissent I’axe Ce;
invariant, 7" est de la forme

T = Xidzy AdZ7 A E' i(P-l)deI ANdzp +l“,pz Z’ dzy ANdzy

1¢1 1¢J
ITl=p=1 1Il=p

A et p sont des fonctions de z;, dont on peut préciser la forme a 1’aide de I'invariance
par homothéties :
M) = [k Mk2), war) = |6 plkz1)

pour k variant dans C \ {0}. Posons A = A(1), z = pu(1). Au point (21,0,...,0), T est
décrit par
A
el

.p? 2

# 3 dzy Adzp + “szP S dzp Adzy
1€r1 lzll 1¢1
IIl=p Il=p

avec A et p dans R} puisque 7T est positif.

Il résulte de cette expression que les courants positifs invariants par rotations et
homothéties sont les combinaisons linéaires a coefficients > 0 des courants

TRl 2 (id/d/l|z|2)p
(id'd"log|z|*) et T
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La condition supplémentaire 7" fermé impose
T = Aid'd" log|z[*)* X €R:.
]

Démonstration de la proposition 4.2.1. — Les courants (£d’'d” log |z|) et
f JEUNN +1)[_q(.S')]d;z(g), invariants par rotations et homothéties, sont égaux a un coeffi-
cient multiplicatif pres, en vertu de la proposition 4.2.2. Ce coefficient vaut 1, car les
deux courants ont méme nombre de Lelong en 0, a savoir 1. |

3. Applications de ces formules.

Dans tout ce paragraphe, nous fixons ¢ choisi assez petit. Nous allons dans un
premier temps exprimer la limite quand ¢ tend vers O des intégrales

[ evampne
S'@®nB,

a I’aide du courant ,'r;d’d” log | f|. Pour cela il faut tout d’abord régulariser les courants
+d'd"log|df| et w = +d'd" log|z| pour éviter leur singularité en 0, sans pour autant
modifier la valeur des intégrales considérées. Ceci est possible comme le montre le
lemme suivant :

LEMME 4.3.1. — Soient X une variété de Stein de dimension pure n et
T un courant positif fermé de bidegré (n — p,n — p) sur X. Soit V un ouvert
relativement compact dans X et ¢,¢ : X — [—00,+oo[ deux fonctions psh finies
et continues qui coincident dans un voisinage du bord de V. Alors

/V TA (-:.;d'd"cp)P - /V T/\(%d’d”w)P.

Démonstration. — Ce lemme est une conséquence immédiate du théoreme de
Stokes. En effet, comme T est fermé, le courant

rreur (oo oneun(iees)”)

a pour dérivée au sens des courants
— l ! P_ __z_ !
dG_T/\(ﬂ_dd ¢) T/\(de ¢)

Donc, comme 6 est un courant & support compact dans V/,
i NP (E o NP\ i
/VT/\((de <p) (de ¢) >_T/Vd0..0.

Nous allons a présent régulariser log |z| et log |df|. Considérons x une fonction
de classe C* convexe croissante sur R telle que
¥z) =uw pour z>A+1
=A pour z<A-1

p
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ol A €] — o0, 0[ est choisi de telle sorte que x(log |z|) = log |z| et x(log |df|) = log |df|
au voisinage du bord de B..

i - A+1

Pour ¢ non critique nous avons par la proposition 4.1.

O v / en—iT) AW =
f-{onB.

i N-i i
= ~d'd" log|d A(=d'd"1
/B,n;—xm(w og |4/1) (7r og 2|}

Sur f~1(t), log|df| et log|z| sont des fonctions psh continues et finies. On applique
alors le lemme 4.3.1 successivement 3 T = ({d'd" log|df |)N_' et p(z) = loglz|,

¥(z) = x(log|z|) puis & T = (£d'd"x(log |2))" et o(z) = log|df|, ¥(z) = x(log df])
pour V = f~1(t) N B,. On obtient ainsi

: N-i 4 i
() Zdd" log Idfl) A (-:;d’d” log |z|) =

B.nf=(1) (7'
; N—i i i
= [ (Ged'xtogla) A (Fdd'xoglzD)"

B.nf=i(t) x _

s

D’autre part, ¢ étant non critique, 1’équation de Lelong-Poincaré nous donne 1’égalité

3) ') = ~d'd"log|f ~ 1.
Les égalités (1), (2) et (3) nous permettent d’écrire pour ¢ non critique
@ (DN / en_i(T)) A =
S1NB,
_ i/n _ i/n N—i _i_lll i
- /B (wdd log |f tl) A (de x(logldfl)) A (de x(log|z|)) .
Cette derniére intégrale va nous permettre de passer a la limite en ¢ = 0.

PROPOSITION 4.3.1. — Pour ¢ fix€é assez petit,

. 1 i N—i i i
lim [ ~d'd"log|f —t| A (—d’d"x(log|df|)) A (-d'd"x(log|z|)) =
. ™ ™ ™

t—0 /g

i

- /B (%d’d”logl 1) A(%d’d"x(logldfl))N—i/\ (%d'd”x(logIZI))

44




LEMME 4.3.2. — Soit V un ouvert de CN*! o une (N +1 -k, N +1—k)
forme continue positive sur V. Soit U un ouvert relativement compact de V. Alors
la fonction T' — fU T A a est semi continue inférieurement sur le céne des (k, k)-
courants positifs muni de la topologie faible, et T — ffj-T A a est semi continue
supérieurement sur ce méme coéne.

Démonstration. — Notons 1y la fonction caractéristique de U. Soit (6,),¢eN
une suite croissante vers 1y de fonctions C™ positives sur Y a support dans U.

On sait que les topologies faibles définies par les formes test C* d’une part et les
formes test continues d’autre part induisent la méme topologie sur le cone des courants
positifs. Pour tout v, T +— fU 6,T A a est, par conséquent, une fonction continue et

/T/\a: lim T/G,,TAa,
U y=rtoo U

donc T — [; T A « est semi continue inférieurement. On démontre de méme que
T — [&T A« est semi continue supérieurement. u

Remarque. — Le lemme signifie notamment que si T est un (k, k)-courant
positif et T; une suite de courants positifs convergeant faiblement vers T', on a

/T/\ag lim inf/’l}/\aslim sup /ﬂAagﬁTAa.
U J—+00 U jo+o0 JU U

LEMME 4.3.3. — Ona [,p || id'd"log|f| || = 0 ot dBe = Be \ B. désigne
le bord de B,.

Démonstration. — {f = 0} n’est pas contenu dans 0B, et ceci quel que soit
g > 0, car f~1(0) n’est pas compact. Donc 0B, N f~1(0) est un ensemble analytique
réel de dimension réelle 2N — 1. ]

Démonstration de la proposition 4.3.1. — En vertu des lemmes 4.3.2 et
4.3.3, il suffit de démontrer que +d’d" log|f — t| converge au sens des courants vers
+d'd"log|f| quand ¢ tend vers 0. Pour cela il suffit en fait de montrer la convergence
dans L! de log|f — t| vers log|f]|, car cette convergence implique la convergence au
sens des courants. La dérivation étant continue au sens des courants, il en résulte alors
la convergence souhaitée.

La proposition 4.3.1 découle donc du lemme suivant

LEMME 4.3.4. — On alog|f —t| — log |f| dans L.

Démonstration. — La famille (log|f — t|) convergeant ponctuellement vers
log | f|, il nous suffit de démontrer qu’elle est équiintégrable sur B,. Nous avons donc

45



a montrer sur un voisinage D de 0 dans C I’existence pour tout 7 > 0 d’une constante
A > 0 telle que

Vi€ D / |og|f —t]|dv < n
|1°glf—tl|>A

ol dv = (%)N+1 dzy AdZy A - - Adzna AdZng désigne la forme volume sur CV*1,

On pose, pour (z,t) € B, xC, g(z,1) := f(z)—1. g est une fonction holomorphe
en (z,t). Supposons, quitte & faire un changement de variable, que I’application
21 — f(21,0,...,0) n’est pas identiquement nulle au voisinage de 0. Par le théoréme
de préparation de Weierstrass, il existe un voisinage D de 0 dans C tel que sur B, x D
g s’écrive '

g9(z,1) = u(z,t)P(z,1)
ou u est une fonction holomorphe inversible sur B, x D, et P un polyndme de
Weierstrass en z;. Comme u est inversible, il suffit de montrer que (log |P(z,t)|):ep
est équiintégrable sur B, pour montrer 1’équiintégrabilité de (log |f(z) — t|)tep sur B;.

Siz € CN*1, 2z = (z1,...,zn41), nous convenons d’écrire z = (z1,2') avec
2/ =(22,...,zNn41). P(z,1) se factorise sous la forme
m
P(z,t) = [[ (21 — wi(«', 1))
j=1

les racines w;(2’,t) étant éventuellement confondues et rangées dans un ordre quel-
conque. Nous allons dans un premier temps majorer a 1’aide d’un réel donné A > 1 les
intégrales

I,(A) = / | log | P(z,t)||dv
B.n{z,|P(z,)|<e=4}

indépendamment de ¢t € D, ce qui nous permettra de montrer 1’équiintégrabilité de
(log|P(z,1)]), < p- Remarquons tout d’abord que pour ¢ € D,

(1) I;(A) < Z/{ |10g|21 —-wj(z',t)lldv
j=1

2€B.,|P(z,t)|<e=A}
et que

U= {z € Be,|P(z,t)| < e} C | Une
k=1
oul’'onaposé pour k =1,... mette D
Uit :={2 € B, |21 —wi(2',1)| < o}
avec o = e~4/™ Pour j € [[1,m]]ett € D,on a

Q) / |1og|z1—wj(z',t)||dv<2/ |log|z1 = wj(2',)||dv <
U, k=1 Ui .

m
/ dv'/ |log |21 — wj(z',1)]|dvy
L= 2'€B. zleD(wk(z',t),a)
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ot dv’(resp. dv;) désigne la forme volume sur CV(resp. C), B, := {2’ € CV,|2'| < €}
la boule de centre 0 et de rayon € dans CV, et D(w, p) le disque complexe de centre w
et de rayon p. Deux cas se présentent pour (z',t) € B, x D :

a) si |w;(z',1) — we(2',1)| < 2a, alors

(3) / | log |Z] —wj (z',t)[ldvl < / | log IZ[ - wj(z',t)”dvl =
D(“Jk(z‘yt),a) D(UJ‘(Z',‘),SG)

1
= log |21 ||dv; = 97a? (= —log3a).
/D(o,sa) | | (2 )
b) i Jwj (o', 1) — wi(!, )] > 201

w;(z',t) est une racine de P(z,t) = 2" + 3 aj(z’,t)z{"'j. Or si w est une
g3=1
racine de QW) = w™ + aw™ 1 + ... a,, € Clw], w vérifie ’inégalité

"
lw] < 2]énja<xm |aj | /i

car sinon |Qw)w™™| > 1— Q27 1+...27™) = 2™™, ce qui est absurde. Comme pour

J € [[1,m]],a;(2',t) = O(|z'| + |t|), on peut supposer, quitte & restreindre D et ¢, que

pour tout j € [[1,m]], tout (z',¢) € B. x D,

lw; (', 1)] < 1/3.
En supposant A choisi assez grand pour que o < %, on obtient
3" / Iloglzl —wj(z’,t)||dv1 < |log a|ma?.
[ D(wi(2’,t),a)
11 résulte donc de (1), (2), (3) et (3’) que pour £ € D
@) Ii(A) < m297ra2(% +|log 3a|),
I’inégalité étant vérifiée dés que o = e=4/™ < 1/3.
Pour > 0 donné, on choisit A de telle sorte que a = e~4/™ < 1/3 et
m?9ra® (5 + |log3al) < 1.
L’inégalit€ (4) nous donne alors
L,(A)<n VteD.

Ceci démontre 1’équiintégrabilité de (log|P(z,1)|),.,, et par suite de
(log|f(2)| =), p sur Be. [

ProPOSITION 4.3.2. — En posant p = N +1 — ¢, on a l’égalité pour tout
¢ variant de 0 a N :

A (;z;.'d’d” loglfl) A (%d’d”x(log |df|)) = A (-j;d’d”X(lOgIZI))‘ =

i 1 p-1
du(S —d'd" lo A | =d'd"x(og |df]) )
-/SEG(p,NH) A SnB, (7r ngI) (7( x(log| fl)
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Avant de démontrer cette proposition, il nous faut tout d’abord préciser le sens
accordé pour S générique dans G(p, N + 1) a I’intégrale

. | .
[ zaaoglsi A (zaa xtoglarp) "
nB,

Soit X, = {(z,S) € B. x G(p, N +1) =z € S} le fibré tautologique de G(p, N + 1).
Onnote o : X, — B, et §: X, — G(p, N +1) les projections canoniques associées. Le
courant T = (£d'd"log|f|) A (£d'd"x(log|df[))"”" admet pour potentiel le courant
U = log|f|(£d'd"x(log |df |))P - qui est le produit d’une fonction psh et d’une forme
C positive sur B,. Le courant o*U est défini sur X, et donné par 1’expression

* * i Ul P-l
o*U :=log|f o ala (;d’d x(log |df|)) .

a* (%cl’d”x(logldfl))p_1 est une forme C™ sur X, et log|f o a| une fonction psh sur
X. ; a*U est donc un courant a coefficients L}, sur X.. Nous pouvons donc appliquer
le slicing de Federer [Fe] a la submersion £, ce qui nous permet de définir pour presque
tout S € G(p, N + 1) les courants

US = (Q‘U)lﬂ-—l(s)

et i
Ts := —d'd"Us.
s
Par ailleurs si 1’on définit le courant o*7T := ;;d’d”a‘U , Ts s’écrit aussi pour S
générique

TS = (Q*T)Iﬁ-l(s).
En effet, comme le slicing commute avec la différentielle,
Ts = —d'd"Us = ~d'd"(a"Ulg-1(s)

i *
= (;d’d”a U)Ip—l(s)
= (@ T)|p-1(s)
pour S générique.

Nous sommes a présent en mesure de démontrer la proposition :

Démonstration de la proposition 4.3.2. — On définit pour » € N la fonction
C®psh u, := flog(|f> + 1) et les courants U, := u,(Ld'd"x(log |df|))P_1,
T, = id'd"U,. La suite (u,),en est une suite décroissante de fonctions C* psh qui
converge vers u := log|f| dans B.. De méme (a*u,),eN €st une suite décroissante
de fonctions psh C* qui converge vers o*u sur X.. Elle converge en particulier au
sens des courants, en considérant o*U, comme un courant de bidegré (0,0), ce qui
est possible puisque a*u, est localement intégrable. Par conséquent a*U, converge
vers o"U et o*T, vers a* T, la convergence étant considérée au sens des courants. Par
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ailleurs, comme U, — U au sens des courants, 7, — T au sens des courants. Donc

2w M-p _ taa e _
1) ./B‘T/\ (rdd x(loglzl)) = im_ [ T.A (de log|z|)) =
= lim du(S) T,|s.
V=400 J5eG(p,N+1) SNB,

La derniére égalité est 1’application de la formule de Crofton (proposition 4.2.1), aprés
accouplement avec la forme 7, de classe C™. Or si w est la métrique de Kihler standard
sur G(p, N +1) et 6 la forme 6 := KwP™W*1-P) ol K est une constante choisie de telle
sorte que fG(P'Ml)H =1, alors du = 6. De plus pour v € Net S € G(p, N +1)
T,ls = (2dd"V,)|s = =d'd"U,1s)
™ ™

on obtient donc par définition du slicing

2) lim/ d;z(S)/T.,Isz lim / o™T, A B*6.
V—+00 SGG S Vv —+00 .

Pour achever la démonstration, on applique le lemme 4.3.2 2 la suite de courants positifs
(@*T,)ven :pour 0 < €’ < g,

3) / du(S) Ty = / o«"TAB"0 < lim T, AB"0 <
5e6 SnB, p:3

V—+00 X,
€

S/ a*T/\ﬂ"'H:/ du(S) Ts.
Xe SeG SNB,

En faisant tendre ¢’ vers ¢ dans (3) on obtient grice aux égalités (1) et (2) I’égalité a
démontrer :

‘I

1 ]
/ du(S) Ty = / T A (1d'd"xlog |df|)P . "
SeG SNB. B, 7’

Pour simplifier 1’écriture, nous convenons de sous entendre la fonction x dans
toutes les écritures d’intégrales qui suivront.

4. Réduction de I’égalité (i) au cas i = 0.

Dans le paragraphe précédent, nous avons montré que le terme de gauche de (i)
peut s’écrire sous la forme :

lim lim en_iTPA (Sdd"log|2]) =
)
Benf-1(t) w

e—=0t—0

| . . B
= lim(-1)V* / dp(S) Ld'd" log|f| A (1d'd" logldfl)p
el SEG(p,N+1) snB, T x

ol I'on a pos€ p = N + 1 — ¢ comme dans le paragraphe précédent.
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PROPOSITION 4.4.1.

lim / du(S) (id’d”log|f|)/\ (id'd”log|df|)p—l =
e—0 JseG(p,N+1) snB, \T ™

i 1 p-l1
&= du(S) hm / —d'd"lo A | =d'd" log |df|

Démonstration. — Le résultat découle immédiatement du théoréme de conver-
gence monotone puisque

(= [, (o) )

est une famille croissante de fonctions positives. |

€

Par ailleurs, B. Teissier montre dans [Te 1] la

ProPOSITION 4.4.2. — Soit f : 2 — C une fonction holomorphe sur un
voisinage §2 de 0 dans CV*!, a singularité isolée en 0. Pour tout p = 1,... N,
il existe un ouvert dense W, de la grassmannienne G(p, N + 1) tel que pour tout
S e W,,

|df (2)| ~ |df|s(2)

quand z tend vers 0 dans S.

Démonstration [Te 1]. — Soit (zp,... ,2n) un systtme de coordonnées sur
CN+1, Rappelons (cf. chapitre 1, paragraphe 2) que la cloture intégrale T d’un idéal [
de On4 engendré par (fi,..., fn) est un idéal qui se définit aussi par :

T={ge0na/aC>0, WP <CY I5P}.
j=1

Démontrer la proposition 4.4.2. revient donc a2 montrer que pour S générique dans
G(p, N + 1), I’idéal jacobien de la restriction de f a .S a méme cloture intégrale dans
Os 0 que la restriction a .S de I’idéal jacobien de f, i.e. que

J(f-0s0)=3(f)-Osp
ot j(f) désigne I'idéal de O, engendré par (8:9 ., 81”)

Premier cas : p= N

Nous redonnons la démonstration de B. Teissier [Te 1]. Il suffit de démontrer la
proposition sur une carte de Py = G(N, N +1).

D’apres la proposition 3.2.2., il existe un ouvert de Zariski W dense dans Py
N

tel que pour touta € Wet S = { Y gy = O}, f|s admet une singularité isolée en 0.
j=0
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On note Y D’intersection de W et de ’ouvert affine CV de Py, muni de coordonnées

N
(ay,... ,an) et formé des hyperplans d’équation zo— 3 a;z; = 0. Pour g € On41, On
i=1

N
note g, la fonction holomorphe (z1,... ,2n5) — g( 3 a;zi, 21,... , 2n)-
=1

N
Remarquons que pour un hyperplan S d’équation zp = E a;z;, On a pour tout

ji=1...,N: 5 o1 o1 =
B 1e =% (5‘;)ﬁ (a—zj),,’

ce qui nous donne j(f - Osp) C j(f) - Osp et donc j(f-Os0) C j(f)-Osp.
Le but de la démonstration est de montrer 1’inclusion inverse, et plus précisément
d’étudier le comportement de (g;%)a. Pour cela nous allons nous placer sur un espace
plus adéquat que Y x CV. Considérons donc sur ¥ x CV, muni des coordonnées

(al,... yAN 2100 ,ZN), I’idéal

S:(Z],... ,ZN)'OYXCN

qui définit Y x {0}, et les deux idéaux

Ty = (Z}%f“’”' ,B%fa) Oy xew,

5= (%), (2).) v

définis sur un voisinage V de Y x {0}. On a les inclusions évidentes Z; C 7, C S,
et Z; contient une puissance de § au voisinage de tout point de ¥ x {0}. Soient
7 : Zy — V la modification définie par § - Z; - I3, n: Z — Zj la normalisation de Zp
etw: Z — Y x CVN I’application composée

Z 287y Ve Y xCV.

On note D le diviseur exceptionnel associ€ a w.

D — Z

l lw
Y x {0} — YxCVN.

N /
Y

On sait alors qu’il existe un ouvert analytique dense U de Y tel que |D|jy — U soit
plat, ot |D| = |w='(Y x {0})| désigne le support réduit du diviseur D.
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N
Nous allons montrer que pour un hyperplan S = {zp = }_ a;2;} correspondant
i=1
a un pointa € U,

J(f-0s0) =3(f)-Osp

en montrant le résultat plus fort suivant :

T {ayx{0} = I2,{a}x{0}>

L.e. que les germes de Z; et 7, en {a} x {0} ont méme cl6ture intégrale. Par construction
de w, il suffit pour cela de montrer que, pour tout z € w~'({a} x {0}),

1):0z,=1,-0z,;.

Comme Z; -0z et I, - Oz sont inversibles, on obtient le résultat cherché en montrant que
ces deux idéaux ont un générateur commun, et pour cela, il suffit de montrer que 7,-Oz, .

n’est pas engendré par (2£), o w a I'exclusion de tous les autres ((53;%)“ ° w) N
i1

Ceci va résulter du lemme suivant :

LEMME. — Pour a € U, on a en tout point z € w™!({a} x {0})

(%fc)oz,z €S8-1,-0z,.

Démonstration du lemme. — On note Y/ C Z le sous-espace défini par
S - I, - Oz. Puisque Z; contient une puissance de S au voisinage de tout point de
Y x {0}, on a |Y'| = w™ (Y x {0}) = |D|. Comme S - Z; - Oz est inversible et
Z normal, il suffit de montrer 1’inclusion sur un ouvert dense de chaque composante
irréductible de |Y'||y = |w™'(U x {0})]. Or, sur chaque composante irréductible de
|lw=}(U x {0})|, il existe un ouvert dense qui vérifie en chacun de ses points z :

1. Z est lisse en z.
2. |[w=(Y x {0})| est lisse sur Y en z, et donc lisse.
3. Le lieu des zéros de f, - Oz est contenu dans |D| au voisinage de z.

En effet, Z est normal donc non singulier en codimension 1, et |D|jy — U étant
plat, I’ensemble de ses points de lissité induit un ouvert dense sur chaque composante
irréductible de |D|jy. Enfin, si @ désigne la transformée stricte du lieu des zéros de

N
(a,2) — f(3 a;jz,21,... ,zn) par w, @ N D est nulle part dense dans D, ie.
g=1

I’ensemble des points ol le lieu des zéros de f, - Oz ne coincide pas avec |D| induit
un fermé analytique strict sur chaque composante irréductible.
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En un tel point z, on peut choisir sur Z des coordonnées locales holomorphes
(a,...,al,b1,... ,by_1,7) telles que

i)a; =agiow i=1,...,N.

i) §-I;- 0z, =7 -0z, (noter que S - I - Oz, est inversible).

iii) f, ow = A(al,... ,d)y,b1,... ,by_1, ™)7w#, ol A est inversible dans Oy ..
De ii), on déduit :
V) z; ow = (i(a), ... ,aly, by,... ,by_1, m)7*, avec k < .
Comme
ﬁf" ow = g—f%-'lr“

-5 (Gh) v e () v

et %(zi ow) €S-0z, dob Z(@%fa)°w'a%(zj ow) € S-I1 -0z, i suffit, pour

démontrer que (a -fa)ow € S I, - Oz ., de montrer que 7r“ €S-1,-0z,.
Pour cela, il sufﬁt de montrer que g > wv. Or, pour a ﬁxé fa est entier sur
(z 13“ fayeor 2N azN fa) - €{z1,... ,2zx}. En particulier, si W désigne le sous-espace
de Z déﬁni par a) =... = ayy =0, (fo)ow)Ow,, doit étre entier sur I'idéal 7*. Ow ,,
qui est intégralement clos puisque inversible sur un espace lisse, donc normal. 11 faut
donc que A(0,...,0,by,... ,by_, m)7# appartienne a I’idéal 7 - C{b;,... ,by_1,7}.
Comme A est inversible, il faut donc nécessairement que p > v. [ |
Nous pouvons a présent montrer que (%)a o w n’engendre pas Z; - Oz, a
I’exclusion de tout autre (—L)a ow, j 2 1. En effet on aurait sinon pour j =1---N

(aa—:;)a ow = )\;(%)a ow
avec A; € Mz ., et donc

(az,- )ow—(a +,\)(g’;) ow

puisque %fc a.,(azo )a +(az,- )e. En multipliant par z;0w, ¢ = 1,... , N, on obtient

(s ) ow =@+ A (et o

J
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puisque % = z;(%)a. D’apres le lemme, (a%.,fa)ow €8511:0z,.005-1,-0z,;
est engendré par 1’un des (z,-%j fa) o w (lemme de Nakayama), et il faudrait donc que
I’un des (a;- + ;) soit inversible, d’ol la contradiction cherchée puisque A; € Mz ..
L’idéal 7, - Oz, . est donc engendré par un des (%Li)a ow, 1 <7< N, par exemple
(%)a o w. Nous pouvons alors écrire

d
(%), ow =) o

avec p1 = 1. On en déduit que

et ajpo+p1 = ajpo+1 estinversible. L'idéal Z; -0z , est donc engendré par (a%l fa)ow,
d'od Z, - Oz, =1, - Oz .. Ceci démontre la proposition lorsque p = N.

Deuxiéme cas : cas général

On raisonne par récurrence descendante sur p.

Soit 1 £ p € N — 1. Nous supposons qu’il existe un ouvert Wp,; dense dans
G' = G+ 1,N +1) tel qu'en tout point S’ € Wy, |dfis/| ~ |df| sur S’ en 0.
Nous notons N, le complémentaire de Wp,1. Par hypothése, Np4; est un ensemble
négligeable de G’. Nous allons montrer que

Wy ={S€G |dfis| ~ |df| sur S en 0}

—ou G = G(p,N +1) — est le complémentaire dans G d’un ensemble N négligeable
dans G.

Pour cela, considérons la variété de drapeaux
D={(5,5YeGxG,ScS'}
et appelons 7(resp. 7’) sa projection naturelle sur G (resp.G’) :

D (5,5
S N
G G’

N ={(S,5)eD,SeN(")ou S € N'}
={(5,5) € D,S e NS} u)"'(N")
ou N(S’) est le complémentaire de 1’ensemble des hyperplans S de S’ tels que
|dfis| ~ |dfjs:| sur S en 0. Nous allons montrer que Nsest négligeable dans G en

montrant au préalable que N Dest dans D. Vérifions tout d’abord que N, ou plus
simplement W), est bien mesurable dans G. Or

Wo= U (N Une)

pEQ™ e€Q™
ceEN* e<p

5 5
Soit
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ou
UP:C,E = {S €G VzeSn C(E,P), Idf(z)l < c|df'5(z)|}

et
Ce,p={2eC e<|z|<p}.

Up,c, €étant fermé, W, et donc N sont mesurables dans G.

Vérifions a présent que N est un ensemble mesurable de mesure nulle. D’une part
(7')~1(N') est mesurable de mesure nulle, puisque N’ 1’est par hypothése de récurrence.
D’autre part N, = {(5,5") € D,S € N(S')} est mesurable, ce qui se montre en utilisant
le méme type d’arguments que pour N. De plus N, est négligeable. En effet, en tout
point (S, S’) € D, on peut trouver un voisinage ouvert U de (S, S’) et un ouvert V de
G’ tels que U ~ V x Py,;. En utilisant un recouvrement fini de D par de tels ouverts

(D étant compact), on obtient, grice au théoreme de Fubini, que N, est négligeable
puisque les ensembles N(S’) le sont d’aprés le premier cas de la démonstration. Pour
relier les mesures de NV et N, on fait les deux constatations suivantes :

1. 7=Y(N) C N.Eneffetsi S € N, |df| n’est pas équivalent 2 |dfis| sur S en 0.
On ne pourra donc pas avoir 2 la fois |df| ~ |dfjs/| sur S’ en O et |df|s| ~ |df|s/| sur
S en 0 pour tout S’ € G'. Par conséquent 7~ (V) est de mesure nulle dans D.

2. 1l existe C > O tel que
mesure (7~'(V)) > C mesure(V) - mesure (fibres).

En effet, deux mesures sur la variété D déduites de la mesure de Lebesgue sont
équivalentes, et de plus les fibres au-dessus d’un point S de G sont toutes équivalentes
a Pny1-p, ce qui nous permet d’utiliser le théoréme de Fubini.

La combinaison de ces deux résultats nous permet de conclure que la mesure de
N est nulle. Ceci acheéve la démonstration de la proposition. [

Par le théoreme de comparaison 1.1, on obtient donc pour tout S € W,

lim /B N (%d’d” log | f|) A (%d’d” log |df|)P T

e—0

E—

. iy Ty p=1
hm/;‘ns (de 1og|f|) /\(de log|df|5|) .
Compte tenu des propositions 4.1, 4.3.1,4.3.2 et 4.4.1, on obtient ainsi pour: = 0,..., N

7 I
lim i _(THA (Ldd"1 ) =
E%tgrg)/&nf_‘m en—i(Ty) A (7r og||

i : : N—i
(_I)N_'/ dp(S)| lim / ~d'd"log|f|) A(=d'd" log d ,
SEG(N+1-i,N+1) a )(c—»o SnB.(T gl'fl) (7r gl flSI) )

En considérant de plus la proposition 3.2.3, on voit alors qu’il suffit de démontrer le
théoréme 4.0 dans le cas : = 0.
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B. Démonstration du théoréme 4.0

Compte tenu de la partie A de ce chapitre, il nous suffit de vérifier 1’égalité (0)
pour avoir une démonstration compléte du théoréme 4.0. Nous voulons donc montrer
dans cette partie que pour une fonction holomorphe f : U C CN*! — C définie sur un
voisinage ouvert U de O et a singularité isolée en 0, on a I’égalité

0) en(Ty) = (=D (p™*) + ™),

lim lim /
e—0t—0 B,nf-l(t)
égalité que I’on peut encore écrire

: _f_ /gt f_ ! i N — ,,(N+1) (N)
o lim [ (Zdd"10g1f1) A (=d'd"togldf]) = u™*D + u™.
D’apres le paragraphe 2 du chapitre 3,
: N+l
(N+1) _ 15 _z_ /1
) p -E%L' (de 1og|df|)
et

w = | LYS)d(S) = pN(S)
SEG(N,N+1)

pour S parcourant un ouvert dense Wy de G(N, N + 1), complémentaire d’un ensemble
de mesure nulle, ou

y N
pM)(S) = lim / (id'd” log |df |, 5)
SnB, \T

e—0

= lim (id'd" log |df|)N
- e—0 SnB, ™
la deuxieme égalité étant vérifiée pour S € Wy N Wy = W d’apres la proposition 4.4.2

et le théoréme de comparaison 1.1. Donc en appliquant la formule de Crofton (propo-
sition 4.2.1),

(N) — 13 1 't _‘_ ' i
@) pM = hm./‘ (de log|z) /\(de log df|)

e—0 B

N

De méme si S € W est donné dans (zo,... ,zn) par I’équation 29 = 0, I’équation de
Lelong-Poincaré donne

(N) T i ' i 1 /I Gl
25) ” (S)‘?—%/B, (S 10g|zl) A (zd'd"Togld])

Considérons a présent le morphisme
F:U—CcM
z— (f3(2),... s [u(2).
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L’hypothese de singularité isolée entraine que F' est un morphisme propre a fibres finies.
Par suite, quitte a rétrécir U, le morphisme F' définit un revétement ramifié de U sur
un ouvert V C CN*!, Rappelons que si u est une fonction psh sur U, la fonction image
directe F,u définie par

Fou(w) = Z u(z), wevV
z2€F-Y(w)
ou la somme est comptée avec multiplicités, est une fonction psh qui vérifie en outre
id'd"F,u = F,id'd"u. Ainsi

lim / 2 d'd"og |f|A(id'd"1og|df|)N
e—0 B, s g ,

= lim /B . (%d’d” log|f]) A (%d'd” log IzI)N

E—

= u(-:;rd’d”F_ log | f|,0)

LePyNn

: i )
= min u((;dd’ F.,log|f|)lL,O).

La derniére égalité résulte du théoreme 1.3. Le minimum est atteint pour L générique
dans Py . On obtient de méme grace a (1) et (2)

(N+1) __ : _l_ 'l
p® = min u(ﬂ_d d"F, log |df||L,0)

(N) _ : _l_ !
p = min u(ﬂ_d d'F. ]og|z||L,O)
et pour S hyperplan d’équation zp =0, S € W,

(N) _ : _l_ /1
I (S).-Lrg'l’nNu((de'F_loglzol)lL,O).

Les minima étant atteint a chaque fois sur un ouvert dense de Py, il nous suffit
donc pour montrer (0;) et par suite (0) de démontrer la

ProposITION 4.B.1. — Il existe un ouvert de Zariski §2 dense dans Py tel
que pour tout L € §2 on ait

©Or) u(%d’d”F. log | f||L,O) = u(%d’d"F,. log |df |, L,o) +u(%d'd"F. loglzllL,O)

Démonstration. — Pour L € Py, F~1(L) est une courbe de U, appelée courbe
polaire associée 2 f. Si I'*, o = 1,... , ¢, sont les composantes irréductibles de F~1(L),
paramétrées au voisinage de O par

‘YG:DCC—PFGCCN+1
ou D est un disque ouvert de C centré en 0, on a pour g fonction holomorphe définie
au voisinage de 0 dans CV*! :
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v(2d'd"Floglgl,0) = 3" v(Zda"F. loglg 0 v°1,0)

©)

-3

L
E w(g o v®)
ol (g o v) est la multiplicité de g o ¥ en 0. On obtient le méme résultat si g est
analytique a valeur dans CP, en définissant 1y(g 0 y) = min;=; . p vo(g; © 7).

La proposition 4.B.1 va résulter essentiellement de la proposition suivante, due
a B. Teissier, dont nous reprenons les arguments de démonstration.

ProrosITION 4.B.2. — 1l existe un ouvert de Zariski §2 dense dans Py
tel que pour tout L € §2, le nombre ¢(L) de composantes irréductibles de la
courbe polaire F~1(L) soit un nombre q indépendant de L. Pour toute fonction
holomorphe g, il existe un ouvert de Zariski 2, dense dans Py et contenu dans {2
tel que le g-uplet (vp(g o 7"))01:1,". L dépende pas de L € §2,.

Démonstration [Te 2]). — Pour a € Py, on note [a] la droite complexe passant
par O associée. On note Z 1’éclatement de 1’idéal jacobien j(f) de On41 engendré par
(f35--- , Fn)- Cet éclatement peut étre décrit par

7 := adh{(z,a) € (U~ {0}) x Py, F(2) € [a]}

ou adh{-} désigne 1’adhérence dans U x Py. On désigne par = et G les premiére et
deuxiéme projections canoniques de Z :

7z &, Py (z,a) — a.
] ]
U z

G est le morphisme de Gauss associé a f. Il réalise Z comme famille des courbes
polaires de f paramétrée par Py. Soit n : Z — Z la normalisation de Z, et
7:Z = Z 5 U le morphisme composé. Si A désigne le diviseur exceptionnel
de 7, et D celui de 7, on a A = {0} x Py et on sait que, en dehors d’un sous-
ensemble analytique A de D, n : D — A est un revétement étale. De plus, Z étant
normal, I’ensemble S des singularités de Z est un sous-ensemble analytique de Z
de codimension > 2 dans Z. S est contenu dans D puisque Z est le normalisé de
’éclatement 7. L’ensemble S U A est donc un sous-ensemble analytique de Z inclus

dans D et de codimension > 2 dans Z, donc de codimension > 1 dans D. L’ensemble
G =Py~Gon(SUA)

est donc un ouvert de Zariski dense de Py.
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Dans [Te 3], B. Teissier montre qu’il existe un ouvert de Zariski 2 dense dans
Px contenu dans §2;, tel que

1) pour a € 2, la restriction aux fibres
Ng: 2, — Zg

est une normalisation de Z,, et Z, est une courbe non singuliére au voisinage de D.

2) pour a € 2 et pour z € D N Z,, il existe un voisinage V, de a dans 2, W,
de z dans Z tels que
We~V, X Z,.
Notons H = (Gon)"Y(2)ND. Si Dy,..., D, désignent les composantes irréductibles
de D, celles de H sont définies par H; = HND; pouri = 1,... ,q, et H; est un ouvert
analytique dense de D; pouri = 1,... ,q.

Comme D—A est un isomorphisme local hors de S U A, on obtient par 1) que
pour a€? et i, 1<i<q, HiNZ, est réduit 3 un point, par lequel passe une unique
composante irréductible T; de la courbe Z,. I'; est une courbe non singuliére, qui
est transverse a D; d’aprés 2). Il en résulte que pour a€f?, il correspond a chaque
composante irréductible I' de la courbe polaire F~!([a]) une unique composante irré-
ductible T de Z,, et T est au voisinage de D une courbe non singuliére transverse 2 D.

H )-,.4—\ z
e
e

|

PN
zZ G
— T
{0} X P N (0)[01) xa
1)
(,
F~\(la) o
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Ceci montre la premiére partie de la proposition : pour a € §2, le nombre de
composantes irréductibles ¢([a]) de la courbe polaire F~([a]) est égal 2 ¢, nombre de
composantes irréductibles de D.

Pour montrer la seconde partie de la proposition, nous allons tout d’abord définir
pour chaque composante irréductible D; de D une fonction d’ordre vp,; de la maniére
suivante. Si ¢ € On41, vp,(g) est I’ordre d’annulation de la fonction g o 7 le long de
D; au voisinage d’un point générique de D;. Pour un idéal 7 de Ony1, On pose

vp,(I) := minvp,(9).
g€l
Soit g € On41. Onnote pourz, 1 € i < ¢, Aiy I'ensemble des points de D; en lesquels

’ordre d’annulation de g o7 différe de vp,(g). A;y est un sous-ensemble analytique de
codimension > 1 de D;, donc de codimension > 2 dans Z. Par conséquent,

q
Qy:= 2~ | Gon(4iy)
i=1

est un ouvert de Zariski dense de P . Nous allons vérifier que (2, satisfait aux conditions
de la seconde partie de la proposition. Considérons a € §2,. Comme a € {2, on a vu que
si I est une composante irréductible de F~!([a]), I est image par 7 d’une courbe non
singuliére T de Z contenue dans Z, et transverse a I’'une des composantes irréductibles
de D, par exemple en un point £ € H;. Comme a € 2, z ¢ A;,. Par conséquent, si v
(resp.7) est une paramétrisation de I' (resp.T), on obtient

v(g o7) = w(goT oY) = vp,(9)
La seconde partie de la proposition est ainsi vérifiée : si ¢ € On41 €t a € §2g,
alors g([a]) = g et {w(g o 1fip},oy ., = {v0. @D}y - u

Fin de la démonstration de la proposition 4.B.1. — Soit S € W et
(20,...,2n) un systtme de coordonnées tel que S soit défini par 1’équation 29 = 0

N N

et tel que le point a® = (1:0: ---: 0) de P appartienne a ( () 2:;,) N ( N ) Ny
1=0 1=0

qui est un ouvert de Zariski dense 2’ C 2 de Py.

On a vu que

Ny ey — vir (2 gt
p(S) = min u(wdd F. log|zo||[a],0)

acPn
q
= min 3wz 1f)

vp;(20)

1!
.M“‘

1

n (Zo ° 7[0,',0]),

Il
'M“"

1

-
1
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la dernigre égalité venant du fait que a® € 2’ C §2,,. Or,pour a = 1,... , g,
N

(foma) ™ =D (£} 0 V) D (1) (@)

j=0
= (f& ° 1) (M (op0) @)
puisque F o %, € [a°]. Donc
vo(f ° 'rﬁo]) = Vb(f6 ° 7[“401) + VD('Y[?:%,O)
= VO(F o 7[‘;0]) + uo(zo o ’yf:o]).

N ,
Comme S€ Wet[a®]€e 2 C ) 2.,,0ona
i=0

q

g8y = M) = Z v (1ia))-

a=1

(N) g a : a a
Or on a vu que xN)(S) = az=:l w(zo0 0 7[a°])' et par ailleurs vo(z o 7[a°]) > (7[401)
pour @ = 1,... ,q. Donc vo(zo o-y[‘;(,]) — Vo(‘)’[';o]) pour @ = 1,... ¢, €t
4) Vo(f ) 7[?1“]) = VQ(F o 7[‘;0]) + Vo('y[‘;ol) .
Aprés sommation sur a, et d’aprés la relation (3), on obtient ainsi (Ofz07). On

obtient (Of4;) de la méme maniére pour tout a € £2’, ou en remarquant que (4) s’écrit
encore

®) vp,(f) = vp, (§(f)) + vp,(M)
ou j(f) est I'idéal jacobien de f, i.e. I'idéal engendré par (fy,... , fi), et I I'idéal
maximal de On4y (engendré par (z,... ,zN)). Aprés sommation sur i on obtient

directement (Oq;) pour a € 2’ d’aprés la proposition 4.B.2.

Ceci acheéve la démonstration de la proposition 4.B.1 en prenant pour ouvert de
Zariski dense (2'. u

Remarque. — Le fait que vp,(f) = vp, (j(f)) + vp,(IM) avait ét¢ montré par
B. Teissier dans [Te 2] de maniére 1égérement différente.

61







Bibliographie
[Ab] ABRAHAMSSON L. — Microlocal Lelong numbers of plurisubharmonic functions, J.

reine angew. Math. 388 (1988), 116-128.

B-S] BRIANGON J., SKODA H. — Sur la cléture intégrale d’un idéal de germes de fonctions
) 8T
holomorphes en un point de C", Note aux CRAS 278 (1974), 949-951.

[De 1] DEMAILLY J-P. — Formules de Jensen en plusieurs variables et applications arithmé-
tiques, Bull. Soc. Math. France 110'(1982), 75-102.

[De 2] DEMAILLY J-P. — Nombres de Lelong généralisés, théorémes d'intégralité et d’analy-
ticité, Acta Math. 159 (1987), 153-169.

[De 3] DEMAILLY J-P. — Analytic Geometry, A paraitre.
[Fe] FEDERER H.— Measure theory, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1969.

[G-H] GRIFFITHS P., HARRIS J. — Principle of algebraic Geometry, J. Wiley and sons,
1978.

[Gr] GRIFFITHS P. — The extension problem in complex analysis II ; embeddings with
positive normal bundles, Amer. J. Math. 88 (1966), 366—446.

[G-R] GUNNING c., ROSSI H. — Analytic functions of several complex variables, Prentice
Hall, 1965.

[Ki 1] KISELMAN C.0. — Un nombre de Lelong raffiné, Annales de la Faculté des Sciences
de Monastir, Maroc.

[Ki 2] KISELMAN C.0.— Stabilité du nombre de Lelong par restriction & une sous-variété,
Lecture Notes in Math. 919, Berlin-Heidelberg-New York (1982), 324-336.

[La] LANGEVIN R.— Courbures et singularités complexes, Comment. Math. Helv. 54
(x979), 6-16.

[Le] LELONG P.— Plurisubharmonic functions in topological vector spaces : polar sets and
problems of measure, Proceedings on infinite dimensional holomorphy, Lecture Notes
in Math. 364 (1974), 58-68.

[Lo)] LOESER F.— Formules intégrales pour certains invariants locaux des espaces analy-
tiques complexes, Comment. Math. Helv. 59 (1984), 204-225.

[Si] SIU Y.T. — Analyticity of sets associated to Lelong numbers and the extension of closed
positive currents, Inventiones Math. 27 (1974), 53-156.

[Te 1] TEISSIER B. — Cycles évanescents, sections planes et conditions de Whitney, Astérisque
7-8 (1973), Singularités a Cargése, 285-362.

[Te 2] TEISSIER B. — Variétés polaires I, Invent. Math. 40 (1977), 267-292.
[Te 3] TEISSIER B. — Résolution simultanée I, II, Lecture Notes in Math. 777 (), 71-146.

[Th] THIE P. — The Lelong number of a point of a complex analytic set, Math. Annalen 172
(1967), 269-312.

63



RESUME

L'objet de cette thése est de relier entre elles deux grandeurs importantes, I'une en
théorie des courants -- le nombre de Lelong — et l'autre en géométrie algébrique
locale — le nombre de Milnor, ou plus généralement la multiplicité. Cette étude nous
permet de donner une nouvelle preuve, plus analytique, d'un théoréme di a F. Loeser,
qui met en relation les nombres de Milnor d'une fonction a singularité isolée et des
intégrales des formes de Chern associées aux fibres non singulieéres. Par ailleurs,
nous proposons une généralisation des nombres de Lelong microlocaux introduits par
L. Abrahamsson et nous montrons comment ils peuvent s'interpréter comme des
nombres de Lelong généralisés avec poids.
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