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Introduction

Le sujet de cette thése est I’étude asymptotique (existence et estimation en nombre) des
section propres d’une suite de laplaciens antiholomorphes. Elle s’inspire principalement des
travaux de Jean-Pierre Demailly concernant les inégalités de Morse holomorphes.

L’étude qui suit a été divisée en deux parties : une premiére partie établit des formules
de type Bochner-Kodaira-Nakano, tandis que la deuxiéme partie s’attache aux estimations
spectrales proprement dites.

Formules de type Bochner-Kodaira-Nakano

Une formule de type Bochner-Kodaira-Nakano relie les laplaciens holomorphe, antiholo-
morphe et la courbure associés a un fibré holomorphe au-dessus d’une variété complexe. Si la
variété est kdhlérienne, cette formule prend la forme suivante : A” = A’ + [i©, A]. L’intérét
de ce type de formule est qu’il exprime le laplacien antiholomorphe comme somme d’un
opérateur positif et de termes de courbure. Cela permet par exemple, sous des hypothéses
de courbure positive, de montrer qu’en bidegré convenable, les sections holomorphes du fibré
sont nulles. On obtient ainsi des théorémes d’annulation.

Dans le cas ou la variété n’est qu’hermitienne (i.e. la métrique hermitienne w ne vérifie
pas dw = 0, w étant vue comme une 2-forme réelle), J.-P. Demailly a montré (dans [Dem83])
qu’on avait encore une formule analogue, moyennant quelques termes d’erreurs.

Nous aurons besoin dans 1’étude spectrale asymptotique de la deuxiéme partie d’une
formule de type Bochner-Kodaira-Nakano pour un fibré C* (et non plus holomorphe) au-
dessus d’une variété hermitienne. C’est 'objet du chapitre 2, qui reprend la démonstration
de J.-P. Demailly en I'adaptant au cas C*°. Nous aurions pu renvoyer le lecteur a l'article
initial [Dem83|, la preuve s’adaptant sans difficulté, mais nous avons préféré reproduire la
démonstration, puisque cette formule nous servira en deuxiéme partie.

Les chapitres 1 et 3 établissent aussi des formules de type Bochner-Kodaira-Nakano, au-
dessus de variétés respectivement presque kdhlérienne et presque complexe. Ces formules ne
servent pas pour la suite, aussi on pourra s’étonner de les voir figurer ici. C’est pourquoi il
me faut mentionner qu’au début de cette thése, je m’intéressais & des résultats de plonge-
ment asymptotique d’une variété presque kdhlérienne dans des espaces projectifs. On sait
qu’une variété compacte complexe munie d’'une (1,1)-forme entiére strictement positive se
plonge dans un espace projectif. C’est le théoréme de Kodaira. Il est alors naturel, pour
une variété presque kdhlérienne compacte dont la forme symplectique est entiére, de se de-
mander si on peut la plonger asymptotiquement, de fagon la plus holomorphe possible, dans



des espaces projectifs. Pour construire ces plongements, mimant la démonstration dans le
cas complexe, il est naturel de considérer les sections des puissances tensorielles d’un fibré
en droites de courbure la forme symplectique de la variété. Les sections candidates & pro-
duire un plongement sont celles qui sont les plus proches d’étre holomorphes, par exemple
une base des sections propres du laplacien antiholomorphe pour de petites valeurs propres
tendant asymptotiquement vers zéro. Pour produire de telles sections et obtenir des estimées
a priori, nous avons été amenés & établir une formule de type Bochner-Kodaira-Nakano. Nous
nous sommes cependant heurtés ensuite & certaines difficultés techniques, et entre-temps, B.
Shiffman et S. Zelditch ont réussi & démontrer les résultats de plongement asymptotique par
des méthodes d’opérateurs de Fourier intégraux (nous renvoyons a leur article [SZ02|, paru
en 2002). Cependant cette formule nous a semblé intéressante en soi, et c’est pourquoi nous
I’avons reproduite.

Quant & la troisiéme formule, établie au chapitre 3, c’est dans un simple souci de général-
isation que nous I'avons établie. Elle contient en effet les deux formules précédentes comme
cas particuliers, et s’énonce comme suit.

Théoréme 0.1. Si (X, J) est une variété presque complexe munie d’une métrique rieman-
nienne g J-invariante, et si (E,hg, Dg) — X est un fibré hermitien C*, alors :

1) AL := [Dpg+ 7,05+ 7] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A’, ot nous avons noté T = [A, d'w].

2) Notant T,, = [A, [A, —%d”d'w]] — [d'w, (dw)*] et Tne =i [A, [0, 0%]], nous avons
n= AL+ [i00) A+ T+ T
E — T (E7DE) 9 w N
ou T, et Ty sont des opérateurs scalaires d’ordre 0.

Signalons enfin que peu de temps avant la rédaction de cette thése, nous avons appris que
S.K. Donaldson avait déja mentionné la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano pour une
variété presque kihlérienne dans un article datant de 1989 (cf [Don89]). Nous 'ignorions bien
str. Nous laissons cependant tout de méme dans cette thése la formule et sa démonstration,
parce que nous pensons que la démonstration élémentaire que nous donnons pourra intéresser
ceux qui souhaitent se familiariser avec la géométrie symplectique et le cas non intégrable.
Ceux-ci pourront aussi consulter avec intérét la discussion des derniéres pages de [Don89],
intéressante a lire rétrospectivement quand on sait ensuite les travaux remarquables que S.K.
Donaldson a établis dans [Don96|.

Estimations spectrales asymptotiques

Commengons par rappeler le cadre classique des inégalités de Morse, tel que développé
par J.-P. Demailly dans [Dem85|. Considérons une variété analytique complexe compacte
X de dimension n, L un fibré vectoriel holomorphe en droites et F un fibré holomorphe
hermitien de rang r au-dessus de X. Notons a = ﬁc(E) la forme de Chern du fibré L. Les
inégalités de Morse holomorphes bornent la dimension des espaces de cohomologie H9(X, LF®

E) en fonction d’invariants intégraux de la courbure de L. Plus précisément, si X(«,q)
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désigne l'ouvert des points z € X en lesquels a(x) a exactement ¢ valeurs propres strictement
négatives et n — ¢ valeurs propres strictement positives, et si nous posons X(«a,< ¢) =
X(a,0)U...U X (v, q), nous avons alors

Théoréme (J.-P. Demailly, 1985).
a) Inégalités de Morse :

kn

dim HY(X,LF ® E) < — (=1)9a™ 4 o(k"),
v JX(a,29)
b) Inégalités de Morse fortes :
a . . kN
Z(—l)q*]dim H/(X,L*F® E) < — (=1)%a™ 4 o(k™).
=0 e J X (a,<q)

Le point a) est une conséquence directe du point b). Ces inégalités ont de nombreuses
applications. En particulier, elles ont permis a J.-P. Demailly de généraliser un résultat de
Y.T. Siu donnant un critére analytique suffisant pour qu’une variété soit de Moishezon, que
nous reformulons de la maniére suivante :

Théoréme (J.-P. Demailly, Y.T. Siu, 1985). Soit X une variété compacte complexe de
dimension n, et o une (1, 1)-forme réelle entiére. Si « vérifie I'une des conditions suivantes :

a) « est partout semi-positive et définie positive en au moins un point de X (condition
énoncée par Y.T. Siu),

b) fX(a,gl) a’™ > 0 (condition énoncée par J.-P. Demailly),

alors X est de Moishezon. En particulier, il existe un courant 7' fermé de bidegré (1,1),
strictement positif (i.e. minoré par une (1, 1)-forme continue hermitienne strictement positive)

tel que {T} € H*(X, Z).

Pour démontrer ce théoréme (condition b)), J.-P. Demailly a en fait montré qu’on avait
I'estimation suivante :
kn
dim H(X, L*) > — o™ +o(k"),
e JXx(a,<1)

ot L est un fibré holomorphe en droites au-dessus de X de courbure —2ira. L’hypothése b)
implique donc que le nombre de sections du fibré L* (qui a pour courbure —2irka) croit au
moins en k", ce qui entraine (cf [Dem85|) que la dimension algébrique de X est n, autrement
dit que X est de Moishezon.

Nous avons ici le point de départ de notre travail. Supposons que la variété com-
plexe compacte X soit munie d’une (1, 1)-forme réelle o, pas forcément entiére, qui vérifie
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fX(a,<1) a™ > 0. Il n’y a pas de fibré dont « soit la forme de courbure. Cependant, en
utilisant le lemme de Kronecker (qui est une conséquence facile du principe des tiroirs de
Dirichlet), nous pouvons approcher, pour une infinité de k (nous écrirons k € S, ou S est
un sous-ensemble infini de IN) ko dans H?(X,IR) par des formes entiéres ay. A ces formes
sont donc associés (cf appendice C) des fibrés hermitiens Ly de classe C* ayant pour forme
de courbure —2imway. Sur ces fibrés, munis de connexions hermitiennes Dy, nous pouvons
considérer les laplaciens antiholomorphes A}. Ils n’admettent peut-étre pas de sections pro-
pres pour la valeur propre 0 (puisque 52 # 0), mais nous montrons qu’ils admettent, une fois
renormalisés par 1/k, beaucoup de sections propres associées a de petites valeurs propres.
C’est ce qu’exprime notre résultat principal, qui s’énonce comme suit :

Théoréme 0.2. Soit X une variété complexe compacte et o une (1,1)-forme réelle fermée,
non nécessairement entiére. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble infini S de
IN) de fibrés hermitiens (Ly)res au-dessus de X dont les formes de courbures approchent
—2irka et ayant la propriété suivante : soit, pour k € S, hi(\) le nombre de valeurs propres
(comptées avec multiplicité) < X de %A'k’, ou A} = D{*Dj est le laplacien antiholomorphe
agissant sur C*°(X, L) ; nous avons alors la minoration asymptotique

1 Q"
liminf k7 "hr(\g) > — <—) )
fstoo, kS b) 2 n! /x(a,gl) 2m

valable pour toute suite (A )kes de réels > 0 tendant vers zéro plus lentement que 1/k2+2/b2 (X)),

Notre travail, dans la deuxiéme partie, s’organise comme suit. Aprés avoir justifié au
chapitre 1 'approximation de k« par des formes entiéres, nous expliquons (suivant [Dem85|)
dans le chapitre 2 comment utiliser la formule de Bochner-Kodaira-Nakano de la premiére
partie pour établir une formule de type Weitzenbdck. Ceci nous permet d’interpréter le
laplacien antiholomorphe A} comme un opérateur de Schrodinger. Dans le troisiéme chapitre
nous montrons que les estimations spectrales sur les opérateurs de Schrédinger démontrées
par J.-P. Demailly (cf th. 2.16 de [Dem85|) restent vraies pour la classe plus large d’opérateurs
que nous considérons et sous la forme plus générale suivante (cf chapitre 3 pour les notations)

Théoréme 0.3. Soit Q un ouvert relativement compact et Ng () le nombre de valeurs
propres (comptées avec multiplicité) < X de l’opérateur de Schrodinger considéré. Alors pour
tout réel X et pour toute suite (vy) de réels tendant vers zéro, nous avons les encadrements
asymptotiques suivantes :

fmint K NokO+u) > 3 [ s Vo,
k =1 X

—+00

k——4o00

limsup k™" No (A +v;) < Z/ vp(A+Vj)do .
i=17%



Ceci nous permet au chapitre 4 d’en déduire deux estimations spectrales pour des valeurs
propres trés petites. Depuis le début, la difficulté réside dans le fait que nous souhaitons
a la fois faire tendre k vers l'infini (estimations asymptotiques) et les valeurs propres vers
zéro. Nous obtenons une premiére estimation précise du nombre de sections propres de %Ag
associées a des valeurs propres tendant vers zéro moins vite que k=6, Une application
possible de ces estimations est la construction de courants dans la classe de cohomologie de
« positifs sur un ensemble aussi grand que possible. Et dans l’espoir de construire de tels
courants dont nous contrdlons la partie positive, il est préférable d’avoir des estimées asymp-
totiques associées a des valeurs propres les plus petites possibles (nous illustrerons ce propos
dans la derniére section du dernier chapitre). C’est pourquoi nous obtenons une deuxiéme
estimation, bien meilleure puisqu’elle autorise une décroissance un peu plus rapide que k2
pour les valeurs propres. Cette estimation ne découle pas immédiatement des encadrements
asymptotiques pour les opérateurs de Schrédinger. Nous l'obtenons en étudiant la dérivée
antiholomorphe ). Sur un fibré holomorphe, 0y, est injective et envoie les sections propres de
bidegré (0,0) sur des sections propres de bidegré (0,1). Mais le caractére seulement C* de
nos fibrés L, fait que laplacien antiholomorphe et dérivée antiholomorphe ne commutent plus,
donc que des sections propres de bidegré (0,0) ne sont plus envoyées sur des sections propres
de bidegré (0,1). Cependant le défaut de commutation étant petit, les images des sections
propres ne sont pas trés éloignées de sections propres en bidegré (0,1). Ces considérations
permettent d’aboutir au résultat suivant, beaucoup plus intéressant, puisqu’il autorise & faire
tendre les valeurs propres vers zéro un peu plus vite que 1/k? :

Théoréme. Si hi(\) désigne le nombre de valeurs propres (comptées avec multiplicité) de
AY qui sont inférieures ou égales & kA, et si \; est une suite tendant vers 0 moins vite que
1/k2+2/52(X) alors

n!

1
liminf £7" hy(A\g) > —/ a™.
X(a,<1)

Autrement dit, pour une vitesse un peu meilleure que 1/k?, nous avons un nombre de
sections propres qui croit en k".

Nous terminons, en utilisant cette derniére estimation, en donnant un exemple de résultat
d’existence de courant dans la méme classe de cohomologie que « avec controle effectif de la
partie positive, moyennant une hypothése vraisemblable.

Bibliographie

En ce qui concerne la géométrie symplectique, le lecteur pourra consulter par exemple
[Dui96], [Lae98| et [Don89|. [BGMT1]| aborde aussi la géométrie presque complexe et kéhléri-
enne.

Les ouvrages [Dem97|, [GHT78|, [KN69], [We89] et [Kob87| couvrent largement le domaine
de la géométrie analytique complexe.

Pour la théorie des distributions et des opérateurs pseudo-différentiels, [Ho76|, [EGI7]| et
[Leb| pourront étre consultés avec profit.

Quant a 'analyse fonctionnelle, de bonnes références sont [Kat80] et [RS72|. Et on trou-
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vera dans [BGMT71| une étude des valeurs propres du laplacien riemannien, ainsi qu'une bonne
introduction au noyau de la chaleur, qui est un autre outil pour ’étude spectrale du laplacien
(cf [Bis87] et [Bou90]).



Partie 1

Formules de type
Bochner-Kodaira-Nakano






Chapitre 1

Cas d’une variété presque kahlérienne

RESUME

Soit (X, J,w) une variété presque kdhlérienne et (E, D,h) — X un fibré
hermitien. Nous établissons les relations de commutations usuelles sur X
et E/, puis obtenons la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano suivante
A=A+ “922.11)))’ A,]+ T, ot T est un opérateur scalaire d’ordre
0 dépendant de w et du tenseur de Nijenhuis. Cela généralise la formule

bien connue dans le cas d’une variété kahlérienne.

1.1 Notations et rappels

1.1.1 Variétés symplectiques presque complexes

Une variété presque kihlérienne est une variété symplectique (X,w), de dimension paire 2n,
munie d’'une structure presque complexe J vérifiant les conditions de compatibilité et de
positivité w(Jv, Jw) = 0 et w(v, Jv) > 0. X est alors naturellement munie de la métrique
riemannienne J-invariante g(v,w) = w(v, Jw).

J s’é¢tend en un endomorphisme C-linéaire de T X = C @R TX. Soit TH0X (resp. TO1X)
le sous-fibré holomorphe (resp. antiholomorphe) du fibré tangent complexe ; i.e. J = i sur
TWOX et J=—isur TO' X.

Si (x1,y1,...,%n,Yn) sont des coordonnées locales sur X, notant z; = x; + iy;, le repére

= = 4 o) ad o) o)
dual de (dz1,...,dz,,dz1,...,dz,) est noté <a_z1"“’%’8_21""’ﬁ)' On a

o _1(o 0N 0 _109 .0
82’]‘_2 ij 8yj ’ 82j_2 8.%']‘ 8yj ’

Mais généralement % n’est pas dans TH°X (les coordonnées zj n’étant pas holomorphes).
J
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1.1.2 Différentiation et (p, q)-formes

On note T¢X = €C @p T*X, N°Ti;X = C @x A\*°T*X lalgébre extérieure complexifiée
et AP?T#X le sous-espace de A\°® Ty X engendré par les a A B, a € A(TYOX)*, B €
ANTIX)*. Par aillewrs Cj (X, C) = C°(X, \P1T;X) désigne 'espace des formes dif-
férentielles complexes de classe C* et de bidegré (p, q) sur X.

Rappelons les décompositions

Nrx=@ N'nx, cux.o= @ c,
p+q=k pt+q=k

Soit TI”? T'opérateur de projection Cp°(X,C) — Co(X,C) (out k = p + q) suivant la
décomposition en somme directe ci-dessus. On définit alors d%! sur Cpoy(X, €) par IIP 4tlod,
On définit de la méme maniére d'°, d>~! et d=12. Onad = d'"0 + d% +d>~1 +d712 (il
n’y a pas d’autres composantes ; on renvoie a 'appendice A pour une démonstration).

1.1.3 Tenseur de Nijenhuis

Le tenseur de Nijenhuis (encore appelé la forme de torsion de J) est 'application bilinéaire
antisymétrique

Ny :C®(X, TYX) x (X, T"°X) —» C=(X,T™' X)

qui & une paire de vecteurs (£,n) de type (1,0) associe la partie de type (0,1) de leur crochet
de Lie [¢,7]. C’est une (2,0)-forme a valeurs dans T%!X.
Si (&1,...,&) est un repére orthonormé de T}’0X|U, on peut écrire

n
NJ:Zaj®£j, OéjEC%?O(U,(E).
j=1
On définit alors deux opérateurs conjugués 0" et §” sur A\® Te X tels que
n
u—Zaj 5]_:u Hl'u:Zdj/\(gj_:u).
j=1
Si u est de bidegré (p, q), 0'u et 8”u sont de bidegrés (p+ 2,¢ — 1) et (p — 1,9 + 2).

Propriété 1.1. 0, 0" sont reliés a d>~1 et =12 par les relations
d2,71 — _9/ d71,2 — _0// )
On utilisera les notations plus commodes d'¥ = d’ et d®! = d”. On a alors
d=d +d" -0 -0¢"
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1.1.4 Meétriques

La métrique riemannienne g(v,w) = w(v, Jw) sur X s’étend en un produit hermitien sur les

formes IR-linéaires a valeurs complexes puis sur les g-formes : si (€1, ...,£9,) est un repére réel
. 2n = 2n )\ déf 2n .. deéf
orthonormé de T'X,,, (371, ajer, D50, Bier) = 3250 By s et (ur Ao Aug, viA...Avg) =

det ((u;,v;)). On remarquera que (u,v) = (,7) = (v, u).
Les produits hermitiens précédement définis sont ponctuels. On définit un produit her-
mitien global en posant pour u,v € C3°(X, C) & supports compacts

On peut maintenant définir les adjoints formels §” de d” et §’ de d’. Par exemple

(6"u, v) = (u, d"v) Vu, v C* a supports compacts.

1.1.5 Opérateurs usuels

Si A, B sont des endomorphismes de I'algebre C5(X,C), leur crochet de commutation
gradué est défini par
[A,B] = AB — (—1)desAdeeBp g
Si A, B, C sont des endomorphismes de degrés respectifs a, b et ¢, 'identité de Jacobi
s’écrit
(=)*[A, [B, C)] + (-1 [B, [C, A] + (-)?[C, [4, B]| = 0.
Le crochet vérifie les relations évidentes [A, B]* = [B*, A*] et [A, B] = [A, B].

On définit L sur A* T X par L(u) = w A u. C'est un opérateur réel de type (1,1), dont
I’adjoint formel est noté A = L*.

1.2 Choix de coordonnées locales adaptées

1.2.1 Ecritures locales

Soit (X,w,J) une variété symplectique presque complexe. et ¢ : U C X — V C IR?" une
carte locale symplectique centrée en un point p € X :

b { UcX — VcR»™
m = (xla---7xn7y17"'7yn)7

c’est-a-dire que ¢(p) = 0 et w = ¢*(dxy Ady; + ... + dx, A dyy) sur U. Par changement
linéaire de coordonnées, on peut choisir ¢ de sorte que (¢J) (0) soit la structure complexe
canonique Jy de IR?", autrement dit de sorte que pour 1 < k < n,

0 0
At
k), (5%>

11



n
i 1,0 0,1
Onaalorsw:%Z /\dzj,az| eTy Xeta(z‘ el X.
]:

n
Par construction, J(0) = Jp =1 > (dzk ® % —dz ® 3%1@) . Le développement de Tay-
k=1

lor de J au voisinage de z = 0 s’écrit alors :

= Z<d2k®——dzk®i>
8Zk

0 o) 0 o)
Ay d By, id —— + Cad = + Dy d
+klzl lclzk@a + klzlc@a + lclzk@a + klzk®al

+0(121%),

ot Ay1, By, Ci et Dy sont des termes d’ordre 1 en z, Z.

De simples calculs montrent que les coeflicients de J vérifient les trois conditions suivantes

e J2=-1d = JodJ+dJoJ=0 = Agg =Dy, =0
e J—=J =  By;=Cky

L] w(J-,J-):w = Bk,l:Bl,k

L’écriture locale de J est donc :
Propriété 1.2.

- 0 0 0 0
=i 5@ — § 'B 2 4B 9
J(z) szI <d2k® 9or dzy ® 32k> 2 kidzr @ 7 + Bydzp ® 97 +0(|2%)

n !
et By, terme d’ordre 1, est de la forme By = > z2n B}, + Zn B}

m=1

Venons-en a ’écriture locale du tenseur de Nijenhuis N.



—l—(’)(\z])

i — o 0
[w.v] = [az] ;B’“ _ilZB“a-’az

i OBgy  0Bj;\ 0
- Z< 0z 0z, >le +0(120)

Il vient donc

0 0 i ~~ (OB} 0B;,; 0
NJ<—7—>:__ ( £(0) — 524(0)

3Zj lo 3Zk lo 2 ; 82’]‘ 8 32[ ‘0

Comme By = Y0 _ 2m By + Zm By, il vient
0 0 i — i\ 0
N - (Bk» _ B ) .
<(9z] "0z |0> 2 lzl L Lk) 9z o

_ l 0 _ 1 a7l 0
Notons Ny, = 30 Nixdzs, ® dony @ oz = 2502502, A da, © g, » avee
pour tous j, k, [ : N]l.k = —Nlij. Ainsi le.k = %(Blkj — B,).

Résumons tout cela dans la

Propriété 1.3.
0 o b
NJ:Z kdz]®dzk®a_+o 1) Z j,kdzj/\dzk@)a—zl—FOﬂzD,
gk, ]kl

et on a, pour tous j, k, [ : N]l»’k = —Nll”, le.JC = %(B’l‘C — Bl]k)

1.2.2 Changement de coordonnées

Nous constatons que les termes en z,, des Bj; n’interviennent pas dans Nj. Nous allons
allons donc stirement pouvoir trouver de nouvelles coordonnées dans lesquelles ’écriture de
J ne contiendra pour By ; que des termes en z,. Mais nous allons aussi demander que ces
nouvelles coordonnées restent le plus symplectique possible. Nous allons donc montrer le

Théoréme 1.4. [l existe des coordonnées (z1,...,z,) de classe C™ symplectiques a l'ordre
.n
2 (cest-a-dire que w = 1 3 dzj, A dzg + O(|2]?)) telles que
k=1
n
0 0
J = d —d —
i3 (a1 o — 0 )
k=1
" 0 - 0
s B - 2
S [(Smom)ons o (St ] ot
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ou les B}, sont symétriques en (k,1) et vérifient :
o sim<k,l: B,TZ:O;

e sik<Ilm:B= —2iN!

km"

e sil <km: B =-2N[ .

Le reste de cette sous-section consiste en la démontronstration de ce théoréme. Signalons
simplement que les derniéres conditions reliant B} et IV, li ., 1€ pas nécessaires pour la suite
des calculs. Elles expriment simplement qu’on peuf récupé}er le tenseur de Nijenhuis & partir
des coeflicients d’ordre 1 de J.

Considérons un changement de coordonnées de la forme :

7, =2+ Z af,7szrzs+ Z bfn75z7n25+ Z 05"752758.

1<r,s<n 1<r,s<n 1<r,s<n

La transformation inverse s’écrit :

Z ai,sZrZs_ Z blnsZrZs— Z ClnsZ,nZS—i—(’)(‘ZP)_

1<r,s<n 1<r,s<n 1<r,s<n

D’oul les dérivées partielles suivantes :

n
024,

8—Zk = 5a,k_2(ag,r+a Zb Z +O ’Z’ )
r=1
0z = =
8—Za = - Z bﬁier - Z(Cgm + Cg,k)ZT + 0 (|Z|2)
k r=1 r=1
Y - S
! _
O g SN e Sl 2 02
8 r=1 r=1
dZ = .
; _
e D VhpZe+ Y (ytcrp)Ze+O(IZ])
r=1 r=1

Nous voulons exprimer J et w dans les nouvelles coordonnées. Commencons par J. Pour
ce faire, considérons de maniére générale un endomorphisme A qui a pour écriture locale

0 0
+ Dk ldzk &R —

0 _
— + Ck,ldzk 8 82[

0
— + Bkldzk Q =
0z

A= Z Apdzy, @ 9

Kl
Observons que pour (i,75) € [[1,71]]2

14



aZk 0

9 Z 02 0
] azj 8Zk

a ) n
dzj = Za%zZJr Jde et dzjzzazﬂ
k=1

82]' aZk '

0 0% 9 0% 0
afj N — 82]' 07y, afj 8Zk ’
a_
dZ, +87de

Ceci nous permet d’écrire, un peu fastidieusement, ’écriture locale de A aprés changement

de coordonnées :

4= L8 (e bt
kil o ) o f’
e

# (Angg 2+ Bug 5 4
T

7 7

7 7

Pour nous, A = J. Donc Ay; = idy,; et Dy,

termes d’ordre 1.

Nous désignerons dans la suite par z des termes d’ordre 1 ne dépendant que de z1, ...

et pas de z1,..., 2.
que de zq,...

n-

8Zk aZB
M oZy 07

0z, 825

"0 0z

3Zk 3Z5
8Z 0z
(9zk 8Z5
aZ 0z

0%z, 07,

“’%—Zka—z/g

0Z aZl

b 07y, 8—425

0%z, 07,

097, 025

0Z aZl

P07, 025

8Zk 825
g o > 0 ® o
%%) iZo 0 -2

3Zk 3Z5> d
Moz, 0z ¢
(%k azﬁ> iz
Moz, 0z ¢

0%z, 07,
Daspz, azﬁ> 2k

aza 821 d
Dasgy 07y, az >

0%, 3Zl> 47
Dasgz 075

aza 821) d
Dasyz, 925

azﬁ
azﬁ
azﬁ
azﬁ

—Z
0
® 37
9
2oz
0
a7z,

= —idy, alors que By et Cp; sont des

Zn,

De méme, nous désignerons par z des termes d’ordre 1 ne dépendant
,Zn, €t pas de z1,...Z

Pour les calculs ci-dessous, nous omettrons d’écrire les termes d’ordre 2 en z et Z, et nous
remplacerons éventuellement par des pointillés les termes d’ordre 1 qui vont donner, aprés
multiplication, des termes d’ordre 2, et qui n’interviennent donc pas.

Le terme en facteur de dZ;, ® aizl est :

i(sk,l + O(’Z’Q) R

15



tandis que le terme en facteur de dZy, ® 77 est

n n
20 b2y +20Y (@, + )2+ B+ 0(2).
r=1 r=1

Exprimons maintenant w dans les nouvelles coordonnées.

{ _
w = §Zdzk/\dzk

= —ZZ[ dZ} [azﬁdZ‘”aZ dzﬁ]
Oz, 0z Oz, 07,
— 7 Zo NdZ
222[62 8Zd NiZst 57, azd NdZs

Oz, 0z 0z, 0z -
* (aza 025 07 aza> o 1 dzﬁ} ‘

Le coefficient de dZ, N\ dZg est
azk azk
Zaz 32/3 ;b BZ ;Cﬁr+crﬁ)z +(9(|Z|)

Il sera nul (& 'ordre 1) 8’1l est symétrique en (a, f3).

Et le coefficient de dZ,, A ng est

bap = 3 (0, + (0, +a80)) 2= 30 (05, + (el + ) 2o+ O (12P) -

T T

Rappelons-nous que nous ne voulons pas de termes en Z dans J, et que nous voulons que
w soit symplectique a 'ordre 2.

La condition pour supprimer les termes en Z,, dans J est :

2l + Bl =0 <> brk_—%B,;fl Vrk,l

Les conditions pour que w = £ 3", dZ; A dZj; + O (|Z|?) sont :

G, + fgﬁ symétrique en («, f3) /
by 5 symétrique en (a, 3) (toujours vrai car B,} symétrique)
ag,r + af,a = _Bam

16



La derniére condition est aisée a réaliser. Il suffit de poser ag,r = —%_% , qui est symétrique
en (a,r).

Posons d') = 22‘(6277” —i—éﬁmk). Il s’agit de choisir les d;”; symétriques en (k,1) et en (k,m).
Le nouveau coefficient de dZ; ® aiZl sera alors Z Bk j L, OU Bk h= Bgfl + dka

Posons par exemple d}', = — B} i pour m < k <, les autres valeurs de d}’, étant toutes
imposées par le fait que d}”, doit stre symétrique en (k: 1) et (m,l). On notera par exemple
qu’en fait diy = =By pour m < k, 1.

Non seulement ces dy*, conviennent. Mais de plus les formules

4 l Sk
Nl?,ll = 5 <Bmk - Bm,l)

s’inversent facilement :
(i) pour m < k, [, on a donc Bkl = 0.
(ii) pour I < k,m, on a B,lﬁm = 0. Donc Nllfm = % ( k1~ B,lﬁ m) = %B}g?z
(iii) pour k <I,m, on a Blk,m = 0. Donc Nllc7m = (Bl ' — B m) = %Bk,l'

Le tenseur de Nijenhuis peut donc bien étre récupéré a partir des termes d’ordre 1 de J.

1.3 Formules sur la variété

1.3.1 Expression de la métrique en coordonnées locales

Nous utilisons les coordonnées (z1,...,z2,) données par le théoréme 1.4, de sorte que la

. n
structure symplectique vérifie w = & >~ dz Adz,+O(]z]?) et que J a une écriture normalisée.
k=1
Propriété 1.5. Dans les coordonnées ci-dessus,

1 n . 3
g== Z (dzk ® dzy + dzp, ® dzk) + % Z <Bk,ld2'k ® dz; — By dz, ® dzl> + O(‘zP)

20 Kl

(dzg,dzk>h = 205+ O(|2]%),

{ Zi)n = 2iBji+ O0(|z%),
(d},dmh = —2iBji + O(|z*),
(dzj,dz)n = 2056 +O(|2).

Et pour (j,k) € [[1,71]]2,

Démonstration -

17



e Tout d’abord nous avons :

n

g=1 S (dek Adz) (L J) + O(|2) = % Y dz @ dz(T )+ dze @ dz(J ) + O(|2)

2
=1 =1
~ 0 0 - 0 _ 0
TJ=iY (dzg© -~ —dz© —— Byrdz ® —— + Bypds @ — 2
;< Zk@@zk Zk®azk>+kgl< 1.k Zl®82k+ 1k Zl®8zk>+0(|z| )

dzk(J) = —idz, + Z Bl,kdzl + O(|Z|2)
=1

dzk(J) =idz + Z Bl,kdil + O(‘Z’Q) .
=1

Ainsi,
’L’ n
g = 5 |: —idz, @ dZ, — 1dzZ;, ® dzk]
k=1
7: n
+§ Z [Bl,kdzk ® dz — Bugdgk ® dzl:| + O(‘ZP)
k=1
1 n
= B Z (dzk ® dzy, + dzj, ® dzk>
k=1
1 _
—{—5 (Bl,kdzk R dz — Bhkdzk & d§l> + O(|Z|2) .
k,l
e Soit ensuite By = (£1,...,€9,) une base réelle orthonormée pour g = w(-,J-). Notons
B> la base réelle de coordonnées donnée par By = (a%l, ey %, 8%1’ ey %) Par souci

de simplification des notations, nous posons x; 4, = y;. Notons par ailleurs

pP= (piyj)'lgi,j§2n la matrice de passage de By a Bo

pP* = (Pi’])lgi,jg% =tp-1 la matrice de %assaage de B} a B3
_ _t _
G= (gi,j);gz‘,jg% ='PP avec gi; = 975 871)

G* = (gw)gm‘gn ='P*P* =G avec ¢ = (dx;,dz;)
D’aprés le calcul précédent, la métrique sur T'X est donnée par

0 0
gik = ¢ (8—%’ 8—xk> =6 — Im(B; i) + O(|2]°)

g 0
9jk4+n = g (8—95]’ 8—%> = —Re(BM) + O(’Z‘Z)

o 0
Jj+nk+n = g <8—yj’ 3—yk> =0k + Im(Bj,k) + O(‘ZP)

18



Comme G* =G let G=Id+2zA+ ... ilvient G"' =1d — zA+ ..., d’oit

gt = (dxj,dry) = 0% + Im(Bjx) + O(|Z|2)
gj,k-f-n — <d1‘j, dyk> = Re(Bj,k) + O(‘ZP)
g = (dy;, dyg) = 0j, — Tm(Bj 1) + O(|2]?)

La propriété s’en déduit immédiatement.
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Propriété 1.6. Le calcul de (dz; Ndzj,dzx A dzr) donne :
o (dzr Ndzy,dz; Ndzy) = 20T £ O(|2)?)

o (dzr Ndzy,dzropy AN dzpggy) = —e(I {p}) e({a}, T\ {g}) 2"V B, 4 + O(|2]?)
oupé¢letqged,

b <d2’[ A d2J7 dz[\{p} A déJU{q}> = E(I \ {p}7 {p})z’;‘({q}7 J)2|I|+‘J| iBqu + O(‘ZP)
oupeletqeJ,

o (dzy Ndzy,dzi NdZL) = O(|z|?) dans tous les autres cas.

Démonstration - Remarquons que s’il y a deux éléments au moins dans I\ K (ou K\ I,
J\ L ou L\ J), alors le déterminant est en O(|z|?), car il y a au moins deux lignes (ou deux
colonnes) qui sont en O(|z|). Discutons maintenant :

e si || = |K], alors |J| = |L|, donc

det ( (2] } (=) > = (dzy,dzxc) - (dzg,dz) + O(|2[2) = 2H41s; 16,1 + O(|2[%)

e si|I| =|K|+1,alors |J| =|L|—1: sionn’apas K C I, alors [I \ K| > 2, et si on n’a
pas J C L, alors |L\ J| > 2. Donc K C [ et J C L. Cest-a-dire que I = K U {p} et
J =L\ {q}.

e si||I|— |K|| > 2, par ex. |I| > |K|+2, alors [T\ K| > 2.

Le cas I = K, J = L vient d’étre traité au cours de la discussion ci-dessus; il ne reste
donc plus qu’a étudier les deux cas

{K:IU{p} ot { K =1\{p}
L=J\{q} L=Ju{q}

esipé¢letqgeJ,

<dZ] Ndzjy, dZ[U{p} VAN d,?J\{q}> =
= e({a}, I\ A{a})e(I, {p})(dzr N dzy N dZp\qqy, dzr A dzp NdZp(q))
= e({a}, I\ {ah)e(, {p})(dzq, dzp)2THMD L O(|2)?)

—e({g}, T\ {a})e(I, {p})2" 1 (Zz ) +0(|2) ;

e sipeletq¢J, on déduit le résultat du cas précédent par conjugaison.
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Il est utile d’introduire une base de formes J-linéaires et J-antilinéaires, plus facile a
manipuler dans les calculs que la base (dz1,...,dz,,dz1,...,dz,). Posons donc

wy, = % (do —idz o J) e N ToX @y = % (2 +idz o J) € N\ TEX.
Wy, est bien la forme conjuguée de wy, puisque dzgoJ =dzoJ (car J = J).
Propriété 1.7. De simples calculs donnent :
o w =dz, — % Sy Brydz + (’)(\2]2) , Wy =dz + %Zl":l By 1dz + (’)(\z[2) ,
o (wjwp) = 206+0(|2P),
(wj,wp) = O(|z]?),
o (wr Ay, wy Aoy) =2 O(|2?)

o (wy ANy, wi ANwr) = O(|z|) dans tous les autres cas.

Du point de vue métrique, tout se passe comme si la variété était kdhlérienne, du moment
qu’on ne fait agir que des opérateurs d’ordre 0 ou 1.

1.3.2 Expression locale de d”

Propriété 1.8.
wy, = dz, — 37, Bradz + O(|2?), dz, = wy, + 5 32, Braw; + O(|z[?)
dwy, = —% Za,ﬁ N(’)jﬂwa A wg + (’)(\z]) )

Démonstration - Les deux premiéres formules s’obtiennent facilement.

dwy = _% N Bpydzn Adz + O(J2]) = —% > Bigdza Adzg + O(|2])

Im a,B
- _% N Bp st A tg + O(|2])

B

1[4 . i 5
= 3 [5 ZBlf’aﬁ)a N wg — B Z By g0a A wﬁ] + O(’Z‘)
a,B a,B
1 _

= -3 szgﬂwa A g+ O(|z|)

B
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Propriété 1.9.

d"(wr Nwy) = O(lz]),  d'(wr Awy) = O(|z]),

d2’_1(w[ Ay) = _% Zaﬂ,’y N(Z,B Wo A wg A (% J(wr A w[()) + O(J2]) .

La base choisie est presque holomorphe. Donc les calculs seront les mémes que dans le cas
kéahlérien. Le lecteur qui le désire peut se passer des calculs suivants et se reporter directement
aux formules de commutation.

Démonstration - Nous ne ferons le calcul que pour d”, celui pour d’ se faisant de la
méme maniére (ou se déduisant par conjugaison).

dlwr Awy) = d(wy A... Awy, ANTj, AL Awj,)
= > e({p}, I\ {p}) dwy Nwp gy Ny
pel

+>el{ah, I\ {a})) () dwg Awr A g
qeJ

@wrnwg) = 3 elph I\ {p)) [0(2] Awn gy A

pel

+ 3 e{ah T\ {ah) (D! [O(] Awr Ay +O(s)

qeJ

= 0O(l2))

La formule pour d%~!(w; A wg) provient de la relation d>~! = —@ et de la définition de
0. O

Propriété 1.10.

& (uwy Awg) =3 (%“ [wa Awy A Dy + 0(12\2)} +y ;7“ [z + oqzy?)} +u0(|z2)),
d'(ww Ag) =3 57“ [wa Awr Aoy + oqzy?)] +3 887“ [z + 0(12\2)] +u0(2)),

1 0
A Huwp Aby) = =5 u > N gwa Awg A <a—z S (wr /\u‘)K)> + O(J2)).
Y

a,Byy

Rappelons que la notation z désigne des termes d’ordre 1 ne dépendant que de zy,..., 2z,
(cf. remarque a la fin du paragraphe 1.2.2).
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Démonstration - Nous ne ferons 1a encore que le calcul pour d”, celui pour d’ se faisant
de la méme maniére ou s’en déduisant par conjugaison.

d(uw;/\u’u) = du/\w;/\wJ—i-ud(w]/\wJ)
ou
= EPN [wa—i- ZBalwl—i-(’)(]z\ )]/\wj/\wJ
ou
—{—Za:a—za{wa_gzl:Ba’lwl—{—OﬂZF)]/\U}[/\QI}J—Fud(U}[/\’lDJ)
D’ou
d"(wwy Awy) = Zﬂu‘) Awy A +3'28_u3 W A wp A D
I J) = Bz, Lo N 7t 3 Bz, Dot I J
+ud’ (wy Awy) +Z ER) —i—Z
ou _ _
= a—wa/\wj/\uu—{—ud (wy Nwy)

+Z%<Z+O(|z|2)) +Z§—_“

1.3.3 Expression locale de I’adjoint ¢” de d”
Propriété 1.11.

" (wwi Awg) = -2 (=1)F v wi A (% awr) + O(|2)),

= 024, 0Z,
ov , 0
&' (vw AwL) = -2 5 (5 2wk) Ao + O(|z)).

Démonstration - Soient u = 21 gurgwr Awy et vwg A wyr, des formes a support
compact dans un voisinage de l'origine z = 0. Par définition de I’adjoint, il vient
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O urgwi Awg, 8 (vwie Adr))
1,J

= Zd"(uLJw[/\wJ),va/\wL>

_ /Z Zau (@ Awp A Dy, wi A DL
X

H I=K,Ju{a}=L

V5 ot £ et o £ )
= / Z 3u1(;ZL\{a} o (~D)Ele({a}, L\ {a}) <2\K|+\L‘ n O(\z]2)>
ot T2 o0

- / 2 “KL\{a} (1)‘K'e({a},L\{a})g\KIHL\

acl

—l—ZuLJ(’)(\zD
I,J

= <Z’LL]7J’LU]/\?I}J,
1,J

Zaz 1)Kl (fa}, L\ {a}) 2w Aoy + O(|2]))

acl

On en déduit que :

5//(?} Wi N TI)L)

= Z 5 Dl e({a}, L\ {a}) 2wk A W\ (o} + O(|2])
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1.3.4 Relations de commutation

Propriété 1.12.

[6”, L] (vwg ANwp) =i o wyp Awg Awg, + O(|z]),
P 0z,

[5/,1/} (va/\U_)L) = —1 %kawKAwL+O(|Z|).
k=1

Démonstration - Commengons par voir que

— E - 1 B, 7, 2 - _z 2 2
wo o= 2;[1‘)1@4‘22319,11”14'0“4 )]/\[wk 2¥Bk,lwl+0(|2|) + O(Jz]%)

. n
1 1 _
— %Zwk/\?ﬂk—i-Z ZBkak/\wl _Z ZBMwl/\u’)k +O(’Z‘2)

k=1 K, K,
=0 car By,; symétrique =0 car By,; symétrique
. n
v = 2
= 3 g wi A Wi, + O(]2]7)
k=1

On notera dans la suite, pour simplifier :
Z. n
wo = B kz_l Wi N\ Wy.

Alors

[5", L] (va /\wL) = 5/’(vw/\w;< /\wL) —w/\é”(vw;( /\wL)

= "(vwo ANwi Adir) —wo A" (vw Awr) + O(Jz])
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Siké¢K,

5”(ka AW NWg /\U_)L)

(—1)|K‘ (5”(1) Wi N W N\ wg N\ wL)

Ov 0 _ _
_22 \K| |K‘+1£wk/\w](/\ (a—_J(wk/\wL)) + O(]2)

Zo

0 0

8
2—wk/\wK/\wL—22—wk/\wK/\wk/\(

0
5 —awr) + O(|2])
2k

0Z,

0
wi A wg A 6" (vwg Awr) +26—ka/\w1(/\u_)L+(9(|z|)
2k

0
W /\ka5”(va /\?I}L) +28—vwk/\wK/\ﬁ)L+O(‘Z’)
2k

Et si k € K, la formule reste encore vraie puisque les deux membres de 1’égalité valent 0.

Donc

[5//’ L] (vwg Awr) —ZZ—wk/\wK Nwr, + O(z])

Nous avons donc, au point z =0 :

Il s’en suit aussitot la

Posons A’ =

Nous avons alors la

Propriété 1.13.

(6", L] = id.
0, L] = id A, d] = —id
7,0 = —id" A, d] = i

48 +8d =[d, 8], A =d"§" +8"d" = [d", 8"] et A=ds+5d=[d, 5],

Propriété 1.14.

AIIZAI+T

ouT = —i[A, [d, d"]] est d’ordre 0 (car [d', d"] = —[0',6"]).
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Démonstration -

A” — [d/,, 5//] — |:d”7 —Z[A, d/]]

= —i[d", [A, d]]
or l'idendité de Jacobi donne : — —[d”, [A, d]] + [A, [d', d"]] + [d', [d", A]] =0
donc
A" = —i[d/, [d”, AH — i[A, [d, d”]]

= [@, 8] —i[A, [d, d"]

Signalons encore les deux formules classiques suivantes :
Propriété 1.15.

[d",L]zO et [L,A]:(p+q—n)1d sur N7 x .

Démonstration - d(wA®) =dw AP+ wAdP =wAdP, donc d"(w A P) =wAd"®.
Ceci établit la premiére relation. Concernant la seconde, nous avons

[L, A] (dZ] VAN dZ]) = A(dZ[ VAN dij) — AL(dZ[ AN dij)
= <—2228—%J—Jd21/\dzlj) <%;dzk/\dzk/\dzj/\dzJ>
o B
Or

0 0
o= dzp NdzZp, N — 21— 2 (dzy Ndz
%l: k k asz sz( I J)
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et

68 = Z—J—J de/\de/\dZ[/\dZJ)

32[ 82’1
= Zi 9 (dzy, Adzg) Adzp Adzg + dzg A dZ - (dzr A dzy)
- 9z "\ 0z T T

0
= Z—_l—_l dzk/\dzk)/\dZI/\dZJ——_n(dzk/\dzk)

9%, " 04 o2 J (dZ[ AN dZJ)

0
afl

+%J(dzk/\dzk)/\%J(dZ]/\dZJ)—i-dzk/\dzk/\%J%J(dzj/\dzj)

0 0
— ndZ[/\dZJ—Zd,?k/\a—zk_l(dZ[/\dZJ)—Zde/\a—%_l(dZ[/\dZJ)—{-a
k k

= ndzr Ndzy —|J|dzr NdzZy — |I|dzr Ndzy + «
= a—([I|+]|J|—n)dzr Ndzy

1.4 Formules sur un fibré

1.4.1 Connexions de type (1,0) et (0, 1)

Soit (X, J) une variété presque complexe et E — X un fibré complexe C* de rang (complexe)
r > 1. On note Cp°, (X, E) l'espace des sections C*° du fibré AP!TEX @ E. On a alors la
décomposition
Cr(X,E)= € Cy,
p+q=Fk
Les connexions de type (1,0) ou (0,1) sont des opérateurs agissant sur les formes & valeurs
vectorielles et imitant les opérateurs usuels d’, d” agissant sur (O (X C). Plus précisément,

une connexion de type (1,0) sur E est un opérateur dlfferentlel D’ d’ordre 1 agissant sur
C&o (X, E) et vérifiant :

D':CR(X,E) = Cpy ((X,E), D'(fAs)=dfAs+(=1)"/fAD's

pour toutes f € Cp7 (X, C) et s € Cp (X, E) telles que p1 +p2 =p, ¢1 +q2 = q.
Dans une trivialisation E|, =, U X C", de repére local associé (e‘f‘, ., ed), posons
Dieg =370 A%/ @ e, ou A?‘k’ € C% (Ua,(D) Pour s = 377, 0% @ e} € Cp (Ua, E), i

vient 1’écriture suivante :
Z <d’aa + Z A% A ak> ie. D'sc~y do®*+ AY Ao®
7j=1
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avec A% € C7%(Uy, Hom(C",C")). La définition et 'écriture locale d'une (0, 1)-connexion
sont similaires.

Propriété 1.16. Soit (X,J) une variété presque complexe, E — X un fibré compleze de
rang r et V une connexion sur E. Alors V se décompose de maniére unique en

V =0p+0g — 0 — 0%

ot O est une connezion de type (1,0), O une connexion de type (0,1), et 0%, 0 deux
opérateurs globaur C™(X, C)-linéaires. De plus, O et O sont conjugués, tout comme 0, et

1
0.

T
associé, on a V ~. d+ A%A et A% = A% + A% € C°(U,, Hom(C", ")), la décomposition
étant relative & J. On pose alors

Démonstration - Dans une trivialisation £, =~y Uy x C" de repére local (ef, ..., e7)

op(s) = Z <d’aa + ZAJk A O'k> ef ~p, d'o® + A% N o?,
3E(S) ~9. d”O’a + A Ao ,

Op(s) = D 00 @ef,
j=1

Op(s) = Y 0"(c}) ¢,

j=1

Montrons, par exemple pour dg, que cette écriture locale fournit effectivement un opérateur
global. Si on considére une autre trivialisation £ vy 0 Up x C", soit g = gop la matrice de

transition. Sur U, NUg, on a 0% = gagaﬁ et AP = g7 1A% + ¢~ 'dg. Ainsi
do®+ AY No® = d'(gaﬁ) +g (g_le" ) (9~ 100‘)
= dgnho’ +gdo’ +g (g_lAO‘g) AcP
= dgno®+gdo’ +gAP NoP — ggld'g A oP
= g(d/aﬁ—FAB/Aaﬁ)

Cela établit que Og, défini & priori localement, est effectivement un opérateur global. O

1.4.2 Formules de commutation

Considérons maintenant une variété presque kéhlérienne (X, w, J), et £ — X un fibré com-
plexe C*° de rang r, muni d’'une métrique hermitienne h et d’une connexion V compatible
avec h.
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L s’étend en un opérateur sur E via L(s) = wAs pour s € C)° (X, E) (ie. L:= L®Idg).
La métrique riemannienne de X et celle hermitienne de permettent de définir les adjoints
0%, 0L et A de O, Op, 0, 0% et L.
Ch0131ssons une trivialisation isométrique £, ~y, Us xC", de repére associé (ef, ..., e).
Soient s =) o Qe ett= > 7' ® €5 des sections a support compact dans Uy

(s, 0e())e
= /<Z'Jq®6?’ Z d"TO‘—{—Z Ajak”/\Tk ® €5 )dV,
_ /Z of  d'r £ AN AT b)) dV

- Zj«Ufad"Tq»XJrz, (o 43 AoF)

= Zj(@"fffﬁj X+Z A5 o TN x

= D M"0f + >0 (A e, )

= (3 (o X (A o) @ Y e e

=
=9
SR
—
V)
~—
~
=
S|
I

Donc

(005 + >, (A" of ) @€, e 8 =, 0% + (A)(0%).
j=1

Nous pouvons choisir une trivialisation isométrique 6, telle que A% = O(|z|). En effet,
considérons une trivialisation isométrique Ej, 2, Uy X C" : le repére local (ef, ..., e?) est

orthonormé. Nous avons H* = Id et iA® est hermitienne. Donc iA%(z) = B+ O(]|z|) avec B
matrice hermitienne constante. Elle est diagonalisable en base orthonormée :

A1 0 ‘ ‘ ~
P 'BP=)= < > ,avec \j = Zaidzk + a@)dzy, et 'P = P71
0 Ar k
Posons
5% 0 ) . )
w= ( ) , uj:Zai‘zk—i—diEk et g = Pet"pL.
0 o k

Notons que A, p et e commutent deux a deux, car ce sont des matrices diagonales. Donc B
et g commutent aussi.

g définit une nouvelle trivialisation ,. Calculons :
dg = Pidue"P™' = iPAe P71 = iPe \P™! = i(Pe* P~1)(PAP™!) = igB.
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Donc g~'dg = iB. 1l s’en suit que

AY = gl A%+ g dg =g (—iB+O(|z]))g + g 'dg
= —ig 'Bg+iB+0(|z))
= —iglyB+iB+ O(|2|)
= O(J2])

Et H* = lgH%g = lgg = P~ et 'PPe~P~! = PeP~1Pe P! = 1d. Donc la nouvelle
trivialisation est encore isométrique, et A = O(|z|).

Ainsi, dans cette nouvelle trivialisation :
Ls ~ wAd&®
Ops ~ da“+0(z])
Sps =~ 8%+ O(z])

Ce développement de Taylor des opérateurs montre que le calcul de [5}3, L] se ramene au cas

scalaire. Nous avons donc
1! .
[5E7 L:| = ZaE.

Nous en déduisons les formules de commutation suivantes :

Théoréme 1.17.

(0%, L] = idp, (6, L] = —idg,
A, 098] = —idy, A, 08] = idf;.

1.4.3 Formule de type Bochner-Kodaira-Nakano

Propriété 1.18.
v = (9g, 05 + [0, 0%).

Démonstration -
V? = (9p+ 05 — 0 — 0%) (08 + O — 0 — 0F)
(9. 0%] .

La propriété vient immédiatement en séparant les bidegrés. O
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Calculons maintenant
AL = (08, 0E)

= |9p.~i[A, 98]

— —i[0p, [, 08] |

L’identité de Jacobi donne
~|0p, [, 05] | + A, [0, 05] | + |0, [9m, A] | = 0.
Donc
b= —i|A[05,05]| - i|0p, [0r.A]]
= —i[A, [0, 5] | — i[0p,i0%]
NS —z'[A, vz [9;3,9;;]}
= Ap+i[v2Y A +ilA, [0, 08

Or V%s = O(g,v) /s, et A est scalaire dans les fibres de E. Donc {VQ(M), A} = [@837%)’ A}.

Nous avons donc démontré le

Théoréme 1.19.
b= Ap+i[Ofp,, Al + T

ot ©(g,v) est la courbure de (E,V) etT = i[A, [%, H}S]] est un opérateur scalaire d’ordre 0.

Remarquons que 1[685”1%), A] n’agit sur la partie £ de A**T*X ® E que via @89’,1%) (si
E est de rang r = 1, alors il n’agit pas sur E). Et T n’agit que sur la partie A**T*X de

A T*X @ E.

1.4.4 Cas particulier

Propriété 1.20. Soit (X,w) une variété symplectique telle que [w)gr soit entiére. Alors
il existe (E,h) — X fibré en droites complexes hermitien et V connexion sur E tels que
V2 =w
27 .

Donnons-nous donc (X?",.J,w) variété presque kihlérienne entiére (i.e. telle que [w]4r €

H?(M,R)), e¢ E — X fibré en droites complexes (i.e. de rang 1) muni d’une métrique
hermitienne h et d’'une connexion V compatible de courbure ﬁVQ = w. Nous avons alors le
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Théoréme 1.21. En bidegré (p,q),

"

r=Ag+2r(p+q—n)+T

o T = i[A, 6%, 0%]] est un opérateur scalaire d’ordre 0.
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Chapitre 2

Cas d’une variété complexe
hermitienne et d’un fibré non
holomorphe

RESUME

Ce chapitre n’a rien d’original. Nous reprenons simplement la formule
de type Bochner-Kodaira-Nakano démontrée par Jean-Pierre Demailly
dans le cas d’un fibré holomorphe au-dessus d’une variété hermitienne,
et montrons qu’elle s’adapte encore au cas d’un fibré non nécessairement
holomorphe, quitte & ne considérer que la partie de type (1,1) de la
courbure du fibré. Cette formule nous sera utile dans la seconde partie.

Soit (X,w) une variété hermitienne de dimension (complexe) n, et (E, hg, Dg) un fibré
hermitien C°° de rang r (la connexion Dg étant hermitienne).

Nous avons la décomposition canonique D = D, + D% (si D >~ d+ A, alors D' ~d' + A’
et D" ~ d”" + A”). Remarquons que, Dp étant hermitienne, la forme de connexion vérifie,
dans une trivialisation isométrique, A’ = —(A”)*.

Théoréme 2.1. Notant T = [A, d’w], nous avons alors

(6%, L] = i(Dfp+7) [A, D] = —i(dp+7%)
5, L) = —iDp+n) A D) = i+

Démonstration - D's~ ", (doy) ® ex + O(|z]), 0%,s =~ (6"0x) ® ex + O(|2]).
Cecl nous rameéne au cas scalaire. O

Théoréme 2.2.

% = /E+ [Z(D%)(Ll)’A] + [D}S’ T*] o [D}_*/?’ 7_—*] :
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Démonstration -

Ny = [Dh. o) = (D, —ila, Dl - 7] = ~i[D, 1A, D] - [P, 7]
= _Z<[A’[DE’DE]]+[DE’[DE’A]]) [D” _*]
(DQ)(l,l)

= —i[A, (DE) V] —i[Dy, i(0p + )] - [D}, 7]
= [D, 05 + [i(DE)Y, A] + [Dig, 7] - [D, 7]

Propriété 2.3.
[L,7]=3dw et [A,7]=-2i7"

Démonstration -

o [Ldw]=wAdw—dwAw=0 (w est de degré 2, donc commute au wedge)

[ ]
L] = [L[Adw]] =" ~[dw,[L,A]]
~(dw(p+q—n)— (p+q+3—n)dw) =3dw
[ ]
(Jag)bi) —i<— [L [A 5//]] B [5%’[L7AH —i(5g+%*)
= G[L,[A0R]] +i(0hp+q—n) = (p+q—1—n)d}E) —i(dh +77)
= Z[ A 5E] — i7"
- PRy -
= z[d”w,A] = —i[A, d"w]* —iT* = —2i7
car
Dp, L] = (@' +A)wA)—wA (@ +A")=d"(wA)+ A" Aw—wAd —wA A"

= (dw)+wAd —wAd =d"w
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Propriété 2.4.
—% * oy 7/ *
[D}E, T ] = —(Tw +r, 6 +T ]) ouw T, = [A, [A, id/d”w]] — [d/w, (d'w) ] .
Démonstration -
e [A, 7] = —2i7*, donc 7* = £[A, 7], donc

[D// —*] _ i [D%, [A’TH — ([7’, [D%,AH + [Aa [7’, D%H) :

N | .

e On a [dw,D}] = d"dw. Notons C = [D/,, A]. Nous avons alors

[7’, D%] = [D” ] = [ o [A, d'w]] = [d'w, [D%,A]] + [A, [d'w, [D%H
= [dw,C]+ A, d"dw]
[A, [T, D}'J]] [ [d’w C’]] [ [A,d"d/w]]
= [C/[A, dw]] = [dw,[C,A]] + [A,[A, d"d W]
= [C,7]+ [dw,[A,C]] + [A A, d"d W]
Or [AC] = [A,’L((SE—FT)]:’L[A,(SE—FT*]:’L'[D;E—{—T,L]*
= i([D, L]+ [r,L])" =i (dw—3dw)" = —2i(dw)*
dou [A[r,DE]] = [r.C] = 2i[dw, (dw)"]+ [A, [A,d"dw]]
= [n D, Al] = 2i[d'w, (dw)"] + [A, [A, d"d W]
Donc [Dg,[A7]] = 2[r, [DE,A]] = 2i[dw, (dw)*]+ [A,[A, d"dw]]

— 21([/\, A, —%d”d’w]] — [d'w, (d’w)*]> + 2i[r, 0% + 7]

e D'on [D%,T’*} =-T, — [7’, Oy + 7’*].
O
Nous sommes maintenant en mesure d’écrire la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano.
Bien siir, elle est pratiquement identique a celle obtenue par Jean-Pierre Demailly, le caractére

holomorphe du fibré n’intervenant que dans le fait que la courbure d’un fibré holomorphe est
de type (1,1).

Théoréme 2.5. Si (X,w) est une variété complexe hermitienne et (E,hg, Dg) — X un fibré
hermitien C°°, alors :

1) AL := D+, 05+ 7] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A'.
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2) Notant T, = [A, [A, $d'd"w]] — [dw, (dw)*], nous avons

B =AL+ [i(DR) Y A+ T,

Démonstration -

o (Diy+ 1) =08y + 7, donc Al est formellement autoadjoint.
Bt (A, u) = | D+ rul® + | Spu + rull? > 0.

® A/E_F[D;E’T*]_[D%ﬂ:*]
= [DYy, 8% + [Dy, 7] + [1,0% + 7% + T, d’aprés le lemme 3
= [Dp+ 71,05 +71+ T,
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Chapitre 3

Cas d’une variété presque complexe et
d’un fibré hermitien

RESUME

Nous donnons ci-dessous une généralisation des formules de type
Bochner-Kodaira-Nakano démontrées dans les chapitres précédents.
Nous supposons simplement que la variété X est muni d’une structure
presque complexe J. Nous ne demandons pas qu’elle soit intégrable, ni
qu’elle soit symplectique.

Soit (X, J) une variété presque complexe de dimension (réelle) 2n, et (E,hg,Dg) — X
un fibré hermitien C* de rang r (la connexion D étant hermitienne).

Soit g une métrique riemannienne sur X. Quitte a remplacer g par %(g +g(J,J )), nous
pouvons supposer que g est J-invariante. Posons alors w(u,v) = g(Ju,v) : cela définit une

2-forme J-invariante. Mais w n’est pas forcément fermée (si dw = 0, alors X est presque
kéhlérienne).

Reprenant les notations du premier chapitre, nous avons, respectivement sur X et F, les
décompositions en types suivantes :

d=d +d"—0 —0", Dp=Dy+Dl—0,—0).

Notons L la multiplication extérieure par w. La métrique riemannienne de X et celle hermi-
tienne de E permettent de définir les adjoints 0%, 6%, 0%, %" et A de DY, DY, 0%, 0% et
L.

Théoréme 3.1. Si (X, J) est une variété presque complexe munie d’une métrique rieman-
nienne g J-invariante, et si (E,hg, Dg) — X est un fibré hermitien C*, alors :

1) AL := D+, 05+ 7] est un opérateur positif formellement autoadjoint de méme
partie principale que A, ot nous avons noté T = [A, d'w].
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2) Notant T, = [A, [A, —id"dw]] — [dw, (dw)*] et Ty =i [A, [0},0%]], nous avons

_ :n(1,1)
/é = A;— + [ZH(E,DE) ; A] +Tw ‘|’TN5

ou T,, et Txr sont des opérateurs scalaires d’ordre 0.

Comme dans les deux chapitres précédents, nous allons d’abord établir des formules de
commutation sur la variété. Elles resteront valides sur F, et nous en déduirons alors le
théoréme.

3.1 Formules de commutation sur la variété

0 o)

. p N o)
Soient (z1,...,%n,Y1,.-.,Yn) des coordonnées locales sur X telles que le repére local <8—$1, s B By

soit orthonormée au point z = 0. Par changement linéaire de coordonnées, on peut supposer
que J(0) est la structure complexe canonique, i.e.

9 :J<i >
Wk, |z=0 Dy, l==0

Nous posons bien str z; = x; +iy;. Alors g(0) =) d:v? +dyj2- = % Y. dzj®dzZj+dzZ;®dzj,
w(0) = Y duj Ady; = £ dz; AdEj et J(0) =i 3 (dzj ® L —dz @ %)

Nous avons w = w(0) + O(|z|) et J = J(0) + O(|z]).

Tout comme dans le premier chapitre, en utilisant le fait que J est réel et w J-invariante,

et en effectuant un changement de coordonnées, nous obtenons 'existence d’un systéme de
coordonnées locales (z1,...,z2,) tel que

w(z) = % S dz; ndz; + O(|)

= ) _— Z _— Bm —_—
J(2) sz:l <dzk ® 5o — 45 ® M) + ) (;zm M)dzk ® 55

k=1

n n
_ 0
— Bm ) - 2
30 (0 B ) s 5=+ 0(1oF)
kl=1 *m=1
ou B}, = —Bfnl. Nous noterons By, = Y | zm B}, By, n'est pas a priori symétrique en
: o) 0 _ k 0 _ 1 l 0
(k,1). Tl vient alors NJ(a_Zjlo , 8_2”0> =iy, ijla_zlk)' Done N;(0) = 530 Nj . dz; /\dzk®a—gl|0
l _ :pk
et N;, =1iB},.
Ecrivons le développement limité & 'ordre 2 de w :

w=w(0)+4 > vikdz Adz+ Y (ajdzj Adz + @55 dz; A dz) +0(21%),
3k 3k

termes d’ordre 1, en z, Z
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ol (7;) est hermitienne et (a;j) antisymétrique.

Posons

wy = L(da—idzeod) = dz— 1Y, Bidz + O(|2?),
W, = $(dz+idz0d) = dE+ 53, Bida + O(|z?).

(w1, ...,wy) est une base des 1-formes J-invariantes. Un calcul simple montre que

i _ ) _
= §Zw]~/\w]~+522’yj,kwj/\wk+(’)(\zl2).

Posons w(z) = > w; Aw; et y(z) = £ 2y;w; AWy, + O(|2|?). Donc w = wy + 7.
Attention : wO(O) w(0), mais wo(z) # w( ).

Nous renvoyons pour la suite & [Dem97|, chapitre 6 (Hodge Theory), section 6 (Commu-
tation Relations), sous-section 6.2 (Commutation Relations on Hermitian Manifolds).

Nous allons reprendre le fil de la démonstration des relations de commutation dans le cas
holomorphe hermitien. Nous avons utilisé les mémes notations que [Dem97|. La différence
avec [Dem97| réside dans le fait que wy est constante dans [Dem97], alors que ce n’est pas le
cas pour nous. Cependant cela n’est pas essentiel.

Parce qu’il s’agit simplement d’un raisonnement d’algébre linéaire, le lemme 6.9 de [Dem97]
est encore vrai dans notre cadre :

<u7 U>w de = <u - [77Aw0]u7 U>w0 deO + O(’Z‘Q) :

Ainsi I'adjoint d”* de d” coincidera en z = 0 avec I’adjoint de d” pour la métrique

<<u7 U>>1 = /X<u - [7=Aw0]u7 U>w0 deo .

Donc d"* = 6 — [8(, [, Aw,]] en z = 0, ou & désigne I'adjoint de d” relativement a la
métrique (-, ->w0 dV,,. Parce que
i

dVWO == F

= (%dzl Adz) A A (%dzn ANdz,) + O(|2]%),
un calcul simple montre que

ou 0
5O(uw1/\wJ ——22(9: (% w[/\wJ)—i—(’)(\ D

Nous avons d”(w; A w;) = O(]z|), donc d"wy = O(|z]). Donc les mémes calculs que ceux
effectués par [Dem97| donnent

d"™ =65+ [Aw, [60,7]] enz=0.
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Par ailleurs, il est évident que nous avons
(05, wo] = id" + O(l2]) . [v, [wo,05]] = id'w + O(l2])

et
[wo, Awy] = (p+ g — n) sur les formes de type (relativement a J) (p,q) .

Nous pouvons conclure alors, comme dans [Dem97|, que
[w,d"*] = —id' — [Aw,,id'w] + O(|2]) .

D’otu le théoréme suivant :
Théoréme 3.2. Notant 7 = [A,d'w], nous avons [d"*, L] =i(d + 7).

3.2 Preuve du théoréme

Nous donnerons uniquement les grandes lignes de la preuve, celle-ci étant trés proche du cas
holomorphe hermitien.

Théoréme 3.3. Notant T = [A,d’w], nous avons

[0, L] = —i(Df+7), (A, DY) = (0 +7).

Démonstration - Dans un repére normal, les opérateurs sont égaux a l'ordre 0 a leurs
analogues scalaires : D's >~ >, (doy) ® ex + O(|z|), 0%s =~ (6"or) ® ex + O(|z]). Les formules
sont donc les mémes que dans le cas scalaire. O

Nous avons la décomposition en types suivantes :

Propriété 3.4.

Dy = OE.py) = (D + Dfy — 0% — 0%)?
= Dy*— D, 0%+ Dj” — [Dig, 0%] + 0% + 04 + [Diy, D] + [0, 0]
~N— =~
2,0 0,2 4,-2  —24 1,1

3,—1 0,2

Des calculs élémentaires donnent alors
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Propriété 3.5.
"= A+ [i@gg}gm , A} +[Dy, 7] = [Dl, 7] =i [0, 04, A].
Nous avons encore [L, 7] = 3d'w et [A, 7] = —2i7*. Tout comme subsiste la formule
—x * N { *
[D%, T ] = —(Tw +[r, 0+ ]) ou T, = [A, [A, —§d”d'w]] — [d'w, (d'w) ] .

Le seul point a noter est qu’il n’est plus permis d’écrire I'égalité —id"d'w = id'd"w, étant
donné que d'd" +d"d' = —[¢0',0"].

Il vient donc finalement

A = Ap+[i0),) Al + D, 7] = [DF, 7] =i [0, 0], A]

= (D, 0] + D, ]+ 7, 6 + 771+ T + [0 p ) A] = i[[05,05], A
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Partie 11

Estimations spectrales asymptotiques
sur une variété hermitienne
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Chapitre 4

Approximation d’une forme non
entiére par des formes rationnelles

RESUME

Nous montrons que si « est une (1, 1)-forme réelle sur une variété com-
pacte complexe X de dimension n, la classe k[a] peut étre approchée
dans H%(X,IR) par des formes entiéres ay, et nous avons I'estimation
ko — agllce < C(X)k=102(X) ot by(X) est le deuxiéme nombre de
Betti de X.

4.1 Lemme de Kronecker

Propriété 4.1. Soit x € IR™. Alors pour tout N > 1, il existe un entier k € [1; N"] et un
point a coordonnées enticres p € Z™ tels que ||kx — p|| < C(n)/N < C(n)k=1™.

Démonstration - Choisissons pour norme || - || la norme euclidienne. Comme nous
allons le voir, la constante C(n) apparaissant dans l’estimation vaut y/n pour cette norme.
Le choix d’une autre norme, forcément équivalente, modifiera cette constante.

Découpons le cube unité [0; 1[™ en petits cubes de coté 1/N : il y a N tels petits cubes.
Considérons la suite y; = kx mod Z" = kx — py € [0;1]" pour £ =0,...,N™. Ces (N" +1)
points yo, Y1, ... , yn» sont tous dans [0; 1", lui-méme union disjointe de N™ petits cubes.
Par le principe des tiroirs de Dirichlet, deux éléments yg, et yi, (k1 # k2) sont dans le méme
petit cube. Donc

1
lyk, — Yk, || < diagonale du petit cube = \/ﬁﬁ .

Puisque yg, —yr, = (k1 —k2)x — (pr, —Prk,), Posons k = |ky —ks|, p = signe(k1 —k2) - (Dr, —Pks)-
Alors 1 <k < N™, donc 1/N < E—1/m, O
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Corollaire 4.2. Soit x € IR". Alors il existe une suite d’entiers (kn)n>1 et une suite de
points a coordonnées entiéres pi, € Z" vérifiant :

i) |knz —p,|| < C)ky™,

ii) (kn)n>1 est strictement croissante (donc tend vers +00).

Démonstration - Notons tout d’abord que si la suite (ky) est strictement croissante,
nous pouvons indexer les points & coordonnées entiéres par ky ou par N. Nous écrirons donc
indifféremment py ou pg, .

Siz e ", écrivons x = % -p avec ¢ € IN* et p € Z". Alors (Ng)z = Np ; en posant par
exemple ky = Nq et py = Np, nous avons kxyx — py =0 et ky — +00.

Siz ¢ @Q", la propriété précédente nous fournit des suites (ky) et (pn). Celles-ci ne
vont sans doute pas convenir, mais nous allons montrer que la suite (ky) est bornée. Le

corollaire sera alors prouvé, puisque n’importe quelle suite extraite strictement croissante de
(kn) conviendra.

Si (kn) était bornée, 'ensemble A = {kyxz, N € IN} serait un ensemble fini de points
irrationnels, donc la distance d(A, Z™) de cet ensemble au réseau Z" des points entiers serait
strictement positive. Or cette distance est plus petite que chaque ||kyx — pn||, et cette
derniére quantité est majorée par C'(n)/N, donc tend vers zéro. Ceci implique d(A,Z") = 0.
Cette contradiction établit que la suite (kx) n’est pas bornée. O

4.2 Application

Soit X une variété complexe compacte. Le choix d’une base de H?(X,Z) donne un isomor-
phisme H2(X,Z) ~ z"%) < H2(X,R) ~ R Notons que by(X) = dim H%(X,IR)
dépend de X, et pas seulement de n = dim(X). Soit [a] € H?(X,IR). D’aprés le corollaire
précédent, il existe une suite strictement croissante d’entiers (kx)n>1 et une suite de classes
(6] € H2(X,Z) telles que

lkvlad = [y ]l < CX0ky /200

Dans le souci d’alléger les notations nous supposerons par la suite, sans le préciser a
chaque fois, que k € S = {kn, N > 1}.

Notons A = d*d + dd* le laplacien riemannien. Nous avons
CF(X,€) = HA(X,€) ® A (CF(X,T)) et H(X,C)~HA(X,C).

Ecrivons a = h+Av. Puisque da = 0 = dd*dv, il vient {(dd*dv, dv)) = (d*dv, d*dv)) = 0,
donc @ = h+dd*v. « étant réelle, il en est de méme pour h et v. De méme, & = hy + dd*vy,.
Posons ay, := hy, + kdd*v. Alors [ax] = [ax], puisque oy — ag = dd* (kv — vi) est exacte. Et

ok — kel = llbg — Khllc < Cl{an] — ko]l < COOK =0
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En particulier, nous avons les majorations suivantes :
lalle = (e = ka)*? e < C(X)kH/00,
ke — oy leme = [I(ker — o) leoe < C(X)ETH/P200,
"o lo = 1" (s = k)*2 o < CQO) (b = k)2 lcoe < C(X)™HP200),
puisque d” est continue sur I'espace vectoriel ’HQA(X ,C) qui est de dimension finie.

1,1 . . 2 .
Remarques : ;" n’est pas forcément fermée. Et par exemple hg’ n’est pas forcément
harmonique (le laplacien n’étant & priori pas homogene au niveau des bidegrés).

Nous avons donc prouvé le

Théoréme 4.3. Soit X une variété complexe compacte de dimension n, et a une 2-forme
réelle fermée. Alors il existe une suite oy de 2-formes réelles fermées sur X telles que

|k — ag||ee < C(X) k=1/02(X)
[ak] € HQ(X’Z)a
ke = aytlos < C(X) K200 [lap? oo < C(X) k12D,

Non seulement la différence ko — ay, est bornée, mais elle tend vers zéro !

4.3 Construction d’un fibré hermitien associé a «o;

Soit (X,w) une variété hermitienne compacte et a une 2-forme réelle fermée sur X. Appro-
chons ka par des formes entiéres ay. Il existe alors un fibré en droites hermitien (Lg, bz, ) —
X de classe C°° muni d’une connexion hermitienne Dy, telle que 5~ D%k = ay,.

Dans une trivialisation, Dy, ~ d + A, . Décomposons suivant la (vraie) structure com-
plexede X : d=d +d", AL, = AlL’S + A%i. Alors D} ~d" + A%i.

1,0 1,0 0,1 0,1 . 20 1,1 0,2

D}, ~dAp, =dAp + (d"Ap) +d A +d"Ap - = —2imay, = —2im(ap” + ) +ap”)

DY 2 ~ d”A%1 AL = —2i7ra2’2 A . — 0 : la suite des fibrés est donc "asymptotiquement
k k
holomorphe".
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Chapitre 5

Interprétation de A% comme un
opérateur de Schrodinger

RESUME

Nous montrons dans ce chapitre comment, a l'aide de l'identité de
Bochner-Kodaira-Nakano rappelée dans le second chapitre de la partie
précédente, nous obtenons une formule de type Weitzenbdck, qui nous
permet d’interpréter le laplacien antiholomorphe comme un opérateur
de Schrodinger.

5.1 Notations

Soit (X, w) une variété hermitienne compacte de dimension (complexe) n, a une (1, 1)-forme
réelle fermée et (E, hg, Dg) — X un fibré hermitien C* de rang r.

Soit () une suite de 2-formes réelles fermées entiéres sur X qui approximent ko (une
telle suite a été construite au chapitre précédent), et (Ly, bz, , Dy, ) — X des fibrés hermitiens
C® de rang (complexe) r et de courbure ©p, p, = D%k = —2imay.

Construisons successivement plusieurs fibrés hermitiens et leurs connexions hermitiennes
associées :

(Ek, Dg) : Notons E, = Ly ®E. Ce fibré est muni des métrique hermitienne hy, = hy, ®hp

et connexion hermitienne Dy, = Dy, ® Idg +1dy, ® Dg induites par celles de Ly et E. Nous
avons

G(EkHDk)) = G(LkHDLk) ®Idg + @(EDE) = —2imag ®Idg + ®(E7DE)'

A} = DI!D/* + D*Dj et A} = D; D;* + D;*D;, désignent respectivement les laplaciens
antiholomorphe et holomorphe associés.

(Eg, Dy,) : Notons Ey = E, @ \" TX. Le fibré en droites A" TX est holomorphe et muni
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de la métrique hermitienne induite par w. Nous noterons VX sa connexion de Chern. Ej, est

ainsi muni de la connexion hermitienne Dy, induite par Dy et VIX. Ag = ﬁgﬁg * 4 Dg*[?g
désigne le laplacien antiholomorphe associé.

(A" T*X @ Ey, V{) : Considérons le fibré antiholomorphe \*?T*X = AT’ T*X. La

connexion hermitienne holomorphe du fibré /\q’O T*X induit sur /\O’q T*X une connexion,
que nous noterons V4., dont la partie de type (1,0) est d’. Ainsi, le fibré /\O’q T*X ® B}, est
muni d’une connexion hermitienne, que nous noterons VZ.

5.2 Utilisation de la formule de type Bochner-Kodaira-Nakano

Soit u une (0, g)-forme a valeurs dans Ey, i.e. u € C§, (X, E). Nous avons

[t = [ @+ (00, g,y A + T )

— /X |D;€u + 7'u|2 + <[i@ég}ka),Aw]u,u> + (T,u,uy,

les intégrales étant calculées par rapport a I’élément de volume do = ‘;L—T Rappelons que nous

avons noté 7 = [A, d'w], A;w = [Dj+7, D +7 et T, = [A, [A, d'd"w]] - [d'w, (dw)*].

Une (0, ¢)-forme & valeurs dans Fj peut aussi se voir comme une (n, q)-forme a valeurs
dans Fy = Ex, @ \"TX, via I'isométrie

d
Oz[1,n]

~ . S?q(X,Ek) — C;L“iq(X,Ek@)/\nTX)
u=uydzy®e +> ﬁ:(—l)nqu[[Ln]]/\uL]dZ]@E@

Il est clair que ~ est une isométrie, car

2 2

= [dzgy gy A dzs|” x mae) x

dz[[l,n,]] NdZjQe®

Bz[[l’n]]

Bz[[l,n]]

17} 14}
det(<dzj7dzk>1§j,k§n) X det((dzj,dzw(jyk)e‘]g) X hp(g) X det((a—zj, ahfﬁkfﬂ)

det((dzj, dzp) (e s2) X hi(e) = lldzy @ <))

Parce que A" T'X est holomorphe, un calcul simple montre que Dg (u) = l?g/u :
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Soient (21, ...,2n) des coordonnées locales et (€1, ...,€y) un repére local de Ey. Notons Dyep, = 3, (Ag)a,b ® €a-
14}

#l1,n]

u = ZuJ,bd5.1®5b7 a = (—=1)"9 dzﬂl,n]] ANujgdzy Q@e®
b

]

D (a) = (ﬁ;’){Z(_l)nunwbdzﬂlm]]AdEJ ®eb®a—
b #[1,n]

= > D= uypdz NdzZ; ®@ep| ®
3l [1,n] ] CE—

)

HED gy dzpy  AdZ @ ® X2
’ az[[l,n]]

=0

= d' (=)™ uyy dz 1 NdZj| @ep @
2 [ [1.n] A 425 Fr—
o

Bz[[l,n]]

HEDMT (D) gy degy ) AdZs A [ DAY Ea] ®

= S (-pm™ (d//u‘],b i Z<Ak>2:i UM) Ndzpy ] NdZr @ e ®
D @ 92[1,n]

a
9%[1,n]

= (—1)""7+"dz|117n]] A (d//uJ,b + Z(Ak)gji “J,b) NdzZj; Q@ep ®
a

— D'y
= Dju

Le diagramme

DII
bo(XEy) ———— Ofpn (X Ey)
1~ 1~

~ D ~
Coy(X, Ey) —_— Coip1 (X, E)

est donc commutatif. Nous avons alors aussi un diagramme commutatif analogue pour les

adjoints DJ* et Dy*, donc aussi pour A} et Af.

Soit finalement :
| @ = [ (aaa
_ X~ o~ 1,1 L -
= [ @)+ (0, A + (T )

— / |D} 4+ Tl + ([i@lv}k 5 Ao ]a, ) + (Tua, )
X

5.3 Relation entre D) et V'

Soit u € CF,(X, By) = C®(X, \"" T*X ® Ey).
D;. étant une connexion sur Fj, et VZ une connexion sur /\O’q T*X ® E}, nous avons
D, : C®(X,NA\MT*X ® E,) — C°(X,\"T*X @ E})
Vit O®(X A THX @ By) — CX(X, NPT X @ N T*X @ Ey)
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Montrons que via lisométrie C®°(X, A"’ T*X @ N> T*X ® E},) - C®(X, A" T*X @
E}), nous avons Dj, = V' sur Coy(X, By) = C(X, A T*X @ Ey).

Soit (e1,...,&,) un repére local de Ej. Notons Dyep = > (Ak)ap @ €q-

u = Z ugpdzy ® ey
[J]=q, 1<b<r
’ / ~ ~ ’
Dpu = Zd (ull’bdZJ)®Eb+(71)un,b dzj A (Dyep)
J,b

= S duspAdzr@ep+ (=D %uypdzg A [Z(Ak)jlvf; ® aa}
J, a

o

I
felng

[d/wyb + Z(Ak)}):g u.]’a] ANdZ; ® ey
a

vi'u = Vi (uypdzy) @ep +uypdzy @ (Dyep)

o
o

(parce que ujdZ; est considéré comme une section de degré 0 de A®'4 T* X)

[dugp ®dzy +uypVi ' (dZ))] @ep +uypdiy @ (Z(Ak)i’,[; ® €a)

a

I
felng

= [dusp ®dzy+0] @ep+ > (Ap)po @ ujqdiy @ ey
B J,a,b

o
o

(car Vfll,X ~d' sur A9 T*X = A9 T*X antiholomorphe)

= > [d/“J,b +> usa (Ak)ijg] ®dz; ®ep
T @

Pour u € CF, (X, Ey), notons S'u € Co(X, N T*X @ N\ T*X ® E}) le relevement
isométrique de Tu € C®°(X, A" T*X @ Ey).

Reprenant alors la formule de la section précédente, nous obtenons
A1l
[ @tuw = [ Dk raP + ([0, ) AuJu ) + (L),
X X

— /X Vw4 S'ul? + ([i@%gk,Dk),Aw]u,m + (T,u,u),

5.4 Rappels sur 'opérateur de Hodge

Choisissons des coordonnées complexes telles que
w(z=0)= %;dzk NdZ, = ;dazk A dyp.

Alors

1
9(z=0) =35 ;(dzk ® dzy, + dz, ® dzi) = ;(dﬂ?k ® dxy + dyy, @ dyy.) ,
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ce qui nous donne ||%| :0||2 =1 Hd'zj|z:0H2 =2, Hc’)%” :0H2 =1et dej\z:on =1. Et

w" i\" -
dv, = — = <§> (dzx, Ndzg) = H(dﬂck A dyy,)
k=1 k=1
Remarque :
n - n(n—1) B n n(n—1)
H de- A\ de = (—1) 2 dZ[[l;n]] A\ dZ[[lgn]] et H d.’Ek; A dyk; = (_1) 2 dCC[[l;n]] A dy[[l;n]]'
k=1 k=1

Propriété 5.1. Siv=wvapdza NdzZp € /\“’b T X, alors

S i_"22“+b_"(—1)"("_“)5(A, CA)e(B,CB)vapdep A dzpa,
sxv = (=1)% 0y,

Démonstration - Rappelons que 'opérateur de Hodge est 'opérateur C-linéaire * :
NPIT*X — \" PP T*X défini par u A %0 = (u,v)dV,, pour u,v € A\P1T*X.

Ecrivons (en z =0): u= > urjdziAdzZj, v =vapdzaNdzpet xv = >  wgrdzg/
[Il=a |K|=n—b
|J|=b |L|=n—a
dzy,.
Alors
UN*U = Z urgWrrdzr Ndzy NdzZg N dzg,
[I]=a,|J|=b

|K|=n—b,|L|=n—a

= IZJIbuLﬂT}EJBp?(I, EI)&(J, CJ)(—l)‘C”'ndZ[[lm]] VAN dz[[lm]]

et
(u,v)dV,, = Z urguap(dzr Ndzy,dza N dzg)dV,
\T=a|.T|=b
¢

n n(n—1) _
= uABT)ABQ‘H—b <2> (—1) 2 dz[[l;n]]/\dz[[l;n]]

n(n—1)

Donc wWpea = vapi"2¢t0 " (=1)" 2 ¢(A,CA)e(B,CB)d2p A dZp 4.

n(n—1)

Or, pour tout n € Z, i~ "(—-1) 2 = i, En effet, écrivons n = 2p + o, o € {0;1}.
n? = 4p® + dpa + o2. Alors i ™ = (—1)Pi® et i~ = i*" = i® car o® = . Enfin,
n(n—1) _ (2p+a)(2pt+a—1) _ 4p%24+2pa—2p+2pata’—a
2 2 = 2

= pmod 2. D’ou

x(vapdza NdzZp) = i_"22“+b_"(—1)"("_“)8(14, CA)e(B,CB)vapdzpp A dzp 4.
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kx U = [2‘_"22a+b_"(—1)"("_“)5(A, CA)e(B,CB)| x
i n=bt(n—a)=n(_1ynbo(CA, A)e(CB, B)dza A dZp

2

— (_1)711 (_1)n(n7a) (_1)nb(_1)a(n7a) (_1)b(nfb)v

= ()7 e = (=)
O

Exemple : On a

*(dxy) = (—1)n(n2_1) dx[[zn]] A dy[[l'n]] (car dzq A x(dx1) = dV,,)
n(n—17) 7

*(dy1) = (1) (=17 dap, ] ANdy],,] (car dyr Ax(dyy) = dVa)
*(dzl) = Z'fn(—l) n(n;l) 217nd2’[[1_n]] VAN dé[b”]]

Un calcul relativement simple montre que *(dz1) = *(dz1) + ¢ * (dyy).
5.5 Relation entre D|* et V"
Soit, comme précédement, des coordonnées locales (holomorphes) (z1,...,z2,) telles que w =

L3 p_dzp Adz 4+ O (|2]). Nous avons donc (dz;, dzy,) = 28,1, + O (|2]) et

7 n(n—1)

= (%) (dzy NdZi) N .. N\ (dzp NdZy) = <§> (—1) 2 dzpipg AdZpng-

n
_ w |z:0

av;

Y=o )

e Rappelant que Ej, = B, ® A" TX, notons {-, -} Paccouplement sesquilinéaire canonique

{ /\p17Q1 T*X ® (Ek) % /\p27q2 T*X ® (Ek) - /\p1+q2,q1+p2 T* X

u@e@%,v@s@%) — uA@hk(s,e)hTX(ﬁ,%)
e Il permet de définir 'opérateur de Hodge-De Rham-Poincaré :
NI X@E, — N\ T X @ By
* est C-linéaire, et {u,xv} = (u,v)dV,, Yu,v e NPIT*X @ E,.
Propriété 5.2. Siv =v4pdza NdZp Qe ® %‘zzo € /\a’b T*X ® E), alors
s =i (=1)""=9) (A, CA) £(B,CB) 290" y o g dzpp A dZpa|,_, ®E® Tty
M=o
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Démonstration - Il suffit de choisir un repére orthonormé de E, = E;, ® N'TX. Le
calcul nous raméne alors au cas scalaire, rappelé dans la section précédente. O

e Définissons un isomorphisme entre C§% (X, A T*X @ Ey) et Coli1 (X, By @ \"TX) :

Soit ¥y la composition
AN T*X @ B, = AN T*X @ B, o N"TX
u;dz; @€ —  (=1)" ujdzping ANdz; @ e® %

*

= AT X @ B o \"TX
—n? j—1 il
—s g (—1)3 2(—1)" Uj dz[[l,n]]\j ReRQ 21m]

W, est une isométrie. En la tensorisant par /\O’q T* X, on obtient 'isométrie ¥y :

n;l,q

CRUX NIT*X @ By) 5 O (X, B, @ \"TX)
Uj dij & (dZ] & E) — " (_1)nq (—1)”71+j 2uj dz[[l,n]]\j ANdzZy & (8 & %)

(le (—1)™ apparait lors de la tensorisation, en raison de ~)

La propriété suivante est classique :

Propriété 5.3. D,* = — x D}/x sur Cro (X, By o N"TX).

Démonstration - Rappelons que Dy est une connexion sur Ej, compatible avec hy. Et
VTX est une connexion sur A" TX, compatible avec hyx. Donc Dy, qui est la connexion
induite sur By = Ey ® A" TX par Dy et VX est compatible avec hj, = hy ® hrx.

Soient u € C;%4 (X, Ep @ N"TX) et v € C7% (X, B, ® \"TX) a supports compacts.
Alors

Diu,v) = / Dju, v)dV,, :/ Diu, _*v
(Dru,v) X( ) Us V) X{ R U,
(p,q) (n=an=P)

— / d {u, *v} — (=1)ptat {u, DY (xv) }
X S~—— ~—
(n—17n)7 donc d=d’ (n_Q7n_p+1)

= / (—1)pta {u, (=) atn=Ptl s DY % v}
X

= /X {u, * [(—1)p+q (=1)2n=a7PHl 4 DI« v] }
~ (u—+ D +v)
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer la

Propriété 5.4. Le diagramme

COO(X, /\0#1 T*X®Ek) % S?I(Xa /\0#1 T* X ®Ek)
L~ Lo =i,
Cx (X, By @ N"TX) -k Oy (X, By o N'TX)

est commutatif, et les fleches verticales sont des isométries.

Démonstration - Distinguons les cas g =0 et ¢ > 1.

g =0 Soit donc u € C(X, E}) ; 4 € C7p(X, E}), donc i = i~ 4. Puisque

nous avons montré plus haut que D} *@ = — % D} x4, il vient
Dl *~ _D/l —n2~7 e Dl/ ~ —n? 577/
U = — % k[z u]——z * Dpt=—i~ " x Dju

R (ko ~) (D,Zu) = —i_n2\1’0 (D,Zu)
= U (Dfu) =¥ (VY )

car D} = Vg” sur C*°(X, Ey). Ainsi, le diagramme est commutatif pour
q=0.

s
=)

: Trivialisons /\O’q T*X au voisinage de 0 en choisissant un repére or-
thonormé (ary,...,ay) de A T*X tel que Vay(0) = ... = Vay(0) =
0. Nous sommes alors ramené au calcul fait pour ¢ = 0.

En fin de compte, nous avons

™~/ % ~ qll qll 2
Dkuzlf(Vku) et ‘Vku =

Si " est le relévement de 7* par ¥ (i.e. S”(u) = U~(r*@1)), alors

. . 2
D u+ 10 =V <VZ”u + S”u) et ‘D;*ﬂ + 7 =

Reprenant la formule obtenue en fin de section 2.2, il vient alors
" _ Yk 12 11 L L~
/)\(< k;u?u> - A|Dk U+T u| +<[Z@(E”k’bk)aij|uau>+<Twuau>

— ql! ", 12 .~1,1 -~ O
= /X]Vk u~+ S"ul +<[Z@(Ek,Dk)’Aw]u’u>+<T""u’u>
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5.6 Formule de type Weitzenbock

Nous avons construit deux morphismes de fibrés

S AT X @ By — N T*X @ A\ T*X ® By
S ANMT*X @ By — N T*X @ A T*X @ By

ot & =17 = [Adw] et §” = U lor*; ~ est le relevement de 7% = [(d'w)*,w] par les
isométries ~ et W.

Nous avons montré que
/X< u,u) = /X |Dju + Tul* + <[i@ég}ka),Aw]u,u> + (T,u, u)
- /X ]Vz/u + S’u‘Q + <[i@2§k7Dk),Aw]u,u> + (T,u,u),
" _ Y *~ *~12 .~1,1 ~ ~ ~ o~
[atun) = [ Do ral (e A + (Taa)
_ / V24 82 + (101 . M@ @) + (Tua,d).
X

(Ekvbk)

Posons S = S’ @ S”. En additionnant les deux formules, nous obtenons, pour u €
g?q (X, Ek) .

2/X< M) = /X]VZu—l—Su!Q—i—([i@%gk,Dk),Aw]u,m+([i®2§k7bk),Aw]&,ﬁ>

Or
Owwn = Owynr,) ©@ldE +0OE Dy = 2ty @ Idp + O Dy
O .0y = Owpy TOATx ®1dE,
@/\" TX — @(,KX) = -7 RiCCi(w) .
D’ou
2 1 1 1, g 7. -
z /X( %u,u) = /X % |VZu + Su|2 + 27 ( [Eak ,Aw] u,u) + 2m( [Eak ,Aw}u,m

+ 1 << (1033, D] s 1) + ([10 35 1 Au] i, @) + 27( [Ricei(w), Ay ], @)

+ (Tou,u) + <Twa,a>> .
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Nous avons donc obtenu la formule de type Weitzenbock suivante :
Théoréme 5.5. Pour u € C§ (X, Ey),

1 1
[ @ = [ VR SuP = (V) +  (©fua).
X X

E )

ou V1 et @Z sont les endomorphismes hermitiens de /\O’q T*X ® Ey, définis par

(Viuu)y = —27T<([a,Aw]u,u> + ([a,Aw]ﬂ,ZZ)) )
(Ofu,u)y = 277(([04]1’1 — ko, Ay]u, u) + ([a,lg’l - ka,Aw]fL,@)
+2m([Ricci(w), Ay @, @)
+([10 . s Al u) + ([0 ) Ao, )
+(Tyu,u)y + (T,,a,w)
= 0O(1).

Propriété 5.6. Pour tout x € X, soient ay(x),...,an(z) les valeurs propres de a(x) rela-
tivement & w(x). Alors les valeurs propres de l'endomorphisme V1 sur /\O’q T*X ® E) sont
les {2m(opy; — ag), |J| = q}, comptés avec multiplicité r = rang, E.

Démonstration‘- Il existe des coordonnées lpcales holomorphes (z1,. .., 2,) centrées en
z telles que w(z) = 53 7 dz; Adzj et a(x) = 537 aj(x)dzj Adz;. Soit (e1,...,&) un
repére orthonormé de Fj au voisinage de x.

Pour u = Y us jpdzr Adzy Aey, € A\PIT*X ® Ey, nous avons |u|? = 2P |uy jp)* et
(o Aw]u,u) = 2PT9 3 (ar + g — Py aj)|ur gl

Donc pour u = ZJbuJJ) dZj Nep € /\O’q T*X ® E}, nous avons

a=(-1)" Z ugpdzping ANdzZy Ney @
|J|=g,b

)

0z211,m)

<[04,Aw]u,u> = 21 Z(_QCJ) ‘uJ,b‘Qv
J,b

([a, A, ) 29 "oy [ugl*
J,b

Ainsi (Vu,u) =21 Y, (agy — ay) 27 Jugp|. O
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Chapitre 6

Encadrement asymptotique pour le
nombre de valeurs propres
d’opérateurs de Schrodinger

RESUME

Nous reprenons dans ce chapitre les techniques employées par J.-P. De-
mailly dans [Dem85] pour obtenir des théorémes spectraux relatifs aux
opérateurs de Schrodinger. La différence avec [Dem85| réside dans le
fait que nous considérons une suite de fibrés (L) ayant pour courbures
oy, au lieu des puissances tensorielles L®% d’un méme fibré L, dont les
courbures sont simplement ka. Nous exploitons au maximum ces tech-
niques et obtenons un encadrement asymptotique un peu plus général
que [Dem85] pour le nombre de valeurs propres du laplacien antiholo-
morphe.

Commengons par décrire la classe suivante d’opérateurs de Schrodinger que nous allons
considérer.

(M, g) est une variété riemannienne de dimension (réelle) m, « une 2-forme réelle fermeée
et (F,Dp) — M un fibré hermitien C™ de rang (complexe) r. Soit (ay), Ny une suite de
2-formes réelles fermées entiéres telles que

llag — kallce < CE™F  (u > 0 fixé),

et (Ly, Dr, ) — M une suite de fibrés hermitiens en droites tels que ﬁD%k = «y,. Notons V},
la connexion hermitienne induite sur Fj, = L;, ® F}, par Dy, et Dp.

Soient S une section continue du fibré /\llR T*M @R Homg (F, F) et V une section con-
tinue du fibré Herm(F') des endomorphismes hermitiens de F'. Nous désignerons encore par

S et V les endomorphismes Id;, ® S et Idz, ® V opérant sur Ly ® F'.
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Nous allons considérer la suite d’opérateurs de Schrédinger
1

(V4 8" (Vi +8) - V).

La situation est un peu plus générale que dans [Dem85]|, la différence résidant dans le fait que
nous considérons plus généralement L;, au lieu de L*, et que nous n’avons donc pas aj; = kao.

Rappelons les notations utilisées dans [Dem85| (nous garderons les mémes). B = —27w«
désigne le pseudo champ magnétique (ce n’est un champ magnétique, c’est-a-dire la courbure
d’un fibré linéaire, que si « est entiére) et Bi(x) > ... > Bg(x) > 0 sont les modules des
valeurs propres non nulles de I’endomorphisme symétrique associé & B. Définissons la fonction
v du couple (z,\) € M x IR, continue & gauche en A, en posant

237m7.‘.7m/2

_ _ , m/2
vB(\) = P(m/Q_sH)Bl...Bs( Z) ZS[A > (v + V)BT
P1,---,Ps)E

avec la convention 0° = 0. Définissons également la fonction 7, continue & droite en A :

173()\) = lim VB()\+6) .

e—0

Enfin, si Q est un ouvert relativement compact de M, Ngq (X)) est le nombre de valeurs
propres (comptées avec multiplicité) < A de la forme quadratique

Qar(u) = / (%‘Vku + Su|2 — (Vu,u>> do, wue L*(M,F)
Q

pour le probléme de Dirichlet (c’est-a-dire avec condition de Dirichlet Uy = 0). Soient
Vi(z) <... < Vp(x) les valeurs propres de V(z) en tout point x € M.

Le théoréme 2.16 de [Dem85| est alors encore valable dans cette situation, et méme sous
une forme & peine plus générale que nous énongons comme suit :

Théoréme 6.1. Pour tout réel \ et toute suite (vy), N de réels tendant vers zéro, nous
avons les encadrements asymptotiques suivants :

k—+o00

liminf k~™/2 Nop(A + o) > Z/ vp(A+Vj)do,
i=1"%

lim sup Em/2 NorA+wvg) < Z/ vg(A+Vj)do .
j=17X

k——+o0

Nous allons reprendre la démonstration de [Dem85|, en donnant d’abord une estimée dans
le cas d’un champ magnétique constant et de F' trivial, puis nous démontreront successivement
des estimées locales et globales (F' étant & chaque fois supposé trivial), enfin nous terminerons
par le cas général. Nous renvoyons a [Dem85| pour de plus amples détails.
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6.1 Champ magnétique constant

Soit tout d’abord P(R) = {|x;| < R/2} CIR™, B=3"7_, Bjdzj Adzj;s constant et

i au 2 au . 2 au 2
QP(R)(U) = A(R) <Z‘a—x] + aijrs +ZBjxju‘ > + (];S‘a—xj ) .

j=1

Npr)(A) désigne le nombre de valeurs propres (avec multiplicité) de Qpg) (pour le
probléme de Dirichlet) inférieures ou égales a A.

Notons np = %Bl...BS, et posons [z]} = (max(z,0))" si s > 0, [z]9 = 0 si

z <0, [2]) =1si x> 0. Une lecture attentive de [Dem85] montre que nous avons la

Propriété 6.2 (Théoréme 1.6 de [Dem85]). Pour tout A € IR et tout R > 0, nous avons

S ng ([A — (14 <2By S (2p; + 1)Bj]1+/2 - %)m_%‘ ( - ﬁ)

pG]NS +

< R™™Np(r)())

1/2 - — m—2s s 9 N
< = o[- Sen 4 0m] e 2EE )G (14 25 + ).
peIN? j=

la derniére somme ne portant que sur les p tels que Y (2p; +1)B;j < .

Faisons immeédiatement une remarque : Nous avons écrit que les inégalités étaient vraies
pour tout A € IR et tout R > 0. C’est vrai pour la premiére inégalité, car a p fixé, si
(1+C(p,B)/R)>_(2pj +1)B; < A, on sait que des [ existent. Par contre, ce n’est pas tout a
fait vrai pour la seconde inégalité lorsque 2s = m : en effet, dans ce cas, la lecture de [Dem85|
montre que I'inégalité n’est licite que si R est assez grand pour que <I>pj(R\/Bﬁj/2) £ 0, et
ceci pour tous les p concernés.

Cependant, si A €] — 00; A[, comme on ne doit compter (cf [Dem85]) que les p tels que
>-(2p; +1)B; < A, cela donne p; < A/Bj, donc il n’y a qu'un nombre fini de p. Ainsi, pour
R assez grand (indépendant de \), I'inégalité est vraie.

Un calcul sans difficultés nous permet d’obtenir la majoration (uniforme en ) suivante :

—-m m/2—s  (C(m, A, B
R™"Noy(N) < Y. (nB EE SR %)
peIN”®

m/2—s C A B
< ( 3 nB[A—Z@pﬁl)BjL 2 >+%’
pelN* S
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les sommes ne portant que sur les p tels que ) (2p; + 1)B; < A. Nous avons donc bien
une estimation uniforme par rapport a A, mais la sommation sur p fait que la constante
d’uniformité dépend des 1/B;. Il n’y a donc pas d’espoir d’obtenir une uniformité dans les
estimations globales. Il en est de méme pour la premiére inégalité.

Corollaire 6.3 (Corollaire 1.7 de [Dem85]). X = R™, Q = {|z;| < r/2} C X,
B =375 Bjdrj Ndzjys, g =Y 5L, da3.

- Oou |2 0 . 2 ou 12
o = R esnenl) - (1
- k_m/QQP( 7oy (@) on  w(X)=uX/Vk),

Nox(N) = Npin®).

Nous avons alors les estimations suivantes, valables pour tout réel A et pour kr assez grand :

m—2s s
C(p,B) 1/2 TV m—2s 1
—(1+ 2By S op + 1)B;| T — IV (11—
pezS“B<[)‘ ( + )Z( pj+1) J]Jr Vi >+ < \/Er>

m—1
m 1
_m< A + \/Er)

< k72r M Ng ()

1/2 m—2s
. ) ) T/ m—2s 24/ At 27
(ST e R (e

6.2 Estimation locale asymptotique

Plagons-nous d’abord dans la situation locale, c¢’est-a-dire supposons X = IR"™. Lj est alors
trivial. Nous supposerons F' trivial de rang 1. Soit A un potentiel du pseudo champ mag-
nétique B = —2ma sur IR™ (ce n’est un champ magnétique que si « est entiére), V une
fonction continue sur X. Soit a € IR™, et P, une suite de pavés ouverts contenant a, de
rayon 1, = k%, 3 > 0.

Il existe A potentiel de By = —2may, et Ay, potentiel de B(a) sur Py tels que

|Ap(z) — kA(z)] < Cllag — kalleeo 73, |Ag(z) — A(z)] < Cri sur Py

Démonstration -

e Soit A} le potentiel de By — kB calculé au moyen de la formule d’homotopie usuelle.
Alors |AL(z)| < C||By — kB|ri, = C|lag, — ka|ry,. Posons A = kA + A}, : Ay est un
potentiel de By, puisque dAy = kB + (By — kB) = By.
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e Soit A7 potentiel de B(a) — B(x). Alors |A}(x)| < Cr?. Posons Ay = A+ A} : Ay est
un potentiel de B(a).

Donc sur Py, nous avons

|k Ay(z) — Ap()]

IN

kA (z) — kA(z)| + [kA(z) — Ap()|
cmi@ + (k)Y ka — akH> < Ckr?

N

dés que B < 14 p, puisque (kry) " !|ka — ag|| < CE=1H8—#,

Signalons d’emblée que dans toute la suite, C' désignera une constante (indépendante de
k, indépendante de a si a parcourt un compact) dont la valeur pourra changer d’une ligne a
l'autre.

Posons B = B(a) = > i—1 Bidyj Ndyjis et §g=gla) =371, dyJQ-. Notons :
L , 2 2 3 1 TR 2 2
Qp,(u) = <— \du—i—zAku]g—V\u]g) dog, Qp,(u)= (— ]du—i—zk:Aku]g—V(a)\u]g) doy .
P, \F P K

Commengons par observer que (1 —Crg)||- |2 < |- [|Z < (14 Crg)| - || sur Py. En effet,
19— gll < Creg = (1= Cry)g < g < (1+ Cry)g.

Comparons ensuite les formes volumes doy et doyg :

(1-Crp)g<g<(1+Crp)g = V(1 —=Crp)mdog <dog < +/(1+Crp)mdog

= (1 — Cﬁ’k)ddg < dO'g < (1 + Cﬁ’k)ddg

d’out
(1 — C’rk)(l — Clrk)\u]?]dag < \ulgdag < (1 + C?“k)(l + Clrk)\u]?]dag
= (1 = Cory)lulzdog < |ul3doy < (1 + Corg)lul3dog
= —Cg?“k‘u’?]ddg < ]u\gdag — ‘u’?]ddg < Cgrk]u\gdag

Enfin, terminons ces préliminaires par la double inégalité suivante :
(1 =n)@®=n"0") < (a+0)* < (1 +n)(a® + 7 '0") sia, a, b >0.
(preuve : étudier f(n) = (14 n)(a® +n~'b?) sur RY)
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Nous pouvons maintenant comparer Qp, et Qp, .

1 . 2
— d Agul* d
k/]—"’k{ u+ iAgul, dog
1
< —/ (1+C’Tk)|du+iAku‘%dag
k Jp, g

1 ~ -
< E/ (1—|—C’rk)|du+ikAku—ikAku+iAku|§dag
Py
1 A |2 -1 T2
< (14Cry)—- (1+nk)(‘du+zk:Aku‘~+nk ‘Aku—kAku|~) doj
k Pk g g

1 ~
< (1+C’rk)(1+?7k)% / |du+ikAku‘§dag
Py,

1 _
1+ Cr)(L+n) i ) [ Jul .
k

Posons n = k7. Alors k:_lnk_l(k:r,%)Q = k1742748 — pr+1-48 tendra vers zéro si 'on
peut choisir 7 tel que v < 48 — 1, c’est-a-dire si § > 1/4. Ayant ainsi choisi, nous avons

1 1 T
%/ {du+¢Aku\jdagg(1+a,§)/ E{du+z‘kAku\§dag+€iIWH?,-
Pk: Pk:

Par ailleurs :

~Viu2do, = —V(a)|ul2do; + V(a)(luidoy — u2do, ) + (V(a) = V) [u2do,

< —V(a)|u|§da§ + |V(a)|C2rk|u|§dJ§ + S;Dlp V(a) = V] (14 Czrk)|u|§dag
k

—V(a)|u|3dag + 7k|u|§dag avec v, = O(r) — 0 quand k — +o0.
Nous avons donc établi les inégalités suivantes (’autre inégalité entre @ p, et Q p, s'¢tablissant
de la méme maniére) :

Propriété 6.4.
A—ell -z <117 < @ +en)ll- 13

(1= ex)Qp, (u) — exflullf < Qp,(u) < (1 +er)Qp, (w) +exllullf

Nous pouvons observer que € = O(kz‘min(ﬁ 748 _1_7)). De la comparaison entre les formes
quadratiques, nous déduisons les relations suivantes entre les valeurs propres de Qp, et Qp, :

66



Propriété 6.5.

A(l—e’:‘k)—z’:“k )\(1+5k)+5k
N~ — )| <N, < N3 —_ ).
Qp, < 1+ ¢ = en, () < Qry 1—¢eg
Démonstration -

e Soit F de dim p tel que Qp, < Asur F ; alors
(1 = en)Qp, (u) < exllully + Alull < exllull? + A1 +ep)llull} < [+ e) +ex] [Jull?.
Donc sur F', Qp, < % Donc la p-iéme valeur propre de @) p, est inférieure ou

)\(1+5k)+5k

égale a -

e Soit F' de dim p tel que ka < )‘(1%’2:5’“ sur F ; alors
Qp,(u) < (A1 = ex) = ex]llull} + exllulll = M1 = ) ull§ < Alullf.
Donc Qp, < A sur F'. Donc la p-iéme valeur propre de @ p, est inférieure a \.

O

Notons encore Q?Dk (u) = ka T |du + zk‘flku% dog (ce qui revient a supposer V(a) = 0).
Alors
NQPk ()\) = NQ(;)k ()\ + V(a)) .

En effet, Qp, (u) = )\||u\|§ équivaut & < Q?;k(u) =(A+ V(a))||u\|§

Nous ne pouvons pas appliquer directement les résultats de la section précédente, car
Py n’est pas forcément un parallélépipéde dans les coordonnées y;. Pour contourner cette
difficulté, J.-P. Demailly pave P} par des cubes dans les coordonnées y;.

Soit &, = k~°. Considérons le pavage Udgea Pra € P € Py C Uyep Pl 4 00 Py g est un
cube de coté &pry et P,éd un cube de coté (1 + Ex)rk, tous deux centrés au point £xrid,
deZ™. Soit Ui, = (U}, q)acp tel que pour tout k, >, p U2 =1sur P, supp(¥rq) C P,
et

1 1 Cy
—C(¥y,) = —sup < |d‘1]k7d|2) <—-
k k p, deZB k(&iry)?

Nous avons (1 — C7&,)Vol(Pr) < > gca VOl(Pr.a) = > gea(Exri)™ < Vol(Fy) et

VOl(Pk) < ZdeB VOl(Pé,d) = ZdeB (519(1 + 5k)’l“k)m < (1 + C75k)VOl(Pk).

D’aprés la proposition 2.6 de [Dem85|, nous avons :

S Ngy, W)€ Noy (N € Yo Ngy (1 o).

dea deB 'k,
donc )
> Ngy, (A+V(a)) < Ng, (\) < > Ngo, (A+V(a) +20(W0)).
deA ' deB k,d



Afin d’éviter des formules trop volumineuses et découpées sur plusieurs lignes, nous adop-
tons provisoirement les notations suivantes :

Fi(a,p,B,k)=V(a) — (1+ \Cf(ei) Z(2pj +1)By,

Fia,p,B,K) = V(@) + 1C(0) — (29 + 1B,

D’aprés la propriété 6.2, nous avons alors

SieaNgy, A+ V(@)

(V&)™ ( 1/2 w\/m—2s>m28
> WheRrk ) (A4 Fy(a,p B k)|~ - TV =25
= dez;‘;l\:] Vol(P,)  © [ i(ap )L N

1 5 (VEképrg)™ ! 1 m—1
: <1 B \/Eékrk> deA Voli(;k) < (V@) + \/Eékrk>
|

1/2 . 2 m—2s
> Z km/2(1_07§k)n3< )\+F1(a7p7B7k):|+ _w>

<(1- f%> ke (o), + ﬂlk,)m

Vkégry,

et
ZdeB NQ?:/ ()‘ + V(a) + %C(\Ilk))
k,d
VOl(Pk)
< Z Z (Vkep(1+&)r)™ <[A+F(aka)]l/2+ T/m — 2s )m—zs
< 2\, Py, D, = =
deB pelN® Vol(Py) * VEE(L+ &/
0 <1 . 2\/(/\ +V(a) + :C(W)), . 2m >
X
j=1 BiVké(1+ &)y, Bjkei (1 + &)r
B 1/2 m/m—2s \"®
S Z km/Q(l+C7€k)nB<|:)\+F2(aapaBak)i|+ + \/Eéij(?ék)?ﬁg)
+

peIN®

2\/(/\ +V(a) + ;C(W)) 2
: jl—[l <1 i Bivkép(1 + &x)ri i Bjk&j (1 + &x)*r >

la somme portant sur les p tels que A+ Fh(a,p, B, k) = A+V (a)++C(¥y)—>_(2p;+1)B; > 0.
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De cet encadrement de Ng, (A)/ Vol(F%), nous en déduisons I'encadrement suivant de
k

Ngp, (A) / Vol(Py). Pour cela, il suffit de "recoller" toutes les estimations précédentes, ce qui
nous donne :

(1-Cra) 3 mﬂm b Fi(ap. 5.8 1+/2 ) WM>MS

pENS 14 ¢ \/Eékrk

1 ® m M1 —gp) —¢ 1 m-1
- (1 N \/Eékrk> Vg <\/< 1 +k€k e V(a))+ " \/Eékrk>
—m/2 NQPk (A)

+

- VOI(Pk)
A1 1/2 —9 m—2s
< 110 Y nB([M + Fafa,p, Bk)| 4 >
oy 1—¢; + \/Eek(l +Ep)re/ o

AL Ly () + £O(W) |

Xjﬁl(lﬁw

21
+ p = ;
BiVE& (1 + &)y, Bjke3(1+ 61027“%)

la. derniére somme portant sur les p tels que 20T ek 4 V(a)+1C(¥g)—>(2p;+1)B; > 0.

1*6]@
Ceci démontre la proposition 2.9 de [Dem85.
Rappelons que r, = k7, avec les conditions 1/4<B<14pu,eté = k9. Nous voulons

VEEr, — 00 <= 1/2-0-8>0 < [+6<1/2
TO(Wg) — 0 <= —1+46+28<0 < B+25<1/2

La deuxiéme condition implique la premiére.

Appliquons maintenant ces inégalités & A\ = A\g + vg, ot vy — 0 :

e Etudions la premiére inégalité : le terme entre crochets [ ]i/ % est égal &

A1 —gp) —¢ C(p, B)
#}Ck +V(a) - (1 + m) > (2p; +1)B;

= X+V(a) =D (2p; +1)B;
C(p, B)
\/Eérk

tend vers zéro quand k — oo

1—¢g €k

f[) J—
+ M ie, 1+ex

(2X0 +1) —

> (2p; +1)B;

Donc pour 2s = m, la somme du membre de gauche de la premiére inégalité compte au
moins (pour k assez grand) tous les p tels que A\g + V' (a) — > (2p; + 1)B; > 0. Donc la
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limite de ce terme sera supérieure ou égale a
m/2—s
R [AO +V(a) =Y (2p5+ 1)34 L

pENS

e Quant a la seconde inégalité, le terme entre crochets | ]i/ % est égal a

A1 +ex) + ek 1
? + V(a) + EC(\IIk) - Z(ij + 1)Bj

€k
= XN+ V(a)— Z(ij +1)B; + 1

1+¢g 1
200 +1 —C(Py) .
—€k( o+ )+Uk1—€k+k (W)

N~

tend vers zéro quand k — +oco

Or la somme ne compte que les p tels que

A +ex) +ep

= T V()= > (2p; +1)B; >0,

c’est-a-dire les p tels que

14 ¢, €k
A Vv — 2p; + 1)B; 2\ 1 0.
o+ Via) =D (2p;+1) R vl pn CU R R

Donc pour 2s = m et k assez grand, elle comptera au plus les p tels que Ao + V' (a) —
>-(2p; +1)B; > 0. Donc la limite sera inférieure ou égale &

Z np [)\0 + V(CL) — 2(2]9]' + 1)} TiQS

pcIN?®

)

olt Uon a posé [z]%, = (max(z,0))" sis>0, [z]9, =0siz <0, [z]9, =1siz>0.

/2—s

Comme vp(\) = Yperys ns A = @p + D] et 7p() = Dpene np A = (20 +

n—s
1) , nous obtenons alors la
++

m
Jr
Propriété 6.6 (Théoréme 2.9 de [Dem85]). Pour tout A\g € IR, sous les hypothéses vy — 0,

\/Erk — 400 et \/Er,% — 0, nous avons

Ngp (Ao +v Ngp (Ao +v
VB(a) (Mo+V(a)) < liminf k:fm/QM < lim sup kﬂnﬂm

<y .
P Vol(Py) . Vol(B,)  — B@ (o t+V(0))

Démonstration - Il suffit d’étre capable de choisir 3, v, 0 tels que 1/4 < f < 1+ u,
B+20 <1/2ety <48 —1. Cela ne pose aucune difficulté. O
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6.3 Estimations globales (cas F' trivial)

Théoréme 6.7 (Théoréme 2.3 de [Dem85]). Si Q est un ouvert relativement compact de X,
Ao € R et vy — 0, nous avons

/ v(Xo+V)do, < liminf k~™2Ng i (Ao+vi) < limsup k=2 Ng (Ao+vr) < / 7B(Mo+V)do, .
Q Q

k—+-00 k—+o00

Démonstration - Nous supposerons d’abord que 2 est un ouvert de carte, c¢’est-a-dire
que nous supposerons que X = IR™ et Q est un ouvert borné de IR™.

e Pavons () : soit IIj 4 le cube ouvert de coté rj, = k=P et I, ; le cube ouvert de coté
k=P(1 + k™), tous deux centrés au point k=%d, d € Z™.

Soient I(k) = {d tel que Iy 4 C Q} et I'(k) = {d tel que II} ;N Q # 0}. 1l existe une
partition de I'unité Wy = (Vg a)ger(x) telle que W2 =1 sur Q, supp(¥sq) C 1T, ,
et C(U1) = Y0 Y ger |d¥r.al® < Crok* 7). Ainsi

%C(\I}k)%o = 1-284+7)>0 <= Bry<1/2.

e Soit A\g € IR et v, — 0. Considérons les fonctions suivantes, définies sur IR™ :

Ny, (Ro+vk)

g N Qoo £ C(0))
f;; _ Z k m/2 k,d Vel ) 1Hk,d

del’ (k)

D’aprés la propriété 2.6 de [Dem85|, nous avons

frdo <k Nou (o + ) < [ fido
/. Coto) < [ fi

Soit Z = U Ol q et x € Q\ Z. Pour k assez grand, 3!d(k) tel que = € I g1
keIN,deZ™
Alors

(Ao + vk + 1C(¥))
Vol(IT, qa1))

N )

NHk,d(k) (Ao + k)
Vol(TTy gry)

i) = b/ filw) = k2

Donc liminf fx(x) > VB(g()\o + V(z)) I/B(x)()\o + V(z)) 1o(z) et limsup f,(z) <
14

(Mo + V(@) = 7500y (Mo + V(@) 1o()
On prendra garde au fait que ces inégalités ne sont licites que si vVkry — +00, \/Er,z =0
et $C(¥)) — 0, C'est-a-dire si 1/4 < B < 1/2 et B+~ < 1/2. Ces conditions sont
faciles a réaliser.
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Nous avons donc presque partout liminf fi, > vp(Xo + V) 1 et limsup f;, < vp(Xo +
V)1g. Le lemme de Fatou nous dit que [liminf fy < liminf [ f; et [limsup f] >
limsup [ f;. Il vient finalement

[ve(Mo+V)1lgdo < [liminf f <liminf [ f; < liminf &~™/2Ngq (Ao + vp,)
< limsup k™2 Ng £ (Ao + vg) < limsup [ f;, < [limsup f, < [p(Ao + V) 1gdo.

Soit maintenant  un ouvert relativement compact quelconque de X. Soient (£2;)i1<j<n
des ouverts deux & deux disjoints inclus dans €2, et (Q})lgjg N des ouverts dont la réunion
contient Q. Soit ¥ = (V;);<;<n’ une partition de I'unité associée a (Q))1<j<nr. Alors

N N’

1
> No,x(A\) < Nog(\) <> Noy k(A + %C(\I/)) ,
=1 i=1

d’ou
St Jo, vB(Ao +V)do < liminf k=2 Ng (Ao + vy)
< lim sup k_m/QNQJg()\O + vg)
< lim sup k:’m/QNQ,k()\O + v + %C(\I/))
< Zjvzll fﬁ; 173()\0 + V)da .

Comme lim inf k*m/QNQ,k()\O + vg) et limsup k*m/QNQ,k()\o + vi,) ne dépendent pas des €2,
et Q;, que ces inégalités sont vraies pour tous (£2;) et (Q;) et que nous avons des majorations

uniformes fi, < fi < C(14 /A;C)™ (cf [Dem85]), il vient immédiatement

/ ve(Mo+V) do < liminf k™2 Ng x(Mo+vg) < limsup k=2 Ng x(Ao+o) < / v(No+V) do .
Q Q

O

6.4 Estimations globales (cas général)

Lj, est muni de la connexion Dy, , tandis que F}, = L; ® F' — X est muni de la connexion V.
S est une section continue de /\]1R T*X ® Endg (F), et V une section continue de Herm(F).
Notons Vi(x),. .., V,(z) ses valeurs propres en un point x € M. 2 est un ouvert relativement
compact de X. Enfin, Ng, , (\) compte toujours le nombre de valeurs propres inférieures ou
égales a A de

Qo r(u) = / (%!Vku + Su‘2 - (Vu,u>) do, uweWg(Q,Ly®F).
Q
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Théoréme 6.8 (Théoréme 2.16 de [Dem85|). Si A\g € IR et vy, — 0, alors

liminfk_m/QNgk()\o-i-Uk) > Z/VB()‘O"i_Vj)dU
- Q

lim sup k_m/QNQk()\O +uvp) < Z/ (Ao +Vj) do
Q

Démonstration - Soient a € X et ¢ > 0 fixés. Il existe un voisinage W.(a) de a
sur lequel (e1,...,e,) est un repére orthonormé local de F et (e1(a),...,e,(a)) une base de
vecteurs propres de Iendomorphisme V(a), assocée aux valeurs (Vi(a),...,V;(a)). Ecrivons

u = 25:1 uj ® ej, uj étant une section de Lk\wg(a)'
Quitte a restreindre W, (a), nous pouvons supposer que
T
Z(Vj(a)—a)\u]] (Vu,u) <Z( —i—a)\u]\Q
j=1

Nous avons Viu = 22:1 Dp,u® ej+u; ® Vie;. Donc pour W C W,(a), nous avons

Qwpi(u) = /W (% ‘ ;DLkuj ®ej + j;uj ® Vie; + Su ‘2 — (Vu,u>) do

S'u

1 —1/2 ¢ 2 1 —1/2\7.1/2
< /W(E(Hk /)(;DLkuj@oej‘ +o(1+k 12\t

S/u|2 - (Vu,u)) do

IN

/W(%(l—i—k:1/2)Z‘DLkuj|2+%(1+k1/2)‘S’u|2 Zv )= )u?) do

j=1

= (1+k‘1/2)/w<%i|DLkUj\ ZV )Jusl?) do
+%(1+k1/2)/ +e/2|u]|2da+k 2 Z/ a) u;|* do

< (14 2)Qw(u) + el|u?

Sl

pour k > ko(e) et W C We(a). On établit de méme 'inégalité inverse, ce qui donne
(1= )Qwy(u) —ellull* < Qw(w) < (1 +€)Qwi(u) + elull.

Donc

Ngyu (A= 15214 0) = Ng,,, (352 )SN L



c’est-a-dire

S NG ()\0 — (14 ) — ﬁ) < Nyws(Xo + vr)
<IN <)\o + (14 M) + Tk) .

Nous avons donc

S fy s <)\0 — (14 do) + Vj(a)) do < liminf k=™/2Ng,,,, (Ao + vy
< limsup k™2 Ng,,., (Ao +v) < 5, iy 75 <>\0 + =1+ o) + Vj(a)) do .
Par continuité des valeurs propres, quitte a restreindre We(a), nous avons ‘V] — V](a)‘ <e
sur We(a). Donc V; —e < Vj(a) <V + ¢, ce qui nous donne
S fy v <>\0 + V- 5= (14 X) — e) do < liminf k~™/2Ng,, . (Ao + vx)
< lim sup /<;*m/2j\fQW’k(,\0 +or) <300 Jw B (/\0 +Vi+ =1+ X) + a) do

vrai pour tout W C W,(a).

Par compacité (recouvrir par des ouverts de taille moitié), le résultat est donc vrai pour
tout ouvert suffisamment petit de X (le suffisamment petit dépendant de ¢). Finalement,
nous avons

St Jove(d0+ Vi = 15 (14 o) — ) do < liminf k2 Noy, , (Mo + vk
< limsup k—m/QNQQ’,C(Ao +op) <300 Jo 7B <>\0 +Vi+ =1+ Xo) + e) do .

Faisons tendre ¢ vers zéro : vg étant continue a gauche et r continue a droite, nous pouvons
B )
passer a la limite, pour obtenir finalement

St Jo v (R0 +V;) do < liminf k=2 Ngg , (Ao + v)
< lim sup k:_m/QNQQ’k (Mo +uk) <375, JavB ()\0 + V]) do .

6.5 Application au laplacien antiholomorphe

Nous avons établi au chapitre précédent la formule de type Weitzenbock

2/( u u>:/ <1‘V u—{—Su‘Q—(un u>) d0—|—l/(@qu u)
A X kU, . L k ; L X kW .

Q" (u) Qr(w)
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Appliquons les résultats obtenus sur les opérateurs de Schrodinger & la situation complexe
: M =X (doncm=2n), F=A\"T*X @ E (o0 A\ T*X est de rang s et E de rang r),
Vi =V, V=V%et S est le méme. Enfin nous prendrons Q = X.

Sachant que @Z est majoré par une constante M, il vient

M M
Qu(u) = - llul* < Qi (w) < Q) + - ull

ce qui implique au niveau des valeurs propres (les notations étant évidentes) :

N, (A - %) < NP < N, (A + %) .

Donc

M M
Ny (Ao + v — ?) < N (Ao + vk) < Ni(Ao + o + ?) .

Comme v, + % =— 0, nous avons donc encore

liminf k=" N (Ao + o) > rZ/ vp(Xo + V{1 do,
j=1"%

limsup k™" N;* (Ao +vg) < TZ/ vp(Xo +V}) do,
i=1"%

puisque les valeurs propres de V7 agissant sur F sont celles (V! < ... < V) agissant sur
A% T*X avec multiplicité 7.

Notons hg’q()\) le nombre de valeurs propres de Aj (agissant sur C§, (X, Ly ® E)) in-
férieures ou égales & kA en bidegré (0,¢). Nous avons hg’q()\) = N{*(20), B = —2may, et les
valeurs propres de V7 ont été décrites par la propriété 5.6. L’estimation précédente s’écrit
donc encore

Théoréme 6.9. Si \g € IR et vy — 0, alors

r Z / V_ona (2)\0 + 2n(ag; — aJ)) do < liminf k:fnh%q()\o + vg)
1Jl=¢” %

< thllp]{?inh%q()\o‘i"Uk) < r Z / 77—27ra(2)\0+27T((XEJ_04J)) do .
1J1=q "%

Dans le chapitre suivant, nous nous intéresserons aux petites valeurs propres, c’est-a-dire
que nous prendrons A = 0 (ainsi que FE trivial). Notons alors déja que nous avons (cf [Dem85|,
page 224) :

1
> [ vsna(entagy —an)do = [ (-aytar.
X n.

|J|=q X(oq)
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Chapitre 7

Théorémes spectraux

RESUME

Nous minorons asymptotiquement dans ce chapitre le nombre de sections
propres du laplacien antiholomorphe A} associées a des valeurs propres
plus petites que kMg, (Ax) étant une suite de réels positifs tendant vers
zéro. La difficulté est d’obtenir beaucoup de section propres (croissance
de leur nombre en k™) tout en faisant tendre )y le plus rapidement
possible vers zéro.

Ce chapitre s’inscrit dans le continuité de la section 6.5 du chapitre précédent.

Rappelons que nous considérons la suite de laplaciens antiholomorphes A} agissant, en
bidegré (0,0), sur C°°(X, Ly). Nous supposons donc E trivial et ¢ = 0.

7.1 Premiére estimation spectrale

Revenons a l'estimation locale asymptotique (section 6.2) : nous avions noté r, = k=%,
me =k, & = k% et obtenu g5, = (’)(k*mm(ﬁ’““‘m*l*”)). Posons v, = k7% : I'idée est que si
vy, tend suffisament lentement vers zéro, nous pourrons tout de méme compter les p tels que

Ao + V(a) — Z(ij + 1)Bj > 0.
Nous avons déja les conditions
1/4<B<l4pu, v<4p—-1 e [+20<1/2 (doncf <1/2).

Le premier membre de 'inégalité compte (pour s = m/2) g+ V(a) — > (2p; +1)B; =0 si
et seulement si

Ek (2)\0+1)+vk1—€k_0(p~,3)
1+¢g 1+eg \/Ee’:‘k?“k
c’est-a-dire si et seulement si

eL2X+1  1—¢g C(p, B)
vp Lhep | Lte, kl/2-0-B—v

> (2p; +1)B; >0,

Vi | —

> (2 +1)B; > 0.
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Or e /vy = Ok~ in(By45=1=9))

Nous cherchons donc v le plus grand possible tel que v < min(53,v,48—1—7) et §+5+v <
1/2.

Posons 8 = 1/4 + ¢. Les conditions s’écrivent alors

0<e<1/4 0<c<1/4

v < 4c v < 4c

26<i—c = 26<1—c

S+v<g—c f+v<i-c

v <min( +¢,v,4c —7) | v <min(y,4c—7) (carv < t—c<i+o)

Or min(y,4c — 7) < 2¢, puisque 0 < v < 4¢. Donc v < 1/4 — c et v < 2¢, ce qui implique
v <1/6 (car 1/4—c=2c < c=1/12, et dans ce cas 1/4 — ¢ = 2¢ = 1/6). Nous ne pourrons
obtenir mieux.

Si donc nous prenons 5 =1/4+1/12 = 1/3, les conditions deviennent
v<1/3, 20<1/6, d+v<1/6 et v <min(y,1/3—7%).
Donc pour v < 1/6, v = 1/6 convient et § existe.
Ainsi, pour vy = k™Y (et méme pour vy > Ck™", v — 0) avec 0 < v < 1/6,

NQPk ()‘0 + Uk‘)

l- kjfm/Q
o Vol(Py)

= VB(a) ()\0 + V(a)) .

Malheureusement, nous ne pouvons pas déduire le méme genre de résultat dans les estima-
tions globales, car il y a des passages a la limite, et 7 n’est pas continue a gauche. Cependant,
dans le cas F trivial et S = 0, 'estimation globale "passe". Notant

Qr(u) = /X <% ‘Vku‘Q — (Vu,u)) do,

nous avons

lim k~™/2Ng, (Ao + vg) = / vg(Ao+V)do.
X

En utilisant la méme astuce que lors de la comparaison de Q) p, et Q p, dans les estimations
locales, nous obtenons aisément, en revenant & la situation complexe (dans le cas ¢ = 0) et
aux notations de la section 6.5 :

(1 =& )Qur(u) — k2 M < Qi'(u) < (1 + k%) Qu(w) + kM,
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ot M majore V. =VY Set @2. Nous en déduisons 'inégalité suivante sur les valeurs propres,
valable pour tout réel \ :

N— k120 A+ kY20
Qk(w) SNQZN()‘)SNQIC( 1 k—1/2 )
Donc
1M+ X4y 1M+ X+
1/2 1/2
Noy (A + oy — K250t ) < Nggn () < Ny (At e+ kP50 )

Puisque vy > Ck™" avec 0 < v < 1/6, nous avons encore vy, — k*1/2% > C'k™Y pour k

assez grand. Finalement, il vient :

lim NQk ()\0 + Uk) = / D_QWQ(AQ + Vo)dO' .
X

k——4o00

En particulier, nous avons le

Théoréme 7.1. Pour tout réel Ay et toute suite vy tendant vers zéro plus lentement que
kY6 nous avons

lim /{:_nhg’o()\o + Uk) = /

V_ora (2)\0 + 27‘('()6{17“.7”}) do .
X

Nous en déduisons 'estimation asymptotique suivante :

Corollaire 7.2. Si \; tend vers zéro plus lentement que k=/%, le nombre de valeurs propres
de %Ag inférieures a A\ vérifie l’estimation

k—+o00 n!

1
m k" R)%(O) = = / o
X(a,0)

Pouvons-nous obtenir mieux que cette limitation de vitesse de décroissance en k~1/¢ ?
Nous allons voir dans la prochaine section que oui, puisque nous allons pouvoir obtenir une
vitesse de décroissance légérement meilleure que k2.

7.2 Deuxiéme estimation spectrale

Pour notre deuxiéme estimation spectrale, nous utiliserons ’estimation asymptotique globale
du théoréme 6.9, a la fois en bidegré (0,0) et (0,1), dans le cas ot E est trivial.

L’idée est que dans le cas des puissances tensorielles d’une fibré en droites holomorphe,
A’k/ et 0, commutent, donc J;, envoie injectivement les sous-espaces propres associés a des
valeurs propres non nulles en bidegré (0,0) dans des sous-espaces propres pour les mémes
valeurs propres en bidegré (1,1). Cela implique, pour tous réels Ay > A; > 0, 'inégalité

hyt(Ne) — Ryt (An) = h%(Ne) — Ry (A1),

79



dont nous déduisons la minoration h%o()\l) > h270()\2) - hg’l()\g). Il n’y a plus qu’a faire
ensuite tendre Ay et Ay vers 0.

Dans notre situation cependant, A et Or ne commutent plus. Le défaut de commutation

est donné par
A0y — OLA}, = (050 + Ox0;)Or — Ok (0; 0k + Ox0}) = 0507 — D20y .
En bidegré (0,0), cela donne :

AV, — B A = 5157

7.2.1 Estimée en norme L? de ’erreur J;0?

Soit o € C*°(X, Li). Rappelons que nous avons les identités et estimation suivantes :

ok e < k100

[A, 8k] = Z(SZ + 7_'*)
A, 0] = —i(0F +77)
A = AL+ [2mapt A] 4+ T

on 7= [Adw], A} =[O +7, 0+ 7] et T, = [A, [A, §d'd"w]] — [dw, (dw)*].
Nous pouvons écrire (en norme L?) :
10" * = (=ilA, 0] = 7)ol
= || —iAOyO2 0 — 7020 |?

< 2(||A08}0l + |17 5F0|?)

o [70F0|? = 277 (0 A o) ||* < Ok~ 22D |o 2
e Quant a AJdZ, il vérifie en bidegré (0,0) :

AOTE = AOkOR)D) = A(—2imay" — 8,0k )0k
= —2ir[A, )19y — ADy(B1.))
= —2in[A, ap 'O — Ap(—2imay" — 8,0))
= —2ix[A, 0 10k + 2imA(d" )" + apt A B) + AGEO),
= 2ix[A, d"apt] + A9 O,
= 2ix[A, —d'a)?] + A(=2imad?) A D
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car dag = 0 et la partie de type (1,2) est d”ozl,lg’1 + d’ag’z. Il vient donc

1Ok F0r||?

IN

2(472[[A, d'af o[ + 472 A0l A D))

CE=220 (|2 4 Do |?)

A

En additionnant les deux estimations précédentes, nous obtenons :

10k0%0|1* < Ck=2/* ) ([lo]|? + [|0ka ) -

Reste a évaluer |0 ||* = (0;0k0, o). Nous avons

(Akro.0) = (O +7) O + 7)o, ) = [|Oho + 70|

et
IOkal® = (Afo,o) = (A0 +27[ayt, Mo+ Tuo, o)
= 1@+ 7)ol + 27 (o}, Ao, o) + (Tuo, o),
d’ou
|0k ? = 1@k + 7)o — 70

< 2(llrol? + 1@ + )l

< 2(rol? + |19kol? + 27| (lay ", Alo, o) | + |(To, o)

< (ol + |9k + Kllo|* + |lo]?)

< C(klloll® + 19kol?)

Nous obtenons finalement I’estimation suivante pour le défaut de commutation du lapla-
cien antiholomorphe et de la dérivée antiholomorphe :

1050202 < Ck2) (k|0 + |Bho?) -
Remarquons que les calculs sont plus simples si la variété est kdhlérienne.

7.2.2 [Estimation des espaces propres en bidegré (0,1)

Dans la suite, nous allons nous intéresser tout particuliérement aux trés petites valeurs propres
de +A}. Considérons & > 0, I =]A1; A]NSp*P(£A]) et J = [0; Ao +e]NSp™ (FA]). Ici, Ay et
Ao sont des réels strictement positifs vérifiant simplement Ay < 1 et Ay > A;. Ultérieurement,
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nous choisirons A1 dépendant de k, A9 indépendant de k, et dans l'optique d’obtenir des
informations sur le bas du spectre, nous ferons tendre les deux vers 0. Notons

1

E%0 _ g (
A er ]{)

Al - A) , EY =D EY en bidegré (0,0)
AeT

et
1 . ,
EBJ — Ker(% %— M) , Eg’l = @ EB’I en bidegré (0,1).
ned

Enfin II; désignera la projection orthogonale sur ES’I.

HJOék

Considérons la composée E?’O Eg’l. Est-elle injective ?

Soit (ox)xer une base orthonormée de E?’O, composée de vecteurs propres. C’est-a-dire
que $ Aoy = Aoy, A€ 1 et ||oy]? = 1.
Alors la famille (0 )xer est orthogonale (donc libre), et ||0xoa|/? = Aok

Supposons qu’une combinaison linéaire u = ), ; xxo) # 0 vérifie II 7(Opu) = 0. Alors

5ku S @ Eg’l .
néJ

Si (¥) est une base orthonormée de vecteurs propres du laplacien en bidegré (0,1), nous
pouvons donc écrire Jgu = 37,0 ;v Wy Alors Ap(dku) = 3° 45 kpv, ¥y, Done |Orul|? =
Yougs [vul? et 1AL Ou)l? = 32, 5 [vul? (kp)? = (A2 + €)2k2(| O,

Par ailleurs, AlOyu = OpAfu + 0;07u. Puisque [|Opul|? = Y cf Ak|zal* > Mk|ul?, 1a
premiére partie entraine l’estimation suivante pour le défaut de commutation :

o 1\
I0:0%ul” < Ok 210 (14 ) e
A1
Et 5kA;€’u = 5k(z>\€[ )\kx)p)\) = Z)\EI )\k‘:ﬂAgkO')\. D’ou
10 ATu? < (A2k)® Y |20kl = (A2k)? || Opul® .

Il vient donc finalement :

[aveaat
[aveax

(A2 + &)k Opul|

>
< Nok||Oul| + CkHP) |9yl

Faisons maintenant \; dépendre de k (A; = A1(k)), tandis que Ay reste indépendant de k.
Alors pour k assez grand nous aurons, si k2T2/2(X)\; & 400 :

1
A2 + czflfl/bﬂX)\/T <AoHe,
1
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ce qui est contradictoire, puisque Opu #0.

Nous avons donc prouvé que II; o Jj était injective de E?’O dans ES’l. Cela implique
dim(ES") = b (g + ) > dim(EY?) = h)°(Ag) — hy’ (A1) -

de réels strictement positifs telle que

Cette inégalité est vraie pour toute suite (A1(k))
> 0, et pour k assez grand (dépendant de

k2+2/b2(X))\1(k) — 400, pour tous Ay > 0, ¢
cet )\2)

7.2.3 Application a l’existence de sections propres

Soient € > 0 et (\;) une suite strictement positive tendant vers 0 telle que
K220 N o 400,

Alors pour tout réel strictement positif A et pour k assez grand, nous avons (en prenant
A1(k) = Ak, A2 = A avec les notations de la sous-section précédente) :

ER () > ETPRO(N) — KPR (A ).
En passant a la limite, nous obtenons

liminf k™A (A\,) > liminf k~"h)°(\) — limsup &~ "hy' (A + ¢)

n
> / V_9ra(2X\ + 2T 0t1:0)) — Z / U_ona (2)\ +2e + 2m(ag; — aJ))
X X
\T=1

En faisant maintenant tendre A\ et € vers 0 (puisque k n’intervient plus dans l'inégalité ci-
dessus), nous obtenons :

= 1
liminf k™" 1" (A) > / Doara(2m0m1m) — Y / Doara(27(agy — 0g)) = / a”.
X X X(<1)

n!
|J|=1

Nous avons donc montré le

Théoréme 7.3. Il existe une suite (indexée par un sous-ensemble infini S de IN) de fibrés
hermitiens (Ly)kes au-dessus de X avec la propriété suivante : notons (pour k € S) hi(X\) le
nombre de valeurs propres (comptées avec multiplicité) < \ de %A’k’ en bidegré (0,0) ; nous
avons alors la minoration asymptotique

1

liminf  E7"hY0(N,) > — / am,
k—+o0, kES n' X(a7§1)

valable pour toute suite (A\;)res de réels > 0 telle que E2H2/0e(X) N 5 4o,
k—+o00, kES
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Notons que les estimations spectrales asymptotiques pour les opérateurs de Schrodinger
impliquent

. _ 1
limsup &k "h%o()\k) < —|/ a”.
k—+o00, kES n: JX(a,0)

Donc si [ X(a,<1) a™ > 0, nous avons bien une croissance en k" du nombre de sections propres
en bidegré (0,0) du laplacien antiholomorphe associées a de petites valeurs propres.

Nous pouvons retraduire ce théoréme en termes d’estimations L? pour 05, de la maniére
suivante :

Propriété 7.4. Pour toute suite (\;)kes de réels > 0 tendant vers zéro plus lentement que
1/k>2/02(X) il existe une suite (indexée par S) d’espaces vectoriels Hy, C C*°(X, Ly) tels
que

.. o1 S 1 n
1) k%h}rnoc},nkfeS R dim(Me) 2 5 oy @

2) pour toute section o € Hy, |0k || 12x) < VEXE |0 12(x)-

7.3 Application & I’existence de courants

Soit (X,w) une variété holomorphe compacte hermitienne de dimension (complexe) n, et «
une (1,1)-forme réelle fermée telle que fX(<1) a™ > 0. On ne suppose pas {a} € H?(X,Z).
Nous montrons ci-dessous comment utiliser les estimations asymptotiques pour obtenir I’existence
de courants dans la classe de cohomologie de o dont on controle la partie négative.

Rappelons que grace au lemme de Kronecker, nous avons une approximation rationnelle
Cap —ka = Ok~ pour k € S, avec {ay} € H*(X,Z). A chaque oy, nous associons
un fibré (Lg, D, hx = | |) hermitien C*° de courbure %G(kaDk) = qy,. Pour A\p > 0, notons
My, Vespace vectoriel engendré par les vecteurs propres de A} associés a des valeurs propres
< kXg. Soit Ny = dim(Hy) et (o1, ..., on,) une base hilbertienne de H;. Nous ne notons pas
explicitement la dépendance en £ des sections o1, ..., on, pour ne pas alourdir les notations.

Propriété 7.5. La fonction
1 O
bp(x) = — ai(2)]?
) = 3 o)
]7
ne dépend du choix de la base hilbertienne de H;..

Démonstration - Soit (71,...,7n,) une autre base hilbertienne, et A la matrice de
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passage de (0;) a (15), i.e. 7j =Y, a;jo;. A€ U(N), cest-a-dire que A4 = Id. D’ou

Molml? = DI aiol?
j i
= Z<<Zaij0'iazaljal>)
) l

J
= Y aga(oi, o)
j7i7l
= Z < Zaz‘j@zj )(Uz', 1)
il
"
=(A"A)u =0y

= > laill?.
7

Soit aussi (e )res une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Posons

. . Np
1
T, = o+ o d'd" log (Ek + bk) = o+ 2;—]{: d'd"log <5k + Fh E ’%’2) .

2rk 5
7j=1
7.3.1 Transformation de ’écriture de T},
Nous avons
i 1 i AL
Ty = —d'd"1 — 2) = ——d'd"log [ N, 2).
k a+27Tk‘ og <€k+Nk;|O’k| a+271‘k‘ og k5k+;|0k|

Remarquons que i(D3)5! = i(9x 0k + Or0f) = 27104,1?’1, donc 0,0 = —22'770411’1 — 0p0;. Un
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calcul facile mais fastidieux donne alors

1
T = a+5dd'log(Ney+ Y loyf?)

gt [ Yiddloi? Y. dloa A3 gd"|ogl
2k | Niew + 325 loj1? (Nker + 325 jo;12)°
s i Zj {Bkgkaj,aj} — {5kaj, 5kaj} + {00}, 0k0;} + {Uj,ékakaj}
2mk Niew + 35 lojl”
i Yap ({Ok0a; 00} + {06, 0k0a}) A ({Okop, 05} + {05, 0k05})
2k (Niew + X2;los1?)°
o 2imayt () |0j1%) + 325 {0k, 0koj} — {0k, 0o} + {OkOkoj, 05} — {0, OkOkos}
2mk Nier + 25105/
K Za,ﬁ {O0k0, 00} N{Okos, 08} + (05,00){Ok0a, Okos} — (00, 05){Ok0s, Okoa}
2k (Niew + X2 los1?)?
>ap 10as oo} N{os, Opop}
(Niew + X lo51?)?
o > |oj|? lalvl i > {OkOkoj, 05} — {oj, OkOkoj}
Nyep + 3 lojl? k% 2mk Nieg + 3 |ojl?
i Niew2o; {000, 0koj} —{0k0j, Okai} i Youp l0al*{0kos, Okop} — |0al*{Okos, pop}
21k (Nkex + X, log2)? ok (Nkex + X, los )
B >ap (08,0a){0k0q, Ok0s} — (0a,03){0kop, Okou}
2k (Niew + X2; los1?)?
K Y08 10k0as 0at N {Okos, 08} + {00, Oko0} N {os,0k05}
2k (Niew + X2;lo51?)? '

Soit (ey) une trivialisation orthonormée de Ly. Notons (de maniére un peu abusive, mais
suffisament claire) :

0j = 8; ek, 3k0j :Bksj®ek, 3k0j :0k8j®ek.

Alors
Z 002 {Ok0 s, Okos} — (08, 00){Ok0a, Okos}
a7/3
= Z |5a|28k56 A ak85 + |85|26k8a A OkpSq — Sﬁgaaksa VAN ak85 — Sa556k85 A O 8q
a<p
= Z (SaakSﬁ - Sﬁaksa) A (Saak85 - Sﬁaksa)
a<p

86



et de méme

Z ‘O’afz{(a)kag, 5}4)’5}- (O’a, O’g>{(§k0'5, 5k0'a} = Z (Sa5k85—855k8a) A (8a5k85 — Sﬁéksa) .

a,B a<f
Finalement :
Nicer 1 > lojl®
R Ve S (= 5) met > losf?
T} T ’
i Niew zj {Okoj,00;} i 2a<6 (sa8k35 — sﬁaksa) A (saaksﬁ — Sgaksa)
2k (Niew + X, loyl?)” 27k (Neew + 32, 1o, )°
% >0 T >0
B Nieg zj {Or0;,0K0;} B 2a<6 (sa5k35 — sﬁéksa) A (saéksﬁ — 355ksa)
27k (Nuew + X, loyl?)” 27k (Neew + 32, o)
5 >0 6 >0
i 2 {0k0k0j, 05} — {0,0,0,0;}
27k Nier + 32 loj?
]
i Zaﬁ {OkOw, 00} N{Okos, 05} + {0a,Okoa} A {0, Okos}
2k (Niew + 32, 1012)°
g

= T+ TR+ T3 +T -1 - TP + T - T}

7.3.2 Choix de )\, et ¢

Notre seconde estimation spectrale nous montre qu’en choisissant A\, = k=207 avec —1 <
v < 1/ba(X), nous avons la minoration asymptotique

1
liminf  E7"AYO (M) > — / Q.
k—+o0, keS n' X(a,gl)

Siep = k=8 avec —1 < B < 7, alors /A /ei, et A\ /ej, sont majorés par CkP~7, donc
tendent vers 0.

7.3.3 Estimation de 8k5kaj

Nous avons établi en 4.2.1 I'inégalité suivante :
10k 122y < C (Rl + 195122 ) -
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Chaque o; vérifie HO']HLZ(X) Jxlojl?=1et \|8k0]||L2(X) < kXg. D’ou ||(9k0]\|L2(X) Ck.
Nous aurons besoin, dans la suite, d’'une estimation de HakélchHLz(X) :
10084012
= (OxOo; 5k3k03>> = (OkOkOkaj , Opoy)
= ((i[A, O] = 7*)OkOkaj , Dpoy)
= (<zA8k8k8kaj — 10k AOROKoj — T OKOK0j , Do}
(iA(— 217T0¢k — OOk )0k, Okoj)) — (i0k(AOK)Okoj , Okoj) — (T OKOkT; , Opas))
= {(2r[A, ozk ]akaj , Ok ) — (iNOLORORTj , Ok — (iOk (i) + i7" )Okoj , Do)
—{r &ﬁka] , Okoz)
= (@2r[A, o' |0ho;j, Broj) — (iAO(—2ima)?0;), Okoj) + (F5dko; , Bdka;)
(7" Okoj , O30k0;) — (7" Ok0k0; , Do)
= (2n[A, a,lﬁ’l]gkaj , Okos) — (27 [A, d/ag’z]aj, ko) — <<27TO£2’2 A Oy, ko)
(8. M) + (7 Okos, 0i0kos) — (Db Do)
< Cllad o 182, + a2l 72 ) 10803 L0y + C 0Ll 18407l s 19672
H AT ) + CllOkTll 2 ) 1A% | 120x) + CllORORT |12 ) 1005 ] 12 x)
< C(k(k:)\k) + BV O (X2 4 kT VREIR2 (N2 4 (kAe)? + (kAk) Y2 (k)

(A 20101 20 ) -

En utilisant A\, = k~2727, il vient alors

1040k 1|22, < Ck™2 + Ck™ 21|90 2 )

Il ne reste plus qu’a écrire

10Kk ;172 x, Ck™ + Ck™ V200040 12(x) »
Hakékajuzz(x) - Ck_(l/Q—H)||ak5k0'j||L2(X) < Ck_%a

IN

IN

i | 2 1
(HakakajHLZ(X) - iczﬁl/”’”) Ok 4 ZC% 1) < o

pour obtenir finalement

Hakgko-jHLZ(X) < Ck™.
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7.3.4 Estimées des différentes composantes 7} de T}

Rappelons que si T' =14 Zaﬁ Topdzo N\ dZzZg est un courant d’ordre 0 et w =i Zj dzj N dzj,
alors

TA—— Z (A T]

n—l

Nous avons les évaluations suivantes :

e Estimation de T} : W est & valeurs dans [0; 1], donc est uniformément borné.
k ]\Tk j 193

e Estimation de 77 : T{ converge uniformément vers 0, car [[a—1/k a,lg’choo < Ck=1-1/0(X),

e Estimation de T,S’ + T,ﬁ‘ : Supposons que w soit une métrique de Gauduchon, i.e. telle

que 90(w™ 1) = 0 (ce qui est toujours possible sur une variété compacte complexe, cf
[Gau77]). Nous avons alors

/Tk/\cu”1 = /()c/\w"1

= /(Tkl+T,§)Aw"—l+/(T,§+T,§)Aw"—1+/(—T,§—T,§+T,Z—T,§)Aw”

L’intégrale contenant Tk1 + T,f est bornée, et nous allons voir ci-dessous que 'intégrale
contenante T,? , T,? , T,Z et Tk8 tend vers 0. Cela assurera que la partie positive TIS’ + T,ﬁ‘
est bornée en masse.

e Estimation de Tl? :

YRS TR TR
- < - < K
kJ (Nesk +3; o12)* kJ Neer+3; ‘Uj‘Z kaE ’

IN
—_
S
i
i
5
>~
E
I
|>/
Bl
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e Estimation de T,f :

1 Za<ﬁ (sa5k35 — 355ksa) A (sa5k35 — 355ksa) w1
k (Nkek + Zj |0j|2)2 (n—1)!

1 Za<6 |sa(§k85—55(§ksa|i w_n _ 2 Za<6 |5a5k85|2+|8ﬁ5k5a|2 w_"
ok (Nl TR (Ve X l05?)” n!
2 Yap [sal’Okssl® wm 2 3, loaf? Z‘ ool
E Nz + 2,107 b = (Nie+35,10,2)° o

2 Nkek'za|0a|2 = 9 w™ = 9 W
= : Okop|”) — < |Okosl” —,
kNkek (Niex + 325 105[2)” (%: k %Nkek %: ol
d’oul N
wnfl 1 k B )\k
T2 A < ool <
/ ¥ (n—1)! = 4AnkNyey, ;/‘ kopl” < 7r/<: sk

e Estimation de T, ,Z :

5 losl10khos| _ /S0Py E 00

OO0 |2,
Nk€k+zj\ﬁj\2 VL S 0N Zj:\ kOkaj|
d’ot
1 Zj ‘Uj‘ ‘akékffj‘ / & -
k = lakaw ? < — Y |00k
k NkEk"‘Zj‘O’j‘Q 2]{\/— —~ J 2]{\/5 Ny ; J
¢ 15, %0) — — __VCEk2 C -
< v <
> zk\/€—k ZH k kO']HL 2(x) = 2]{\/— \/_k
< o2
€k

e Estimation de T, ,f :

1305 {0k00, 00} A {Okop, 08} o 2 {0600, 00l {Okos,05}]
(Nkffk‘i‘zj‘o-j‘?)z = (Nk€k+zj\0j\2)2
>0 |00l o] 10k0a] |Okos]|
(Niek + 32, lo12)*
>0 |00l |0k04| Zﬁ g |5k0ﬁ|
Niep + 325 loj?  Niew + 325 |oj[?

IN
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Or

ol |Okoa Oa 9 Ja2 1
Yo |00l Bi0al _ v/FaloaP'y/3a 10kl > okl = Z|akaa|
Nkak—i-zjlajl Nk5k+z |oj] 2\/ng

d’ou

11205 10k0a; 00} A {0k, 05} 1 1 1 ~
/_ B 26 B < 72/ —Z|ak0'a|2 —Z|3k0a|2
k (Negk + X5 [o51?) k(2y/2k) N, Nj,

< 2
= 4kek\//N 2_10koal? \// Zm%“
< Ck\/k)\k

< oY

€k

Nous voyons donc maintenant pourquoi la deuxiéme estimation en k—272/02(X) est plus
utile que la premiére en k6.

En effet, les différentes composantes de T}, sont controlées justement par /i /ex, et A\ /ey
Ainsi, nous voyons que puisque nous devons diviser par €, qui tend vers zéro, il est mieux
d’avoir Ag le plus petit possible, donc tendant le plus vite possible vers zéro.

Par ailleurs, 8k(§kaj ne peut étre contrélé, avec notre méthode de calcul, qu’'avec A\, =
k=277 pour un 0 < 7 < 1/ba(X). La premiére estimation ne suffit donc pas.

7.3.5 Existence d’un courant

Donnons un résultat effectif de controle de la partie positive du courant limite, qui illustrera
I'intérét d’avoir des estimées spectrales asymptotiques pour des valeurs propres les plus petites
possibles.

Posons fi(x) = E;jbk. (fx)kes est une suite de fonctions a valeurs dans [0;1]. On peut
donc en extraire une sous-suite qui converge vers une distribution positive f. Par ailleurs on
peut aussi extraire de la suite de courants T + T}} (courants positifs bornés en masse) une
sous-suite convergente vers un courant positif, que nous noterons P. Enfin, les autres termes
de T} tendent vers zéro en norme L!.

Nous pouvons donc extraire de T} une sous-suite convergente vers un courant T' = f-a+ P
tel que {T'} = {a}, P étant un courant positif et f une fonction L>° a valeurs dans [0; 1].

Théoréme 7.6. Si la suite (by)kes vérifie uniformément sur un ouwvert U [’estimation

lbg(z)| > Ck™*,  pour A <1

( )

alors il existe un courant T dans la méme classe de cohomologie que «, et qui est positif
au-dessus de X («,0), mais aussi au-dessus de U.
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Démonstration - Si A < 1+ 1/ba(X), nous pouvons trouver 0 < v < 1/ba(X) et
0 < B < 7 desorte que A—1 < B. Alors |bg(z)|/er, < Ck~4T1H8 — 400, donc fi(z) — 0.
Donc f=0sur U. O
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Annexe A

Variétés presque complexes

A.1 Espace tangent complexe

Soit (X, .J) une variété symplectiue. On a donc J? = —Id sur Tg X. On étend par C-linéarité
J en Id ® J, endomophisme C-linéaire de T X. J induit la décomposition en sous-espaces

propres
1,0 0,1
Te X =T, X0T;" X

relativement aux valeurs propres i et —i.
On a

T7°X = {€—iJE|€eTpX)={ueTeX | J(u) =iu},
TOX = {£+iJE| €€ TpX}={uecTeX | J(u) = —iu}.

La conjugaison de C induit une conjugaison sur le complexifié, donnée par
a®é=a®f YaecC, Ve TrX.

Par suite, il vient que B
a®RéE=a®f YaeC, Ve TpX.

On a deux isomorphismes IR-linéaires
o0 { TwX — T7°X et o0t { TwX — T9'X
& = 5(E-iI9 & = g (E+iT9).
On a pl00 J =iph0 et % o J = —ip%!. Ainsi on peut voir <T3’1X, ’L) comme ’espace

complexe conjugué de <T}’0X, ’L)

On identifie N
CoRrThX — Homg(TeX,C)
a® o — (ald) ® ¢
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J agit sur Tg X = Homg (Te X, C) par J (¢) = ¢ o J, ce qui induit encore une décompo-
sition en sous-espaces propres
T(;;X = TL()X D T071X

relativement aux valeurs propres i et —i.

TipX = {ld@é—ildedot [$eTX) = {f €TeX | f,, =0}={f€TiX|foJ=if},
J

TouX = {ld®o¢+ild®@¢oJ|peTpX}={fecTyX | f‘Tl’OX =0}={feTiX|fod=—if}.
J

Nous avons la-aussi une conjugaison induite par C :

aRp=a®¢ YaecC, VpecTiX.

Par suite, il vient que

a-f=a-f YaeC,VfeT;X.

En particulier, pour toute ¢ € T X, ald ® ¢ = ald ® ¢.
On constate donc que

Fflu)=F@), VfeT:X K VueTpX.

Il est clair que si f € Ty X, f(u) = au = f(u) = f(@) = @u. Donc la conjugaison induit
un isomorphisme IR-linéaire (C-antilinéaire) entre TL(])’IX et T}’OX d’une part, et entre 77 oX

et Tp 1 X d’autre part.

On prend maintenant un systéme de coordonnées locales (x1, ..., 2z, y1,...,Yn) et on pose

zr = T, + tyg. Par un changement linéaire des coordonnées, on peut choisir ces coordonnées

BN N o) _ 0 : —
locales de maniére & ce que J <8_:1:k) =y, au point z = 0.

On note encore dxy, et dyy les extensions C-linéaires & T X de dxj et dyg. On pose alors

o _ (9 0
3Zk N 2 8.%'k Gyk ’
9 _1(o 0
0z, 2 oxy, OYx. ’
dz, = dxp +idyy,
dzy = dxp — idyg.
Alors 5 5 5 5
dz;j | =— | =0;p,dzi | =— )| =0,dz; | — ) =0,dz; | =— ) =d,%.
“ <8zk> dks 4% <8zk> » 4% (azk> > 0% m) Th
Ainsi (dz1, ... ,dz,,dZ1, ..., dZ,) est la base duale de <%,...,%,8¥;,...,%). On notera

que l'on a bien dz(u) = dz(u).
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Au point z =0, on a

J(i >:ii , J<i >:—z‘i ,
D2k lo Dz, lo 9z}, lo 9z}, lo

donc P
— eT¥Xx, — eT¥X.
8zk lo J,0 aZk lo 4,0
Et
dzk‘o o J‘O = idzk\o , d§k|0 o J‘O = —idzk‘o.

Dans le cas ot la structure presque complexe J provient d’une structure complexe sur la
variété X, alors les remarques ci-dessus vraies au point z = 0 sont en fait vraies en tout point
de X. En particulier

de‘Tg’lX =0et dzle}’Ox =0

en tout point de X. Donc dzj est de type (1,0) et dzx est de type (0,1). Mais revenons dans

la suite au cas général d’une structure presque complexe pas forcément intégrable.

On définit le conjugué d’un opérateur F' par

F(u)=F(u), Yu€TgX.

Si 'opérateur F' est de la forme F' = Id ® f avec f € Endg(TrX), cest-a-dire si F'
provient d’un opérateur réel sur le fibré tangent réel, alors F = F.

Ce qui suit a pour seul but d’attirer 'attention sur un abus de notation souvent utilisé.

Supposons, jusqu’a la fin du paragraphe, que la structure presque complexe J provient d’une
structure complexe sur la variété X. Alors on a

0 0 0 0
o 29 Y_ 9 o1 9 \_ 9
7 (&Ek) 9z ¥ (axk) 0z

Et
o0y (o) = oy () =
o1 (dx;) (i%) = dx; (aiyk):o
Donc

o10(day) = dzp et o2%(dyy) = dzy, = dZp o~
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A.2 Différentiation et (p,q)-formes

Soit (X, J) une variété presque complexe de dimension réelle n. Notons Tg X = C @i T*X.
Soit AP T X le sous-espace de \°* T X engendré par les aAf, a € APT10X, € N1Tp1X.
On note encore CF (X, C) = C™(X, \* T; X) l'algebre des formes différentielles complexes,
CP(X,0) = C®(X,\*TrX) et Cro (X, C) = C°(X, \P?T¢X). On a les décompositions

N Tix = @/\ TEX /\ ix=P N'1ix,

p+q=k

qui induisent les décompositions

CI(X,0) @C“’X@ CR(X,C)= P C(X,0)
pta=Fk
Soit II”? la projection C°(X,C) — €)% (X, C) suivant la décomposition en somme di-

recte ci-dessus (out k = p + q). d®! est défini sur C2° (X, €) par 1?7 o d. On définit de la
méme maniére d*0, @1 et d—12.

CE(X, ) est localement engendré par C*° (X, C), CT(X,C) et C57(X,C). Et on a les
inclusions évidentes
dC>*(X,C) C CTH(X,C)+ (X, 0)
dCTH(X,C) C O36(X,C) + O (X, C) + Ca(X, 0)
dOF (X, €C) C C3H(X,C) + C(X,C) + CFy(X, C)

d’ont
dC;O)?q(X’(D) CC;?F27q,1(X,®)+ ggrl,q(X’(D)_FC q+1(X’(D)+C 1q+2(X (D)

On a donc toujours
d—= dl,O +d0’1 + d2’_1 +d_1’2.

Soit a une (p, ¢)-forme : o € AP?T*X @ C. Alors @ est une (g, p)-forme.
_ 41,0 0,1 2,—1 —1,2
dao=d" a+d o+ d a + d "«

N——
(p+1l,9) (pgt+l)  (p+2,4-1) (p—1,9+2)

da = dW0q + d0la + d>~lo + d-12q
—— —— —— N——
(gp+1)  (¢+L,p) (¢—1p+2) (g+2,p—1)
01~ 1,0 ~ 125 2,-15
dao=d" "a+d o+ d + d=
(gp+1)  (¢+L,p) (¢—1,p+2) (g+2,p—1)

I1 vient donc

d0a = d™a et d>—1a=d %a VYu de type (p,q)
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A.3 Tenseur de Nijenhuis

Le tenseur de Nijenhuis est 'application bilinéaire antisymétrique
Ny C®(X, THX) x C°(X, T"°X) — (X, T% X)

qui & une paire de vecteurs (£,7) de type (1,0) associe la partie de type (0,1) de leur crochet
de Lie [¢,n].

Il est clair que ceci définit bien un tenseur, car

€, fn] = fl&m+ (- f)m pour toute f € C™(X,C),

ce qui implique Nj(&, fn) = fN;(&,n). Autrement dit, N est une (2,0)-forme a valeurs
dans 791 X.

La torsion de J est le tenseur de type (1,2) défini par
No(&,m) = {1J€, Ju) = J1&, In] = JIE ] — (€]}
Posons Z = [1(¢ —iJ€), 2(n — iJn)]; alors la partie de type (0,1) de Z est
N (56178 r-im) ) 2 3(2+02) =~ (No(em)+iaN o)) = 1 8o 56-i08), 5 -im)).
Donc

si &,n sont de type (1,0), alors Ny(&,n) = —4N; (€
si &,n sont de type (0,1), alors Nj(&,n) = —4N;(€,7) = —4N(&,7) .

3
=

On peut établir les relations

NJ(£777):_NJ(777§) et NJ(J£777):NJ(§7J77):_JNJ(£777)

Remarque : dans des coordonnées locales (z1,...,x2,), écrivons

2n

g 0 ;0 ; 0
Nij(z—,7—) = Nig=— et J= Jidr; @ — .

J(al'jy axk) Z Ik 81’1 © Z 7 i ® 81’1

i=1 1<i,j<2n
On a )
i = (J} Ondi — Ji OnJj — Ji 050k + T4 0T })
h=1

ol Oy, désigne la dérivée partielle 57—

Bz,

Si(&1,-.-,&) est un repére orthonormé de T}’0X|U, on peut écrire

Ny=>a;®¢, aj€C5(U.C)
j=1

On définit alors deux opérateurs conjugué 6 et 6” sur \°* Ti X tels que
u—Zaj §]J’LL u—Za] fjJu
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Il est clair que 6" et 6" sont des dérivations, c’est-a-dire que
0'(uAv) =6 (u) Av+ (—1)%8% A 0 (v)
pour toutes formes u, v, et de méme pour 6”.

Théoréme A.1. On a les relations 8 = —d>~1 et 0" = —d—12.

Démonstration - Tous les opérateurs étant des dérivations, il suffit de prouver les
formules pour des formes de degré 0 et 1.

Si u est de degré 0, @u = 0, ”u = 0 et du n’a que des composantes de type (1,0) et
(0,1).

Si u est de degré 1 et &, n sont des champs de vecteurs, on a
du(&,m) = & - u(n) —n-u(§) —u([E, )
Si maintenant u est de type (0,1) et &, n sont de type (1,0), alors
(du)®?(&,m) = du(&,n) = —u([&,n)) = —u(N(&n))

Donc (du)*? = —0'u et bien str (du)'! = d'u, (du)®? = d"u, 0"u = 0. Le résultat pour u
(1,0)-forme se déduit par conjugaison. |

Propriété A.2. Nous avons les relations suivantes :

d/2 _ [d/l,al] ’ d//2 _ [d,,aﬂ] , [d/, 9/] =0, [d”, 9//] -0, 9/2 =0, 9//2 =0,

[d,d"] = —[0',0"] : c’est un opérateur d’ordre 0.
Démonstration -
d — d/ + d// _ 6/ _ 9//
~— S S
L0 01 2-1 12

Donc il vient
0=d? = d/2 +d//2 + 9/2 + 0//2 + d/,d” _ d/,GI _ d/79// _ d//’al _ d”,@” + 9/,9”
T T e L e L A L R
2,0 02  4,-2 24 1,1 3,—1 0,2 2,0 -1,3 1,1

Il n’y a plus qu’a regroupper suivant les bidegrés. O
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Annexe B

Variétés presque kahlériennes

B.1 Quelques formules utiles

Rappelons une formule facile, mais trés utile pour la suite : si € est un champ de vecteurs et
u, v deux formes, alors

Ea(unv) = (Eau) Av+ (—1)%8%y A (€ L),

Si 0 est une p-forme, alors

p

607"'7510 :Z Jé.] 607"'7éj7"'7§p)+ Z (_1)J+k0([§]7§k]7§0775]775]67

Si a est une 1-forme sur X et V une connexion sur X, on peut définir Va par

(Vea)m) =¢- (am) —a(Ven)

puis par récurrence

1)dega1+---+degaj_1

V(al/\.../\ak): al/\.../\Vaj/\.../\ak.

Jj=1

Si J est un endomorphisme de T'X et V une connexion sur X, on peut définir VJ par
(VeT) ) = Ve(I(m) = T(Ven)

J est dite parallele a V ssi V.J =0 ssi Ve(J(n)) = J(Vg 77) pour tous &, 1.

Remarquons que la dérivation covariante de J? = —Id donne

VJoJ+JoVJI=0, e <V§J) (Jn) + J((VgJ) (n)) ~0.
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Propriété B.1. Si V est la connexion de Lévi-Civita, on a VJ =0 & Nj=0.

Démonstration -
o N;(X,Y)=[JX,JY] - JX,JY]| - J[JX,Y] — [X,Y]. En utilisant les faits que [X,Y] =
VxY — VyX (torsion nulle), (VxJ)Y =Vx(JY) - J(VxY) et (VxJ)J+J(VxJ)=0,il
vient aprés développement et simplification que

NJ(X,Y) = (ij)JY — (VyJ)JX + (VJXJ)Y — (VJyJ)X.

¢ dw(X,Y,Z) = X w(V,Z)-Y - w(X,Z)+ Z - w(X,Y) - w([X,Y],Z) + w([X, Z],Y) —
w([Y, Z), X).

Orw(Y,Z2) =g(JY, Z),

donc X-w(Y,Z) = g(Vx(JY),Z)+9(JY,VxZ) =g(VxJ)Y,Z)+g(JVxY,Z)+g(JY,VxZ)
et w([X,Y],Z2) = g(JVxY — JVyX,Z). Aprés calculs et simplifications, en utilisant aussi
les faits ci-dessus évoqués, il vient

dw(Xv Y, Z) = g((VXJ)Y7 Z) - g((VYJ)Xv Z) —i—g((VZJ)X,Y).

Maintenant on utilise encore que V xJ anti-commute avec J, et que g(JX,Y) = —g(X, JY).
Il vient alors

dw(JX,Y, Z) + dw(X,JY,Z) = 29((V2J) X, JY) + g(NJ(X,Y), Z).

Or on a dw = 0. O

B.2 Produits scalaires et hermitiens

Effectuons d’abord quelques rappels. Soit V un C-espace vectoriel de dimg n, et (21, ..., 2,)
des coordonnées sur V. Elles induisent (8%1, e %) base de V et (dz,...,dz,) base de V*.

On a une correspondance entre formes hermitiennes h sur V' et (1,1)-formes u sur V,
donnée par

h = Z hindz; @dz,  (hje = hiy) < u=i Z i dz; A dzy,
1<j,k<n 1<j,k<n

avec u(§,m) =1 Y hip(§me — njgk) = —2Imh(&,n) pour tous {,n € V.
1<j,k<n

Soit maintenant (X, J,w) presque kithlérienne. g = w(-, J-) est une métrique riemannienne
sur X. On étend g par C-linéarité a Tp X ® C.

Un calcul simple montre que g(u,v) = 0 si u,v € T"°X ou u,v € T®' X (c’est d’ailleurs
vrai de toute forme bilinéaire réelle que I'on étend par C-linéarité).
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Démonstration - si u,v € TYX, g(u,v) = g(Ju, Jv) = g(iu,iv) = —g(u,v). O
On pose h(u,v) = g(u,v) pour u,v € THX. Ceci définit une métrique hermitienne sur
THX.

Soit (e, ..., ea,) un repére local orthogonal de T X tel que J(e;) = ej4,, et g(ej, ;) = 2.
Posons £; = 1(e; —iJe;). Alors (g1,...,e,) est un repére local de 710X, unitaire pour h.

Propriété B.2. Si{ = 3(X —iJX) et n=3(Y —iJY) € TYOX avec X,Y € Ty X, alors
1 i

On associe & h la (1,1)-forme sur 710X définie par wy,(€,7) = —2Im h(€,n) = w(X,Y).
(remarque : wh@fa “7) = w(JXa JY) = W(Xa Y) = wh(§7 77))

[Y %(X—iJX),%(Y+iJY) = %g(X,Y)—%w(X,Y) Donc si £ € TWOX et n € TOLX,
g(3(Y +iJY), 3(X —iJX)) = 39(Y,X) + (Y, X) alors g(&,n) = g(n,€).

w %(X_iJX)7%(Y+iJY) = %W(X7Y)+%9(X7Y) Donc sifETl’OX etnETO’lX,
w(5(Y +iJY), 53(X —iJX)) = jw(Y,X)—4g(Y,X) alors w(&,n) = —w(n, §).

Et w(X,Y) = —2Img(£,7) = 2Rew(£,7) si &,neTHOX.
Conclusion : pour tous £,n € TR X ®r C, on a

9(&n) = 9,8, g&n) =90, w&n) =-wng) et wE,n) =w(n).

w, prolongée par C-linéarité & TR X ® C, est & valeurs complexes, alors que wy est a
valeurs réelles. On a bien w = w, mais cela ne signifie nullement que w est & valeurs réelles,

simplement que w provient d’une forme réelle, et prend des valeurs réelles quand évaluée sur
des vecteurs réels.
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Annexe C

Courbure d’un fibré vectoriel

C.1 Lien entre cohomologie de De Rham et cohomologie de
Cech

Pour ce qui est dans cette section, on pourra consulter par exemple [Wei52].

Dans toute cette section, soit IK = IR ou €, et X une variété C°°. Considérons U = (Uy)
un recouvrement contractile localement fini ouvert de X et une partition de I'unité (hy) qui
lui soit subordonnée. C’est-a-dire que hq : X — [0;1] est C°°, supp(fa) C Vo et >, fo = 1.

Rappelons que

(i) dire que le recouvrement (U,) est localement fini signifie que chaque point x € X a un
voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini de V ;

(ii) Supp(fa) = {:C eX | fa(x) 7 0}'

C.1.1 Lien entre H},(X,K) et H'(U,K)
e Soit w € Hp ¢ dw =0, donc Wiy, = dfa- SiUa NUg # 0, d(fo — f6)|UaﬁU3

(fa — f5)|UanUB = cqp € IK. On obtient donc une 1-cochaine ¢ = (cop) a valeurs dans

IK, et (0¢)agy = Capy — Copry T Capy = Cpy —Cay +Cap=...= 0.

= 0, donc

Si wy, = dga, alors (go — fa))y,, = Aa € K. Posons dag = (ga — gﬁ)anmUﬁ' Alors
dap = Cap + (Ao — Ag), Le. d=c— 0O\
Donc [¢] ne dépend que de w. Et si w = df, alors [¢] = 0. Donc [c] ne dépend que de
[w]. D’ou une application
{ Hjp(X,K) — HY U K)
[w] — [d]
e Cette application est injective : .
siw € HI(X,IK) et [c] =0, alors cag = A — Ag. Posons fo = fo — g (si Wiy, = dfa)-
Alors (fa—fg) = 0. Donc w = df.

lvanug
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e Cette application est surjective :
soit ¢ une 1-cochaine a valeurs dans IK telle que dc = 0. Posons

fa = Z hycary sur U,.
v/ UaNUL#D

(foz_fﬁ) ’ = ZUQOUWA(Z) hvcav_ZUgmUw hycay =32 hy(Aa=Ay) =2 hy(Ag—Ay) =
Ao — Ag = cop. Posons wy = dfy 1 (wa — wﬁ)\U(mUﬁ = d(fa — f3) = 0. Donc [w] a pour

luanu
image [c].

C.1.2 Lien entre H37,(X,K) et H*(U,IK)

e Soit w € H2,(X,K) :
Wiy = Aoy (N = 08) 15,00, = daps fap € CF(Ua N Up, K).
[y — fay + fap = capy € IK : ¢ est une 2-cochaine a valeurs dans IK.
On voit facilement que [c] ne dépend que de w (pas de n,) et que si w = dn, alors
[c] = 0. Donc on a une application bien définie

{HC%R(X,]K) — H*(U,K)
[w] — ]

e Cette application est injective : 3 3 3
si ¢ = du, posons fog = fap —Uag : alors fgy — fary + fap = 0 sur U, NUgNU,. Posons

Jo = Z h fow sur U,.
v/ UaNU~L#D
On a (go — gg)‘UamUﬁ = fag ; posons 7o = N — dfs. Alors (ﬁa — ﬁg)anﬁUB = 0. Donc

w=dn, ie. [w]=0.

e Cette application est surjective :
Soit ¢ une 2-cochaine & valeurs dans IK telle que dc = 0. On pose

(1) fap = Zv h7|UamUﬂmUw Capy sur Uy, NUg
(ii) Mo = Z’Y h'y dfa'Y\UamU“f
(i) o = dige

Alors (wq — wg) = 0, donc w a pour image [c].

lvanug

C.2 Prescription de la courbure

Pour les deux propriétés qui suivent, on pourra consulter par exemple [Wa77] (Addendum au
chap. 4) ou [Wo092| (Prop. 8.3.1).
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Propriété C.1. Soit X une variété C*° et w une 2-forme réelle fermée entiére sur X, c’est-
a-dire que (wlag € (H*(X,Z)),,. Alors il existe un fibré en droites compleves C*° E — X et
une connexion V sur E de courbure V2 = —2imw. De plus il existe une métrique hermitienne
h compatible avec V.

Démonstration - Soit U = (U,) un recouvrement contractile de X, et (¢, ) une partition
de 'unité subordonnée & U.

e Construction du fibré et de la connezxion V :
Sur Uy, parce que dw = 0, on a wy,, = db, avec 0, € C7°(Uy, R).
Sur Uy, NUg # 0, d(0o — 65) = 0 donc 0, — 03 = dhap avec hop € C°(Uy, N U, R).
Sur U, NUNU, # 0, d(hgy — hay + hag) = 0, d’00 hgy — hay + hag = capy constante.
Puisque [w]qr € (HZ(X, Z))}R, on peut supposer que cogy € Z.

En effet, si [wlar € (H*(X, Z))y,, cela signifie que [cap,] € H?(U,TR) appartient en
fait & H?(U,Z). Donc ¢ = d + 6 avec d € Cochaine® (U, Z) et A € Cochaine' (U, Z),
c-a-d. capy = dapy + (Agy — Aay + Aap).

Alors hap = hag — Aap vérifie hgy — hay + hap = dapy € Z et 0o — 03 = dhap. Donc
on peut remplacer hng par iLaB et cagy par dapy € Z.

Posons gn.p = e?mhas  Alors ggq/ga_vlgaﬁ = 2im(hpy—haythas) — ¢2imcapy = 1. Donc les
gap sont les fonctions de transition d’un fibré en droites complexes E sur X.
Sur Uy, NUg # 0, (—2imhg) — (—2im0,) = 2indhapg = g;édgag. Donc les —2imf, sont
les matrices de connexion d’une connexion V sur £ — X : V >~y d — 2imf,.

Alors V? = —2inw, donc %VQ = w.

e Construction de la métrique hermitienne h :
Soit e, le repére associé a la trivialisation précédement construite au dessus de U, (i.e.
tel que Ve, = —2im6, ® e,). Je pose que h(eq,eq) = 1.
Remarquons que comme les potentiels de w sont réels, les fonctions de transition g.g
sont de module 1. Je définis ainsi bien une métrique hermitienne, puisque sur U, NUg #
®7 h(eﬁaeﬁ) = h(gaﬁeaagaﬁea) = |ga6|2h(6aa6a) = h(eaaea) =1.
Par ailleurs, h est compatible avec V, puisque dh(ey,e) = 0 = (—2im0y) + (—2im6,).

O

Propriété C.2. Soit (E,h) — X un fibré en droites complexes hermitien, w une forme
symplectique sur X et V une connezion (compatible avec h) sur E de courbure %VQ = w.
Si (21,...,2n) sont des coordonnées locales telles que w = &> dz; A dzx + O(|2]?), alors
il existe au-dessus de chaque point une trivialisation po dans laquelle V ~, d+ A, avec

Ao = 52 (2dz5 — Zjdz) + O(|2]?).
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Démonstration -

e Soit une trivialisation unitaire ¢, au dessus de U,, on a V ~ d + A,. La forme A, est
imaginaire pure et dA, = —2imw. Ecrivons dans des coordonnées locales :

A, = Z (ajdzj — C_Ljdzj) + Z (bijj + b;-ij)dzk — Z (l_);-ij + l_)ijj)de + O(|Z|2)
Alors
dAo = Y (=, — biy)dz; A dZ + bjgdzy Adzg — bird?; A dz + O(|2])

= ﬂZde Adzp + O(|2]?)
k=1

Donc B;-k +by; = —mdj et b = 0. D'ont
Ag = Z (ajdzj - C_Ljdfj) + Z bjrzidzy, — Bjkzjdzk + O(|Z|2) avec Bjk +bp; = —moji
e Rappelons que si eg = gagea, alors Ag = A, + ga_ﬁldgag.

e Posons go,g =€~ 2 (a; #~%% ). Remarquons que gog est de module 1, car argument de
Iexponentielle est imaginaire pur. Alors

Gopdgas = — Y (ajdz; —a;dz;)
Aﬁ = A, — Z (ajdzj - (_zjdéj) = Z bjkzjdzk - Ejkzjdzk + O(|Z|2)

e On aby; + 501 = — (bjk + %5jk>. Posons donc
98y = o~ L(bjrzize)—F Xzl

Un calcul facile donne ¢Im( Y bjnzize) = Y bjrZjze + 5 2 |2]* et Re( X bjnzjzi) =
-5 |zj|?. Donc gg, est de module 1 puisque I'argument de 'exponentielle est imagi-
naire pur.

_ ™ _ _
Gpydgsy = = (bwdzizm +bnzidar) — 5 D (2% + 7dz)
™ _ _
Z (b jzidzy + bjkzjdzk) 5 Z (zjdzj + zjdzj)
= — Z ( ]kz]dzk + b]kz]dzk + 7 Z zjdzj — 5 Z (zdej + Zjdzj)
U _ _
Z ( szjdzk — b]kz]dzk) 2 Z (Zdej — Zdej)
D’ou

A’Y = AB—Z (bjkzjdzk_gjkzjdzk)‘{'g Z (Zjdfj—fjdzj) = % Z Zjdfj—fjd2j+0(|z|2)
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e Il est a noter que les changements de trivialisations sont tous unitaires. Donc h(e,,ey) =

h(ew,€eq)-

Remarque : si £ — X est un fibré en droites complexes muni d’une connexion V de
courbure V? = —2imw, alors il existe au voisinage de chaque point de X une trivialisation de
FE dans laquelle V = —2i76,, avec 0, réelle et df, = w.

En effet, soit une trivialisation au-dessus de U, dans laquelle V ~ d+ A, avec A, absolument
quelconque. Ecrivons Ay, = —2imp. (donc dpo = w). Ayant pris le soin de choisir U,
contractile, le fait que dw = 0 assure que w = df, sur U, avec O, réelle. Ainsi d(pa — 0a) =
0 = po — O = dfs avec fo € C°°(Ua, ©). Posons alors g = e*™fo : g71dg = 2indf., donc

—2im00 = —2impa + g~ 'dg. Donc g fournit le changement de trivialisation désiré.

En particulier, le résultat de la propriété précédente est encore vrai sous I’hypothése de
la remarque, puisque dans la preuve on n’utilise pas h (sauf pour avoir 6, réelle au départ).
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