
Thèse de Doctorat de l’Université Joseph Fourier (Grenoble I)
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1. Notions de négativité de courbure . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.1. Connexion et forme de courbure de Chern . . . . . . . . . 21
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INTRODUCTION ET PLAN DE LA THÈSE

Le thème central de cette thèse est l’étude de certaines propriétés de négati-
vité de courbure des surfaces algébriques hyperboliques au sens de Kobayashi. La
notion d’hyperbolicité (au sens de Kobayashi) est équivalente, dans le cas d’une
variété complexe compacte X , à l’absence de courbes holomorphes entières non
constantes f : C → X (critère de Brody).

Un cadre commode pour notre étude sera la catégorie des “variétés dirigées”,
c’est à dire la catégorie des paires (X, V ) où X est une variété complexe et V un
sous fibré vectoriel holomorphe de TX . On dispose d’une notion d’hyperbolicité
“relative” pour les variétés dirigées: si X est compacte, la paire (X, V ) est
hyperbolique si et seulement si toute courbe holomorphe f : C → X tangente
à V est constante.

Une construction récente, due à J.-P. Demailly, de fibrés de k-jets de
courbes Xk = PkV , permet d’analyser l’hyperbolicité en termes de négativité
de courbure. Le fibré πk : Xk → X est une tour de fibrés projectifs sur X et il est
muni d’un fibré en droites tautologique OXk

(1) . L’ hyperbolicité de X est alors
conjecturalement équivalente, d’après J.-P. Demailly, à l’existence d’une métrique
hermitienne singulière convenable à courbure négative (dans un sens assez faible)
sur OXk

(−1) pour k assez grand.
Les images directes (πk)⋆OXk

(m) peuvent être vues comme des fibrés
vectoriels de jets de différentielles invariantes, c’est à dire d’opérateurs différentiels
d’ordre k et de degré m, agissant sur les germes de courbes holomorphes dans
X tangents à V et invariants par reparamétrage. Lorsque OXk

(−1) admet une
métrique (éventuellement singulière) à coubure négative, J.-P. Demailly a montré
que la relevée dans Xk de toute courbe holomorphe non constante f : C → X
tangente à V doit être contenue dans l’ensemble base de la métrique. Ce résultat,
qui utilise un lemme-clé de type lemme d’Ahlfors-Schwarz, affine et précise une
approche initiée par Green et Griffiths il y a une vingtaine d’années [Gre75, GG80].

L’étude que nous avons faite est divisée en deux parties: dans un premier
temps (chapitre II), nous introduisons la notion de connexion projective partielle
à coefficients méromorphes, et montrons comment de telles connexions peuvent
servir à construire des opérateurs Wronskiens globaux agissant sur les jets de
courbes holomorphes (un type très particulier de jets de différentielles invariantes).
Grâce à un théorème d’annulation du Wronskien reposant sur des hypothèses
de négativité de la courbure de Ricci et généralisant des résultats antérieurs de
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Green-Griffiths, Siu et Nadel, nous donnons des exemples explicites de familles
algébriques de surfaces hyperboliques dans P

3
C
, de degré quelconque ≥ 11. Ceci

illustre une (toute petite) partie d’une conjecture célèbre de S. Kobayashi, qui
prévoit qu’une hypersurface générique de Pn

C
degré d assez grand (par rapport à

n) est hyperbolique.
Dans un deuxième temps (chapitre III), nous montrons la presque amplitude

au sens de Miyaoka du fibré cotangent à toute surface de type général X fibrée
sur une courbe de genre supérieur ou égal à deux, et qui admet au moins une
fibre singulière. Nous introduisons, à cet effet, une notion qui généralise la presque
amplitude au sens de Miyaoka au cas d’une variété complexe compacte dirigée
(X, V ) quelconque, et nous montrons que cette propriété implique, si on suppose
que (X, V ) n’admet pas de courbes rationnelles ou elliptiques tangentes à V ,
l’existence d’une bonne métrique singulière sur OXk

(−1) à courbure négative
le long de Vk. Comme application, nous obtenons une réponse positive à la
conjecture de Demailly (citée plus haut) dans le cas d’une surface hyperbolique
fibrant sur une courbe de genre au moins deux, et dans le cas d’une surface
hyperbolique vérifiant c21 > 2c2. Ces résultats sont obtenus grâce à une étude
algébro-géométrique qui nous permet de construire des sections globales des fibrés
en droites tautologiques associés aux espaces des jets. Les techniques que nous
utilisons sont assez variées, et combinent des outils algébriques tels que des
théorèmes de rigidité et d’additivité des dimensions de Kodaira-Iitaka, et des
outils analytiques de géométrie différentielle complexe: métriques hermitiennes
singulières et techniques de recollement de métriques.

Chapitre I: Préliminaires

Le chapitre des préliminaires est une introduction aux principales notions
de base utilisées; on donne d’abord un aperçu sur les notions classiques de
négativité de courbure. On présente ensuite la notion d’hyperbolicité en précisant
les propriétés de la métrique de Kobayashi, le critère fondamental de Brody et les
concepts d’hyperbolicité algébrique et de dégénérescence algébrique. On introduit
enfin les espaces des jets de Demailly, la notion centrale de négativité pour les fibrés
de jets et le lien de cette notion avec l’hyperbolicité. En particulier, par des calculs
de type Riemann-Roch, on a essayé de mettre l’accent sur l’importance de ces
constructions en liaison avec la conjecture de Green-Griffiths sur la dégénérescence
algébrique dans les variétés projectives de type général.

Chapitre II: Connexions méromorphes projectives et
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variétés algébriques hyperboliques

Soit X une variété complexe de dimension n. Suivant des idées introduites
par Y.T. Siu [Si87] and A. Nadel [Na89], on considère des connections méromorphes

∇wv =
∑

1≤i,k≤n

(
wi
∂vk
∂zi

+
∑

1≤j≤n

Γk
ijwivj

) ∂

∂zk
= dwv + Γ · (w, v)

agissant sur les champs de vecteurs tangents w =
∑

i wi∂/∂zi, v =
∑

k vk∂/∂zk,
avec des symboles de Christoffel méromorphes Γ = (Γk

ij)1≤i,j,k≤n. Soit B le diviseur

des pôles de ∇ et b ∈ H0(X,O(B)) la section canonique correspondante. Étant
donné une courbe holomorphe f : C → X d’image non contenue dans le support |B|
de B, on définit inductivement les dérivées covariantes f ′

∇ = f ′, f
(k+1)
∇ = ∇f ′(f

(k)
∇ )

et on obtient l’opérateur Wronskien

W∇(f) = f ′ ∧ f ′′
∇ ∧ · · · ∧ f (n)

∇ .

La section b(f)
n(n−1)/2

W∇(f) peut être vue comme une section holomorphe à
valeurs dans le fibré en droites f∗

(
K−1

X ⊗ OX( 1
2
n(n − 1)B)

)
. Notre point de

départ est le théorème suivant dû à Y.T. Siu [87]: si X est compacte et KX ⊗
OX(−1

2
n(n − 1)B) est ample, toute courbe holomophe non constante f : C → X

satisfait f(C) ⊂ |B| ou W∇(f) ≡ 0. La démonstration initiale de ce résultat repose
sur une généralisation élaborée du deuxième théorème fondamental de Nevanlinna.
Dans le cas où la courbe f est une courbe de Brody, c’est à dire une courbe entière
à dérivée bornée, on donne une démonstration beaucoup plus simple reposant en
définitive seulement sur les inégalités de Cauchy. Ce cas est suffisant pour traiter le
problème de l’hyperbolicité d’une variété complexe compacte, d’après le théorème
de Brody [Br78].

Une observation importante est de voir que pour définir le WronskienW∇ on
n’a pas besoin de connâıtre entièrement le tenseur Γk

ij , mais seulement modulo des
tenseurs de la forme αiδjk + βjδik. Ceci permet d’étendre le théorème d’annulation
du Wronskien au cas des connexions projectives partielles, définies comme suit.

Définition . — Une connexion projective partielle∇ sur X est une section
du faisceau quotient du faisceau des connexions méromorphes modulo l’addition
de tenseurs méromorphes de la forme (w, v) 7→ α(w) · v + β(v) · w. En d’autres
termes, ∇ est définie par la donnée de connexions méromorphes j∇ sur les ouverts
Uj d’un recouvrement de X , en sorte qu’on ait des relations de compatibilité

k∇wv − j∇wv = αjk(w) · v + βjk(v) · w sur Uj ∩ Uk.

Étant donné un polynôme homogène s = s0+s1+· · ·+sn ∈ C[z0, . . . , zn], on
obtient une connexion projective partielle sur Cn+1 et sur son quotient Pn

C
= (Cn+1

{0})/C⋆ en résolvant le système linéaire

∑

0≤k≤n

Γk
ij

∂sℓ
∂zk

=
∂2sℓ
∂zi∂zj

, 0 ≤ i, j, ℓ ≤ n.
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Comme dans le travail de A. Nadel [Na89], la connexion correspondante ∇ est telle
que pour tout indice α l’hypersurface Yα = {α0s0+ · · ·+αnsn = 0} est totallement
géodesique. Si s est de degré d et sj est divisible par z

d−kj

j , pou un kj ≪ d, alors
le degré des pôles de ∇ est petit. On notera Sd;k0,...,kn

l’ensemble des polynômes
de cette forme. Il résulte de ceci et du théorème d’annulation du Wronskien le
résultat suivant

Théorème . — Soient d, k0, . . . , kn des entiers et s = s0 + s1 + · · · + sn
un élément de Sd;k0,...,kn

tels que δ = det
(
∂sℓ/∂zk

)
k,ℓ

6≡ 0, et Y := {s = 0} soit

une hypersurface lisse de Pn
C
. Soient enfin Yα = {α0s0 + · · · + αnsn = 0} et B

le diviseur des pôles de la connexion projective partielle ∇ associée. Supposons

d > n+1+ (n−1)(n−2)
2

(n+1+
∑n

i=0 ki). Alors, toute courbe entière non constante
tracée sur Y est algébriquement dégénérée et vérifie ou bien f(C) ⊂ Y ∩ |B|, ou
bien f(C) ⊂ Y ∩ Yα pour une certaine hypersurface Yα distincte de Y .

Dans le cas particulier de P3
C
, considérons la surface

(∗) Y = {zd0 + zd1 + zd2 + zd−2
3 (ε0z

2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23) = 0},

définie par un élément s de Sd;0,0,0,2 (on supposera certaines conditions sur les
paramètres ε0, ε1 et ε2). Lorsque d > 10, le théorème précédent montre que toute
courbe entière f : C → Y est contenue dans une courbe intersection complète
Y ∩ |B| ou Y ∩ Yα. Grâce à un calcul du genre géométrique des intersections on
obtient

Théorème. — Sous certaines conditions sur les paramètres ε0, ε1 et ε2,
la surface algébrique Y ⊂ P3

C
définie par (∗) est lisse et hyperbolique au sens de

Kobayashi, en tout degré d ≥ 11.

Le théorème ci-dessus entrâıne en fait le résultat plus fort suivant

Théorème. — Soient d, k0, k1, k2 et k3 des entiers tels qu’il existe i0 avec

ki0 ≥ 2. Si d > 8+
3∑

i=0

ki, alors l’espace H3,d des surfaces hyperboliques dans P3
C
est

non vide. De plus, H3,d contient un ouvert de Zariski de Sd;k0,k1,k2,k3
/C∗ ⊂ P3,d,

de dimension
3∑

ℓ=0

(
kℓ + 3

kℓ

)
− 1 .

Chapitre III: Négativité de courbure au sens des jets

des surfaces fibrées hyperboliques

On se place dans le cadre des variétés dirigées (X, V ), à savoir les variétés
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X munies d’un sous-fibré holomorphe V ⊂ TX (voir [Dem96]). On définit induc-
tivement le fibré projectivisé Xk des k-jets et le sous-fibré associé Vk ⊂ TXk

par

(X0, V0) = (X, V ), (Xk, Vk) = (X̃k−1, Ṽk−1),

en itérant le procédé suivant : on associe à (X, V ) une nouvelle variété dirigée

(X̃, Ṽ ) telle que X̃ = P (V ) et Ṽ est le sous-fibré de T
X̃

défini en tout point (x, [v])
associé à un vecteur v ∈ Vx
{0} par

Ṽ(x,[v]) =
{
ξ ∈ T

X̃,(x,[v])
; π∗ξ ∈ C·v

}
, C·v ⊂ Vx ⊂ TX,x ,

où π : X̃ → X est la projection naturelle et π∗ sa différentielle. On définit
aussi le sous-fibré tautologique en droites de π∗

kVk−1 noté OXk
(−1), tel que

OXk
(−1)(x,[v]) = C·v pour tout (x, [v]) ∈ Xk = P (Vk−1).
Une observation importante est que toute courbe holomorphe f : ∆r → X

tangente à V peut être relevée d’une façon unique à une courbe f[k] : ∆r → Xk

tangente à Vk, appelée relevée de f à l’étage k. On note Xsing
k l’hypersurface de Xk

constituée des f[k](0) avec f décrivant les germes singuliers dont le relevé devient
régulier à une étape ≤ k − 1.

Grâce à un lemme de type Ahlfors-Schwarz, si (X, V ) admet une métrique
hk singulière (au sens de [Dem90’]), à courbure négative dans la direction de Vk
sur le fibré OXk

(−1), alors toute courbe entière f : C → X tangente à V est telle
que sa relevée f[k](C) est contenue dans l’ensemble base Σhk

de hk . En particulier,

si Σhk
⊂ Xsing

k (la métrique est dite dans ce cas non dégénérée), alors (X, V ) est
hyperbolique.

Dans la perspective de la réciproque, J.-P. Demailly a observé qu’étant
donné un entier k ≥ 1 quelconque, il existe une surface algébrique X (dépendant
de k), qui est hyperbolique, mais qui n’admet aucune métrique non dégénérée à
courbure négative sur les k-jets. La construction de cette surface est la suivante:
étant donné deux courbes lisses Γ et Γ′ de genre ≥ 2, on construit X en tant que
fibration X → Γ, avec une fibre singulière C0 qui a pour normalisation Γ′.

Ce “contre-exemple” suggère l’étude suivante, que nous avons entreprise de
manière détaillée dans le chapitre III: Soit X une surface algébrique compacte
lisse telle qu’il existe une fibration f : X → B sur une courbe lisse B de genre
≥ 2 et dont toutes les fibres sont de genre ≥ 2. Existe-t-il pour k assez grand une
métrique non dégénérée hk sur Xk à courbure négative au sens des jets ?

Dans le cas où la fibration est lisse (df partout surjective), il y a une
construction très simple d’un métrique lisse à courbure sectionnelle négative sur
TX . On utilise essentiellement les métriques de Poincaré des fibres de f et de la base
B, qu’on recolle au moyen d’un scindage et d’un changement d’échelle approprié.

Lorsque la fibration est singulière, on se sert de deux résultats concernant
les surfaces fibrées en courbes de genre au moins deux. Le premier, dû à T. Fujita
[Fu77], concerne l’additivité des dimensions de Kodaira-Iitaka. Le deuxième est
un théorème de rigidité, dû à S.J. Arakelov [Ar71], sur la positivité du faisceau
dualisant relatif. Grâce à ces deux resultats combinés, on démontre la presque
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amplitude au sens de Miyaoka [Mi82] du fibré cotangent T ∗
X . Plus précisément, on

obtient le

Théorème. — Soit f : X → B une fibration singulière (c’est-à-dire qu’au
moins une fibre est singulière), dont les fibres sont des courbes de genre générique
au moins deux et dont la base B est une courbe hyperbolique lisse. Alors OX1

(1)
est gros, et la restriction OX1

(1)∣∣Σ est encore gros pour toute surface Σ ⊂ X1 telle

que π(Σ) = X .

Dans le cas où les singularités des fibres de f sont à croisements normaux
(fibrations dites “stables”), on montre que la restriction deOX1

(−1) à toute courbe
deX1 est à courbure négative dans la direction de V1. Ceci et le théorème précédent
nous permettent de faire un nombre fini de recollements de métriques singulières
et d’obtenir le résultat suivant.

Théorème. — Soit f : X → B une fibration stable en courbes réduites et
irréductibles de genre ≥ 2 sur une courbe lisse de genre ≥ 2. Alors, il existe sur
OX1

(−1) une métrique h1 lisse à courbure négative le long de V1.

Pour finir avec le cas d’une fibration singulière quelconque, on a considèré la
situation typique d’une variété dirigée (X, V ) qui a une propriété de positivité qui
généralise la notion de presque amplitude au sens de Miyaoka de la façon suivante.

Définition. — Soient (X, V ) une variété compacte dirigée et n0 un entier
strictement positif. Alors le fibréOXn0

(1) est dit presque partout gros en dimension
≥ d, si sa restriction à tout sous-espace analytique irréductible non contenu dans
Xsing

k et qui se projette sur un sous-espace de dimension ≥ d dans X , est gros.

Grâce à des techniques de recollements de métriques singulières on démontre
le résultat suivant ( pour rendre possibles ces recollements, on fait une étude

géométrique de l’ensemble Xsing
k qui nous permet d’introduire un sous-espace

analytique beaucoup moins gros et plus facile à manipuler que cet ensemble
singulier).

Théorème. — Soit (X, V ) une variété compacte dirigée. Supposons que
(X,V) n’admet pas de courbes rationnelles ou elliptiques tangentes à V , que
OXn0

(1) est presque partout gros en dimension ≥ 2 pour un certain n0 > 0.
Alors, il existe k0 ≥ n0 tel que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique
non dégénérée à courbure négative au sens des k-jets.

Comme application des résultats précédents on obtient la réponse positive
suivante à la conjecture de Demailly.

Théorème. — Soit f : X → B une fibration à fibres réduites et
irréductibles de genre ≥ 2 sur une courbe lisse de genre ≥ 2. Alors, il existe k0 tel
que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique non dégénérée à courbure
négative au sens des k-jets.

Grâce à un résultat de Miyaoka [Mi82] sur la presque amplitude du fibré
cotangent à une surface minimale de type général d’indice topologique c21 − 2c2
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strictement positif, on obtient aussi le

Théorème. — Soit X une surface hyperbolique telle que c21 > 2c2. Alors,
il existe k0 tel que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique non dégénérée
à courbure négative au sens des k-jets.
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1. Notions de négativité de courbure

1.1. Connexion et forme de courbure de Chern

Soit E un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur une variété complexe X
de dimension n. On munit E d’une métrique hermitienne h de classe C∞ et on
note TCX le complexifié du fibré tangent réel sous-jacent au fibré holomorphe TX .
Une connexion D : C∞(X,E) → C∞(X, TC

∗X ⊗ E) sur le fibré hermitien E est
dite compatible avec la structure hermitienne h ou tout simplement hermitienne,
si pour toutes sections locales e et e′ de E,

dh(e, e′) = {De, e′}+ {e,De′} ,
où {·, ·} est l’accouplement sesquilinéaire naturel entre les formes à valeurs dans
E.

Remarquons qu’on a TCX = TX ⊕TX , de sorte qu’on peut décomposer une
connexionD sur E en deux parties, une de type (1, 0) à valeurs dans C∞(X, T ∗

X⊗E)
notée D(1,0) et l’autre de type (0,1) à valeurs dans C∞(X, T ∗

X ⊗E) notée D(0,1).

Étant donné une connexion D0 de type (0,1) sur le fibré hermitien holomor-
phe E, il existe une connexion hermitienne unique D sur E telle que D(0,1) = D0.
Ceci motive la définition suivante :

1.1.1. Définition. — L’unique connexion hermitienne sur le fibré holo-
morphe hermitien E telle que D(0,1) = ∂E est appelée la connexion de Chern de
E; son tenseur de courbure sera noté Θh(E).

Le tenseur de courbure de Chern est tel que i Θh(E) est une (1,1)-forme sur
X à valeurs dans les endomorphismes hermitiens de E. Soit θ une trivialisation de
E sur un ouvert Ω de X . Si H est la matrice hermitienne représentant la métrique
h le long des fibres de E|Ω alors on a

iΘh(E) = i ∂(H
−1
∂H) sur Ω .

Dans le cas particulier où r = 1, la matrice H est en fait une fonction positive qui
peut être écrite H = e−ϕ, ϕ ∈ C∞(Ω,R) (ϕ est appelé poids de la métrique H) et
donc le tenseur de courbure est une (1,1)-forme réelle fermée sur X donnée par

iΘh(E) = i ∂∂ϕ sur Ω .

Soit maintenant (e1, . . . , er) une base orthonormée C∞ de E sur Ω, et (z1, . . . , zn)
des coordonnées holomorphes. Alors le tenseur de courbure de Chern peut être
donné sous la forme

iΘh(E) = i
∑

1≤j,k≤n;1≤λ,µ≤r

cjkλµdzj ∧ dzk ⊗ e∗λ ⊗ eµ ,

avec des coefficients complexes cjkλµ vérifiant cjkλµ = ckjµλ.
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1.1.2. Forme de courbure. — On associe à i Θh(E) une forme hermi-
tienne naturelle sur TX ⊗ E notée 〈Θh(E)〉 définie par

〈Θh(E)〉 =
∑

j,k,λ,µ

Cjkλµ(dzj ⊗ e∗λ)⊗ (dzk ⊗ e∗µ),

telle que

〈Θh(E)〉(U, U) =
∑

j,k,λ,µ

CjkλµUjλUkµ, U ∈ TX,x ⊗ Ex .

1.2. Négativité au sens de Griffiths et courbure sectionnelle

Soit (E, h) → X un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur une variété
complexe X . Rappelons la définition suivante introduite dans [Gr69].

1.2.1. Définition. — Le fibré E est dit négatif (resp. positif) au sens de
Griffiths si ∀ξ ∈ TX,xr{0} et s ∈ Exr{0} on a

〈Θh(E)〉(ξ ⊗ s , ξ ⊗ s) < 0 (resp. > 0) .

La notion de négativité au sens de Griffiths se comporte bien par passage
au dual, plus précisément on a

1.2.2. Proposition. — Le fibré E est négatif au sens de Griffiths si et
seulement si son dual E∗ est positif au sens de Griffiths.

Dans le cas où E est un sous-fibré vectoriel V de TX et ξ et s des vecteurs
unitaires de Vx, le nombre 〈Θh(V )〉(ξ⊗s,ξ⊗s) est appelé courbure bissectionnelle
de V déterminée par ξ et s.

En particulier, le nombre 〈Θh(V )〉(ξ⊗ ξ, ξ⊗ ξ) est appelé courbure section-
nelle de V déterminée par le vecteur tangent ξ.

1.2.3. Définition. — On dit qu’un sous-fibré V de TX est à courbure
sectionnelle négative si pour tout vecteur tangent unitaire ξ ∈ Vx on a

〈Θh(E)〉(ξ ⊗ ξ, ξ ⊗ ξ) < 0.

1.3. Négativité au sens de Grauert et métriques de Finsler

Soit E un fibré holomorphe de rang r sur une variété complexe X . Le
fibré projectif P (E) est défini comme étant le quotient de Er{0} par l’action
multiplicative de C∗. C’est un fibré sur X de fibre type P

r−1
C

. Géométriquement,
un point de P (E) au dessus d’un point x ∈ X , représente une droite complexe
dans la fibre Ex. Si le vecteur directeur de cette droite est un vecteur v ∈ Ex, on
utilisera la notation (x, [v]) pour désigner un tel point. On considère le diagramme
suivant

π∗E
π̃−→ E

p̃

y
yp

P (E) −→
π

X
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où π et p sont les projections naturelles.
On noteOP (E)(−1) le sous fibré en droites de π∗E tel que la fibre en un point

(x, [v]) ∈ P (E) est la droite C·v. On peut voir que π̃ envoie biholomorphiquement
OP (E)(−1)r{0} sur Er{0}. En fait, OP (E)(−1) peut être obtenu à partir de E
en éclatant la section nulle de E → X .

1.3.1. Définition. — On dit que E est négatif au sens de Grauert [Gra62]
si on peut munir OP (E)(−1) d’une métrique hermitienne à courbure négative au
sens de Griffiths.

Cette notion de négativité de E est, en fait, équivalente à la notion
algébrique d’amplitude du dual E∗ de E (voir [Ha66]).

Rappelons le théorème suivant concernant la relation entre la négativité au
sens de Grauert et celle au sens de Griffiths.

1.3.2. Théorème. — Si E est négatif au sens de Griffiths alors E est
négatif au sens de Grauert. Si de plus rangE = 1 et si X est compacte (ou
pseudoconvexe non compacte) alors on a l’équivalence.

Dans le cas rangE > 1 la réciproque de ce théorème pour les variétés
compactes est ce qu’on appelle la conjecture de Griffiths, que l’on espère vraie
pour toutes les variétés projectives.

Grâce à un résultat de Umemura [Um73] (voi aussi [CF90]), on sait qu’elle
est vraie si X est une courbe compacte. Pour une étude de quelques questions
relatives de ce sujet, voir [Mo97].

La difficulté majeure concernant la conjecture de Griffiths est de construire
une métrique hermitienne sur E à partir d’une métrique hermitienne sur le fibré
en droite associé OP (E)(−1). Néanmoins, il y a une manière naturelle pour passer
d’une métrique hermitienne sur OP (E)(−1) à ce qu’on appelle une métrique
finslérienne sur E.

1.3.3. Définition. — Une pseudo-métrique finslérienne sur E est une
fonction F : E → R≥0, de classe C∞ en dehors de la section nulle, telle que
F (λξx) = |λ|F (ξx) pour tout λ ∈ C et tout ξx ∈ Ex. On omet le préfixe pseudo si
F est en plus non dégénérée, c’est-à-dire, F (ξx) = 0 si et seulement si ξx = 0 pour
tout ξx ∈ Ex.

Dans le cas d’une métrique finslérienne F sur un fibré vectoriel E (convexe
au sens de [Kob76]), on peut définir une connexion finslérienne sur E de la même
façon que dans le cas hermitien. On a donc une notion de négativité au sens de
Griffiths pour la courbure de cette connexion finslérienne.

On va pouvoir se contenter de la géométrie finslérienne en s’appuyant sur
le théorème classique suivant ([Kob75], [Kob76]).

1.3.4. Théorème. — Un fibré vectoriel holomorphe E sur une variété
complexe compacte est négatif au sens de Grauert si et seulement si E admet une
métrique finslérienne à courbure négative au sens de Griffiths.

Remarquons, enfin, qu’étant donné une métrique finslérienne F sur un fibré
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E, on n’a pas a priori une métrique duale F ∗ bien définie sur le dual E∗, de sorte
qu’il est difficile d’utiliser des arguments de dualité d’un point de vue métrique.
La conjecture de Griffiths permetterait de résoudre positivement ce problème.
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2. Variétés hyperboliques au sens de Kobayashi

2.1. La pseudo-métrique de Kobayashi-Royden

Soit X une variété complexe de dimension n. On notera f : ∆ → X une
application holomorphe arbitraire du disque unité de C, dans X . La pseudo-
métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden sur X ([Roy71], [Roy74]) est la
pseudo-métrique finslérienne sur TX définie par

kX(ξ) = inf
{
λ > 0; ∃f : ∆ → X, f(0) = x, λf ′(0) = ξ

}
, x ∈ X, ξ ∈ TX,x .

La pseudo-distance de Kobayashi dK(x, y) ([Kob70], [Kob76]) est la pseudo-
distance géodésique obtenue en intégrant la pseudo-métrique kX .

2.1.1. Définition. — Une variété complexe X est dite hyperbolique (au
sens de Kobayashi) si dX est non dégénérée, c’est-à-dire, dX(x, y) > 0, pour tout
couple de points x 6= y dans X .

En fait, on peut définir dX d’une autre façon, comme S. Kobayashi l’avait
défini en 1970. On considère la métrique de Poincaré sur le disque unité

k∆(ξ) =
|ξ|euc
1− |t|2 , ξ ∈ Tt∆ ,

et d∆ la distance hyperbolique associée. Alors, étant donné deux points x et y
dans X , on relie x et y par une châıne de disques unités, c’est-à-dire, des points
x0 = x, x1, . . . , xm = y de X , des paires de points (p1, q1), . . . , (pm, qm) de ∆ et
des applications holomorphes f1, fi, . . . , fm de ∆ dans X tels que

fi(pi) = xi−1 et fi(qi) = xi, pour i = 1, 2, . . . , m .

On additionne les distances hyperboliques entre pi et qi et on prend l’infimum
pour tous les choix des châınes qui relient x et y. Ceci définit la pseudo-distance
de Kobayashi

dX(x, y) = inf
m∑

i=1

d∆(pi, qi) .

Les objets dX et kX vérifient, entre autres, les deux propriétés suivantes de la
proposition 2.1.2.

2.1.2. Proposition.
1. (Coercivité) Si f : X → Y est une application holomorphe entre deux

variétés complexes, alors

dY
(
f(x), f(x′)

)
≤ dX(x, x′), pour tous x, x′ ∈ X,

kY

(
f(x), f∗x(ξ)

)
≤ kX(x, ξ), pour tout ξ ∈ TX,x .

2. (Maximalité) SoitX une variété complexe et soient d et F , respectivement
une pseudo-distance et une pseudo-métrique sur X vérifiant

d
(
f(p), f(q)

)
≤ d∆(p, q) et F

(
f(p), f∗p(ξ)

)
≤ k∆(p, ξ)
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pour toute application holomorphe f : ∆ → X , tous points p et q dans ∆ et tout
vecteur ξ ∈ Tp∆.

Alors
d ≤ dX et F ≤ kX .

La pseudo-distance de Kobayashi dX ainsi que la pseudo-métrique kX sont
aussi invariantes par biholomorphismes et revêtements non ramifiés. D’où, puisque
le disque unité est hyperbolique, toute surface de Riemann de genre g ≥ 2 est aussi
hyperbolique.

On peut étendre la notion d’hyperbolicité d’une manière naturelle aux
espaces complexes non nécessairement lisses et on peut voir que si la normalisation
d’un espace complexe X est hyperbolique, alors X est aussi hyperbolique. Il
en résulte que toute courbe algébrique de genre géométrique (le genre de sa
normalisation) g ≥ 2 est hyperbolique. (Pour plus de de détails on renvoie à
[La87])

2.2. Critère de Brody pour les variétés compactes

Une définition équivalente de la pseudo-métrique de Kobayashi-Royden sur
une variété complexe X est la suivante

kX(ξ) = inf
{ 1

R
; ∃f : ∆R → X ; f(0) = x, f ′(0) = ξ

}
, x ∈ X, ξ ∈ TX,x ,

où ∆R est le disque de rayon R dans C.
Puisque dans C on peut mettre un disque de rayon aussi grand que l’on

veut, on voit bien que kC ≡ 0 et dC est donc dégénérée (nulle). Ainsi, à cause de la
coercivité de la distance de Kobayashi, une application holomorphe de C dans une
variété hyperbolique est nécessairement constante. La réciproque n’est vraie en
général que dans le cas compact grâce aux résultats suivants de R. Brody [Bro78].

2.2.1. Lemme de reparamétrisation de Brody. — Soit ω une mé-
trique hermitienne sur une variété complexe X et soit f : ∆ → X une application
holomorphe. Alors, pour tout ε > 0, il existe un rayon R ≥ (1−ε)‖f ′(0)‖ω et une
transformation homographique ψ du disque ∆R sur (1−ε)∆ tels que

‖(f ◦ ψ)′(0)‖ω = 1, ‖(f ◦ ψ)′(t)‖ω ≤ 1

1− |t|2

R2

, pour tout t ∈ ∆R .

En particulier, si X est compacte, étant donné une suite d’applications
holomorphes fν : ∆ → X telles que limν→+∞ ‖f ′

ν(0)‖ω = +∞, on peut trouver une
suite de transformations homographiques ψν : ∆Rν

→
(
1− 1

ν

)
∆ avec lim+∞Rν =

+∞. Après un passage éventuel à une sous-suite, (fν ◦ψν) converge uniformément
sur tout compact de C vers une application holomorphe non constante g : C → X
avec ‖g′(0)‖ω = 1 et sup

C

‖g′(t)‖ω ≤ 1. Une telle courbe est dite courbe de Brody.

On obtient comme corollaire le théorème important suivant :

2.2.2. Théorème de Brody. — Une variété complexe compacte X est
hyperbolique si, et seulement si, l’une ou l’autre des conditions suivantes est
satisfaite
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i) il n’existe aucune courbe de Brody g : C → X .
ii) toute courbe holomorphe f : C → X est constante.

2.3. Négativité de courbure et hyperbolicité

L’idée de base de cette thèse est d’étudier la relation entre l’hyperbolicité et
une notion adéquate de négativité de courbure. Le point-clé qui gère cette liaison
est le lemme d’Ahlfors qu’on peut le présenter sous la forme suivante :

2.3.1. Lemme d’Ahlfors-Pick-Schwarz. — Soit h = i
2πh0 dt ∧ dt̄ une

pseudo-métrique hermitienne sur le disque ∆R avec log h0 sous harmonique, telle
que i∂∂ log h0(t) ≥ A h(t) au sens des courants, c’est-à-dire que la courbure de h
est ≤ −A. Alors on peut comparer h à la métrique de Poincaré sur le disque ∆ de
la façon suivante :

h ≤ 1

A

i

2π

dt ∧ dt̄
(1−|t|)2 .

Grâce à la propriété de maximalité (Proposition 2.1.2) de la métrique de
Kobayashi on a le résultat suivant dû à S. Kobayashi ([Kob70], [Kob75]) :

2.3.2. Théorème. — Soit X une variété complexe. Supposons que TX
admet une métrique finslérienne à courbure sectionnelle majorée par une constante
négative. Alors X est hyperbolique.

Des théorèmes 2.3.2 et 1.3.4, on déduit :

2.3.3. Corollaire. — Supposons que le fibré tangent à une variété com-
plexe compacte X est négatif au sens de Grauert. Alors X est hyperbolique.

S. Kobayashi avait soulevé le problème de savoir si la réciproque du théorème
2.3.2 était vraie dans le cas compact, ou même projectif. On sait, maintenant, que
ce n’est pas le cas. En fait, l’exemple de J.-P. Demailly [Dem96], qui va être
d’ailleurs l’objet central du Chapitre 3, ne vérifie pas des propriétés de négativité
même beaucoup plus faibles.

2.4. Hyperbolicité algébrique et dégénérescence algébrique

Soit X une variété complexe. Si X est hyperbolique, alors toute application
holomorphe f : C → X est constante. En particulier, X ne contient ni courbes
rationnelles, ni elliptiques, et plus généralement, il n’existe pas d’application non
constante d’un tore complexe dans X . Ceci a suggéré la définition suivante :

2.4.1. Définition. — Une variété complexe X est dite algébriquement
hyperbolique au sens de Lang, s’il n’existe pas d’application holomorphe non
triviale d’un tore complexe dans X .

Dans le cas des variétés projectives, S. Lang [La86] a conjecturé que
l’hyperbolicité au sens de Kobayashi est équivalente à l’hyperbolicité algébrique
au sens de la définition 2.4.1. Dans le cas particulier des sous-variétés d’un tore
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complexe, la conjecture a été démontré par M. Green [Gr78] (voir aussi [Kob77])
et ceci est en fait une conséquence du célèbre théorème suivant qui a été longtemps
connu sous le nom de la conjecture de Bloch [Bl26].

2.4.2. Théorème de Bloch. — Lorsque l’irrégularité, c’est à dire la
dimension de l’espace des 1-formes holomorphes sur une variété projective X ,
est strictement superieure à la dimension de X , toute courbe entière f : C → X
est contenue dans une sous variété propre de X .

C’est T. Ochiai [Och77] qui a considérablement clarifié des idées originales de
A. Bloch, a démontré la conjecture dans plusieurs cas particuliers et a formulé un
résultat technique suffisant pour conclure dans le cas général. Le théorème de Bloch
a été finalement démontré par des techniques différentes dans [No77, 81],[GG80]
et [Ka80]. Une difficulté technique dans [GG80] est remarquée et surmontée dans
[Dem96].

Une autre approche pour lier l’hyperbolicité à des propriétés algébriques
repose sur le théorème suivant :

2.4.3. Théorème ([Dem96]). — Soit X une variété complexe compacte
et soit ω une métrique hermitienne sur X . Si X est hyperbolique alors il existe
ε > 0 tel que toute courbe compacte C dans X satisfait

−χ(C) = 2g(C)− 2 ≥ εdegω(C)

où C est la normalisation de C, g(C) son genre, χ(C) sa caractéristique d’Euler et
degω(C) =

∫
C
ω.

D’où la définition suivante :

2.4.4. Définition. — Une variété complexe projective X est dite algébri-
quement hyperbolique au sens de Demailly s’il existe ε > 0 tel que toute courbe
compacte C ⊂ X satisfait

2g(C)− 2 ≥ εdegω C

où ω est une métrique hermitienne donnée sur X .

Remarquons que, H. Clemens ([Cle86] et [CKL88]) a démontré que sur une
surface générique de degré d ≥ 5 dans P3

C
, les courbes de type (d, k) ont un genre

g > kd(d − 5)/2. Améliorant ce résultat, G. Xu ([Xu94])a démontré que toute
courbe algébrique contenue dans une surface générique de degré d ≥ 5 dans P3

C

satisfait la condition g ≥ d(d−3)
2 −2. Ainsi une surface générique de degré d dans P3

C

est algébriquement hyperbolique au sens de Lang si d ≥ 5 et au sens de Demailly
si d ≥ 6.

Une propriété plus faible qui peut servir de pont entre l’hyperbolicité et
hyperbolicité algébrique est la suivante :

2.4.5. Définition. — Une variété algébrique complexe X a la propriété
de dégénérescence algébrique si toute courbe entière non constante f : C → X est
contenue dans une sous-variété algébrique propre de X .

Une conjecture de M. Green et P. Griffiths ([GrGr80]) prévoit qu’une variété
projective de type général (def. 2.4.6) a la propriété de dégénérescence algébrique.
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2.4.6. Définition. — Soit L un fibré en droites sur une variété complexe
X . La dimension de Kodaira-Iitaka ([Ii71]) κ(L) est le supremum pour m ≥ 1 des
rangs des applications canoniques :

Φm : XrBm −→ P(Vm) , x 7−→ Hx = {σ ∈ Vm ; σ(x) = 0};
avec Vm = H0(X,L⊗m) et Bm =

⋂
σ∈Vm

σ−1(0) := ensemble base de Vm.

Dans le cas où Vm = {0} pour tout m ≥ 1, on pose κ(L) = −∞. Le fibré L
est dit gros si κ(L) = dimX .

Enfin, X est dite de type général si le fibré canonique KX est gros.

En dimension deux, S. Lang a conjecturé [La86] la finitude du nombre de
courbes rationnelles et elliptiques dans une surface X de type général, et donc
l’image d’une application holomorphe f : C → X devrait atterrir dans ces courbes.
Remarquons que sous des conditions fortes sur les classes de Chern d’une surface
de type général certaines de ces conjectures ont été démontré, ceci sera expliquer
dans le paragraphe 3.4 de ce chapitre (pour une bonne exposition sur plus de
problèmes recents on renvoie à [NO90], [Wo93] et [Za93]).
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3. Espaces des jets et hyperbolicité

3.1. Fibrés des jets de courbes

Soit X une variété complexe de dimension n. D’après [GrGr80], on définit
le fibré Jk → X des k-jets de germes de courbes dans X , comme étant l’ensemble
des classes d’équivalence des applications holomorphes f : (C, 0) → (X, x) modulo
la relation d’équivalence suivante: f ∼ g si et seulement si toutes les dérivées
f (j)(0) = g(j)(0) cöıncident pour 0 ≤ j ≤ k ( le calcul étant fait par exemple dans
un système de coordonnées locales au voisinage de x). L’application projection
Jk → X est simplement f 7→ f(0). Grâce à la formule de Taylor appliquée à un
germe f au voisinage d’un point x ∈ X , on peut identifier Jk,x à l’ensemble des
k-uplets de vecteurs

(
f ′(0), . . . , f (k)(0)

)
∈ Cnk. Ainsi, Jk est un fibré holomorphe

sur X de fibre type Cnk. On peut voir qu’il ne s’agit pas d’un fibré vectoriel pour
k ≥ 2 ( pour k = 1, c’est tout simplement le fibré tangent TX).

On va se placer dans le cadre des variétés dirigées (X, V ), en considérant
des variétés X munies d’un sous-fibré holomorphe V ⊂ TX (voir[Dem96]). Le fibré
des k-jets JkV est défini comme suit :

3.1.1. Définition. — Soit (X, V ) une variété complexe dirigée. Le fibré
JkV → X est l’espace des k-jets de courbes f : (C, 0) → X tangentes à V , c’est-à-
dire, telles que f ′(t) ∈ Vf(t) pour t au voisinage de 0, l’application projection sur
X étant f 7→ f(0).

Il sera commode, dans notre étude, de considérer des fibrés de jets projec-
tivisés, qui sont, en fait, des quotients naturels des fibrés JkV . D’après [Dem96],
on définit inductivement le fibré projectivisé Xk des k-jets et le sous-fibré associé
Vk ⊂ TXk

par

(X0, V0) = (X, V ), (Xk, Vk) = (X̃k−1, Ṽk−1) ;

en itérant le procédé suivant : on associe à (X, V ) une nouvelle variété dirigée

(X̃, Ṽ ) telle que X̃ = P (V ) et Ṽ est le sous-fibré de T
X̃

défini en tout point (x, [v])
associé à un vecteur v ∈ Vxr{0} par

Ṽ(x,[v]) =
{
ξ ∈ T

X̃,(x,[v])
; π∗ξ ∈ C·v

}
, C·v ⊂ Vx ⊂ TX,x ,

où π : X̃ → X est la projection naturelle et π∗ sa différentielle. On a par
construction

dimXk = n+ k(r−1), rang Vk = r := rang V .

Soit πk la projection naturelle πk : Xk → Xk−1, on notera πj,k : Xk →
Xj la composition πj+1 ◦ πj+2 ◦ · · · ◦ πk−1, pour j ≤ k. On définit aussi le
sous-fibré tautologique en droites (voir §1.3) de π∗

kVk−1 noté OXk
(−1), tel que

OXk
(−1)(x,[v]) = C·v pour tout (x, [v]) ∈ Xk = P (Vk−1).
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L’injection canonique OXk
(−1) →֒ π∗

kVk−1 et la suite exacte

0 −→ TXk−1/Xk−2
−→ Vk−1

(πk−1)∗−→ OXk−1
(−1) −→ 0

induisent un morphisme canonique de fibrés en droites

OXk
(−1)

(π∗

k)◦(πk−1)∗−֒→ π∗
k OXk−1

(−1)

qui admet la section hyperplane Dk := P (TXk−1/Xk−2
) ⊂ Xk comme diviseur des

zéros, d’où

OXk
(−1) = π∗

k OXk−1
(−1)⊗O(Dk) .

Observation importante. — Toute courbe holomorphe f : ∆r → X
tangente à V peut être relevée d’une façon unique à une courbe f[k] : ∆r → Xk

tangente à Vk, appelée relevée de f à l’étage k. En plus, la dérivée (f[k−1])
′ donne

une section

f ′
[k−1] : T∆r

−→ f∗
[k]OXk

(−1) .

En effet, on définit f[1] par f 7→ (f(t), [f ′(t)]), ce qui est bien défini sauf
éventuellement en un point stationnaire t0. Dans ce cas on écrit f ′(t) = (t−t0)su(t)
avec u(t0) 6= 0 et on pose [f ′(t)] = [u(t)] pour t voisin de t0. Par définition,
f ′(t) ∈ OX1

(−1)f[1](t), donc f
′ définit une section

f ′ : T∆r
→ f∗

[1]OX1
(−1).

Puisque π ◦ f[1] = f , on a π∗f
′
[1] = f ′ donc f ′

[1] ∈ V1,(f(t),[f ′(t)]). Pour construire
f[k] on itère ce procédé k-fois. ⊔⊓

Soit f : ∆r → X une courbe holomorphe. On appelle multiplicité de f en
un point t0 ∈ ∆r, notée m(f, t0), le plus petit entier s ∈ N∗ tel que f (s)(t0) 6= 0.

Remarquons que puisque f[k−1] = πk ◦f[k], il est clair que la suite m(f[k], t0)
est décroissante au sens large avec k. En fait, on a une affirmation plus précise
dont la démonstration se trouve dans [Dem96].

3.1.2. Proposition. — Soit f : (C, 0) → X un germe non constant de
courbes holomorphes tangentes à V . Alors, pour tout j ≥ 2 on a

m(f[j−2], 0) ≥ m(f[j−1], 0)

et l’inégalité est stricte si et seulement si f[j](0) ∈ Dj .
Inversement, si ω ∈ Xk et m0 ≥ m1 ≥ · · · ≥ mk−1 ≥ 1 une suite d’entiers

vérifiant :

pour tout j ∈ {2, . . . , k}, mj−2 > mj−1 si et seulement si πj,k(ω) ∈ Dj ,

alors, il existe un germe f : (C, 0) → X tangent à V tel que f[k](0) = ω et
m(f[j], 0) = mj , pour tout j ∈ {0, 1, . . . , k − 1}.
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Points réguliers et points singuliers. — Un point ω ∈ Xk est dit
régulier, s’il existe un germe f : (C, 0) → X tel que f[k](0) = ω et m0(f, 0) =
m(f[1], 0) = · · · = m(f[k−1], 0) = 1, ceci est possible par la proposition 3.1.2 si et
seulement si πj,k(ω) /∈ Dj pour tout j ∈ {2, . . . , k}. On définit par suite

Xreg
k =

⋂

2≤j≤k

π−1
j,k(XjrDj)

Xsing
k =

⋃

2≤j≤k

π−1
j,k(Dj) .

Remarquons qu’un germe singulier f (f ′(0) = 0) peut atteindre des points

f[k](0) ∈ Xreg
k . En fait, Xsing

k est constitué des f[k](0) avec f décrivant les germes
singuliers dont le relevé devient régulier à une étape ≤ k − 1.

3.2. Fibrés des jets de différentielles

Soit (X, V ) une variété complexe dirigée. Le concept de jet de différentielles
(qui remonte aux travaux de A. Bloch [Blo26,26’], H. Cartan [Ca28] et L. Ahlfors
[Ah41] ) décrit d’une manière intrinsèque les équations différentielles que peut
vérifier un germe de courbe f : (C, 0) → X (on supposera toujours f tangent à
V ). D’après [GrGr80], on a un fibré vectoriel noté EGG

k,mV
∗ → X , dont les fibres

sont les polynômes à valeurs complexes Q(f ′, f ′′, . . . , f (k)), de degrém par rapport
à l’action de C

∗ sur les fibres de JkV , c’est-à-dire tels que

Q(λf ′, λ2f ′′, . . . , λkf (k)) = λm Q(f ′, f ′′, . . . , f (k)) ,

pour tout λ ∈ C∗ et (f ′, f ′′, . . . , f (k)) ∈ JkV .
L’espace EGG

k,mV
∗, appelé fibré des jets de différentielles de degré k et de

poids m, admet une filtration canonique dont les termes gradués sont

Gℓ(EGG
k,mV

∗) = Sℓ1V ∗ ⊗ Sℓ2V ∗ ⊗ · · · ⊗ SℓkV ∗ ,

où ℓ := (ℓ1, ℓ2, . . . , ℓk) ∈ Nk vérifiant ℓ1 + 2ℓ2 + · · ·+ kℓk = m .
On va s’intéresser plutôt à un sous-fibré de EGG

k,mV
∗ noté Ek,mV

∗, introduit
dans [Dem96]. Par définition Ek,mV

∗ est formé par des jets de différentielles in-
variants, non seulement par les homothéties, mais par tous les biholomorphismes
de (C, 0). Plus précisément, soit Gk le groupe des germes des k-jets de biholomor-
phismes de (C, 0), c’est-à-dire, le groupe des germes d’applications holomorphes

t 7−→ ϕ(t) = a1t+ a2t
2 + · · ·+ akt

k, a1 ∈ C
∗, aj ∈ C, j ≥ 2 .

Le groupe Gk agit sur les jets dans JkV en reparamétrisant les applications
f : (C, 0) → X à la source au moyen d’un biholomorphisme ϕ : (C, 0) → (C, 0),
c’est-à-dire, (f, ϕ) 7→ f ◦ ϕ.

3.2.1. Définition. — Le fibré Ek,mV
∗ des jets de différentielles invariants

d’ordre k et de degré m est le sous-fibré de EGG
k,m constitué par les opérateurs

différentiels polynomiaux Q(f ′, f ′′, . . . , f (k)) vérifiant

Q
(
(f ◦ ϕ)′, (f ◦ ϕ)′′, . . . , (f ◦ ϕ)(k)

)
= (ϕ′(0))mQ(f ′, f ′′, . . . , f (k)) ,
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pour tout ϕ ∈ Gk.

Autrement dit, si G′
k le sous-groupe de Gk des germes ϕ tangents à l’identité

( c’est-à-dire telsque ϕ′(0) = 1), on a une suite exacte de groupes

1 −→ G
′
k −→ Gk −→ C

⋆ −→ 1,

et on peut voir que Ek,mV
∗ = (EGG

k,mV
∗)

G
′

k est l’ensemble des invariants de Ek,mV
∗

sous l’action de G′
k.

Le résultat suivant dans [Dem96] donnera les liens existants entre tous les
espaces des jets définis ci-dessus.

3.2.2. Théorème. — Supposons que rang V = r ≥ 2 et soit JkV
reg le fibré

des k-jet réguliers de courbes f : (C, 0) → X (c’est à dire telles que f ′(0) 6= 0).
Alors

i) On a un plongement JkV
reg/Gk −֒→ X sur X qui identifie JkV

reg à Xreg
k .

Donc Xk est une compactification de JkV
reg/Gk relative sur X .

ii) Le faisceau image directe

(π0,k)⋆OXk
(−1) ≃ O(Ek,mV

⋆)

est identifié au faisceau des sections holomorphes de Ek,mV
⋆.

iii) Pour m > 0, l’ensemble base relatif du système linéaire |OXk
(m)| est égal à

Xsing
k l’ensemble des k-jets singuliers.

3.3. Négativité sur les k-jets et hyperbolicité

Soit (X, V ) une variété complexe dirigée. Dans [Dem96], est définie une
notion d’hyperbolicité qui cöıncide avec l’hyperbolicité classique si on se place
dans le cas standard V = TX(et si X est compacte): la métrique de Kobayashi-
Royden k(X,V ) est définie en considérant seulement les courbes tangentes à V et
on dit que la variété dirigée (X, V ) est hyperbolique s’il existe ε > 0 et ω une
métrique hermitienne sur X telles que k(X,V ) ≥ εω. La caractérisation de Brody
2.2.2 reste vraie en considérant des courbes entières tangentes à V .

En généralisant la notion de métrique finslérienne à courbure négative, J.-
P. Demailly a introduit une notion de négativité sur les fibrés en droites OXk

(−1),
qui par le lemme d’Ahlfors 2.3.1, entrâıne l’hyperbolicité de (X, V ) (l’utilisation
de métriques à courbure négative sur les jets remonte aux travaux de H. Grauert
[Gra89], Cowen-Griffiths [CG] et Green-Griffiths [GG]). Cependant, les métriques
que nous utiliserons seront singulières au sens de [Dem90’] et sont définies comme
suit :

3.3.1. Définition. — On dit qu’une métrique h sur un fibré en droites
L sur X est singulière si dans toute trivialisation de L le poids ϕ associé à h
est localement intégrable. La forme de courbure iΘh(L) =

i
2π∂∂ϕ est un courant

fermé de type (1, 1) calculé au sens des distributions.
On appelle ensemble de dégénérescence de h, qu’on note Σh, le fermé de

X tel que ϕ soit localement bornée sur XrΣh et non borné dans un voisinage de
tout point de Σh.
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On dit qu’une métrique singulière h est à courbure positive s’il existe une
fonction continue positive ε sur X et une métrique hermitienne lisse ω telles que
Θh(L) ≥ εω.

Dans le cas des variétés compactes, la positivité de courbure d’un fibré en
droites est lié à l’abondance de ses sections globales, plus précisément on a la
proposition suivante dont une démonstration se trouve dans [Dem90’,92,96].

3.3.2. Proposition. — Soit L un fibré en droites sur une variété complexe
compacte X .

(i) L admet une métrique singulière h à courbure positive si et seulement si
L est gros. Soit Bm l’ensemble base du système linéaire |H0(X,L⊗m)| et soit

φm : XrBm −→ P
N

l’application méromorphe associée. Soit Σm l’ensemble analytique fermé égal à
l’union de Bm et l’ensemble des points x ∈ XrBm tels que dim

(
φ−1
m (φm(x)

)
> 0.

(ii) Si Σm 6= X et G un fibré en droites quelconque, l’ensemble base de
L⊗k ⊗ G−1 est contenu dans Σm pour k assez grand. En conséquence, L admet
une métrique singulière h à courbure positive telle que Σh = Σm.

(iii) Inversement, si L admet une métrique singulière h à courbure positive.
Alors, il existe m > 0 tel que Bm ⊂ Σh et φm : XrΣh −→ PN est un plongement.

Avant de définir la notion de négativité de courbure au sens de Demailly
[Dem96], rappelons qu’une fonction réelle est dite quasi psh si elle est la somme
d’une fonction plurisousharmonique et d’une fonction lisse. En particulier, une
fonction quasi psh est localement intégrable.

3.3.3. Définition. — On appelle métrique de k-jet sur (X, V ) toute
métrique hk singulière à poids quasi psh sur le fibré OXk

(−1). On dit que hk est
à courbure négative au sens des jets (resp. à courbure négative totale au sens des
jets) si Θhk

(OXk
(−1)) est négative le long de Vk (resp. sur tout TXk

) c’est-à-dire,
s’il existe ε > 0 et une métrique hermitienne lisse ωk sur TXk

telles que

〈Θh−1
k
(OXk

(1))〉 ≥ ε|ξ|2ωk
, pour tout ξ ∈ Vk (resp. ξ ∈ TXk

) .

Rappelons que OXk
(1) n’est pas relativement ample par rapport à X pour

k ≥ 2 (théo. 3.2.2), il est donc important d’autoriser des singularités dans les
métriques de la définition 3.3.3.

Dans le cas spécial des métriques sur les 1-jets, une métrique h1 sur OX1
(−1)

correspond à une métrique finslérienne h̃ sur V ⊂ TX et on peut vérifier sans peine
que la condition de négativité de courbure dans la direction de V , est équivalente
à la négativité de la courbure sectionnelle de la métrique h̃ sur V .

Comme pour le théorème 2.3.2, la négativité sur les k-jets implique
l’hyperbolicité. Ceci découle aussitôt du lemme d’Ahlfors.

3.3.4. Théorème. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée.
Si (X, V ) admet une métrique hk à courbure négative au sens des jets, alors toute
courbe entière f : C → X tangente à V est telle que f[k](C) ⊂ Σhk

. En particulier,

si Σhk
⊂ Xsing

k alors (X, V ) est hyperbolique.
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En particulier, l’existence de suffisamment de jets de différentielles globales
implique l’hyperbolicité, plus précisément :

3.3.5. Corollaire. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée.
Supposons qu’il existe des entiers k,m > 0 et un fibré en droites ample L sur X
tels que H0(Xk,OXk

(m)⊗L−1) ≃ H0(X,Ek,mV
∗⊗π∗

0,kL
−1) contient des sections

non nulles σ1, . . . , σN . Soit Z ⊂ Xk l’ensemble base de ces sections. Alors, toute
courbe entière f : C → X tangente à V est telle que f[k](C) ⊂ Z. En particulier
si pour des entiers k,m > 0 convenables Ek,mV

∗ est ample (négatif au sens de
Grauert) alors (X, V ) est hyperbolique.

Les théorèmes 3.3.4 et 3.3.5 permettent de donner la définition suivante :

3.3.6. Définition. — On dit que (X, V ) admet une métrique non dégé-
nérée à courbure négative sur les k-jets s’il existe sur OXk

(−1) une métrique hk à

courbure négative au sens des k-jets et telle que Σhk
⊂ Xsing

k .

La question importante qui se pose en conséquence est la suivante:

3.3.7. Conjecture ([Dem96]). — Soit (X, V ) une variété complexe com-
pacte dirigée. Alors, (X, V ) est hyperbolique si et seulement si (X, V ) admet une
métrique non dégénérée à courbure négative au sens des k-jets pour k assez grand.

3.4. L’ensemble base des jets au sens de Demailly

Soit A un fibré en droites ample sur une variété complexe compacte X
dirigée d’une manière standard par son tangent TX . L’ensemble base des k-jets
invariants est définit dans [Dem96] comme étant l’intersection

Bk :=
⋂

m>0

Bk,m ⊂ Xk

des ensembles bases Bk,m des fibrés OXk
(m) ⊗ π⋆

0,kO(−A). D’aprés le corollaire
3.3.5 toute courbe entière non constante f : C → X doit satisfaire f[k](C) ⊂ Bk,
et donc

f(C) ⊂ Y :=
⋂

k>0

πk,0Bk.

La compréhension des ensembles Bk est donc intéressante en rapport avec la
conjecture de Green et Griffiths sur la dégénérescence des courbes entières dans
les variétés de type général.

Supposons, désormais, que X est une surface lisse de type général (et donc
algébrique, voir [BPV84]). Dans le cas des 1-jets E1,mT

⋆
X = SmT ⋆

X , on a d’après
le théorème de Riemann-Roch [Hi66]

χ(X,SmT ⋆
X) =

m3

6
(c21 − c2) +O(m2),

où c1 et c2 sont les classes de Chern de X . Par la dualité de Serre on a

h2(X,SmT ⋆
X) = h0(X,SmT ⋆

X ⊗K1−m
X )
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et donc

h2(X,SmT ⋆
X) ≤ h0(X,SmT ⋆

X),

puisque Km−1
X est effectif pour m assez grand. D’où

h0(X,SmT ⋆
X) = h0(P (TX),OP (TX)(m)) ≥ m3

12
(c21 − c2) +O(m2).

Il en résulte que lorsque c21 > c2, le fibré OX1
(1) est gros et donc

B1 =
⋂

m>0

BsOX1
(m)⊗O(−A)

est un sous-ensemble algébrique propre de X1 = P (TX). Soit, dans ce cas,
Σ une surface irréductible horizontale contenue dans B1, c’est à dire telle que
π0,1(Σ) = X , alors le sous fibré V1 ⊂ TX1

induit sur toute désingularisation Σ̃
de Σ un feuilletage algébrique en courbes. D’après le théorème 3.3.4 , la relevée
dans X1 de toute courbe non constante f : C → X est contenue dans B1 et
donc peut être vue, sauf pour un nombre fini de courbes contenues dans le lieu
des singularités du feuilletage comme une courbe intégrale de celui-ci. Ceci est
en particulier le cas pour les courbes rationelles ou elliptiques contenues dans X .
Grâce à cette remarque et en utilisant un théorème de A. Seidenberg [Se68] sur la
désingularisation des feuilletages analytiques sur les surfaces, F. Bogomolov [Bo77]
a montré le résultat suivant.

3.4.1. Théorème. — Sur une surface de type général telle que c21 > c2, il
n’existe qu’un nombre fini de courbes rationnelles ou elliptiques.

Cette réponse positive partielle à une conjecture de S. Lang peut être vue
(voir [M-De78]) comme une conséquence directe du cas particulier suivant d’un
théorème de J.-P. Joanoulou [Jo78].

3.4.2. Théorème. — Soit L un sous faisceau du fibré cotangent à une
variété projective complexe lisse définissant un feuilletage algébrique de codimen-
sion 1. Soit H la distribution duale d’hyperplans dans TX . S’il y a une infinité
d’hypersurfaces tangentes à H, alors H est le faisceau tangent relatif à une fibra-
tion méromorphe de X sur une courbe.

En effet, grâce au théorème 3.4.2. si une surface X de type général telle que
c21 > c2 contenait une infinité de courbes rationelles ou elliptiques, elle ne peut être
que fibré en ses courbes, ce qui est le cas seulement si X était réglée ou elliptique.

Ceci ne donne pas malheureusement d’information concernant les courbes
transcendantes contenues dans X . Cependant, lorsque on suppose de plus que
l’indice topologique c21 − 2c2 est positif, on a le résultat suivant de Y. Miyaoka
[Mi82] sur la presque amplitude de T ⋆

X (voir [ScTa85] pour le cas général d’un
fibré vectoriel semi-stable). Rappelons tout d’abord qu’un fibré en droites L sur
une variété algébrique est dit numériquement effectif (nef) si l’intersection L.C est
positive ou nulle pour toute courbe C dans X . Une surface X de type général est
dite minimale si le fibré canonique KX est nef.
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3.4.3. Théorème. — Soit X une surface de type général minimale telle
que c21 − 2c2 > 0, alors la restriction OX1

(1)|Σ est gros pour toute surface
irréductible horizontale de X1.

Démonstration. — Soit Σ une surface horizontale de X1. Le groupe de
Picard de X se décompose

Pic(X1) = Pic(X)⊕ Z[u]

où u := OX1
(1). On peut donc écrire Σ = ku − π⋆F pour un certain k > 0 et un

diviseur F sur X . D’où une injection de faisceaux

F →֒ π⋆OX1
(k) = SkT ⋆

X .

En utilisant la semi-stabilité de T ⋆
X par rapport à KX (voir [Yau78] ou [Bo79]) on

aura

F ·KX ≤ c1(S
kT ⋆

X) ·KX

k + 1
=
k

2
c21.

Par conséquent,

(u|Σ)
2
= u2 · (ku− π⋆F ) = k(c21 − c2)−KX · F

≥ k

2
(c21 − 2 c2) > 0,

et
(u|Σ) · π⋆KX = u ·KX · (ku− π⋆F ) = kc21 −KX · F

≥ k

2
c21 > 0.

Grâce à la formule de Riemann-Roch et puisque KX est nef on déduit directement
que OX1

(1)|Σ est gros. ⊔⊓
En applicant le théorème 3.4.3. aux composantes horizontales de B1, S. Lu

et S.T. Yau [LuYa90] ont obtenu le résultat suivant qui est en fait une conséquence
directe du théorème 3.3.4.

3.4.4. Théorème. — Soit X une surface de type général telle que c21 −
2c2 > 0. Alors, toute courbe entière non constante f : C → X est algébriquement
dégénérée.

Remarquons que S. Lu a récemment résolu le cas c21 = 2c2 (voir [Lu96]).
La construction des fibrés des jets de Demailly donne un espoir de pouvoir

itérer ce qui a été fait ci-dessus et d’obtenir une condition meilleure que c21 >
2c2 sous laquelle on a la dégénerescence algébrique des courbes entières dans
les surfaces de type général. Malheureusement, il est difficile de trouver une
décomposition simple des fibrés Ek,mT

⋆
X pour pouvoir calculer leur caractéristique

d’Euler. Cependant, pour k = 2 et sur une surface X on a une filtration
relativement simple

Gr•E2,mT
⋆
X =

⊕

0≤j≤m/3

Sm−3jT ⋆
X ⊗Kj

X .
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Ceci donne

χ
(
E2,mT

⋆
X

)
=
m4

648
(13c21 − 9c2) +O(m3).

Lorsque X est une surface de type général, en utilisant un théorème d’annulation
de Bogomolov [Bo79] ceci implique le résultat énoncé dans [Dem96].

3.4.5. Théorème. — Soit X une surface de type général, alors

h0(X,E2,mT
⋆
X) ≥ m4

648
(13c21 − 9c2) +O(m3).

Par conséquent OX2
(1) est gros et admet une métrique singulière non triviale à

courbure positive sur X2 dès que 13c21 − 9c2 > 0.

Remarquons (voir [Dem96]) que le fibré

OX2
(2, 1) := π∗OX1

(2)⊗OX2
(1)

est relativement nef par rapport à la projection X2 −→ X1 −→ X et qu’on a un
isomorphisme

π∗
(
OX2

(2, 1)
)
≃ E2,mT

⋆
X ,

il est intéressant d’ étudier sa restriction aux composantes de B2. Ceci est fait dans
la proposition suivante.

3.4.6. Proposition. — Soit X une surface minimale de type général. Si
c21 − 9

7
c2 > 0, alors la restriction de OX2

(2, 1) à toute composante horizontale (se
projetant sur X) de dimension 3 de B1 différente de D2 est gros.

Démonstration. — On va procéder comme dans la démonstration du
théorème de Miyaoka 3.4.3. Soit Σ une composante irréductible horizontale de
B2 de dimension 3 et notons u1 = c1

(
π∗
1,2OX1

(1)
)
et u2 = c1

(
OX2

(1)
)
. Dans

Pic(X2) = Pic(X)⊕ Zu1 ⊕ Zu2, on trouve alors une égalité

Σ = a1u1 + a2u2 − π∗
0,2F

pour certains a1, a2 ∈ Z et un diviseur F sur X . Puisque Σ est effective, on
doit avoir a2 ≥ 0, a1 + a2 ≥ 0. En plus, F peut être vu comme un sous faisceau
de

(
π0,k

)
∗

(
OX2

(a1, a2)
)
⊂ E2,mT

⋆
X ou m = a1 + a2. Par conséquent, il y a un

morphisme non trivial
F −֒→ Sm−3jT ∗

X ⊗Kj
X

pour un certain j, et l’inégalité de semistabilité donne

F ·KX ≤ m− j

2
K2

X ≤ m

2
c21.

Un calcul aisé donne

(2u1 + u2)
2 · Y = (a1 + a2)(13 c

2
1 − 9 c2)− 12 c1 · F ≥ m(7 c21 − 9 c2).

La surface Σ étant différente de D2 en utilisant le fait que OX2
(2, 1) est rela-

tivement nef et le théorème d’annulation de Bogomolov pour les surfaces de type
général [Bo79], on déduit que OX2

(2, 1)|Σ est gros. ⊔⊓
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La proposition 3.4.6 implique que la relevée dans X2 de toute courbe entière
non constante dans une surface de type général avec c21− 9

7c2 > 0 est nécessairement
contenue dans une sous-espace de codimension ≥ 2 dans X2. Il reste à vérifier,
pour conclure à la dégénérescence algébrique, que la restriction de OX2

(2, 1) à
toute surface horizontale de X2 est encore gros. Ceci parâit difficile à vérifier par
des techniques semblables à celles utilisées dans la démonstration de 3.4.6 car
on ignore le cône effectif des 2-cycles dans X2. Remarquons, enfin, qu’il se peut
que le résultat 3.4.6 soit suffisant pour conclure à la dégénérescence algébrique,
grâce au fait que les relevées de notre courbe entière dans X1 et X2 sont solutions
de deux feuilletages algébriques en courbes sur des surfaces de X1 et X2 induits
respectivement par V1 et V2. Ceci est bien sûr très restrictif.
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Chapitre II

CONNEXIONS MÉROMORPHES PROJECTIVES

ET VARIÉTÉS ALGÉBRIQUES HYPERBOLIQUES
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1. Introduction : la conjecture de Kobayashi

En 1970 S. Kobayashi a conjecturé qu’une hypersurface générique dans Pn
C

de degré d très grand par rapport à n est hyperbolique, et que son complémentaire
est hyperbolique pour d ≥ 2n+ 1 [Kob70]. Ici le terme générique est pris au sens
de la topologie de Zariski dans l’espace Pn,d de toutes les hypersurfaces de degré
d dans Pn

C
.

Par le théorème de stabilité de Brody ([Br78]), M. Zaidenberg ([Za89])
a observé que pour n, d ∈ N, l’ensemble Hn,d des hypersurfaces hyperboliques
dans Pn

C
, est un ouvert pour la topologie classique de Hausdorff dans Pn,d. Il

en résulte qu’une caractérisation algébrique de l’hyperbolicité, c’est-à-dire une
réponse positive à l’une des questions de I.3.4, entrâınerait cette conjecture.

Malheureusement, trouver un tel critère pour l’hyperbolicité est apparem-
ment loin d’être évident aujourd’hui. Cependant, dans les dix dernières années, il
a eu des progrès notables en direction de la conjecture de Kobayashi (mentionnée
plus haut). En effet, des résultats interessants ont été obtenus pour le cas des
complémentaires de courbes dans P2

C
avec un nombre donné k de composantes

irréductibles : citons les résultats de M. Green ([Gre75], [Gre77]), V.A. Ba-
bets ([Ba84]) et récemment le travail de Dethloff-Schumacher-Wong ([DSW92],
[DSW94]), où la théorie de Nevanlinna est utilisée comme outil fondamental. Des
méthodes de géométrie différentielle, notamment des techniques de métriques sur
les jets, ont aussi été appliquées dans le travail de H. Grauert ([Gra89]) pour l’étude
de ce problème.

Récemment, utilisant une construction explicite de différentielles de 2-jets,
Y.-T. Siu et S.K. Yeung ([SiYe94]) ont pu traiter le cas difficile du complémentaire
d’une courbe générique lisse de degré ≥ 5·1013 dans P2

C
. Auparavant, M.G. Zaiden-

berg dans [Za89] avait montrer qu’il existe une courbe lisse de degré d ≥ 5 (resp.
une surface de degré pair ≥ 350) dans P2

C
(resp. P3

C
) ayant un complémentaire

hyperbolique (voir aussi [Za 86,87]).
Concernant le cas compact de la conjecture, pour n = 2, la réponse est

bien connue : une courbe plane lisse de degré d est hyperbolique si et seulement si
g = (d−1)(d−2)/2 ≥ 2, c’est à dire si d ≥ 4. Lorsque n > 2, où la borne espérée est
2n−1, un nombre conséquent d’exemples avait été construit. R. Brody et M. Green
([GrGr77]) ont donné le premier exemple de surfaces hyperboliques lisses dans P3

C

pour tout degré pair d ≥ 50. A.M. Nadel ([Na89]) a obtenu des exemples de surfaces
hyperboliques pour des degrés d = 6p+3 ≥ 21. Des exemples ont été trouvés aussi
par Adashi-Suzuki ([AS90]). Récemment, K. Masuda et J. Noguchi ([MaNo93])
ont montré l’existence de tels exemples en dimension arbitraire n > 0 ; mais le
degré des hypersurfaces construites est très grand par rapport à leurs dimensions.

Dans ce qui suit on utilisera un nouveau concept de connexion méromorphe
projective qui servira à construire des opérateurs wronskiens globaux agissant sur
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les jets de courbes holomorphes. Grâce à un théorème d’annulation du Wronskien
reposant sur des hypothèses de négativité de la courbure de Ricci, et généralisant
des résultats antérieurs de Green-Griffiths ([GrGr80]), Siu et Nadel ([Na89]), nous
donnerons des exemples explicites de familles algébriques de surfaces algébriques
dans P3

C
de degré quelconque d ≥ 11 (voir [EG96] et [DEG97]). Remarquons que

dans une prépublication récente Y.-T. Siu et S.K. Yeung ([SiYe97]) ont retrouvé
le même résultat par des méthodes quelque peu différentes.

2. Théorème d’annulation du Wronskien

Soit X une variété complexe de dimension n. En reprenant des idées de
Y.-T. Siu ([Si87]) et de A.M. Nadel ([Na89]), nous considérerons des connexions
méromorphes ∇ opérant sur le fibré tangent TX , c’est-à-dire des opérateurs définis
par la relation

(∗) ∇wv =
∑

1≤i,k≤n

(
wi
∂vk
∂zi

+
∑

1≤j≤n

Γk
ijwivj

) ∂

∂zk
= dwv + Γ · (w, v)

agissant sur des vecteurs tangents w =
∑
i

wi
∂

∂zi
, v =

∑
k

vk
∂

∂zk
, et tels que les

symboles de Christoffel
Γ = (Γk

ij)1≤i,j,k≤n,

calculés relativement à des systèmes de coordonnées holomorphes (z1, . . . , zn)
quelconques, sont méromorphes.

Soit B le diviseur des pôles de ∇ (c’est-à-dire de ces coefficients Γk
ij) et

b ∈ H0(X,O(B)) la section canonique associée. Alors b∇ est un opérateur à
coefficients holomorphes.

Étant donné une courbe holomorphe f : ∆r → X non contenue dans le

support |B| de B, on définit inductivement les dérivées covariantes f ′, f ′′
∇, . . . , f

(n)
∇

par

f
(k+1)
∇ = ∇f ′(f

(k)
∇ ) .

Le Wronskien de f relativement à ∇ est la section méromorphe de f∗(ΛnTX) =
f∗(K−1

X ) telle que

W∇(f) = f ′ ∧ f ′′
∇ ∧ · · · ∧ f (n)

∇ .

En compensant les pôles du Wronskien à l’aide d’une puissance de b, on obtient

une section holomorphe b(f)
n(n−1)

2 W∇(f), à valeurs dans le fibré en droites
f∗(K−1

X ⊗ OX ( 1
2
n(n − 1)B)). Notre point de départ est le théorème suivant dû

à Y.-T. Siu ([Si87]).

2.1. Théorème. — Soit X une variété complexe compacte de dimension
n munie d’une connexion méromorphe ∇ de diviseur des pôles B. Si KX ⊗OX

(
−

1
2
n(n− 1)B

)
est ample, alors pour toute courbe entière non constante f : C → X ,

on a
f(C) ⊂ |B| ou W∇(f) ≡ 0 .
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La démonstration initiale de Y.-T. Siu reposait sur une généralisation très
élaborée du deuxième théorème fondamental de Nevanlinna. Le théorème 4.2.1
peut en fait se voir comme un cas particulier d’un théorème plus général énoncé
par Green et Griffiths ([GrGr80]). La démonstration de [GrGr80] est incomplète ;
une démonstration complète reposant sur une étude de la géométrie des espaces
fibrés des jets est donnée dans [Dem96]. Ainsi, le théorème 4.2.1 se déduit du
théorème 3.3.4 et plus précisément de son corollaire 3.3.5 du premier chapitre

ci-dessus appliqué à l’opérateur P = b
n(n−1)

2 W∇, à valeurs dans le dual A−1 du
fibré

A = KX ⊗OX

(
− 1

2
n(n− 1)B

)
,

l’opérateur P étant d’ordre n et de degré m = n(n+1)
2

.
Dans le cas où f est une courbe de Brody, une démonstration beaucoup

plus simple reposant sur les lemmes suivants 2.2 et 2.3 sera donnée ([EG96]). Ce
cas est suffisant pour traiter le problème de l’hyperbolicité d’une variété compacte,
d’après le théorème de Brody (Chapitre 2).

2.2. Lemme. — Soit L un fibré holomorphe en droites sur C, équipé d’une
métrique hermitienne h à courbure négative. Si S est une section holomorphe
globale bornée de L, alors S est identiquement nulle.

Démonstration. — On a par l’équation de Lelong-Poincaré généralisée
appliquée à une section méromorphe non identiquement nulle S d’un fibré en
droites L :

i∂∂ ln |S|2h = 2π
∑

mj [Zj ]− iΘh(L)

où les ensembles Zj sont les composantes irréductibles de l’ensemble des zéros et
pôles de S avec multiplicités respectives mj et courants d’intégrations [Zj ], et où
Θh(L) est la courbure de L. Appliquant cette formule à notre section holomorphe,
supposée non identiquement nulle, et parce que l’ensemble des pôles est vide et la
courbure est négative dans notre cas, on obtient

i∂∂ ln |S|2h > 0 ,

ce qui implique que ln |S|h est strictement sousharmonique et bornée sur C. Ceci
est une contradiction puisque toute fonction sousharmonique bornée sur C est
constante. ⊔⊓

2.3. Lemme. — Supposons que ∇ est une connexion méromorphe sur une
variété complexe compacte de dimension n. Soit b une section holomorphe d’un
fibré en droites L sur X tel que b∇ est holomorphe et soit f : C → X une courbe

de Brody dans X . Alors, la section (b ◦ f)p−1 ⊗ f
(p)
∇ est bornée sur C pour tout

entier p > 1.

Démonstration. — Puisque X est compacte, il est suffisant de démontrer
le lemme sur f−1(V ) pour tout ouvert relativement compact V d’un ouvert
de trivialisation U de TX et L simultanément. Soit θX et θL les trivialisations
respectives de TX et de L. Notons δ la distance entre f−1(V ) ⊂ C et Crf−1(U).
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On prétend que δ est strictement positive, sinon il existerait deux suites (xn)n ⊂
f−1(V ) et (yn) ⊂ Crf−1(U) telles que |xn − yn| tend vers 0 à l’infini. Mais f est
une courbe de Brody d’où

|f(xn − f(yn)|w ≤ |xn − yn| ,
où w est une métrique hermitienne fixée sur X . Ceci est bien sûr contradictoire
puisque V est relativement compacte dans U . Soit z0 ∈ f−1(V ) et considérons le
disque ∆0 ⊂ f−1(V ) de centre z0 et de rayon r = δ

2 . Alors, sur ∆0 la formule
intégrale de Cauchy implique

dσ

dz
(z) =

1

2π

∫

D0

σ(s)

(s− z)2
ds

où σ = θX ◦ f ′ est l’expression de f ′ dans la trivialisation θX . D’où
∥∥dσ

dz (z0)
∥∥ est

majoré par 1
δ
‖σ‖, où ‖ ‖ est la norme euclidienne sur Cn. Or on a

∇f ′

dz
≃θX

dσ

dz
+

(
A(f(z)) · σ

)
· σ ,

sur le disque ∆0, où A est la forme de connexion de ∇ par rapport à θX . Puisque
d’une part, f ′ est bornée car f est de Brody et d’autre part, θL(b)·A est holomorphe
sur U d’où bornée sur V , il en résulte que

(
θL(b) ◦ f

)
⊗ f ′′

∇ est bornée sur f−1(V ).
La preuve est donc complète pour p = 2. En itérant nos arguments aux dérivées
d’ordre supérieur de

(
θL(b) ◦ f

)
⊗ f ′′ on peut conclure pour tout p > 2 . ⊔⊓

On peut maintenant donner la preuve suivante du théorème 2.1.

Démonstration du théorème 2.1. — Considérons la section :

S : z 7−→ f ′(z) ∧
(
b ◦ f(z) · f ′′

∇(z)
)
∧ · · · ∧

(
b ◦ f(z)

)n−1 · f (n)
∇ (z)

du fibré en droites f∗
(
K−1

X ⊗ OX

(n(n−1)
2 B

))
sur C. Alors S est holomorphe par

définition de b, en plus elle est bornée sur C grâce au lemme 2.3. Maintenant,

puisque f∗
(
K−1

X ⊗OX

(n(n−1)
2

B
))

est supposé à courbure négative on déduit par

le lemme 2.2 que S doit être identiquement nulle. ⊔⊓
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3. Connexions projectives partielles

Une observation importante est de voir que pour définir le Wronskien W∇,
on n’a pas besoin de connâıtre entièrement le tenseur Γk

ij , mais seulement modulo

des tenseurs de la forme αiδjk + βjδik. En effet, soit ∇̃ une autre connexion telle
qu’il existe des 1-formes méromorphes α et β avec

∇̃wv = ∇wv + α(w) · v + β(v) · w ,

pour tous champs de vecteurs v, w.

On vérifie alors facilement par récurrence sur k que f
(k)

∇̃
est une somme de

f
(k)
∇ et d’une combinaison linéaire des dérivées covariantes d’ordre inférieur, par
suite on a

W∇ =W
∇̃
.

Ceci permet d’étendre le théorème d’annulation du Wronskien au cas des connex-
ions projectives partielles , définies comme suit :

3.1. Définition. — Une connexion projective partielle ∇ sur X est une
section du faisceau quotient du faisceau des connexions méromorphes modulo
l’addition de tenseurs méromorphes de la forme

(w, v) 7−→ α(w) · v + β(v) · w .

En d’autres termes, ∇ est définie par la donnée de connexions méromorphes ∇j

sur les ouverts Uj d’un recouvrement de X , en sorte qu’on ait des relations de
compatibilité

∇k
wv −∇j

wv = αjk(w) · v + βjk(v) · w sur Uj ∩ Uk .

Exemple type. — Soit W une variété complexe sur laquelle un groupe
de Lie G agit librement et proprement. Soit X = W/G la variété quotient et

π : W → X la projection canonique. Étant donné une connexion méromorphe ∇̃
surW et une section locale σ : U ⊂ W/G→ W de π, on peut définir une connexion

∇σ = π∗ ◦ (σ∗∇̃), où σ∗∇̃ est la connexion sur σ∗TW et π∗ : TW → π∗TX est la
différentielle de la projection. La connexion ∇σ est donnée par

(1) ∇σ
wv = π∗

(
∇̃σ∗w(σ∗v)

)

pour tout couple de champs (w, v) sur U . Bien sûr, elle peut dépendre du choix
de σ, néanmoins on a le critère simple suivant qui assure le recollement en une
connexion projective partielle intrinsèque sur W/G tout entier.

3.2. Proposition. — Soit ∇̃ une connexion méromorphe sur W . Sup-
posons que ∇̃ satisfait les conditions suivantes :

(i) ∇̃ est G-invariante ;
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(ii) Pour tout couple de champs G-invariants v et τ surW tel que τ soit dans
le fibré tangent relatif TW/X ⊂ TW , il existe des 1-formes méromorphes α et β le
long de TW/X telles que

∇̃τv − α(τ)v, ∇̃vτ − β(τ)v

soient tangents à TW/X .
Alors la formule (1) définit une connexion projective partielle ∇ globale sur

X et indépendante du choix de la section locale σ.

Démonstration. — On peut supposer que W = X × G, ce qui n’est pas
restrictif compte tenu du caractère local de l’assertion. La vérification se fait alors
aisément en écrivant

∇̃ = dX + dG + Γ̃, Γ̃ = Γ̃(x, g), x ∈ X, g ∈ G ,

où dX est une connexion sur X , par exemple la dérivée par rapport à des
coordonnées locales (z1, . . . , zn) sur X , dG la connexion canonique invariante à

gauche sur X , et Γ̃(x; g) un tenseur à valeurs dans T ∗
W ⊗ T ∗

W ⊗ TW .

D’après i), Γ̃(x, g) = Γ(x) ne dépend en fait que de x. On écrit alors
σ(x) = (x, h(x)) où h : U → G est une application holomorphe. Soient v et w
deux champs de vecteurs locaux sur U ⊂ X . Puisque σ∗v = v + dh(v) on obtient

∇σ
wv = π∗(σ

∗∇̃wv)

= π∗(dσ∗wσ∗v + (Γ̃ ◦ Γ)(σ∗w, σ∗v)

= π∗

(
dw+dh(w)

(
v + dh(v)

)
+ Γ̃(x, h(x))

(
w + dh(w), v + dh(v)

))

= π∗

(
dwv + d2h(x, v) + Γ(x)

(
w + dh(w), v + dh(v)

))
.

Or v, w, dh(v), dh(w) dépendent seulement de x ∈ X et on peut donc les voir
comme des champs de vecteurs G-invariants surW ; d’autre part dh(v), dh(w) sont
tangents aux orbites de G.

Il en résulte grâce à ii) que Γ(x)(dh(w), v)− α(dh(w))v , Γ(x)(w, dh(v))−
β(dh(v))w, Γ(x)(dh(w), dh(v)) sont tangents aux orbites de G, c’est-à-dire, dans
le noyau de π∗. On obtient par conséquent

∇σ
wv = dwv + Γ(x)(w, v) + d(dh(w))v + β(dh(v))w ,

ce qui signifie que les connexions ∇|Uj
définies par des sections σj : Uj → W

quelconques peuvent se recoller en une connexion projective partielle globale ∇
sur X . ⊔⊓

Dans le cas spécial Pn
C
= (Cn+1r{0})/C∗, on obtient

3.3. Corollaire. — Soient ∇̃ = d + Γ̃ une connexion méromorphe sur
C

n+1, ε =
∑
zj

∂
∂zj

le champ de vecteurs d’Euler et π : C
n+1

r{0} → P
n
C

la

projection canonique. Alors ∇̃ induit une connexion projective partielle sur Pn
C
dès

que
i) les symboles de Christoffel Γk

ij sont des fonctions rationnelles homogènes
de degré −1 ;
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ii) il existe des fonctions méromorphes α, β et des 1-formes méromorphes

γ, η telles que pour tous champs de vecteurs v, w on ait Γ̃(ε, v) = αv + γ(v)ε et

Γ̃(w, ε) = βw + η(w)ε.

4. Cas de certaines classes d’hypersurfaces algébriques dans Pn
C

Soit X une variété complexe de dimension n munie d’une connexion pro-
jective partielle ∇, et soit Y une hypersurface de X non contenue dans le diviseur
des pôles de ∇. L’hypersurface Y est dite totalement géodésique par rapport à la
connexion ∇ si ∇wv est un champ de vecteurs tangent à Y chaque fois que v, w
sont tangents à Y , autrement dit si la restriction ∇|Y définit une connexion sur
TY . Cette propriété peut être caractérisée de la façon suivante :

4.1. Lemme. — L’hypersurface Y , localement définie par s = 0, est
totalement géodésique par rapport à ∇ si et seulement s’il existe localement au
voisinage de Y des fonctions méromorphes ai, bj et cij telles que

(2)
∑

1≤k≤n

Γk
ij

∂s

∂zk
+ ai

∂s

∂zj
+ bj

∂s

∂zi
+ scij =

∂2s

∂zi∂zj
, 1 ≤ i, j ≤ n .

Démonstration. — Un vecteur v est tangent à Y si et seulement si ds·v = 0
le long de s = 0. En différentiant cette identité le long d’un autre vecteur w tangent
à Y , on obtient

d2s (w, v) + ds (dwv) = 0

le long de s = 0. D’autre part, la condition que ∇wv = dwv + Γ(w, v) est tangent
à Y est

ds ∇wv = ds (dwv) + ds ◦ Γ (w, v) = 0 .

En faisant la soustraction, on obtient la condition équivalente suivante

(d2s− ds ◦ Γ)(w, v) = 0

pour tous champs de vecteurs v, w dans le noyau de ds le long de s = 0, ce qui
finit la démonstration. ⊔⊓

À partir de ce lemme on peut donner une signification géométrique à
l’annulation du Wronskien de la façon suivante :

4.2. Lemme. — Soit Y ⊂ X une hypersurface analytique totalement
géodésique par rapport à une connexion méromorphe ∇, et soit n = dimX . Soit
f : ∆R → X une courbe holomorphe telle que W∇(f) ≡ 0. Supposons que pour
un point t0 ∈ ∆R

i) f(t0) n’est pas contenue dans le lieu des pôles de ∇ ;

ii) le système de vecteurs
(
f ′(t), f ′′

∇(t), . . . , f
(n−1)
∇ (t)

)
atteint son rang

générique maximal en t = t0 ;

iii) f(t0) ∈ Y et f ′(t0), f
′′
∇(t0), . . . , f

(n−1)
∇ (t0) ∈ TY,f(t0).
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Alors f(∆R) ⊂ Y .

Démonstration. — Puisque le Wronskien W∇(f) est nul, les champs de

vecteurs f ′, f ′′
∇, . . . , f

(n)
∇ sont linéairement dépendants et satisfont donc une rela-

tion non triviale

us(t)f
′(t) + u2(t)f

′′
∇(t) + · · ·+ un(t)f

(n)
∇ (t) = 0

avec des coefficients méromorphes uj(t) sur ∆R. On peut toujours supposer un 6≡ 0,
en prenant éventuellement des dérivées à l’aide de ∇, et on peut donc écrire

f
(n)
∇ = v1f

′ + v2f
′′
∇ + · · ·+ vn−1f

(n−1)
∇

pour certaines fonctions méromorphes v1, . . . , vn−1. On peut même supposer vj = 0

sauf pour des indices j = jk ∈ {1, . . . , n − 1} tels que (f
(jk)
∇ (t)) est un ensemble

minimal de générateurs en t = t0. Donc les coefficients vj sont bien définis et
holomorphes au voisinage de t0. Par i) et iii) on peut voir, en dérivant, que

f
(k)
∇ (t0) ∈ TX,f(t0) pour tout k ≥ 1. Maintenant, si s = 0 est une équation locale de
Y , de la caractérisation 4.1 des hypersurfaces totalement géodésiques, la dérivée

d’ordre k, dk

dtk
(s ◦ f(t)) peut être écrite sous forme d’une combinaison linéaire

dk

dtk
(s ◦ f(t)) = γ0k(t)s ◦ f(t) +

∑

1≤j≤k

γik(t) dsf(t) f
(j)
∇ (t)

sur un voisinage de t0. Ceci implique dk

dtk
(s ◦ f)(t0) = 0 pour tout k ≥ 0 et donc

s ◦ f ≡ 0. ⊔⊓
L’idée originale de [Na89] est de profiter de la haute indétermination du

système linéaire (2) en les inconnues Γk
ij , ai, bj et cij , pour trouver une connexion

méromorphe sur Pn
C

par rapport à laquelle toute hypersurface membre d’un
système linéaire (Yα) assez grand soit totalement géodésique. La définition suivante
introduite dans [EG96] sera commode.

4.3. Définition. — Soient k0, . . . , kn et d des entiers tels que 0 ≤ kj <
d
2 ;

on note Sd;k0,...,kn
l’espace des polynômes homogènes s de degré d éléments de

C[z0, z1, . . . , zn] tel que chaque monôme de s est multiple de z
d−kj

j pour un
certain j.

Remarquons que, dans ces conditions, tout élément s ∈ Sd;k0,...,kn
s’écrit

d’une façon unique comme s = s0 + s1 + · · · + sn avec sj multiple de z
d−kj

j .
Considérons une telle hypersurface Y = {s = 0} ⊂ Pn

C
, et le système linéaire

associé Yα = {αis0 + · · ·+ αnsn = 0}, α = (α0, . . . , αn) ∈ Cn+1.

On va construire une connexion méromorphe ∇̃ sur Cn+1 par rapport à
laquelle le cône algébrique Ỹα ⊂ C

n+1 au-dessus de Yα est totalement géodésique
pour tout α. Il suffit pour cela de résoudre le système (2) en fixant par exemple
ai = bj = cij = 0, ce qui conduit à résoudre le système linéaire

(3)
∑

0≤k≤n

Γ̃k
ij

∂sℓ
∂zk

=
∂sℓ

∂zi∂zj
, 0 ≤ i, j, ℓ ≤ n .
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Ce système admet une solution unique si on suppose

δ := det
(
∂sℓ/∂zk

)
0≤k,ℓ≤n

6≡ 0,

dans ce cas l’élément s est dit non dégénéré.

4.4. Proposition. — Soit s = s0 + · · ·+ sn ∈ Sd;k0,...,kn
un élément non

dégénéré. Alors la solution ∇̃ du système linéaire (3) induit sur Pn
C
une connexion

projective partielle ∇ par rapport à laquelle toute hypersurface

Yα = {α0s0 + · · ·αnsn = 0}
est totalement géodésique. De plus, le diviseur des pôles B de ∇ est de degré

inférieur ou égal àn+1+
n∑

j=0

kj .

Démonstration. — Les solutions Γ̃k
ij de (3) sont des fonctions rationnelles

Γ̃k
ij =

δkij
δ
,

où δkij est le polynôme homogène égal au déterminant obtenu en remplaçant la

colonne d’indice k dans det
(
∂sℓ/∂zk

)
0≤k,ℓ≤n

par la colonne
(
∂2sk/∂zi∂zj

)
0≤k≤n

,

donc homogènes de degré −1 et i) est vérifiée. Grâce à l’identité d’Euler, on a :

∑

0≤i,k≤n

ziΓ̃
k
ij

∂sℓ
∂zk

=
∑

0≤i≤n

zn
∂2sℓ
∂zi∂zj

(d− 1)
∂sℓ
∂zj

, 0 ≤ ℓ, j ≤ n .

Par suite la condition δ 6≡ 0 entrâıne
(∑

i

ziΓ̃
k
ij

)
j,k

= (d−1) Id, d’où puisque ∇̃ est

symétrique (Γ̃k
ij = Γ̃k

ji)

Γ̃(ε, v) = Γ̃(v, ε) = (d− 1) Id .

La propriété 3.3, ii) est donc également vérifiée.
Finalement, ∂sℓ/∂zk est un polynôme homogène de degré d − 1 qui est

divisible par zd−kℓ−1
ℓ , d’où δ est un polynôme homogène de degré (n + 2)(d − 1)

qui est divisible par
∏

0≤ℓ≤n

zd−kℓ−1
ℓ . De même, ∂2sℓ/∂zi∂zj est de degré d − 2 et

divisible par zd−kℓ−2
ℓ . Ceci implique que Sk

ij est divisible par
∏

0≤ℓ≤n

zd−kℓ−2
ℓ . Après

simplification de ce facteur commun, le degré du dénominateur devient

∑

0≤ℓ≤n

(
(d− 1)− (d− kℓ − 2)

)
=

∑

0≤ℓ≤n

(kℓ + 1) = n+ 1 +
n∑

ℓ=0

kℓ . ⊔⊓

Une application du théorème 2.1 permet alors de prouver la dégénérescence des
courbes holomorphes entières (solution de la conjecture de Green-Griffiths dans le
cas particulier des hypersurfaces du type précédent).

4.5. Théorème. — Soit s = s0 + · · · + sn ∈ Sd;k0,...,kn
un polynôme

non dégénéré tel que Y := {s = 0} soit une hypersurface lisse dans Pn
C
. Soient
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Yα = {α0s0+ · · ·+αnsn = 0} et B le diviseur des pôles de la connexion projective
partielle ∇ associée à s. Supposons que

d > n+ 1 +
(n− 1)(n− 2)

2

(
n+ 1 +

n∑

ℓ=0

kℓ

)
.

Alors, toute courbe entière non constante tracée sur Y est algébriquement
dégénérée et vérifie

ou bien f(C) ⊂ Y ∩ (B) ou bien f(C) ⊂ Y ∩ Yα
pour une certaine hypersurface Yα distincte de Y .

Démonstration. — Si d > n + 1 + (n−1)(n−2)
2

(
n + 1 +

k∑
ℓ=0

kℓ

)
alors KY ⊗

O
(
− (n−1)(n−2)

2 B
)

est ample, puisque d’après la proposition 4.4 le degré de B

est ≤ n + 1 +
n∑

ℓ=0

kℓ. D’où, par le théorème 2.1, ou bien f(C) ⊂ |B| ou bien

W∇(f) ≡ 0. La condition W∇(f) ≡ 0 permet, d’après le lemme 4.2, de voir que
f(C) est contenue dans toute hypersurface Yα qui contient les (n − 1) premières
dérivées covariantes de f en un point générique. Or par comptage de dimension,
il y a au moins une autre hypersurface Yα 6= Y pour laquelle cette condition est
vérifiée et donc f(C) ⊂ Y ∩ Yα. ⊔⊓

Comme corollaire du théorème 4.5, on a :

4.6. Corollaire. — Soient d, k0, k1, k2, k3 des entiers tels que d > 8+
3∑

ℓ=0

kℓ.

Soit s un élément non dégénéré de Sd;k0,...,k3
tel que Y = {s = 0} est une surface

lisse dans P3
C
. Alors toute courbe entière f : C → Y est contenue dans une courbe

irréductible de degré ≤ d2 et de genre ≤ 1 dans P3
C
. En particulier, la conjecture de

Lang est vraie pour cette classe de surfaces algébriques dans P3 : une telle surface
qui ne contient ni courbes rationnelles ni elliptiques est hyperbolique.

4.7. Remarque. — Dans le cas particulier des hypersurfaces de Fermat

Y = {zd0 + zd1 + · · ·+ zdn = 0},
on fait un calcul à la main pour voir que le Wronskien a pour dénominateur
(z0, . . . , zn)

n−1 (le théorème 4.5 ne donne pas l’estimation optimale). Les courbes
entières sont donc toutes algébriquement dégénérées dès que d ≥ n2. C’est un
résultat démontré originellement par M. Green ([Gre75]) en utilisant la théorie de
Nevanlinna.
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5. Familles algébriques de surfaces hyperboliques dans P3
C

Soit Y ⊂ P3 une surface algébrique lisse dans P3
C
telle que Y = {s = 0}, où

s est un élément non dégénéré de Sd;k0,k1,k2,k3
. Pour étudier l’hyperbolicité de Y ,

on applique le théorème 4.5 et il reste juste à vérifier que les courbes intersections
Y ∩ Y ′ sont de genre géométrique ≥ 2, où Y ′ est, ou bien l’ensemble des pôles
de la connexion méromorphe associée à Y , ou un élément du système linéaire{ 3∑

i=0

aisi = 0
}
.

Considérons l’exemple suivant de [DEG97]

Y =
{
zd0 + zd1 + zd2 + zd−2

3 (ε0z
2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23) = 0

}
,

défini par un élément s de Sd;0,0,0,2 tel que s3 = zd−2
3 (ε0z

2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23)

et sj = zpj pour 0 ≤ j ≤ 2. Un calcul aisé montre que la surface Y est lisse si et
seulement si

(4)
∑

j∈J

εj
d/d−2 6= 2

d− 2

(
− d

2

)d/d−2

,

pour tout J ⊂ {0, 1, 2}, pour chaque choix des racines complexes d’ordre d − 2.

La connexion ∇̃ par rapport à laquelle le cône algébrique Ỹ ⊂ C4 en dessus de
Y est totalement géodésique, est construite en résolvant des systèmes linéaires de
déterminant principal δ = det(∂sℓ/∂zk) égal à
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dzd−1
0 0 0 0

0 dzd−1
1 0 0

0 0 dzd−1
2 0

2ε0z0z
d−2
3 2ε1z1z

d−2
3 2ε2z2z

d−2
3 (d− 2)zd−3

3

(
ε0z

2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + d

d−2
z23
)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= d3(d− 2)zd−1
0 zd−1

1 zd−1
2 zd−3

3

(
ε0z

2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 +

d

d−2
z23

)
6≡ 0 .

Le numérateur de Γ̃k
ij est le polynôme homogène obtenu en remplaçant la colonne

d’indice k de δ par (∂2sℓ/∂zi∂zk)0≤ℓ≤3, et z
d−2
0 zd−2

1 zd−2
2 zd−4

3 se simplifie dans tous

les termes. Donc l’ordre des pôles de ∇̃ est 6 (comme annoncé par la proposition
4.4) et leur diviseur B est donné par

|B| =
{
z0z1z2z3

(
ε0z

2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 +

d

d−2
z23

)
= 0

}
.

Par le théorème 4.5., si d > 10, alors étant donné une courbe holomorphe
f : C → Y on a

(A) f(C) ⊂ |B| ∩ Y ou (B) f(C) ⊂ Yα ∩ Y
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pour Yα =
{
α0s0 + α1s1 + α2s2 + α3s3 = 0

}
⊂ P3

C
et pour certains complexes αj,

0 ≤ j ≤ 3 non tous nuls et tels que Y 6= Yα.

5.1. Lemme. — Supposons que f soit donnée dans P3
C
par des fonctions

entières z0(t), z1(t), z2(t) et z3(t) (t ∈ C). Alors les conditions (A) et (B)
impliquent qu’il existe 0 ≤ i0 6= j0 ≤ 2 et µ ∈ C tels que zi0(t) = λzj0(t).

Démonstration. — Supposons que f vérifie la condition (A). Alors
• si z3(t) = 0 on aura

zd0(t) + zd1 (t) + zd2(t) = 0

par conséquent f est constante, puisqu’une courbe de Fermat de degré ≥ 4
dans P2

C
est hyperbolique ;

• si ε0z
2
0(t)+ ε1z

2
1(t)+ ε2z

2
2(t)+

d
d−2

z23(t) = 0, en substituant dans l’équation
s(t) = 0 on a

zd0 (t) + zd1(t) + zd2(t) +
d

d−2
zd3(t) = 0

ceci entrâıne la conclusion grâce à la remarque 4.7.
Supposons maintenant que (B) soit vérifiée. Alors on a à résoudre le système

suivant
{
s(t)= zd0(t)+z

d
1(t)+z

d
2 (t)+z

d−2
3 (t)

(
ε0z

2
0(t)+ε1z

2
1(t)+ε2z

2
2(t)+z

2
3(t)

)
=0

s′(t)=α0z
d
0 (t)+α1z

d
1(t)+α2z

d
2(t)+α3z

d−2
3 (t)

(
ε0z

2
0(t)+ε1z

2
1(t)+ε2z

2
2(t)+z

2
3(t)

)
=0

ce qui implique

s′(t)− α3s(t) = (α0 − α3)z
d
0(t) + (α1 − α3)z

d
1(t) + (α2 − α3)z

d
2(t) = 0.

Ceci permet de conclure comme précédemment. ⊔⊓
Grâce au lemme 5.1 les conditions (A) et (B) donnent naissance à des

courbes planes de la forme :

(1 + λd)zd1 + zd2 + zd−2
3

(
(ε0λ

2 + ε1)z
2
1 + ε2z

2
2 + z23

)
= 0

qui contiennent une certaine projection de f(C) sur P2. Des calculs faits dans le
paragraphe 6 montrent que de telles courbes sont de genre géométrique ≥ 2 sous
les conditions supplémentaires suivantes

(5)

{
(εi, εj) 6= (0, 0) pour 0 ≤ i, j ≤ 3
εi/εj 6= −θ2 pour toute racine de θp = −1.

Sous les conditions (5) on a, entre autres, que le système
{
1 + λd = 0
εiλ

2 + εj = 0

est sans solution pour 0 ≤ i 6= j ≤ 2. D’où le théorème d’existence suivant :

5.2. Théorème. — Sous les conditions (4) et (5), la surface algébrique
lisse Y ⊂ P3

C
définie par

Y =
{
zd0 + zd1 + zd2 + zd−2

3 (ε0z
2
0 + ε1z

2
1 + ε2z

2
2 + z23) = 0

}
,
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est hyperbolique en tout degré d ≥ 11.

Comme corollaire du théorème 5.2 et du corollaire 4.6 on a le résultat
important suivant :

5.3. Théorème. — Soient d, k0, k1, k2 et k3 des entiers tels qu’il existe i0

avec ki0 ≥ 2. Si d > 8 +
3∑

i=0

ki, alors l’espace H3,d des surfaces hyperboliques dans

P3
C
est non vide. En plus, H3,d contient un ouvert de Zariski de Sd;k0,k1,k2,k3

/C∗ ⊂
P3,d, de dimension

3∑

ℓ=0

(
kℓ + 3

kℓ

)
− 1 .

Démonstration. — La première affirmation est une conséquence directe du
théorème 5.2. Soit maintenant U l’ensemble de tout s ∈ Sd;k0,k1,k2,k3

tels que :
(i) s est non dégénérée ;
(ii) Y = {s = 0} est lisse ;
(iii) Y est hyperbolique.

Alors U est un ouvert de Zariski de Sd;k0,k1,k2,k3
. En effet, les conditions (i) et (ii)

sont clairement des conditions ouvertes pour la topologie de Zariski. La condition
(iii) est équivalente par le corollaire 4.6 à la non existence de courbes de genre ≤ 1
et de degrés ≤ d2, qui est aussi ouverte au sens de Zariski; on construit donc une
famille algébrique {Y[s]} de surfaces Y[s] = {s = 0} paramétrée par [s] ∈ U/C∗ où
[s] est la classe d’équivalence des polynômes qui définissent Y[s]. ⊔⊓

Soit maintenant une courbe C ⊂ P2 définie par l’équation σ = 0 où
σ(z0, z1, z2) est un polynôme homogène de degré d, on peut considérer la surface
X dans P2

C
définie par zd3 = σ(z0, z1, z2). La projection

ρ : X → P2
C

(z0, z1, z2, z3) 7→ (z0, z1, z2)
,

est un morphisme fini de degré d ramifié le long de C. Donc P2
C
rC est hyperbolique

si et seulement si son revêtement non ramifié Xrρ−1(C) est hyperbolique, ceci est
le cas lorsque X est lui-même hyperbolique. D’où le corollaire suivant du théorème
5.2.

5.4. Corollaire. — Soit la courbe plane

C =
{
zd0 + zd1 + zd−2

2 (ε0z
2
0 + ε1z

2
1 + z22) = 0

}
⊂ P

2
C, ε0, ε1 ∈ C

∗ .

Supposons qu’aucun des nombres ε0, ε1, ε0 + ε1 n’est égal à 2
d−2

(
− d

2

) d
d−2 et que

ε0
ε1

6= −θ2 si θd = −1. Alors P2rC est hyperbolique.
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6. Genre géométrique des courbes planes

Dans ce paragraphe, on va calculer le genre géométrique de certaines courbes
planes, spécialement celles issues du lemme 5.1. Soit C une courbe irréductible dans
P2
C
et ν : C → C la normalisation de C. On définit le faisceau δ porté par les points

singuliers de C, comme étant donné par la suite exacte

0 −→ OC −→ ν∗OC −→ δ −→ 0 .

La suite exacte exacte longue de cohomologie associée donne alors le genre
géométrique

g(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
−

∑

p∈sing(C)

dim δp ,

(voir par exemple [Be78] ou [GH78]). Pour les singularités monomiales on a la
formule simple suivante :

6.1. Proposition. — Avec les mêmes notations, supposons que C soit
donnée en coordonnées locales x et y au voisinage d’un point singulier p par
f(x, y) = xa − yb, alors

δp := dim δp =
(a− 1)(b− 1)

2
+

pgcd(a, b)− 1

2
.

Démonstration. — Soit

µp := dimC{x, y}
/(∂f
∂x
,
∂f

∂y

)
= (a− 1)(b− 1)

le nombre de Milnor de la singularité en p. Alors on peut conclure en utilisant la
formule suivante de [Mi68]

δp =
µp + rp − 1

2
,

où rp est le nombre de branches analytiques irréductibles en p. ⊔⊓
On va étudier maintenant les courbes issues du lemme 5.1 qui sont de la

forme
(1 + λd)zd1 + zd2 + zd−2

3

(
z21(ε0λ

2 + ε1) + ε2z
2
2 + z23

)
= 0 .

Puisque 1 + λ2 et (ε0λ
2 + ε1) ne s’annulent pas simultanément à cause de la

condition (5), ceci se ramène à l’étude des trois courbes planes suivantes :
(a) zd1 + zd2 + zd−2

3 (ε2z
2
2 + z23) = 0 ;

(b) zd2 + zd−2
3 (z21 + ε2z

2
2 + z23) = 0 ;

(c) αzd1 + zd2 + zd−2
3 (z21 + ε2z

2
2 + z23) = 0, α ∈ C

∗.
La courbe (a) est lisse (sous la condition (4)) et donc de genre ≥ 2 si d ≥ 4.

Quant aux courbes (b) et (c), elles seront étudiées respectivement aux lemmes 6.2
et 6.3 suivants.
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6.2. Lemme. — Sous les conditions (4) et (5), la courbe plane C ⊂ P2
C

définie en coordonnées non homogènes (X, Y ) par :

Xd + Y d−2(1 + ε2X
2 + Y 2) = 0

est hyperbolique pour d ≥ 5.

Démonstration. — Supposons que d ≥ 5. On vérifie, sous la condition (4)
qu’on a un point singulier unique de C donné en coordonnées par p = (0, 0). La
singularité au voisinage de ce point est de la forme

xd + yd−2 = 0 .

Deux cas se présentent. Si d est impair la courbe C est analytiquement irréductible
et donc de même algébriquement. Lorsque d est pair C se décompose au voisinage
de p en deux composantes irréductibles

x
d
2 + iy

d−2
2 et x

d
2 − iy

d−2
2 ,

ces branches analytiques ne peuvent pas bien sûr être des zéros de restrictions de
certains polynômes. D’où, dans tous les cas, C est algébriquement irréductible et
donc grâce à la proposition 6.1 on obtient

g =
(d− 1)(d− 2)

2
− (d− 1)(d− 3)

2
− pgcd(d, d− 2)− 1

2
≥ 2 . ⊔⊓

6.3. Lemme. — Sous les conditions (4) et (5). Soit α ∈ C∗, alors la courbe
plane C ⊂ P2

C
donnée en coordonnées non homogènes (X, Y ) par

αXd + Y d +X2 + ε2Y
2 + 1 = 0

est hyperbolique pour d ≥ 5.

Démonstration. — Un calcul simple montre que les points singuliers
éventuels de C vérifient (en tenant compte de la condition (4))

(a)




αdXd−2 + 2 = 0
dXd−2 + ε2 = 0
αXd + Y d +X2 + ε2Y

2 + 1 = 0

ou (b)

{
αdXd−2 + 2 = 0
αXd +X2 + 1 = 0
Y = 0

,

systèmes qui équivalent respectivement à

(a)





Xd−2 = −2
αd

Y d−2 = −ε2
d

X2 + ε2Y
2 = −d

d−2

ou (b)




Xd−2 = −2

αd

X2 = −d
d−2

Y = 0

.

Soit α0 = (id)d2
(

d
d−2

) d−2
2 . On va supposer pour ne pas alourdir la

démonstration que les systèmes (a) et (b) n’ont pas de solutions simultanément et
on va distinguer deux cas :

• d est impair : si α = ±α0, seul le système (b) admet des solutions.
Supposons pour simplifier que α = α0 alors (b) a une seule solution p =
(
− i

√
d

d−2
, 0
)
; la singularité au voisinage de p est de la forme

x2 − yd = 0 ,
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et donc C est irréductible et son genre est

g(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
− d− 1

2
≥ 2 pour d ≥ 5 .

Dans le cas où α 6= ±α0, seul le système (a) admet éventuellement un seul nœud
comme solutions d’où C est irréductible et

g(C) =
(d− 1)(d− 2)

2
− 1 ≥ 2 , pour d ≥ 5 .

• d est pair : si α = α0, seul le système (a) admet des solutions p1 =
(
i
√

d
d−2 , 0

)
et p2 =

(
− i

√
d

d−2 , 0
)
. Les singularités de C aux voisinages de p1 et

p2 sont symétriques, de la forme

x2 − yd−2 = 0 ,

puisque d est pair x2 − yd−2 se décompose en deux facteurs et donc C admet
éventuellement deux composantes irréductibles. On prétend que C est en fait
irréductible, sinon, C = C1 ∪ C2 où C1 et C2 sont deux courbes algébriques
différentes de degrés respectifs d1 et d2. Appliquons le théorème de Bezout :

(C1 · C2) = 2(C1 · C2)p1
= d1 · d2 .

Puisque (C1 · C2)p1
= d−2

2 , on a à résoudre le système
{
d1 + d2 = d
d1d2 = d− 2

=⇒ (d1 − 1)(d2 − 1) + 1 = 0 ,

ce qui est absurde. Donc C est irréductible, ce qui permet d’appliquer 6.2,

g(C) =
(d− 2)(d− 1)

2
− 2

d− 2

2
=

(d− 2)(d− 3)

2
≥ 2 .

Dans le cas où α 6= α0, seul le système (a) admet des solutions éventuelles : deux
nœuds, il est facile de voir dans ce cas que C est aussi irréductible et

g(C) =
(d− 2)(d− 1)

2
− 2 ≥ 2 . ⊔⊓
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Chapitre III

NÉGATIVITÉ DE COURBURE AU SENS DES JETS

DES SURFACES FIBRÉES HYPERBOLIQUES
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Dans ce chapitre on utilisera les mêmes définitions et notations que celles
de la troisième partie du chapitre des préliminaires.

1. Condition algébrique nécessaire à la conjecture de Demailly

Rappelons le résultat suivant énoncé dans [Dem96] qui montre que la
négativité au sens des jets implique une restriction forte de nature algébrique
similaire à la propriété d’hyperbolicité algébrique au sens de Demailly (Def. 2.4.3).

1.1. Théorème. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée et
soit ω une métrique hermitienne sur X . Supposons que (X, V ) est à courbure
négative au sens des k-jets, alors, il existe une constante ε > 0 telle que toute
courbe irréductible compacte C ⊂ X tangente à V satisfait

−χ(C) = 2g(C)− 2 ≥ εdegω(C) +
∑

t∈C

(mk−1(t)− 1)

où g(C) est le genre de la normalisation ν : C → C et mk(t) est la multiplicité en
t du k-ième relevée ν[k] : C → Xk de ν.

En s’appuyant sur le théorème 1.1, J.-P. Demailly a construit, pour tout
entier k donné, des exemples de surfaces projectives qui sont hyperboliques et qui
n’admettent aucune métrique à courbure négative sur les k-jets. Plus précisément
on a

1.2. Théorème. — Étant donné un entier k ≥ 1, alors il existe une surface
algébrique X (qui dépend de k), qui est hyperbolique, mais qui n’admet aucune
métrique non dégénérée à courbure négative sur les k-jets. En effet, étant donné
deux courbes lisses Γ et Γ′ de genre ≥ 2, la surface X peut être construite en tant
que fibration X → Γ, avec une fibre singulière C0 qui a pour normalisation Γ′.

1.3. Idée de la construction. — On construit tout d’abord une courbe
singulière plane C0 ⊂ P2

C
qui a pour normalisation la courbe Γ′. Les points

singuliers de C0 sont quelques nœuds et un point singulier t0 tel que

mk−1(t0)− 1 > 2g(C)− 2 ,

de sorte à violer l’inégalité du théorème 1.1. Ensuite, on plonge Γ dans un certain
PN
C

de sorte à trouver dans une famille de P2 × PN une surface lisse X qui fibre
sur Γ avec comme fibres singulières la courbe C0 et quelques autres courbes à
singularités nodales. Le genre de toutes les fibres est alors ≥ 2. La surface X ,
étant fibrée en courbes de genre ≥ 2 sur une base de genre ≥ 2, est hyperbolique,
par simple application du théorème de Brody 2.2.2. ⊔⊓

Le résultat négatif fourni par le théorème 1.2 (en contraste avec la conjecture
3.3.7 du chapitre I) suggère l’étude de la question suivante, qui va être le thème
central de ce chapitre.
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1.4. Problème. — Soit X une surface algébrique compacte lisse telle qu’il
existe f : X → B une fibration sur une courbe lisse B de genre ≥ 2 et avec toutes
les fibres de genre ≥ 2. Existe-t-il pour k assez grand une métrique non dégénérée
hk sur Xk à courbure négative au sens des jets ?

2. Application de Kodaira-Spencer et faisceau dualisant relatif

Soit f : X → B une fibration (à fibre connexes) d’une surface compacte sur
une courbe lisse. On suppose désormais, que f est de fibre générique de genre ≥ 2.
La différentielle df peut-être vue comme une injection de faisceaux f∗(KB) → T ∗

X .
Son conoyau noté ΩX/B est appelé le faisceau des différentielles relatives (voir
[Ha77]).

Supposons que f soit lisse, c’est-à-dire, que toutes les fibres de f soient
lisses. Alors ΩX/B cöıncide avec le faisceau dualisant relatif ωX/B := KX ⊗f∗K−1

B

et on a une suite exacte

0 −→ f∗(KB) −→ T ∗
X −→ ωX/B −→ 0,

duale de la suite des faisceaux tangents

0 −→ TX/B −→ TX −→ f∗TB −→ 0.

Par image directe on obtient

0 −→ f∗TX/B −→ f∗TX −→ TB
∂KS−→ R1f∗TX/B −→ · · ·

l’homomorphisme connecteur ∂KS est appelé l’application de Kodaira-Spencer.
Soit p ∈ B, on vérifie par définition que ∂KS(p) = 0 si et seulement si la suite
exacte

0 −→ Tf−1(p) −→ TX
∣∣f−1(p)

−→ Of−1(p) −→ 0

est scindée. La fibration f est dite non isotriviale si l’application de Kodaira-
Spencer est non identiquement nulle. Dans ce contexte on a le théorème de rigidité
suivant dû à A. Paršin [Pa68].

2.1. Théorème. — Soit f : X → B une fibration lisse en courbes de genre
≥ 2 sur une courbe lisse B. Supposons que f est non isotriviale, alors ωX/B est
ample.

Supposons maintenant que f admet au moins une fibre singulière, on dit
dans ce cas que f est singulière. Dans ce cas le faisceau ΩX/B n’est pas localement
libre et ne cöıncide avec ωX/B qu’en dehors des points singuliers des fibres. En
fait, on a la suite exacte de faisceaux suivants

0 −→ ΩX/B
i−→ ωX/B −→ δ −→ 0

où δ est un faisceau porté par les points singuliers des fibres et i correspond à
l’injection de ΩX/B dans son bidual. En dualisant la suite exacte

0 −→ f∗KB −→ T ∗
X −→ ΩX/B −→ 0
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correspondant à la différentielle de f , on obtient la suite exacte à quatre termes
0 −→ TX/B −→ TX −→ f∗TB −→ δ −→ 0 ,

où TX/B = (ωX/B)
−1.

Soit I l’image de TX dans f∗TB . Par image directe, on obtient la suite
exacte longue sur B :

0 −→ f∗TX/B −→ f∗TX −→ f∗I
∂KS−→ R1f∗TX/B −→ · · ·

le morphisme ∂KS cöıncide en dehors des singularités avec le morphisme de
Kodaira-Spencer; on l’appellera du même nom.

2.2. Remarque. — Lorsque ∂KS ≡ 0, on peut montrer que la fibration f
est contrainte d’être lisse donc dans le cas d’une fibration avec au moins une fibre
singulière l’application de Kodaira-Spencer est génériquement non nulle.

En fait, même dans le cas de fibrations singulières on a un résultat analogue
au théorème de rigidité de Paršin. Commençons tout d’abord par rappeler la
définition suivante des fibrations stables.

2.3. Définition. — Une fibration f : X → B d’une surface complexe X
sur une courbe lisse B est dite semi-stable (resp. stable) si les trois propriétés
suivantes sont vérifiées :

i) les fibres de f sont réduites et connexes ;
ii) les singularités des fibres de f sont nodales ;
iii) une composante irréductible d’une fibre de f qui est isomorphe à P

1

rencontre les autres composantes en au moins 2 points (resp. 3 points).

La propriété iii) est en fait équivalente à la non existence dans une fibre de
f de courbes de self-intersection −1 (resp. −2).

2.4. Théorème (Arakelov [Ar71]). — Soit f : X → B une fibration non
isotriviale stable en courbes de genre générique ≥ 2 alors ωX/B est ample.

Grâce au théorème de réduction stable de Mumford-Deligne ([MD69]) et
Artin-Winters ([AW71]) on peut déduire le théorème suivant (voir [M-De81] et
[Sz81]). Rappelons tout d’abord qu’une fibration en courbe est dite relativement
minimale, si aucune courbe de self-intersection (−1) n’est contenue dans ses fibres.

2.5. Théorème. — Soit f : X → B une fibration relativement minimale
singulière en courbes de genre générique ≥ 2 alors ωX/B est gros. On a de plus

i) (ωX/B · ωX/B) > 0 ;
ii) ωX/B ·D ≥ 0 pour tout diviseur effectif D ⊂ X ( ωX/B est nef).

En plus les seules courbes réduites et irréductibles, dont l’intersection avec ωX/B

est nulle, sont les P1 de self-intersection (−2) contenus dans les fibrés de f .

Idée de la démonstration. — Soit f ′ : X ′ → B′ une réduction stable de
f : X → B avec un morphisme B′ → B de degré d de sorte qu’on a un diagramme
commutatif

X ′ −→ Xy y
B′ −→ B
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L’idée est de construire pour tout entier n un morphisme “produit”

H0(X ′, ω⊗n
X′/B′

) → H0(X,ω⊗nd
X/B)

et d’appliquer ensuite le théorème 2.4.

3. Une métrique singulière sur les 1-jets

Soit f : X → B une fibration d’une surface compacte X sur une courbe
lisse B de genre ≥ 2 et la fibre générique de f de genre ≥ 2. Grâce à un
résultat d’additivité des dimensions de Kodaira-Iitaka pour les fibrés en droites,
dû à T. Fujita ([Fu77]), généralisé depuis par F. Sakai ([Sa78]) au cas des λ-
dimensions des fibrés vectoriels, on va voir que le fibré des 1-jets OX1

(1) est gros.
Ceci est équivalent par la proposition 3.3.2 à l’existence d’une métrique singulière
non triviale à courbure négative sur OX1

(−1). Rappelons tout d’abord le résultat
suivant de [Fu77].

3.1. Théorème (Fujita [Fu77]). — Soit f : X → Y une fibration d’une
variété complexe compacte X munie d’un fibré en droites L, sur une autre variété
Y munie d’un fibré en droites H. Supposons que

i) κ(Y,H) = dimY
ii) il existe un morphisme génériquement injectif

Φ : f∗H → L .

Alors κ(X,L) = κ(Xy, Ly) + dimY , où Xy = f−1(y) une fibre générique de f et
Ly = L∣∣Xy

.

Pour généraliser le théorème 3.1 à des fibrés de rangs quelconques rappelons
la notion suivante de λ-dimension introduite dans [Sa78].

3.2. Définition. — Soit E un fibré vectoriel de rang r sur une variété
complexe X , la λ-dimension de E est le nombre

λ(E,X) =

{
κ
(
P (E),OP (E)(1)

)
− (r − 1) si κ

(
P (E),OP (E)(1)

)
6= −∞

−r sinon

3.3. Corollaire (Sakai [Sa78]). — Soient X et Y deux variétés complexes
compactes et soit f : X → Y une fibration, soient enfin E et F deux fibrés
vectoriels sur X et Y respectivement. Supposons que :

i) λ(F, Y ) = dimY ;
(ii) il existe un morphisme génériquement injectif Φ : f∗F → E.

Alors λ(E,X) = λ(Ey, Xy)+ dimY si λ(Ey, Xy) 6= − rangE où Xy = f−1(y) une
fibre générique de f et Ey = E∣∣Xy

.

Démonstration. — On se ramène modulo des modifications birationnelles
aux fibrés OP (E)(1) et OP (F )(1) respectivement sur P (E) et P (F ), ensuite on
applique le théorème 3.1. ⊔⊓
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Dans le cas qui nous intéresse on a l’affirmation suivante :

3.4. Corollaire. — Soit f : X → B une fibration d’une surface compacte
sur une courbe B de genre ≥ 2 et de fibre générique une courbe de genre ≥ 2.
Alors OX1

(1) est gros.

Démonstration. — Soit p un point générique de B tel que Xp := f−1(p)
est une fibre lisse de f , alors on a une suite exacte :

(∗). 0 −→ OXp
−→ T ∗

X
∣∣Xp

−→ f∗KXp
−→ 0

• 1er cas : (∗) est non scindée. D’après le critère de Gieseker [Gi72] ci-
dessous, T ∗

X
∣∣Xp

est ample et on conclut avec le corollaire 3.3.

• 2ème cas : (∗) est scindée. Alors la fibration f est localement triviale, et
comme la notion de λ-dimension est invariante par revêtement non ramifié, on
peut supposer que X = C1 × C2 est un produit de deux courbes de genre ≥ 2.
Dans ce cas il est simple de voir que

λ(T ∗
X , X) = λ(π∗

C1
T ∗
C1

⊕ π∗
C2
T ∗
C2
, C1 × C1)

= λ(T ∗
C1
, C1) + λ(T ∗

C1
, C2)

= 2

où πC1
et πC2

les projections naturelles sur C1 et C2 respectivement. ⊔⊓

3.5.Critère de Gieseker. — Soit S une surface de Riemann compacte et
soit 0 → OS → F → E → 0 une suite exacte non scindée de fibrés vectoriels, si E
est ample alors F est aussi ample.
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4. Négativité de la courbure sectionnelle des fibrations lisses

Dans ce paragraphe on suppose que f : X → B est une fibration d’une
surface complexe compacte sur une courbe lisse de genre ≥ 2, dont les fibres
sont des courbes lisses de genre ≥ 2. On donnera une construction simple d’une
métrique hermitienne sur TX à courbure sectionnelle négative. Dans ce cas on a
une suite exacte de fibrés vectoriels

0 −→ TX/B
j−→ TX

f∗−→ f∗TB −→ 0 .

On considère sur f∗TB l’image inverse f∗hB de la métrique de Poincaré sur B
et on munit TX/B de la métrique hX/B qui soit, par restriction à chaque fibre
de f , la métrique de Poincaré associée. Remarquons que puisque la métrique de
Poincaré est de courbure de Gauss constante, la métrique hX/B est une solution

d’une équation faisant intervenir l’opérateur elliptique ∂∂, donc est lisse.
Soit Φ = j∗ ⊕ f∗ : TX

∼−→ TX/B ⊕ TB un scindage C∞ et notons
β la deuxième forme fondamentale associée. Comme dans [DPS], considérons
l’isomorphisme Φρ déduit de Φ en multipliant par 1/ρ le premier facteur de
l’expression de Φ et soit hρ = Φ∗

ρ(hX/B ⊕ f∗hB). On peut voir que l’expression de
la connexion de Chern sur TX relativement à hρ est donnée par (voir par exemple
[Dem95])

Dhρ
=

(
DhX/B

−ρB∗

ρB DhB

)

et la forme de courbure est

Θhρ
= ΘhX/B

⊕ΘhB
+O(ρ) .

Soit (e1, e2) une base orthonormée locale de (TX , hρ) telle que e1x ∈ Tf−1(f(x))
et e2x ∈ TBf(x). Soit u = u1e1 + u2e2 ∈ TX , alors la courbure sectionnelle de
(TX , hρ) déterminée par u est donnée par :

〈Θhρ
〉(u⊗ u, u⊗ u) = ρ

∑

1≤i,j≤2

Cij11uiūj |u1|2

+
∑

1≤i,j≤2

Cij22uiūj |u2|2 +O(ρ)(u⊗ u, u⊗ u)

où Cij11 et Cij22 sont respectivement les coefficients des formes de courbure
〈ΘhX/B

〉 et 〈ΘhB
〉 relativement aux bases e1 et e2.

Remarquons que Cij22 = 0 si (i, j) 6= (2, 2) et que C2222 < 0 et C1111 < 0,
par définition. Pour ε > 0, on utilise l’inégalité

2|u1||u2| ≤ ε|u1|2 +
1

ε
|u2|2 .

Un bon choix ε =
√
ρ permet de majorer les termes Cij11uiūj |u1|2 pour (i, j) 6=

(1, 1) et donc

〈Θhρ
〉(u⊗ u, u⊗ u) ≤ ρ

(
C1111 +O(

√
ρ)
)
|u1|4 +

(
C2222 +O(

√
ρ)
)
|u2|4.
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Ce qui entraine que hρ est à courbure sectionnelle négative pour ρ assez petit, d’où
le théorème suivant :

4.1. Théorème. — Soit f : X → B une fibration lisse en courbes de
genre ≥ 2 sur une courbe de genre ≥ 2. Alors le fibré tangent TX est à courbure
sectionnelle négative.

4.2. Remarques

1) Si on suppose que ∂KS est non nulle en tout point de B on peut montrer
que TX est négatif au sens de Grauert, ceci est démontré indépendamment par
M. Martin-Deschamps ([M-De85]) et M. Schneider [Sch85] en utilisant le théorème
de Paršin 2.1, et H. Tsai ([Ts89]) a même montré la négativité de TX au sens de
Griffiths dans ce cas.

2)Consernant l’étude des fibrations localement triviales, on a pu construire
dans [GR65] et [Co73] des métriques à courbure négatives mais qui ne sont définies
que localement au voisinage de chaque fibre. Dans le cas d’une fibration de
dimension relative quelconque il y a, sous des conditions similaires, un résultat
semblable au théorème 4.1 dans [Ch86].

3) Grâce à un résultat de P.C. Yang ([Yan77]), si la fibration f est localement
triviale, le fait d’être à courbure sectionnelle est optimal dans le théorème 4.1.
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5. Presque amplitude au sens de

Miyaoka des fibrations singulières

Soit f : X → B une fibration sur une courbe lisse de genre ≥ 2 avec pour
fibre générique une courbe de genre ≥ 2. D’après le corollaire 3.4, OX1

(1) est gros.
Supposons en plus que f admet au moins une fibre singulière, alors on va utiliser
la positivité de ωX/B pour montrer que OX1

(1)∣∣Σ est gros, pour toute surface

Σ ⊂ X1 telle que π0,1(Σ) = X . Parmi ces surfaces dans X1 qui se projettent sur

X , une se distingue particulièrement, c’est la surface notée X̃, formée des relevées
dans X1 des fibres de f . Soit π̃ : X̃ → X la restriction de π0,1 à X̃. Il existe alors

un diviseur E dans X̃, dont le support est l’ensemble des points où π̃ n’est pas
localement biholomorphe, tel qu’on ait un isomorphisme

OX1
(−1)⊗ π̃∗ωX/B −→ O(−E)

u⊗ π̃∗v 7−→ v(π∗u)
.

En effet v(π∗u)x = 0 si et seulement si π̃ n’est pas localement biholomorphe en ce
point.

5.1. Proposition. — Soit f : X → B une fibration singulière sur une
courbe de genre ≥ 2, dont les fibres génériques sont des courbes de genre ≥ 2,
alors OX1

(1)∣∣X̃ est gros.

Démonstration. — On déduit de l’isomorphisme ci-dessus l’existence d’une
injection

ωX/B −֒→ OX1
(1)∣∣X̃ .

Notre fibration étant singulière, d’après le théorème 2.5 ωX/B est gros et donc
OX1

(1)∣∣X̃ est aussi gros. ⊔⊓

5.2. Théorème. — Soit f : X → B comme dans la proposition 5.1, alors
OX1

(1)∣∣Σ est gros pour toute surface Σ ⊂ X1 telle que π0,1(Σ) = X .

Démonstration. — D’après la proposition 5.1, il reste à vérifier la conclu-
sion pour des surfaces dans X1, différentes de X̃. Soit Σ une telle surface, alors on
a un morphisme non trivial

OX1
(−1)∣∣Σ −→ (π̃1,0

∣∣Σ ◦ f)∗TB

v 7−→ f∗(π∗v)

d’où un morphisme génériquement injectif

(π1,0∣∣Σ ◦ f)∗KB −→ OX1
(1)∣∣Σ .
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D’autre part la fibration étant singulière, l’application de Kodaira-Spencer ∂KS

est non identiquement nulle, donc la suite exacte

0 −→ OXp
−→ T ∗

X
∣∣Xp

−→ f∗KXp
−→ 0

est non scindée sur la fibre générique Xp = f−1(p) de f , par conséquent T ∗
X
∣∣Xp

est ample par le critère de Gieseker 3.5. Par suite OX1
(1)∣∣π−1(Xp)

= OP (T ∗

X
∣∣
Xp

)(1)

est ample. On est dans le cas de figure du théorème de Fujita, donc OX1
(1)∣∣Σ est

big. ⊔⊓
Rappelons maintenant la notion suivante de presque amplitude au sens de

Miyaoka ([Mi82]).

5.3. Définition. — Soient X une variété complexe compacte, E un fibré
vectoriel holomorphe sur X et soit π : P (E∗) → X . On dit que E est ample
presque partout s’il existe un fibré en droites A ample, une constante ε > 0 et
Σ ⊂ P (E∗) un ensemble analytique propre vérifiant π(Σ) 6= X tels que

c1(OP (E∗)(1)
∣∣C) ≥ εc1(π

∗A∣∣C)

pour toute courbe C ⊂ P (E∗) non contenue dans Σ.

D’après le résultat 3.4.3 de Y. Miyaoka le fibré cotangent à une surface
de type général vérifiant c21 − 2c2 > 0 est presque partout ample au sens de la
définition 5.3. Ceci implique grâce au théorème de Paršin 2.1 que les fibrations
lisses non isotriviales en courbes de genre ≥ 2 sur une courbe de genre ≥ 2 ont des
cotangents presque partout ample au sens de Miyaoka. Le théorème suivant qui
est un corollaire simple des théorèmes 3.4 et 5.2, est une sorte de généralisation
de ce fait au cas des fibrations singulières.

5.4. Théorème. — Soit f : X → B une fibration singulière en courbes de
genre générique ≥ 2 sur une courbe de genre ≥ 2. Alors le fibré cotangent à X est
presque partout ample au sens de Miyaoka.

Sachant que dans le cas d’un fibré holomorphe E presque partout ample sur
une surface projective lisse, l’amplitude est équivalente à ce que E∣∣C est ample pour

toute courbe C dans X , ce qui a été remarqué par M. Schneider et A. Tancredi
([ST88]), on a le corollaire suivant du théorème 5.4.

5.5. Corollaire. — Soit f : X → B une fibration comme dans 5.4, alors
T ∗
X est ample si et seulement si T ∗

X
∣∣C est ample pour toute courbe C ⊂ X .
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6. Techniques de recollements de métriques singulières

Dans ce paragraphe, on va rappeler quelques techniques, utiles pour la suite,
pour faire des recollements de fonctions plurisousharmoniques et donc de métriques
singulières (voir par exemple [Dem90]) . Nous commencerons par énoncer les deux
lemmes suivants.

6.1. Lemme. — Soient X un espace complexe et Y un sous-ensemble
analytique de X . Alors, il existe une fonction v dans C∞(XrY ), quasi-psh sur X
et telle que v ≡ −∞ sur Y (avec des pôles logarithmiques).

6.2. Lemme. — Soit X une variété complexe, soit Y un sous-espace
analytique de X et soient enfin un sous-fibré V ⊂ TX et une (1, 1)-forme positive
ω sur X . Supposons qu’il existe une fonction Φ ∈ C∞(Y ) et une (1, 1)-forme α de
classe C∞ sur X telles que

α+ i ∂∂Φ ≥ εω sur TYreg
∩ V .

Alors, il existe un voisinage U de Y dans X et Φ̃ ∈ C∞(U) tels que

α + i ∂∂Φ̃ ≥ ε

2
ω sur V∣∣U .

Idée de la démonstration. — On ajoute à un prolongement arbitraire de
Φ une fonction qui donne beaucoup de positivité dans les directions normales à
Y et une contribution éventuellement négative, mais petite, dans les directions
tangentes. Par exemple, si u1 = u2 = . . . = us = 0 sont des équations locales
de Y en un point lisse, on rajoute une fonction du type ε3 log(1 + ε−4

∑
|uj|2).

On raisonne ensuite par récurrence sur les strates de singularités. Les détails se
trouvent dans [Dem90].

Soient, maintenant, L un fibré en droites sur une variété compacte X et h0
une métrique lisse fixée sur L. Considérons une métrique singulière h sur L; on
peut écrire

h = h0 exp (−Φ)

où Φ est une fonction C∞ en dehors des singularités de h, et on a la relation
suivante entre les formes de courbure

Θh(L) = Θh0
(L) + i∂∂Φ.

Cette remarque permet de réduire un problème de recollement de métriques à celui
du recollement de fonctions quasi-psh.

Grâce aux lemmes 6.1 et 6.2, on peut faire deux types de recollements
(Prop. 6.3 et 6.4). La proposition 6.3 permet de recoller deux métriques lisses à
courbure positive (le long d’un sous-fibré vectoriel V de l’espace tangent à la variété
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ambiante X), définies sur deux sous-espaces analytiques de X , en une métrique
lisse sur l’union des sous-espaces et ayant la même propriété de courbure. Quant
à la proposition 6.4, elle permet de recoller une métrique singulière (toujours à
courbure positive le long d’un fibré vectoriel) et une métrique lisse sur l’ensemble
singulier avec la même propriété de courbure, pour obtenir une métrique lisse (avec
la même propriété de courbure).

6.3. Proposition. — Soient Y et Z deux sous-espaces analytiques d’une
variété complexe compacte X , soit V un sous-fibré de TX et soit ω une (1, 1)-forme
positive sur X . Supposons qu’il existe une (1, 1)-forme α de classe C∞ sur X et
deux fonctions ΦY ∈ C∞(Y ) et ΦZ ∈ C∞(Z) vérifiant

α+ i ∂∂ΦY ≥ εω sur V ∩ TYreg
,

et
α + i ∂∂ΦZ ≥ εω sur V ∩ TZreg

.

Alors, il existe ΦY ∪Z de classe C∞ sur un voisinage U de Y ∪ Z telle que

α+ i ∂∂ΦY ∪Z ≥ ε

4
ω sur V∣∣U .

Démonstration. — D’après le lemme 6.2 on peut supposer qu’il existe Φ̃Y

et Φ̃Z définies respectivement sur un voisinage UY et UZ de Y et Z telles que

α+ i ∂∂Φ̃Y ≥ ε

2
ω sur V∣∣UY

,

et
α + i ∂∂Φ̃Z ≥ ε

2
ω sur V∣∣UZ

.

D’autre part, grâce au lemme 6.1, il existe une fonction quasi-psh dans C∞(XrY ∩
Z) telle que v ≡ −∞ sur Y ∩ Z. On peut supposer, en multipliant v par une
constante assez petite, que i∂∂v ≥ − ε

4ω sur X . Alors, il convient de définir la
fonction ΦY ∪Z de la façon suivante

ΦY ∪Z =





Φ̃Y − C sur Ū′
YrŪ′

Z

Φ̃Z + v sur Ū′
ZrŪ′

Y∩Z

maxreg(Φ̃Y − C, Φ̃Z + v) sur un voisinage de Ū ′
Y ∩Z ∩ Ū ′

Z

,

où U ′
Y ∩Z ⊂ UY ∩UZ est un voisinage de Y ∩Z, C > 0 une constante assez grande

pour que
Φ̃Y − C < Φ̃Z + v sur ∂U′

Y∩Z,

et où U ′
Y , U

′
Z sont des voisinages assez petits de Y, Z tels que

Φ̃Y − C > Φ̃Z + v sur U′
Y ∩ U′

Z,

(maxreg désigne la fonction maximum régularisée définie dans [Dem90]). ⊔⊓

6.4. Proposition. — Soient Y ⊂ Z deux sous-espaces analytiques d’une
variété complexe X , soit V un sous-fibré de TX et soit ω une (1, 1)-forme C∞
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positive sur X . Supposons qu’il existe une (1, 1)-forme α de classe C∞ sur X
et deux fonctions ΦY de classe C∞ sur Y et ΦZrY dans C∞(ZrY ) localement
majorée sur Y , telles que

α+ i ∂∂ΦY ≥ εω sur V ∩ TYreg
,

et
α+ i ∂∂ΦZrY ≥ εω sur V ∩ TZreg

.

Alors, il existe ΦZ ∈ C∞(Z) telle que

α+ i ∂∂ΦZ ≥ ε

2
ω sur V ∩ TZreg

.

Démonstration. — Soit Φ̃Y une fonction C∞ sur un voisinage U de Y
telle que α + i∂∂Φ̃Y ≥ ε

2ω sur V∣∣U et v quasi psh dans C∞(ZrY ) vérifiant

α + i∂∂v ≥ − ε
2ω sur Z, alors la fonction ΦZ = maxreg

(
ΦZrY + v, Φ̃Y − C

)

convient pour un bon choix de C sur un bon voisinage de Y . ⊔⊓
Les propositions 6.3 et 6.4 sont, en fait, valables même lorsqu’on suppose

la forme α singulière le long d’un sous-ensemble analytique. Comme corollaires
on peut les généraliser respectivement aux propositions 6.5 et 6.6. En utilisant ces
dernières on pourra faire les mêmes types de recollements que précédemment, mais
en obtenant encore des métriques singulières avec des singularités éventuellement
moins importantes.

6.5. Proposition. — Soient Y , Z et Σ trois sous-espaces analytiques
d’une variété complexe X , soit V un sous-fibré de TX et soit ω une (1, 1)-forme
C∞ positive sur X . Supposons qu’il existe une (1, 1)-forme α de classe C∞ sur X ,
deux fonctions ΦY et ΦZ de classe C∞ sur un voisinage de YrΣ (resp. de ZrΣ)
et une fonction Ψ quasi psh au voisinage de Σ , telles que ΦY − Ψ et ΦZ − Ψ se
prolongent en des fonctions de classe C∞ sur Y et Z, avec

α+ i ∂∂ΦY ≥ εω sur V ∩ TYreg
,

et
α + i ∂∂ΦZ ≥ εω sur V ∩ TZreg

.

Alors, il existe ΦY ∪Z de classe C∞ sur un voisinage U de Y ∪ ZrΣ telle que

α+ i ∂∂ΦY ∪Z ≥ ε

4
ω sur V∣∣U .

Démonstration. — On applique le raisonnement utilisé dans la preuve de
la proposition 6.3 avec α′ = α + i ∂∂Ψ, Φ′

Y = ΦY −Ψ et Φ′
Z = ΦZ −Ψ. ⊔⊓

6.6. Proposition. — Soient Σ ⊂ Y ⊂ Z trois sous-espaces analytiques
d’une variété complexe X , soit V un sous-fibré de TX et soit ω une (1, 1)-forme
C∞ positive sur X . Supposons qu’il existe une (1, 1)-forme α de classe C∞ sur
X et deux fonctions ΦYrΣ dans C∞(YrΣ) et ΦZrY dans C∞(ZrY ) localement
majorées sur Y (resp. Z) et à poles logarithmiques sur Σ (resp. Y ), telles que

α+ i ∂∂ΦYrΣ ≥ εω sur V ∩ TYreg
,
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et
α+ i ∂∂ΦZrY ≥ εω sur V ∩ TZreg

.

Supposons que la multiplicité des pôles de ΦYrΣ le long de Σ est inférieure à la
multiplicité des pôles de ΦZrY le long de Y (au sens où lim supΦYrΣ/ΦZrY < 1
en tout point de Σ). Alors il existe ΦZrΣ ∈ C∞(ZrΣ) ayant des singularités
logarithmiques seulement le long de Σ telle que

α+ i ∂∂ΦZrΣ ≥ ε

2
ω sur V ∩ TZreg

.

Démonstration. — On va procéder de la même façon que dans la preuve
de la proposition 6.4. Soit Φ̃YrΣ une fonction C∞ sur un voisinage U de YrΣ telle

que on a toujours lim sup Φ̃YrΣ/ΦZrY < 1 en tout point de Σ et

α+ i∂∂Φ̃YrΣ ≥ ε

2
ω sur V∣∣U .

Soit v quasi psh dans C∞(ZrY ) vérifiant α + i∂∂v ≥ − ε
2
ω sur Z, alors grâce à

l’hypothèse sur les multiplicités, la fonction ΦZ = max
(
ΦZrY + v, Φ̃YrΣ − C

)

convient pour un bon choix de C sur un bon voisinage de Y . ⊔⊓
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7. Négativité de courbure sur les 1-jets des fibrations stables

Soit f : X → B une fibration non isotriviale d’une surface compacte sur une
courbe lisse de genre ≥ 2, en courbes réduites et irréductibles qui sont toutes de
genre ≥ 2. D’après les résultats du paragraphe 5, pour que T ∗

X soit ample, il faut
et il suffit que sa restriction à toute courbe (ou seulement à toute fibre de f) soit
ample. Ceci n’est pas le cas en général (voir par exemple la fibration de Demailly
au §1).

Cependant, on a l’affirmation suivante dans le cas des fibrations stables (voir
l’analogue pour une fibration singulière quelconque au §9).

7.1. Théorème. — Soit f : X → B une fibration singulière stable en
courbes réduites et irréductibles de genre ≥ 2 et avec le genre de B ≥ 2, alors pour
toute courbe C ⊂ X1, la restriction OX1

(−1)∣∣C est à courbure négative au sens

des jets, c’est-à-dire, le long du sous-fibré V1 ⊂ TX1
.

Démonstration. — Soit C une courbe dans X1, on peut supposer que C
n’est pas une fibre de π0,1 puisque OX1

(1) est toujours relativement ample par
rapport à X . On distinguera deux cas :

• C n’est pas une relevée d’une courbe dans X et donc le tangent TC n’est
pas contenu dans V1 sauf au-dessus d’un nombre fini de points {p1, . . . , pn}. On
choisit alors sur des disques Di ⊂ C centrés en pi une métrique à courbure négative
sur OX1

(−1)∣∣Di
et on recolle par une partition de l’unité en une métrique h sur

tout OX1
(−1)∣∣C . Par construction la courbure de h est négative dans la direction

de V1.
• C est une relevée d’une courbe dans X . Si π0,1(C) est une fibre de f alors

C est lisse car f est stable, donc

OX1
(−1)∣∣C ≃ TC

est à courbure totale négative. Si π0,1(C) n’est pas une fibre de f et donc
f(π0,1(C)) = B, on a un morphisme non trivial

(π0,1
∣∣C ◦ f)∗KB −→ OX1

(1)∣∣C
donc OX1

(1)∣∣C est ample et OX1
(−1)∣∣C est aussi à courbure totale négative. ⊔⊓

Le théorème suivant est une réponse positive à la conjecture de Demailly
dans le cas d’une fibration stable hyperbolique sur une courbe de genre ≥ 2.

7.2. Théorème. — Soit f : X → B une fibration stable en courbes
réduites et irréductibles de genre ≥ 2 sur une courbe lisse de genre ≥ 2. Alors, il
existe sur OX1

(−1) une métrique h1 lisse à courbure négative le long de V1.

Démonstration. — D’après le théorème 3.3, il existe une métrique h′ sur
OX1

(−1) à courbure négative, singulière le long d’un ensemble analytique Σh de
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codimension > 0. Soit Z une composante de dimension 2 de Σh. Si π0,1(Z) = X
d’après le théorème 5.2, OX1

(1)∣∣Z est gros, si π0,1(Z) est une courbe de X , alors

on a
OX0

(1)∣∣Z · OX0
(1)∣∣Z = OX0

(1)2 · Z = KX · π0,1(Z)

et
OX0

(1)∣∣Z · π∗
0,1KX = OX0

(1) · Zπ∗
0,1KX = KX · π0,1(Z) .

Or π0,1(Z) est de genre ≥ 2 donc KX · π0,1(Z) > 0, d’où par le théorème de
Riemann-Roch ([Hi66]), OX1

(1)∣∣Z est encore gros.

Maintenant, d’après les résultat du paragraphe 5, on dispose sur toute
composante de dimension 2 Zj ⊂ Σh′ d’une métrique h′j à courbure négative,
éventuellement singulière le long d’un nombre fini de courbes Cij . D’après le
théorème 6.1 la restriction OX0

(−1)∣∣Cij
à l’une de ces courbes admet une métrique

hij lisse à courbure négative dans la direction de V1. On recolle, tout d’abord, les
métriques hij en une métriques h⋃Cij

sur l’union des Cij , à l’aide de la proposition

6.3. La proposition 6.4 permet, ensuite, de recoller h′j et h⋃Cij
en une métrique

lisse hj à courbure négative dans la direction de V1. Enfin, on recolle de la même
façon les métriques hj avec h′ en une métrique h sur tout X1, lisse et à courbure
négative au sens des 1-jets. ⊔⊓
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8. Ensemble singulier restreint

Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée. On va introduire, dans

ce paragraphe, un sous-espace analytique de l’ensemble Xsing
k des jets singuliers.

Ce sous-espace, appelé ensemble singulier restreint et noté Xsing
k,res, est beaucoup

moins gros que Xsing
k , de telle façon qu’il sera plus facile à manipuler dans la suite.

On montrera que la restriction de OXk
(−1) à Xsing

k admet une métrique singulière

le long de Xsing
k,res à courbure négative au sens des jets. Ceci est indispensable pour

surmonter quelques difficultés techniques dans le paragraphe suivant.

8.1. Définition (ensemble singulier restreint). — Soit (X, V ) une variété

dirigée quelconque et soient p < k deux entiers positifs. Notons D
(k)
p la sous-variété

deXk, qui contient toutes les relevées dansXk des courbes contenues dans les fibres

de la projection Xp−1 → Xp−2. En particulier, D
(k)
k := Dk = P

(
TXk−1/Xk−2

)
.

On appelle ensemble singulier restreint le sous-ensemble analytique noté Xsing
k,res ⊂

Xsing
k défini par

Xsing
k,res :=

⋃

2≤p≤k

D(k)
p .

Une définition alternative des espaces D
(k)
p est la suivante: fixons un entier

p > 1 et considèrons la variété dirigée

(Yp,0,Wp,0) := (Xp−1, TXp−1/Xp−2
),

alors, l’ensemble D
(k)
p est le k − (p − 1)-ème espace de jets Yp,k−(p−1) associé, et

peut être vu comme une sous-variété plongée dans Xk.
Notons n la dimension de X et r le rang de V . Alors, le rang de TXp−1/Xp−2

est égal à r − 1 et donc

dimD(k)
p = dimXp−1 + (k − (p− 1))(r − 2)

= n+ (p− 1)(r − 1) + (k − (p− 1))(r − 2)

= n+ k(r − 1)− (k − (p− 1))

= dimXk − (k − (p− 1)).

Remarquons aussi qu’un P
r−1
C

fibre de la projection Xk+1 → Xk coupe D
(k+1)
p en

un P
r−2
C

, en effet, D
(k+1)
p est un P

r−2
C

-fibré projectif sur D
(k)
p .

L’ensemble singulier restreint a la propriété intéressante suivante.

8.2. Lemme . — Soit (X, V ) une variété dirigée quelconque, soient k, p

deux entiers > 1 et soit enfin xk ∈ (πk−1,k)
−1(

D
(k−1)
p

)
rD

(k)
p dans Xk. Si

vk ∈ Vk,xk
∩ Txk

π−1
k−1,k

(
D

(k−1)
p

)
, alors (πk−1,k)∗(vk) = 0. On a donc, que si
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xk ∈ (πk−1,k)
−1(

Xsing
k−1,res

)
rXsing

k,res dans Xk et si vk ∈ Vk,xk
∩ Txk

π−1
k−1,k

(
Xsing

k−1,res

)
,

alors (πk−1,k)∗(vk) = 0.

Démonstration. — Écrivons xk = (xk−1, [vk−1]) avec vk−1 ∈ Vk−1,xk−1
,

alors on a
vk ∈ Vk,xk

=⇒
(
πk−1,k

)
∗
(vk) ∈ C · vk−1 ,

donc si
(
πk−1,k

)
∗
(vk) était non nul, alors vk−1 devrait appartenir à l’intersection

Vk−1,xk−1
∩ Txk−1

D
(k−1)
p . Or, cet espace est égal, par définition, à

(
Wp,k−p,

)
xk−1

.

Donc, vk−1 est tangent à Wp,k−p et par conséquent xk devrait appartenir à D
(k)
p .

Ceci est une contradiction. ⊔⊓
Rappelons maintenant le lemme suivant énoncé dans [Dem96].

8.3. Lemme. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée quel-
conque. Supposons qu’il existe une métrique hk sur Xk à courbure négative
au sens des k-jets, notons Σh son ensemble de singularités. Alors, il existe sur
Xk+1 une métrique hk+1 à courbure négative au sens des k + 1-jets telle que
Σhk+1

= π−1
k,k+1

(
Σhk

)
∪ Dk. De plus, la multiplicité des pôles le long de Dk de

hk+1 est égale à p−1
p pour p assez grand.

Démonstration. — Soient ωk−1 et ωk deux métriques hermitiennes lisses
données respectivement sur TXk−1

et TXk
. L’hypothèse implique

〈Θh−1
k−1

(OXk−1
(1))〉(ξ) ≥ ε|ξ|2ωk−1

, ∀ξ ∈ Vk−1

pour certaines constantes ε > 0. D’autre part, puisque OXk
(Dk) est relativement

ample sur Xk−1 (Dk est une section hyperplane), il existe une métrique lisse h̃ sur
OXk

(Dk) telle que

〈Θ
h̃
(OXk

(Dk))〉(ξ) ≥ δ|ξ|2ωk
− C|(πk)⋆ξ|2ωk−1

, ∀ξ ∈ TXk

pour certaine constante δ, C > 0. Combinant les deux inégalitées (la deuxim̀e étant
appliquée à ξ ∈ Vk et la première à (πk)⋆ξ ∈ Vk−1), on obtient

〈Θ
(π⋆

k
hk−1)−ph̃

(π⋆
kOXk−1

(p)⊗OXk
(Dk))〉(ξ) ≥

≥ δ|ξ|2ωk
+ (pε− C)|(πk)⋆ξ|2ωk−1

, ∀ξ ∈ Vk.

Il en résulte que pour p assez grand, (π⋆
khk−1)

−ph̃ est à courbure positive le long
de Vk. Maintenant, grâce à l’injection de faisceaux

OXk
(−p) = π⋆

kOXk−1
(−p)⊗OXk

(−pDk) →֒
(
π⋆
kOXk−1

(p)⊗OXk
(Dk)

)−1

la métrique hk := ((π⋆
khk−1)

−ph̃)−1/p = (π⋆
khk−1)h̃

−1/p induit une métrique
singulière sur OXk

(1) qui admet une dégénérescence additionnelle avec diviseur
de pôles p−1(p− 1)Dk. Donc Σhk

= π−1
k Σhk−1

∪Dk et

Θh−1
k
(OXk

(1)) =
1

p
Θ

(π⋆
k
hk−1)−ph̃

+
p− 1

p
[Dk]

est positive le long de Vk. ⊔⊓
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Avant d’énoncer le résultat central de ce paragraphe, rappelons le lemme
suivant qui permet la construction de métriques singulières sur le fibré tautologique
sur l’espace projectif.

8.4. Lemme . — Soient m, s deux entiers positifs et αi (1 ≤ i ≤ s)
des entiers positifs vérifiants

∑
1≤i≤s αi < 1. Alors, étant donné des sous-espaces

linéaires L1, L2, . . . , Ls de P
m
C
, il existe une métrique singulière à courbure positive

sur OPm
C
(1) ayant des pôles logarithmiques de multiplicité αi le long de Li.

Démonstration. — Soient (z0, z1, . . . , zm) des coordonnées homogènes dans
Pm
C

et supposons que pour 1 ≤ i ≤ s l’espace Li est donnée par les équations
ui,1 = . . . = ui,ji = 0. Alors,

‖ξ‖2 :=
|ξ|2

Π1≤i≤s

(∑
1≤j≤ji

|ui,j(ξ)|2
)αi

définit la métrique singulière voulue mais sur le fibré OPm
C
(
∑

1≤i≤s αi). Pour
conclure il suffit de combiner cette métrique avec une métrique lisse à courbure
positive sur OPm

C
(1 −

∑
1≤i≤s αi) ce qui est possible compte tenu de la condition

sur les αi. ⊔⊓

8.5. Proposition . — Soient (X, V ) une variété complexe compacte
dirigée et soit k un entier positif. Soient, enfin, αp, (2 ≤ p ≤ k) des entiers
positifs vérifiant

∑
2≤p≤k αp < 1. Alors, il existe sur OXk

(−1)∣∣Xsing
k

une métrique

à courbure négative au sens des k-jets qui dégénère seulement le long de Xsing
k,res

avec des multiplicités αp le long de D
(k)
p .

Démonstration. — On doit construire sur OXk
(−1)∣∣Xsing

k

une métrique à

courbure négative au sens des k-jets, c’est à dire dans la direction de Vk. Par
conséquent, on ne va s’intéresser (grosso modo) qu’aux vecteurs de l’intersection
TXsing

k

⋂
Vk et on va raisonner en s’appuyant sur le lemme 8.2.

On va utiliser une récurrence sur k. Pour k = 3, on a la situation suivante

Xsing
3 =D3

⋃
π−1
2,3

(
D(2)

p

)

Xsing
3,res =D3

⋃
D

(3)
2 ,

grâce au lemme 8.2, on sait que les vecteurs de l’intersection T
π−1
2,3

(
D

(2)
p

) ⋂V3, en

dehors de D
(3)
2 , sont verticaux pour la projection X3 → X2. Autrement dit, les

vecteurs de l’intersection TXsing
3

⋂
V3 en dehors de Xsing

3,res sont verticaux pour la

projection X3 → X2. Puisque X
sing
3,res coupe une fibre de la projection X3 → X2

en au plus deux composantes irréductibles (deux P
r−2
C

), il existe alors, d’après le
lemme 8.4, une métrique à courbure relative positive surOXk

(1)∣∣Xsing
k

à singularités

logarithmiques de multiplicités données α
(3)
2 et α

(3)
3 telles que α

(3)
2 + α

(3)
3 < 1,

le long des composantes D
(3)
2 et D

(3)
3 de Xsing

3,res. Il convient, alors de prendre la
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métrique duale sur OX3
(−1)∣∣Xsing

3

qui est bien à courbure négative au sens des

jets.

Soit, maintenant, des entiers positifs α
(k+1)
p , (2 ≤ p ≤ k + 1) vérifiant∑

2≤p≤k+1 α
(k+1)
p < 1 et supposons que la proposition 8.5 soit vraie pour un k

fixé, c’est à dire qu’étant donné des entiers positifs α
(k)
p , (2 ≤ p ≤ k) vérifiant∑

2≤p≤k α
(k)
p < 1, il existe sur Xsing

k une métrique hk à courbure négative au sens

des jets, à singularités logarithmiques de multiplicités α
(k)
p le long des composantes

de Xsing
k,res. Choisissons les α

(k)
p tels que

α(k)
p > α(k+1)

p .

Le lemme 8.3 permet de trouver une métrique h′k+1 sur Xsing
k+1 à courbure négative

au sens des jets, singulière le long de S := Dk+1∪(πk,k+1)
−1(

Xsing
k,res

)
avec les mêmes

multiplicités logarithmiques α
(k)
p (2 ≤ p ≤ k). On va construire sur S une métrique

à courbure négative au sens des jets singulière seulement le long de Xsing
k+1,res: grâce

au lemme 8.2, on sait que les vecteurs de l’intersection TS
⋂
Vk+1 sont verticaux

pour la projection Xk+1 → Xk. D’autre part le lemme 8.4 et le fait que Xsing
k+1,res

coupe une fibre de Xk+1 → Xk en au plus k composantes irréductibles (des Pr−2
C

) ,
permet de construire sur S une métrique h′′k+1 sur OXk+1

(1)∣∣S , à courbure relative

positive par rapport à la projection Xk+1 → Xk et à singularités logarithmiques de

multiplicité α
(k+1)
p le long des composantes D

(k+1)
p (2 ≤ p ≤ k+1) de Xsing

k+1,res. La
métrique duale convient alors, puisqu’on ne considère que des vecteurs verticaux.

Enfin, grâce au choix α
(k)
p > α

(k+1)
p ,on peut appliquer la proposition 6.6

pour recoller les métriques h′k+1 et h′′k+1, on obtient, ainsi la métrique désirée. ⊔⊓
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9. Négativité de courbure au sens des jets des surfaces

hyperboliques à cotangent presque ample au sens de Miyaoka

Dans ce paragraphe, on va considérer une variété complexe compacte dirigée
quelconque (X, V ). On définira sur Xk un concept qui généralise la notion de
presque amplitude au sens de Miyaoka. Dans le cas où (X, V ) n’admet pas de
courbes rationnelles ou elliptiques tangentes à V et detV ∗ est ample, on démontre
que cette notion de presque amplitude implique la négativité de courbure au sens
des jets. Comme application, ceci entrâıne une réponse positive à la conjecture de
Demailly dans le cas d’une surface hyperbolique fibrant sur une courbe de genre
au moins deux (grâce au résultat du paragraphe 5), et dans le cas d’une surface
hyperbolique vérifiant c21 > 2c2 grâce au résultat de Miyaoka (théorème 4.5 du
chapitre I).

9.1. Définition. — Soient (X, V ) une variété compacte dirigée et n0 un
entier strictement positif. Alors le fibré OXn0

(1) est dit presque partout gros en
dimension ≥ d, si sa restriction à tout sous-espace analytique irréductible non
contenu dans Xsing

k et qui se projette sur un sous-espace de dimension ≥ d dans
X , est gros.

La suite est consacrée à la démonstration du théorème suivant.

9.2. Théorème. — Soit (X, V ) une variété compacte dirigée. Supposons
que (X, V ) n’admet pas de courbes rationnelles ou elliptiques tangentes à V , et
que OXn0

(1) est presque partout gros en dimension ≥ 2 pour un certain n0 > 0.
Alors, il existe k0 ≥ n0 tel que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique
non dégénérée à courbure négative au sens des k-jets. En particulier (X, V ) est
hyperbolique.

Remarquons, tout d’abord que l’hyperbolicité peut être démontrer directe-
ment en utilisant simplement le critère de Brody (théorème 2.2.2). Le plan de la
démonstration est le suivant: l’hypothèse signifie qu’on est dans le cas de figure
suivant. Il existe sur OXn0

(1) une métrique singulière hn0
à courbure positive dont

l’ensemble des singularités (modulo Xsing
k ) est un sous-ensemble analytique propre

B. La restriction de OXn0
(1) à chaque composante irréductible Bi1 de B est encore

gros ( ceci est vrai même si cette composante se projette sur une courbe dans X ,
voir le lemme 9.4 ci-dessous), donc admet une métrique singulière hn0i1 à cour-
bure positive (au sens des jets) dont l’ensemble des singularités (modulo Xsing

n0
)

est un sous ensemble analytique propre de Bi1 . En itérant ce procédé on arrive
à construire une suite de métriques hn0

, hn0,i1 , hn0i1i2 . . . hn0i1...is où hn0i1...is est
une métrique à courbure positive qui a pour ensemble base seulement un nombre
fini de courbes Cn0i1...is+1

. Donc, grosso modo on peut “réduire” l’ensemble base
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de OXn0
(1) (modulo Xsing

k ) à un nombre fini de courbes. La première étape con-
siste, donc, à trouver sur la restriction de OXn0

(1) à chacune de ces courbes une
métrique à courbure négative au sens des jets. Rappelons, d’abord, que grâce à la
proposition 3.1.2 du chapitre des préliminaires, il existe un étage k0 ≥ n0 tel que
les relevées des courbes Cn0i1...is+1

sont lisses dans Xk0
. Fixons une fois pour toute

cet entier k0.

9.3. Théorème. — Sous les hypothèses du théorème 9.2, soit k un entier
≥ k0 et soit C ⊂ Xk une courbe qui ne soit pas une relevée d’une courbe contenue
dans une fibre de π : Xp+1 → Xp pour p < k − 1. Alors OXk

(−1)∣∣C admet une

métrique à courbure négative au sens des jets, c’est-à-dire, dans la direction de Vk.

Démonstration. — On peut supposer, grâce à l’hypothèse du théorème 9.2,
que C se projette sur une des Cn0i1...is+1

dansXn0
. Si C n’est pas une relevée d’une

courbe dans X , alors le fibré tangent à C n’est pas identiquement contenu dans Vk
et les mêmes arguments que dans la démonstration du théorème 6.1 permettent
de conclure. Si C est une relevée d’une courbe Ci1...is+1

, par définition de k0, C
est lisse de genre ≥ 2 et TC = OXk

(−1)∣∣C est donc à courbure totale négative. ⊔⊓

Puisqu’on dispose du théorème 9.3, l’idée naturelle qui se présente est
d’imiter la méthode utilisée dans le cas d’une fibration stable. Le recollement
devra se faire maintenant sur Xk0

. Il faudra donc tout d’abord, construire sur
Xk (k ≥ k0) des métriques singulières à courbure négative à partir de celles qui
existent sur Xn0

. On peut faire ça grâce au lemme 8.3 qui s’applique à chacune
des métriques singulières hn0i1...il (1 ≤ l ≤ s) sur Xn0

et permet de trouver une
métrique singulière hki1...il (1 ≤ l ≤ s) sur Xk ayant pour ensemble de singularités

(modulo Xsing
k )

Σhki1...il
π−1
n0,k

(
Σhn0i1...il

)
(1 ≤ l ≤ s).

L’étape suivante est de comprendre la géométrie de OXk
(−1) sur les images

réciproques π−1
k,n0

(Ci1...is+1
) des courbes Ci1...is+1

de Xn0
. C’est le but du lemme

suivant :

9.4. Lemme. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigéé et
soit C une courbe dans Xk. Alors la restriction OXk+1

(−1)∣∣π−1
k,k+1

(C)
admet une

métrique à courbure négative dans la direction de Vk+1 éventuellement dégénérée
le long de la relevée de C dans Xk+1.

Démonstration. — Comme dans la preuve du lemme 8.2, l’intersection
Vk

⋂
Tπ−1

k,k+1
(C) est réduite, en dehors de la relevée de C dans Xk+1, aux vecteurs

orthogonaux pour la projection Xk+1 → Xk. Donc, il suffit de prendre sur
OXk+1

(−1)∣∣π−1
k,k+1

(C)
une métrique à courbure relative négative à singularités

arbitraires le long de la relevée de C dans Xk+1. ⊔⊓
Dans le cas où le rang de V est deux et detV ∗ est ample on obtient une

conclusion plus forte donnée par le lemme suivant qu’on n’utilisera pas dans la
suite.
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9.5. Lemme. — Soit (X, V ) une variété complexe compacte dirigée. Sup-
posons que detV ∗ est ample et que rang V = 2. Soit C ⊂ Xk une courbe non
contenue dans Xsing

k . Alors, la restriction OXk+1
(1)∣∣π−1

k,k+1
(C)

est un fibré gros.

Démonstration. — On peut supposer que C se projette sur une courbe sur
X (car les fibrés OXk

(1) sont relativement ample par rapport à chaque étage). S’il
existe p0 ≤ k tel que OXp0

(−1)∣∣πp0,k(C)
est ample , en appliquant le lemme 8.3

on peut conclure. Supposons, donc, que le degré de OXp
(1)∣∣πp,k(C)

est négatif ou

nulle, pour tout p ≤ k. Les deux suites exactes suivantes

0 −→ TXk/Xk−1
−→ Vk

πk∗−→ OXk
(−1) −→ 0

et
0 −→ OXk

−→ πkVk−1 ⊗OXk
(1) −→ TXk/Xk−1

−→ 0,

permettent de trouver

c1(Vk) = c1(Vk−1) + c1
(
OXk

(1)
)
,

en itérant ceci k-fois on obtient la formule

c1(Vk) = π∗
0,kc1(V ) +

k∑

p=1

π∗
p,kc1

(
OXp

(1)
)
.

Puisque detV ∗ est ample on aura
(
OXk+1

(1)∣∣π−1
k,k+1

(C)

)2

= OXk+1
(1)2 · π−1

k,k+1(C)

= −c1(Vk) · C

= −
k∑

p=1

π∗
p,kOXp

(1) · C + π∗
0,kdetV

∗ · C > 0,

car on a supposé que OXp
(1) · πp,k(C) ≤ 0. De plus

(
OXk+1

(1)∣∣π−1
k,k+1

(C)

)
· π∗

0,k+1detV
∗ = C · π∗

0,kdetV
∗ > 0.

Il en résulte par le théorème de Riemann-Roch que OXk
(1)∣∣π−1

k,k+1
(C)

est gros. ⊔⊓

En appliquant le lemme 9.4 à chacune des courbes Cn0i1...is+1
, on voit

que la restriction de OXn0+1
(−1) à la variété π−1

n0,n0+1

(
Cn0i1...is+1

)
admet une

métrique singulière hn0+1i1...is+1
à courbure négative au sens des jets dont les

singularités éventuelles sont des courbes Cn0+1i1...is+2
. Par itérations, on construit

sur Xk (k ≥ k0 une suite de métriques hki1...il , où 1 ≤ l ≤ s + k − n0 telque
l’ensemble des singularités de hki1...is+k−n0

sont des courbes Cki1...is+k−n0+1
. Grâce

au théorème 9.3 et puisque k ≥ k0, la restriction deOXk
(−1) à chacune des courbes

Cki1...is+k−n0+1
admet une métrique, cette fois lisse, à courbure négative au sens

des jets. Il suffit maintenant de recoller, sur Xk toutes les métriques hki1...il , où
1 ≤ l ≤ s+k−n0+1 en une métrique globale hk sur OXk

(−1) à courbure négative
au sens des k-jets.

82



Pour des raisons techniques on ne peut faire les recollements que lorsque
on “réduit” les singularités le long de Xsing

k à un sous ensemble analytique qui ne

coupe pas les relevées dans Xk des courbes Cn0i1...is+1
. Ceci est le cas pour Xsing

k,res.
Retournons, maintenant à la démonstration du théorème 9.2. On commence

par réduire à Xsing
k+1,res les singularités, le long de Xsing

k , des métriques hki1...il , où
1 ≤ l ≤ s+k−n0+1. Ceci grâce aux propositions 6.6 et 8.5. Les métriques obtenues
auront les “mêmes singularités” le long de Xsing

k+1,res (ceci permettra d’utiliser le
lemme 6.5 pour faire les recollements). Ensuite, on fait des recollements avec
l’ordre suivant: pour un is+k−n0

fixé on recolle, à l’aide de la propositions 6.5,
les métriques lisses hki1...is+k−n0+1

, puis à l’aide de la proposition 6.6, recoller la
métrique obtenue avec la métrique hki1...is+k−n0

, on obtient une nouvelle métrique
qu’on appelle aussi hki1...is+k−n0

. En itérant ces recollements avec le même ordre,
c’est à dire pour il fixé on recolle, à l’aide de la proposition 6.5, les métriques
hki1...il+1

, puis à l’aide de la proposition 6.6, on recolle la métrique obtenue avec
la métrique hki1...il et on appelle la nouvelle métrique du même nom. On remonte
de cette façon jusqu’à hn0

, en faisant le dernier recollement, on arrive, enfin, à la
métrique souhaitée. ⊔⊓

Comme application du théorème 9.2 on a les deux résolutions partielles de
la conjecture de Demailly.

9.6. Théorème. — Soit f : X → B une fibration à fibres réduites et
irréductibles de genre ≥ 2 sur une courbe lisse de genre ≥ 2. Alors il existe k0 tel
que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique non dégénérée à courbure

négative au sens des k-jets telle que Σhk
= Xsing

k,res.

9.7. Théorème. — Soit X une surface hyperbolique telle que c21 > 2c2.
Alors, il existe k0 tel que pour tout k ≥ k0, OXk

(−1) possède une métrique non

dégénérée à courbure négative au sens des k-jets telle que Σhk
= Xsing

k,res.

Remarquons que pour montrer la conjecture de Demailly pour une surface
hyperbolique quelconque, il suffirait, grâce au théorème 9.2, de montrer la conjec-
ture suivante (peut être plus difficile pour des raisons expliquées dans le paragraphe
3.4 des préliminaires) .

9.8. Conjecture. — Soit X une variété projective de type général min-
imale (i.e. KX est nef). Supposons que T ∗

X soit stable. Alors, il existe un entier
n0 > 0 tel que OXn0

(1) est presque partout gros en dimension ≥ à la dimension
de X .

En effet, grâce à un résultat de S. Lu [Lu96], le cotangent à une surface
X minimal de type général est stable si X n’est pas uniformisée par le bidisque.
Remarquons enfin que la conjecture 9.7. implique aussi la conjecture de Green-
Griffiths (et donc la conjecture de Kobayashi) dans le cas des surfaces minimales
de type général.
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RÉSUMÉ

Le thème central de cette thèse est l’étude de certaines propriétés de négativité de
courbure des surfaces algébriques hyperboliques au sens de Kobayashi. L’étude que
nous avons faite est divisée en deux parties: dans un premier temps, nous intro-
duisons la notion de connexion projective partielle à coefficients méromorphes, et
montrons comment de telles connexions peuvent servir à construire des opérateurs
Wronskiens globaux agissant sur les jets de courbes holomorphes (un type très par-
ticulier de jets de différentielles invariantes). Grâce à un théorème d’annulation du
Wronskien reposant sur des hypothèses de négativité de la courbure de Ricci et
généralisant des résultats antérieurs de Green-Griffiths, Siu et Nadel, nous don-
nons des exemples explicites de familles algébriques de surfaces hyperboliques dans
l’espace projectif, de degré quelconque supérieur ou égal à onze. Ceci illustre une
(toute petite) partie d’une conjecture célèbre de S. Kobayashi, qui prévoit qu’une
hypersurface générique de l’espace projectif de degré assez grand (par rapport à
la dimension) est hyperbolique.

Dans un deuxième temps, nous montrons la presque amplitude au sens de Miyaoka
du fibre cotangent à toute surface de type général fibrée sur une courbe de
genre supérieur ou égal à deux, et qui admet au moins une fibre singulière.
Comme application, nous obtenons une réponse positive à une conjecture de
Demailly (qui relie l’hyperbolicité à une propriété de négativité de courbure
au sens des jets) dans le cas d’une surface fibrée hyperbolique stable sur une
courbe de genre au moins deux. Ces résultats sont obtenus grâce à une étude
algébro-géométrique qui nous permet de construire des sections globales des fibres
en droites tautologiques associés aux espaces des jets. Les techniques que nous
utilisons sont assez variées, et combinent des outils algébriques tels que des
théorèmes de rigidité et d’additivité des dimensions de Kodaira-Iitaka, et des
outils analytiques de géométrie différentielle complexe: métriques her-mitiennes
singulières et techniques de recollement de métriques.

MOTS-CLÉS

Connexion et courbure de Chern, connexion méromorphe, fibre des jets de courbes,
fibre des jets de différentielles, genre de courbe, Kobayashi-hyperboli-cité, métrique
de jet, variété de type général, variété dirigée.
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