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RESUME

Le sujet central de cette these est ’étude de certaines propriétés d’'une classe de variétés
analytiques complexes compactes : les variétés de Moishezon.

Dans un premier temps, nous généralisons les inégalités de Morse holomorphes de
J.-P. Demailly dans le cas d’un fibré en droites muni d’'une métrique a singularités ana-
lytiques au dessus d’une variété complexe compacte. Nos inégalités donnent une estimation
des groupes de cohomologie a valeurs dans les puissances tensorielles du fibré, tordues par la
suite des faisceaux d’idéaux multiplicateurs de Nadel naturellement associée. Nous obtenons
comme conséquence une caractérisation nécessaire et suffisante, de plus invariante par mor-
phisme biméromorphe, pour qu’une variété complexe compacte soit de Moishezon.

Dans un deuxieme temps, nous utilisons la théorie de Mori pour analyser la structure des
variétés de Moishezon dont le groupe de Picard est infini cyclique, dont le fibré canonique
est gros et qui deviennent projectives apres un seul éclatement de centre lisse. Si le fibré
canonique n’est pas nef, nous montrons que le centre de 1’éclatement est nécessairement
de dimension supérieure ou égale a la moitié de celle de la variété. En dimension quatre,
nous prouvons que le centre de I’éclatement est toujours une surface, et si le fibre canonique
n’est pas nef, nous montrons entre autres que le centre de ’éclatement est nécessairement
isomorphe au plan projectif.
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Introduction

Le sujet central de cette these est I’étude de certaines propriétés d’une classe de
variétés analytiques complexes compactes : les variétés de Moishezon. Ces dernieres
sont particulierement intéressantes car elles forment la plus petite classe de variétés
complexes stable par application biméromorphe et contenant les variétés projectives.
Il est bien connu depuis K. Kodaira que les variétés projectives sont caractérisées par
I’existence d'un fibré en droites ample ou de facon équivalente d’un fibré en droites
muni d’une métrique hermitienne a courbure strictement positive. Le fil conducteur
de cette these est I'étude de I'existence ou de 'inexistence de fibrés en droites vérifiant
des propriétés de positivité faible sur les variétés de Moishezon.

L’étude que nous avons faite est divisée en deux parties : un point de vue ana-
lytique suivant et généralisant une démarche présente dans certains travaux de J.-P.
Demailly et Y.-T. Siu, et un point de vue plus algébrique reposant sur 'utilisation
de la théorie de Mori, démarche présente dans certains travaux de J. Kollar et T.
Peternell.

Etude analytique

Cette étude a démarré avec les travaux de J.-P. Demailly et Y.-T. Siu qui, répondant
a une conjecture de H. Grauert et O. Riemenschneider, ont donné indépendamment
des conditions analytiques suffisantes (existence de fibrés en droites a courbure semi-
positive et génériquement positive) pour qu'une variété complexe compacte soit de
Moishezon.

Une de nos motivations vient du fait qu’aucune de ces conditions n’est nécessaire,
comme le montre I’étude de constructions récentes.

L’un des premiers résultats de cette these est de donner une caractérisation an-
alytique des variétés de Moishezon. Pour cela, nous montrons, et c’est le théoreme
principal de la premiere partie de notre travail, que les inégalités de Morse holomor-
phes de J.-P. Demailly se généralisent au cas d'un fibré en droites £ muni d’une
métrique singuliere h au dessus d'une variété complexe compacte X. Nos inégalités
donnent une estimation asymptotique de la dimension des groupes de cohomologie
a valeurs dans les puissances tensorielles E®*, tordues par une suite de faisceaux
d’'idéaux Zy(h) naturellement associée aux singularités de la métrique h : la suite des
faisceaux d’idéaux multiplicateurs de Nadel. La présence de ces faisceaux d’idéaux
constitue le phénomene nouveau par rapport au cas ou la métrique est lisse. Comme
dans ce dernier cas, l'estimation fait intervenir des intégrales de la courbure O(FE).
Notre résultat est le suivant :
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Théoreme Si la métrique h a des singularités analytiques, alors pour tout fibré F'
de rang r et pour tout ¢ compris entre 0 et n = dim(X), on a :

n

i(—l)q‘j dim B/ (X, O(E* & F) @ Ty(h)) < o (—1)10(E)" + o(k™)

n! Jx(<q.B)

(avec égalité si ¢ = n), ou X(< q, E) désigne 'ouvert de X des points lisses de la
métrique d’indice inférieur a q.

Ce résultat est a mettre en parallele avec la généralisation du théoreme de Kawa-
mata-Viehweg donnée par A. Nadel.

Nous montrons ensuite, généralisant un résultat de S. Ji et B. Shiffman obtenu
indépendamment et simultanément au notre, que les criteres de J.-P. Demailly et
Y.-T. Siu deviennent, dans ce cadre plus souple, nécessaires et suffisants. Donnons
par exemple le :

Théoreme Une variété compacte X de dimension n est de Moishezon si et seulement
sl existe sur X un courant fermé T de bi-degré (1,1) tel que :
(i) {T} € H*(X,Z),

1
(ii)) T = —00¢ + a, ot ¢ est une fonction réelle a singularités analytiques et ot
T
« est un représentant C* de {T'},

(iii) / T" > 0 ou l'intégrale est prise sur les points lisses du courant T
X(<1,7)

Comme nous I’avons déja mentionné, ce type de critere a la propriété d’étre in-
variant par morphisme biméromorphe.

Etude algébrique

La deuxieme partie de cette these consiste a étudier en détail la classe des variétés
de Moishezon dont le groupe de Picard est Z, et dont le fibré canonique Kx est gros
(“big").

Une de nos motivations provient d’un résultat de J. Kollar affirmant qu’en dimen-
sion 3, et sous les hypotheses précédentes, le fibré canonique est alors numériquement
effectif (nef). Il n’est donc pas possible de trouver dans cette classe des variétés de
Moishezon de dimension 3 ne vérifiant pas les criteres de J.-P. Demailly et Y.-T.
Siu. Nous montrons que ceci n’est plus vrai en dimension supérieure ou égale a 4 en
construisant explicitement des exemples :

Théoreme Pour tout entier n supérieur ou €gal a 4, il existe des variétés de Moishe-
zon X, non projectives, de dimension n vérifiant :
(i) Pic(X) = Z, (ii) Kx est gros, (iii) Kx n’est pas nef.

La construction donnant ce résultat montre que les variétés X obtenues deviennent
projectives aprés un éclatement le long d’une sous-variété isomorphe a P" 2.
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Plus généralement, un résultat fondamental de B. Moishezon affirme qu’une variété
de Moishezon peut étre rendue projective apres une succession finie d’éclatements le
long de sous-variétés lisses. Ce résultat difficile ne donne malheureusement aucune
indication quant au choix explicite des sous-variétés en question. Grace a l'utilisation
de la célebre théorie de Mori sur un modele projectif, nous avons étudié le centre de
I’éclatement en toutes dimensions :

Théoréeme Soit X wune variété de Moishezon (non projective) de dimension n,
avec Pic(X) = Z et Kx gros. Supposons de plus que X est rendue projective aprés

éclatement le long d’une sous-variété Y lisse.
n—1

Alors, si Kx n’est pas nef, on a dimY >

En dimension 4, ce résultat peut eétre précisé, y compris dans le cas ou le fibré
canonique est nef :

Théoréme Soit X une variété de Moishezon (non projective) de dimension 4, avec
Pic(X) = Z et Kx gros. Supposons de plus que X est rendue projective aprés
éclatement le long d’une sous-variété Y lisse.

Alors Y est nécessairement une surface. Autrement dit, et dans cette situation parti-
culiere, il ne suffit pas d’éclater une courbe pour “rentrer dans le monde projectif”.

Nous avons vu précédemment que K x n’est pas nécessairement nef a partir de la
dimension 4. Le résultat suivant montre que I'exemple que nous avons construit est,
en un sens, le seul possible en dimension 4 dans le cas ou Kx n’est pas nef.

Théoreme Sous les hypotheses précédentes et si Kx n’est pas nef, alors le couple
(Y, Ny,x) est isomorphe a (P?, Op2(—1)9?).

Ces résultats précis sont accessibles en dimension 4 car les contractions de Mori
ont été étudiées par T. Ando, Y. Kawamata et M. Beltrametti. Nos résultats peuvent
étre vus comme un premier pas vers une analyse du caractere non projectif des variétés
de Moishezon de dimension supérieure ou égale a 4 ; la situation en dimension 3 étant
maintenant assez bien comprise suite aux travaux de J. Kollar et T. Peternell.

Plan du texte

- le chapitre 1 est un chapitre de préliminaires ; il contient une description précise
des motivations et des objets utilisés dans le reste de la these. Nous y détaillons en
particulier une démonstration du théoreme de Siegel et donnons les constructions de
[. Nakamura et K. Oguiso montrant que les criteres analytiques de J.-P. Demailly et
Y .-T. Siu ne sont pas nécessaires en général.

- le chapitre 2 est consacré a 1’étude analytique. Nous rappelons les premiers
résultats liés aux métriques singulieres, énongons et démontrons notre version des
inégalités de Morse holomorphes. On en déduit les caractérisations analytiques des
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variétés de Moishezon. Enfin, nous donnons une version algébrique singuliere des
inégalités de Morse.

- le chapitre 3 est consacré a l'étude algébrique. Nous commengons par rappeler
le résultat de J. Kollar en dimension 3, puis nous faisons une étude des variétés de
Moishezon a groupe de Picard Z, a fibré canonique gros et devenant projectives apres
un seul éclatement de centre lisse et projectif. Nous obtenons une restriction sur
la dimension du centre de I’éclatement. En dimension 4, cette restriction implique
que ce dernier est nécessairement une surface. Nous décrivons alors notre exemple et
montrons qu’en dimension 4, cette construction est essentiellement la seule dans le
cas ou le fibré canonique n’est pas nef.

Mentionnons que les chapitres 2 et 3 sont dans une large mesure indépendants et
peuvent étre lus dans un ordre quelconque.



Chapitre 1
Préliminaires

Ce chapitre a pour but d’introduire les principales notions utilisées par la suite,
de présenter les premieres motivations en détail et de rappeler un certain nombre de
résultats auxquels nous nous référons dans les chapitres suivants.

1.1 Quelques rappels de géométrie analytique com-
plexe

1.1.1 Variétés, fibrés vectoriels

Précisons tout d’abord que dans toute cette these, et sauf mention explicite du
contraire, le mot variété sera utilisé pour désigner une variété analytique com-
plexe non singuliere supposée de plus connexe. Pour toutes les notions introduites
ici, nous renvoyons de fagon générale a [G-HT78].

Un fibré vectoriel complexe F au dessus d'une variété X est la donnée d’une
variété F' et d'une application 7 : F' — X de sorte qu'’il existe un recouvrement de X
par des ouverts trivialisants U, et des isomorphismes (appelés trivialisations)

O : 7 (Uy) = Uy x CT
respectant la structure d’espace vectoriel des fibres, i.e

Qaﬁ(l‘,g) =0q0 951(%5) = (xvgaﬁ($)§)

ol gap est une application holomorphe sur U, N Uz a valeurs dans le groupe des
matrices complexes inversibles de taille . Nous notons &, un point de F' au dessus
du point x de X (i.e tel que 7(§,) = x). L’entier r est le rang du fibré F. Sir =1,
on parle de fibré en droites.

Un exemple important de fibré en droites est le fibré O(D) associé a un diviseur
D sur X : si D est un diviseur irréductible donné sur U, par I'équation f, = 0, le
fibré O(D) est le fibré associé au cocycle

gaﬂzﬁ .
s

11
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Toutes les constructions d’algebre linéaire s’étendent aux fibrés : dual, produit
tensoriel, produit extérieur. Ainsi, un exemple fondamental de fibré en droites sur
une variété X de dimension n est le fibré canonique défini par

Ky = det(T*X) = NT*X,

ou T*X désigne le fibré cotangent, dual du fibré tangent holomorphe T'X de X.

Un autre exemple important de fibré en droites est le fibré Opn(1) sur I'espace
projectif P" : en associant a un point [x] de P" la droite Cz, on construit un sous-
fibré en droites du fibré trivial P* x C"*! ; le dual de ce fibré en droites est par
définition le fibré Opn(1).

L’ensemble des fibrés en droites, modulo isomorphisme, sur une variété X est
naturellement muni d’une structure de groupe pour le produit tensoriel : on I’appelle
groupe de Picard de X et on le note Pic(X). Mentionnons ici que nous identifions
suivant 1'usage un fibré en droites E au faisceau inversible O(E) des germes de sections

holomorphes de E. La k-ieme puissance tensorielle d’un fibré en droites E sera notée
indifféeremment E®* E* O(kE) ou méme kE.

Un fibré vectoriel E peut étre muni d’une métrique hermitienne C*, on parle
alors de fibré vectoriel hermitien et on note généralement h une telle métrique : elle
correspond a la donnée d’une forme hermitienne sur chaque fibre E, de E, dépendant
de fagon C*> de =.

Dans le cas particulier d'un fibré en droites, une métrique hermitienne est donnée
localement sur un ouvert trivialisant U, par

h(&a) = [l&lln := [€] exp(—pa(2))

(la fonction exp(—¢,) est appelée poids de la métrique h dans la trivialisation 6,,)
ou la fonction réelle ¢, est de classe C* sur U,,.

Lorsque le fibré tangent T'X est muni d'une métrique hermitienne, on dit que
la variété X est hermitienne. Comme il est d’usage, nous identifions toujours la
donnée d'une métrique hermitienne sur une variété X a celle de la (1, 1) forme réelle,
généralement notée w, qui lui est naturellement associée (w est a un facteur —2 pres la
partie imaginaire de la métrique). Ainsi, une variété est kahlérienne si elle possede
une métrique hermitienne pour laquelle w est une forme fermée.

Une variété projective est une variété isomorphe a une sous-variété fermée d’un
espace projectif PV,

Pour un fibré en droites hermitien (£, k), on note O(FE) la (1, 1) forme de cour-
bure de (E,h) : c’est la forme réelle définie globalement sur X et donnée localement
par

O(B) = ~00¢a;

c’est aussi la courbure de la connexion de Chern du fibré hermitien E. La classe de
cohomologie de O(E) appartient & H*(X,Z) et ne dépend pas de la métrique h ; c’est
la premiere classe de Chern de E et elle est notée ¢;(FE). Remarquons qu’il n’y a pas
de sens a parler des valeurs propres de la forme de courbure, mais que la signature



1.2. QUELQUES RAPPELS SUR LES VARIETES DE MOISHEZON 13

de la courbure (i.e le nombre de “valeurs propres” nulles, strictement positives et
strictement négatives) est une notion bien définie sans donnée supplémentaire. Par
exemple, le fibré Opx (1) muni de la métrique induite de celle de C**! est a courbure
strictement positive : la forme de courbure est la métrique de Fubini-Study de P™.

1.1.2 Théoreme de Kodaira

Nous sommes en mesure d’énoncer maintenant le célebre théoreme de plongement

de Kodaira [Kodb4] :

Théoréme (K. Kodaira, 1954) Une variété compacte X est projective si et seule-
ment si elle possede un fibré en droites hermitien E a courbure strictement positive.

Signalons évidemment qu’un sens est aisé : si une variété est projective, la re-
striction a X du fibré Op~ (1) muni de sa métrique naturelle ayant pour courbure la
forme de Fubini-Study de PV donne le fibré souhaité. L’autre sens consiste & montrer
que pour k entier assez grand, il est possible de plonger X dans l'espace projectif
des hyperplans de H°(X, E®%), on H°(X, E®F) désigne l'espace vectoriel des sections
holomorphes globales de E®*.

Rappelons ici qu’un fibré en droites pouvant étre muni d’une métrique a courbure
strictement positive est dit ample.

C’est le théoréme de Kodaira que H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70] se
proposaient de généraliser aux variétés de Moishezon, variétés que nous introduisons
dans le paragraphe suivant.

1.2 Quelques rappels sur les variétés de Moishezon

Les variétés de Moishezon sont, parmi les variétés compactes, celles qui possedent
le “plus” de fonctions méromorphes algébriquement indépendantes. Cette définition
heuristique est justifiée par le théoreme de Siegel que nous rappelons maintenant.

1.2.1 Théoreme de Siegel
En 1955, C.L. Siegel démontre le résultat suivant [Sieb5] :

Théoréme (C.L. Siegel, 1955) Si X est une variété compacte de dimension n,
alors X posséede au plus n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes.

La démonstration originale de C.L. Siegel repose sur une application élémentaire
du lemme de Schwarz. Il existe maintenant plusieurs démonstrations différentes,
certaines généralisant cet énoncé aux espaces complexes compacts. Nous en donnons
ici une preuve “moderne” dans le cas non singulier. Pour cela, nous utilisons un
résultat de P. Gauduchon [Gau77] : toute variété analytique complexe compacte de

dimension n posséde une métrique hermitienne w de classe C*> et d’excentricité nulle,
i.e telle que O9(w"™ ') = 0.
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Commencgons par montrer le lemme suivant :

Lemme Soit X une variété compacte que l’on munit d’une métrique de Gauduchon
w et soit xg un point de X. Alors, il existe une constante C' := C(X,x,w) telle
que pour tout fibré en droites hermitien (E,h) au dessus de X et pour toute section
holomorphe s de E non identiquement nulle, on ait :

mult (s, zg) < C/ W't AO(E).
b

Démonstration
Soit 7 un réel strictement positif fixé “petit” (de sorte qu’il existe une carte centrée
en zy et contenant la boule B(z,,r)). Alors, la multiplicité de s en x( vérifie :

V01n71<Zs M B(x(n T))
It <
mu (57 l‘o) - Voln_l(Bn—l(xoa T))

o(r)

ou vol,_; est le volume (n — 1)-dimensionnel mesuré avec la métrique w, et ou Z
désigne le lieu des zéros de s. En effet, la multiplicité de s en x( est en fait égale a
la limite décroissante lorsque r tend vers 0 de la quantité du membre de droite de
I'inégalité. Comme X est compacte, on a a fortiori :

mult (s, 70) < Cvol, 1(Z,) =C [ w"
Zs

Mais I’équation de Lelong-Poincaré affirme que :
7 —
~ o010 Is]| = [7,] - O(E),

ol1 [Z,] désigne le courant d’intégration sur 'ensemble Z,. Comme w" ™! est 90-fermée,
la formule de Stokes donne de suite :

/ W :/ W't AO(E),
7 be

ce qui prouve le lemme. m
Ce lemme implique le résultat suivant :

Proposition Soient X une wvariété compacte de dimension n, w une métrique de
Gauduchon sur X et E un fibré en droites hermitien au dessus de X. Alors :

(i) dim H°(X, E) < (":p) ot p est la partie entiére de C’/Xcu”*1 NO(E) et ou C
est la constante du lemme précédent,

(ii) dim H°(X, E®*F) < A (/ WA @(E))n k" 4+ o(k™), ou A est une constante
indépendante de E et k. *

Démonstration
11 suffit de remarquer que (":p ) est la dimension de I’espace vectoriel des polynomes
de n variables et de degré inférieur ou égal a p : le lemme implique en effet que
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I’application linéaire qui a une section holomorphe de F associe son p-ieme jet en xg
est injective, d’ou le point (i). Le point (ii) est conséquence du fait que la forme de
courbure du fibré (E®* h*) est donnée par O(E®*) = kO(E). On applique alors (i)
au fibré (E®* h*). m

Remarquons que la proposition précédente affirme que la dimension de 'espace
vectoriel des sections holomorphes des puissances E®* d’un fibré en droites sur une
variété compacte de dimension n croit au plus comme k". Ce fait est bien classique et
nous avons estimé la dimension en fonction d’intégrales de courbure. Des estimations
bien plus précises, valables pour la dimension de tous les groupes de cohomologie
seront données par les inégalités de Morse holomorphes de J.-P. Demailly dans le
paragraphe suivant.

Démonstration du théoréme de Siegel

L’argument est standard : soient (f;)i1<;<n IV fonctions méromorphes algébriquement
indépendantes sur X. Notons D la somme des diviseurs des poles des f; et O(D)
le fibré en droites associé. Rappelons que H°(X,O(D)) est isomorphe a l'espace
vectoriel des fonctions méromorphes sur X vérifiant div(f) + D > 0. Alors, si P
est un polynome a coefficients complexes en N variables, de degré total inférieur
ou égal a k, la fonction méromorphe P(fy,..., fy) est une section holomorphe de
O(kD), et comme les f; sont algébriquement indépendantes, on a (N;k) telles sec-

tions linéairement indépendantes. De la :

. N +k kN
dim H°(X, O(D)®*) > ( N ) Nhortoo 3

Avec la proposition, il vient N < n.m

1.2.2 Eclatements et variétés de Moishezon

Nous commengons ce paragraphe par quelques rappels sur les éclatements. Ces
derniers jouent un role important dans la théorie des variétés de Moishezon et la
construction d’exemples explicites.

1.2.2.1 Eclatements

Une référence standard est a nouveau [G-HT78].
Si X est une variété, et Y une sous-variété de X de codimension supérieure ou égale a
2, on construit une variété X appelée éclatement de X le long de Y en remplacant
les points de Y par 'espace des directions normales a Y dans X.

On note généralement m : X — X Déclatement et E := 7' (Y) le diviseur
exceptionnel. La sous-variété Y est appelée centre de I’éclatement. Par con-
struction, 7 induit un isomorphisme

T X\E = X\Y.

Signalons que le centre de I’éclatement Y peut étre réduit a un point.
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La restriction de 7w au diviseur exceptionnel £ munit F d’une structure de fibré
en espaces projectifs au dessus de Y : plus précisément, E est isomorphe a P( ;/ )
(projectivisé en droites du fibré normal Ny, x suivant la convention de Grothendieck).
De plus, le fibré normal Ny, ¢ = O(E)p est isomorphe au fibré OP(N;/X)(—l).

Mentionnons aussi que le groupe de Picard de X est égal a 7 Pic(X) @ Z - O(E).
Par exemple, le fibré canonique est donné par

Ky =m"Kx+ (r—1)0(E)

ou r est la codimension du centre de ’éclatement. Enfin, si Z est une sous-variété de
X, non incluse dans le centre de I'éclatement Y, alors I'adhérence de 7~ (Z N (X\Y)))
dans X est appelée transformée stricte de Z. Si Z’ est la transformée stricte de
7, alors

Mz - 7 = 7
est I’éclatement de Z NY dans Y.

Le résultat suivant, du a A. Fujiki et S. Nakano [FuN72] donne un critére pour
qu’un diviseur soit le diviseur exceptionnel d'un éclatement ; ce critére est une exten-
sion du critere de Castelnuovo sur les surfaces. Nous l'utiliserons souvent lors de la
construction d’exemples explicites de variétés de Moishezon non projectives.

Théoréme (A. Fujiki, S. Nakano, 1972) Soit Z une variété et D une sous-
variété de Z de codimension 1. On suppose que D est isomorphe a P(G) ou G est un
fibré vectoriel sur une variété Y ; on note p : P(G) — Y la projection. On suppose
enfin que Np/z est isomorphe a Opcy(—1).

Alors, il existe une variété Z' contenant Y comme sous-variété et une application
m: Z — 7' de sorte que T soit I'éclatement de Z' le long de Y et que la restriction
de m a D soit égale a p.

Notons qu’au vu de ce qui précede, les hypotheses faites sur le diviseur D dans
cet énoncé sont évidemment nécessaires : ce critere remarquable montre qu’elles sont
suffisantes.

1.2.2.2 Variétés de Moishezon

Le théoreme de Siegel motive les définitions suivantes :

Définition Un fibré en droites sur une variété compacte de dimension n est dit
gros (big en anglais) si la dimension de l’espace vectoriel des sections holomorphes
globales de ses puissances E®* croit exactement comme k™.

Remarque De facon générale, pour un fibré en droites E sur une variété compacte
X, il existe un entier x(E) tel que la dimension de H°(X, E*) croit comme k"),
Cet entier (égal & —oo si tous les H°(X, E¥) sont nuls) est appelé dimension de
Kodaira-Iitaka. Cet entier est inférieur ou égal a la dimension de X, et selon ce qui
précede, le fibré E est gros si et seulement si x(EF) = dim X.
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Définition Une variété compacte de dimension n est de Moishezon si elle posséde
exactement n fonctions méromorphes algébriquement indépendantes ou, de fagon
équivalente, si elle possede un fibré en droites gros.

Les premiers exemples de variétés de Moishezon sont les variétés projectives. En
particulier, toutes les courbes sont de Moishezon. En fait, le théoréeme suivant, dif-
ficile et fondamental, montre qu’une variété de Moishezon n’est pas tres loin d’étre
projective. Ce résultat est dia & B. Moishezon [Moi67] :

Théoréme (B. Moishezon, 1967) Une variété compacte est de Moishezon si et
seulement si elle peut étre rendue projective apres un nombre fini d’éclatements de
centres lisses. On peut méme choisir les centres projectifs.

Remarque Mentionnons des a présent que ce théoreme ne donne aucune méthode
pour choisir les sous-variétés le long desquelles il faut éclater. Ce probleme figure dans
une liste de 100 problémes ouverts en géométrie établie par S. T. Yau [Yau93]. Nous
donnerons (modestement) quelques réponses dans cette direction dans la deuxiéme
partie de cette these.

Une conséquence du théoreme précédent est le théoreme de Chow-Kodaira : une
surface complexe compacte lisse est de Moishezon si et seulement si elle est projective.
En effet, on ne peut qu’éclater des points en dimension 2. Or, de fagcon générale, si
X est une variété compacte et si X est la variété X éclatée au point x, alors X est
projective si et seulement si X Uest (voir par exemple [Kle66]).

Ceci explique le fait que tous les exemples de variétés de Moishezon qui figurent
dans notre travail sont de dimension supérieure ou égale a 3. Le premier exemple de
variété de Moishezon non projective a été construit par H. Hironaka (voir par exemple
[Har77]). Nous donnons deux constructions dues a I. Nakamura et K. Oguiso a la fin
de ces préliminaires.

1.3 Les inégalités de Morse de J.-P. Demailly

Nous rappelons ici les inégalités de Morse holomorphes de J.-P. Demailly : on
renvoie a [Dem85] pour la démonstration de ce résultat.

Dans ce qui suit, X désigne une variété compacte de dimension n et (E,h) un
fibré en droites hermitien sur X. Au couple (E,h), on associe pour tout entier ¢
compris entre 0 et n 'ouvert X (g, E') formé des points = de X pour lesquels O(F)(z)
possede exactement ¢ valeurs propres strictement négatives et n — ¢ valeurs propres
strictement positives ; finalement on pose X (< ¢, F) = X(0,E)U---U X (¢, E).

Les inégalités de Morse holomorphes donnent une estimation des groupes de co-
homologie & valeurs dans les puissances tensorielles E®* en fonction d’intégrales de
courbure sur X.

L’énoncé précis est le suivant :

Théoréme (J.-P. Demailly, 1985) Pour tout ¢ compris entre O et n, et si ' est
un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur X, on a :



18 CHAPITRE 1. PRELIMINAIRES

n

q
(i) > (=1)"7 dim H/(X, E* ® F) < Tk— / ( )(—1)‘1@(E)" + o(k™) (avec égali-
Jj=0 X(<Lq,E

n!

té si g =mn),

(i) dim HO(X, B* @ F) < r /X(q o, (F1O(E) + ok,

n!

Le point (i) est désigné sous le nom plus précis d’inégalités de Morse fortes, alors
que le point (ii), qui est une conséquence immédiate de (i), est désigné sous le nom
d’inégalités de Morse faibles.

Ces inégalités ont de nombreuses applications dont certaines tres récentes : elles
sont utilisées dans les travaux de J.-P. Demailly et Y.-T. Siu en direction de la con-
jecture de Fujita [Dem94], [Siu94].

En général, ces inégalités peuvent se substituer aux théoremes d’annulation lorsque
la signature de la forme de courbure n’est pas constante. En particulier, J.-P. Demailly
les a utilisées initialement pour renforcer un résultat de Y.T. Siu donnant un critere
analytique suffisant pour qu'une variété soit de Moishezon. Ces résultats fournissent
la solution a la conjecture de H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70] :

Théoréme (J.-P. Demailly, Y.T. Siu, 1985) Une variété compacte X est de
Moishezon dés que X posséde un fibré E en droites muni d’une métrique hermitienne
lisse dont la forme de courbure O(F) vérifie 'une des conditions suivantes :

(i) ©O(F) est partout semi-positive et définie positive en au moins un point (“critére
de Siu”),

(1) O(E)" > 0 (“critére de Demailly”).

X(<1,E)

Les deux énoncés découlent des inégalités de Morse : elles impliquent dans les
deux cas que le fibré E est gros. Avant de commenter ce résultat, rappelons qu’un
fibré en droites E sur une variété compacte X est dit numériquement effectif (en
abrégé nef) si pour toute métrique hermitienne w sur X et pour tout € > 0, le fibré £
possede une métrique lisse h. telle que O_(FE) > —ew. Cette notion a été introduite
par J.-P. Demailly, T. Peternell et M. Schneider [DPS94] et admet une formulation
équivalente sur les variétés projectives : sur une variété projective X, un fibré en
droites est nef si et seulement si son intersection avec toute courbe de X est semi-
positive. Sur une variété quelconque, il peut ne pas y avoir de courbes, cependant il y
en a “suffisamment” sur une variété de Moishezon et Mihai Paun a étendu le résultat
précédent a ces dernieres : sur une variété de Moishezon, un fibré en droites est nef
si et seulement si son intersection avec toute courbe est semi-positive [Pau9s.

Remarque-exemple Un fibré en droites satisfaisant au critere de Siu est simul-
tanément gros et nef. Par ailleurs, des exemples de variétés de Moishezon satisfaisant
les criteres (i) et (ii) sont donnés par les variétés de Moishezon qui admettent un
morphisme génériquement fini vers une variété projective.
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1.4 Exemples explicites

Nous donnons dans ce paragraphe deux constructions, I'une utilisée par I. Naka-
mura [Nak87] et J. Kollar [Kol91] et I'autre due & K. Oguiso. Nous étudions en détail
la premiere et expliquons plus brievement celle de K. Oguiso. Ces constructions
nous permettent de montrer qu’aucun des deux criteres analytiques précédents pour
qu'une variété soit de Moishezon n’est nécessaire : ces énoncés n’admettent donc pas
de réciproque dans le cadre des fibrés hermitiens a métrique lisse.

1.4.1 La premiere construction

La construction qui suit exhibe une famille de variétés de dimension 3 complexe
dépendant d'un parametre entier m. L’origine de cette construction n’est pas tres
claire ; elle est utilisée dans [Nak87] et mentionnée dans [Kol91] §5. Une des motiva-
tions de J. Kollar, lorsqu’il mentionne cet exemple, est de construire une variété de
Moishezon, dont le groupe de Picard est Z et dont le générateur gros du groupe de
Picard est d’auto-intersection négative. En particulier, ce générateur n’est pas nef.

1.4.1.1 Construction explicite

La construction est tres simple : elle consiste & éclater P? le long d’une courbe
contenue dans une quadrique, et a contracter lorsque ceci est possible la transformée
stricte de la quadrique sur une courbe rationnelle lisse.

Soit donc @ C P? une quadrique lisse, donnée par exemple par ’équation ho-
mogene xry = zt, ol [x : y : z : t] sont les coordonnées homogenes sur P3. La
quadrique Q est isomorphe a P! x P! et nous notons

Ly = {x} x Pl et Ly = P' x {x}
les générateurs de Hy(Q,7Z) ~ Z€. On a évidemment
LZLZ:OGt Ll‘LQZ]_.

De plus, tout diviseur D de Q est numériquement caractérisé par un couple d’entiers
(a,b) donné par l'intersection de D avec Ly et Ly :

(a,b) = (D - L1, D - Ly) € Z*.
Ce couple est appelé le type de D. Par exemple, le diviseur canonique Kg est de type
(—2,—-2).

Affirmation Pour tous n et m entiers positifs, il existe une courbe lisse C,, ,, incluse
dans Q et de type (n,m). Une telle courbe est de genre gn, = (n—1)(m — 1) et de
degré n + m.

Soit Oy, une telle ~cour‘be. Nous éclatons alors P? le long de Chp,m @ on obtient
une variété projective X, et un morphisme

7T12)~(—>P3.
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*

Notons Ej, ,, le diviseur exceptionnel de I'éclatement ; il est isomorphe a P(Ng, ps).

Comme le groupe de Picard de P? est Z, celui de X est Z2. Si Q désigne la transformée
stricte de Q et L; celle de L;, alors Q et L; sont respectivement isomorphes & Q et
L; car C), ,, est incluse dans Q. De plus, le type du fibré normal Ng /% de Q dans X
est donné par l'affirmation suivante que nous démontrons plus loin :

Affirmation On a NQ/X-El =2-netNgy/x- Ly=2—m.

Comme cas particulier de I'affirmation précédente, considérons le cas ou n = 3.
La restriction a Ly du fibré N, 3 est alors isomorphe au fibré Opi(—1). Par le critere
de contraction de Fujiki-Nakano, il existe donc une variété X,, et une application

WQZX%Xm

de sorte que my soit ’éclatement d’une courbe lisse rationnelle C),, de fibré normal
projectivement trivial (égal & Opi(—m)®?) tel que le diviseur exceptionnel de 7 est
exactement Q. Evidemment, X,, est biméromorphiquement équivalente & P3 donc
est de Moishezon. De plus, le groupe de Picard de X, est Z.

P3 X,
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Avant d’étudier plus en détail la variété X,,, démontrons les deux affirmations
nécessaires a sa construction.

Démonstration des affirmations
L’existence de C,, ,, résulte du fait que O(n,m) = prj O(n) @ pry O(m) est tres
ample sur P! x P!. Enfin, le calcul du genre est donné par la formule classique

29n,m — 2= Cn,m . (Cn,m + KQ)
Ici,
Com - Cpm =2nm et Cy - Kg = —2(n+m).
Ceci démontre la premiere affirmation. m

Pour la deuxieme, la suite exacte
0>TQ—>TXs—Ngx—0
donne Ny, ¢ = Kg — K515 ot Kz = 7 Kps + O(E, ). De la:

Ngjs-Li = Kg-Li—w{Kps - Li — O(Ey,m) - L
— KQLZ_KIP’3LZ_Cn,mLZ

Or, Kg = Ops(—2)|g et Kps = Ops(—4). Ceci conclut le calcul. m

1.4.1.2 Deux propriétés de X,,

Nous montrons ici que les criteres de Demailly et Siu ne sont pas satisfaits pour
la variété de Moishezon X,,.

Théoreme A La variété X,, vérifie les deux propriétés suivantes :

(i) si m est strictement plus grand que 3, X,, ne posséde pas de fibré en droites a
la fois gros et nef, et donc ne satisfait pas au critere de Siu,

(i) sim est strictement plus grand que 5, X,, ne posséde pas de fibré en droites E
muni d’une métrique hermitienne lisse h telle que la forme de courbure ©(FE) vérifie

/ O(E) > 0.

L’affirmation (i) est due a J. Kollar, nous en donnons une preuve élémentaire,
tandis que (ii) est nouveau a notre connaissance.

Démonstration de (i)
Soit E un fibré holomorphe de rang 1 sur X,,, que l'on suppose non trivial (le
fibré trivial, bien que nef, n’est pas gros ! ). Il existe alors des entiers k et [ tels que :

o E = 11 Ops(l) — O(kE3 ).

Comme El est une fibre de m, on a : T F - L~1 = 0. On en déduit la relation [ = 3k
et donc
o = k(317 Ops(1) — O(Es.m)),
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ou k est un entier non nul. En particulier, si F' est une fibre non triviale de m; dans
X, on a les nombres d’intersection suivants :

w3 E - Ly = k(3 —m)
o - F =k

On en déduit que pour m > 3, le fibré 73 E' n’est pas nef (sinon son intersection avec
toute courbe serait positive ou nulle), et donc E n’est pas nef. m
Démonstration de (ii)

Notons dans la suite Oy, (1) le générateur du groupe de Picard de X,, tel que

m30x,, (1) = 77 Ops(3) — O(Es,,).

Affirmation Le fibré canonique Kx,, est égal a Ox,, (—2).

En effet, on a
Ky =mKx, +O(Q) = Ops(—4) + O(Es,)

par construction. Or,
O(Q) = 7 Ops(2) — O(Es,),

d’ou 'affirmation.

Affirmation Les espaces de sections holomorphes H°(X,,, Ox,, (k) sont nuls pour
tout entier k < 0 et le fibré Ox,, (1) est gros.

Par invariance biméromorphe des plurigenres, les groupes H°(X,,, Ox, (k)) sont
nuls pour tout entier k strictement négatif et pair. Comme X,, est de Moishezon
de groupe de Picard Z, X,, possede un fibré gros qui n’est donc pas Oy, (—1), c’est
donc que Oy, (1) est gros et que les H*(X,,, Ox, (k)) sont nuls pour tout entier k
strictement négatif. Ceci démontre I’affirmation.

Par dualité de Serre, on déduit des deux affirmations précédentes que les groupes
de cohomologie H3(X,,, Ox,, (k)) sont nuls pour tout entier k > —2.

Nous sommes maintenant en mesure de passer a la preuve de (ii) proprement
dit : raisonnons par 'absurde et supposons que Oy, (1) possede une telle métrique.
D’apres les inégalités de Morse holomorphes de J.-P. Demailly appliquées pour g = 1
au fibré hermitien (Oy,, (1),h), on a :

dim HO(X,n, Ox,. (k) — dim H'(X,n, Ox,, (k) > % ( /X ( @(E)3> K 4 o(k?).

<LE)

Comme les groupes de cohomologie H?(X,,, Ox,, (k)) sont nuls pour tout entier k >
—2, on a successivement :



1.4. EXEMPLES EXPLICITES 23

cl((’)Xm(l))3%+o(k3) = ZO(—l)idimHi(Xm,(’)Xm(k:))
= ZO(—l)idimHi(Xm,(’)Xm(k:))
Z dim HO<Xm, OXm<k)) — dim Hl(Xm, OXm<k))

3

> </x<g1,E> @(E)3> %+ o(k?).

On en déduit que ¢;(Ox,,(1))* > O(E)* > 0. 1l suffit donc de montrer pour
X(<1,5)

obtenir la contradiction cherchée que pour m > 5, on a ¢;(Ox,,(1))*> < 0. Or, cette
derniere quantité est aisément calculable :

Affirmation La quantité c;(Ox,, (1)) est égale a 6 —m.

En effet
a(0x, (1) = c(mOps(3) — O(Esm))’

= a(O0(3)P =3[  c(r0p(3))

ES,m

+3 /X e1 (17083 (3)) A 2(O(Es))? — E2,..

On a évidemment c;(Ops(3))® = 27 et / c1(m Ops(3))? = 0.
ES,m

Pour les deux termes restants, on commence par remarquer que ¢;(O(Esm))(g,,, €st

égale & —§ olt & = ¢1(Op( N /p3)<1)) désigne la classe fondamentale de 1’éclatement.
3,m

On en déduit que :
/X (T OpB) A c(OE))? = — [ wiei(Om(3) A€

E3,m

=~ [, a(0x®)

= =3(3+m),

la derniere égalité venant du fait que Cj,, est de degré 3+ m dans P? (rappelons que
Ops(1)1g = O(1,1)). Finalement, il reste a calculer E3, . Pour cela, rappelons que &
vérifie la formule fondamentale suivante :

§2 - 7Tikc1 (Né's,m/PS)g + WTCQ(Nés,m/PS) =0

qui se réduit ici a &2 — mren (NG, m/lP’3>£ = 0.
: 3 2 * * *
Il vient alors Es,, = /Eg’mg = /Eg’m ﬂlcl(NC&m/PB)g = /C Cl(NC&m/]PS)-

3,m
Or la suite exacte :

0— TCs,m — T]Pfcm — Ny, ps = 0
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donne de suite :
/C N, es) = /C () = 25 +2= ~6 — m.
Il reste finalement :
c1(Ox,, (1))> =27 —27 —9m + 6 + 8m = 6 — m.

Ceci acheve la preuve de 'affirmation et par suite celle du théoreme. m

1.4.2 La construction de K. Oguiso

Pour ce paragraphe, la référence est [Ogu94]. Dans cet article, K. Oguiso construit
une variété de Moishezon non projective, de dimension 3 et qui est de plus de Calabi-
Yau : ceci signifie que cette variété est simplement connexe et a fibré canonique
trivial. Mettons en garde le lecteur sur 1'usage fait ici de ’expression Calabi-Yau.
En effet, la variété en question n’est pas kahlérienne. Rappelons plus généralement
qu'un théoreme de B. Moishezon affirme que toute variété de Moishezon kdhlérienne
est projective (voir le “survey” de T. Peternell [Pet95] pour une démonstration rapide
de ce résultat).

Le résultat de K. Oguiso est le suivant :

Théoréme (K. Oguiso, 1994) [ existe une variété de Moishezon Y, de dimension 3
et de Calabi- Yau telle que H*(Y,Z) = Pic(Y) = Z - L on L satisfait L? = c;(L)* = 0.
Autrement dit, la forme cubique d’intersection sur H*(Y,Z) est identiquement nulle.

Nous donnons dans la derniere partie de cette these une construction, différente de
celle d’Oguiso, permettant de retrouver ce résultat. Dans [Ogu94], K. Oguiso obtient
ce théoreme comme conséquence du résultat suivant :

Théoréme (K. Oguiso, 1994) Soit d un entier positif. Alors il existe une variété
projective Xy de dimension 3, intersection complete d’une quadrique et d’une quar-
tique dans P° et contenant une courbe rationnelle lisse Cyq de degré d dont le fibré
normal N¢,x, est Oc,(—1)%2.

Montrons que ce dernier résultat implique le premier.
Soit donc X, comme ci dessus et soit X, la variété projective obtenue en éclatant
X4 le long de la courbe C;. Un argument identique a celui développé dans la con-
struction précédente assure que 1'on peut contracter le diviseur exceptionnel F ~
Cy x P! = P! x P! dans 'autre direction : on note Y, la variété obtenue. Par
construction, Y; est de Moishezon, de Calabi-Yau et son groupe de Picard est Z.
Enfin, si Oy, (1) est le générateur gros de Pic(Y;), on montre comme précédemment
que ¢;(Oy,(1))*> = 8 — d®. Le premier résultat est démontré en choisissant d = 2 i.e
Y =Y,
Comme pour les variétés X,,, précédemment construites, les variétés Yy pour d supérieur
ou €gal a 2 ne satisfont pas les criteres de Siu et Demailly.
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Remarque Les variétés Y; ont été obtenues apres une transformation birationnelle
classique en théorie de Mori appelée “flop”. Nous revenons sur ce type de construction
dans la deuxieme partie de cette these.

1.4.3 Quelques commentaires

Ces préliminaires illustrent une partie des motivations de cette these. En effet,
alors que les deux constructions précédentes montrent que les criteres de J.-P. De-
mailly et Y.-T. Siu ne sont pas nécessaires dans le cadre des fibrés hermitiens munis
d’une métrique C*, nous montrons dans le deuxieme chapitre de cette these que ces
criteres deviennent nécessaires et suffisants dans le cadre plus souple des métriques
singulieres. Pour cela, nous étendons les inégalités de Morse en autorisant un certain
type de singularités aux métriques des fibrés considérés.

Remarquons ensuite que les constructions précédentes donnent des exemples de
variétés de Moishezon de dimension 3, de groupe de Picard Z avec respectivement
—Kx gros et Ky trivial. Une des motivations du dernier chapitre de cette these est
de répondre a la question suivante : peut-on construire des exemples analogues avec
Kx gros 7 Un résultat de J. Kollar montre que ce n’est pas possible en dimension 3 :
nous montrons en revanche que de tels exemples existent en dimension supérieure.
Ceci nous conduira naturellement a étudier la structure du centre de ’éclatement
projectif donné abstraitement par le théoreme de Moishezon lorsque la variété devient
projective apres un éclatement seulement.
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Chapitre 2

Inégalités de Morse singulieres

Le but central de ce chapitre est d’étendre les inégalités de Morse holomorphes
de J.-P. Demailly au cas d’un fibré en droites £ muni d’'une métrique singuliere au
dessus d'une variété complexe compacte X. Ces inégalités nous permettent ensuite
de caractériser analytiquement les variétés de Moishezon. Enfin, nous donnons une
version algébrique singuliere de nos inégalités de Morse.

2.1 Meétriques singulieres

La notion de métrique singuliere pour des fibrés en droites a été introduite par
J.-P. Demailly, A. Nadel et H. Tsuji. Nous commengons ce paragraphe en rappelant
les premieres définitions et les exemples classiques. Une référence est [Dem90].

2.1.1 Premieéres définitions

Soit X une variété et E un fibré en droites sur X. Une métrique hermitienne
singuliere sur E est donnée localement sur un ouvert trivialisant U, par

h(&a) = [l&lln := [€] exp(—pa(2))

ol la fonction réelle ¢, est seulement supposée localement intégrable.
Cette derniere hypothese suffit a donner encore un sens a la notion de courbure

d’un tel fibré : en effet, on pose toujours O(E) := 18&0& ol le 90 est pris au sens des
0

distributions. L’objet ainsi défini n’est plus une forme C* mais un courant (appelé
courant de courbure) de bi-degré (1,1). Le lemme de Dolbeault-Grothendieck étant
vrai pour les courants, la cohomologie de De Rham est calculable aussi bien avec les
courants qu’avec les formes et la classe de cohomologie du courant de courbure ©(F)
est égale comme dans le cas lisse a la premiere classe de Chern du fibré F.

Exemples Les deux exemples suivants jouent un role essentiel.

(i) Si D = Zaij est un diviseur de X et si g; est I’équation locale de D, sur
un ouvert U,, alors la fonction ¢, = Zaj log |g;| définit une métrique singuliere
naturelle sur le fibré en droites O(D) associé au diviseur D.

27
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Pour cette métrique, I’équation de Lelong-Poincaré est ©(O(D)) = [D] ou [D] désigne
le courant d’intégration sur le diviseur D.

Remarquons que dans le cas o X est une courbe complexe et E le fibré tangent de
X, la construction précédente donne une métrique plate avec des masses de Dirac de
courbure : ce type de métrique est bien connu en géométrie riemannienne sous le nom
de métrique plate a singularités coniques.

(ii) Soit £ un fibré en droites sur une variété X et soient sy, ..., s, des sections de
E®k_ Alors,

. ()L "
&= <|ea<sl<a:>>|2+---+|ea<sp<x>>|2>

ol 6, est une trivialisation locale de E et E®* définit une métrique singuliere sur le

fibré E. La fonction ¢, est ici p,(z) = % log (|0 (s1(2)) > 4 - + 0a(sp(2))]?).
Comme dans le cas C*>, nous désirons pouvoir donner un sens a ’expression “étre
a courbure positive ou strictement positive” pour un fibré en droites muni d’une
métrique singuliere.
Pour cela, rappelons qu'un courant 7" de bi-degré (1, 1) est positif si pour toutes
formes oy, ..., a,_1 de type (1,0) et C*> a support compact, on a :

<T,ia1/\@1/\.../\iozn,1/\@n,1> Z O,

ou < -,- > est la dualité entre les courants et les formes. On note alors T" > 0.

De méme, on dira qu'un courant 7" de bi-degré (1,1) est strictement positif s’il
existe une métrique w hermitienne C* sur X telle que 7' — w est un courant positif.
On note dans ce cas T > 0.

Nous introduisons alors la définition suivante :

Définition Un fibré en droites muni d’une métrique singuliére est positif (respective-
ment strictement positif) si le courant de courbure associé est positif (respectivement
strictement positif).

En reprenant les notations de I'exemple ci-dessus, le fibré en droites O(D) muni
de sa métrique singuliere est positif si et seulement si le diviseur D est effectif (i.e tous
les coefficients «; sont positifs ou nuls). L’exemple (ii) définit toujours un courant
de courbure positif car une fonction de la forme ¢ = log > |f;|* ou les f; sont des
fonctions holomorphes est plurisousharmonique (en abrégé psh).

2.1.2 Faisceaux d’idéaux multiplicateurs de Nadel

L’étude d’un fibré en droites muni d’une métrique singuliere est facilitée par
I'utilisation d’un outil pertinent associé aux singularités de la métrique : il s’agit
d’un faisceau d’idéaux introduit par A. Nadel.

Définition Soit (E,h) un fibré en droites sur une variété X. On appelle “faisceau
multiplicateur de Nadel” le faisceau d’idéauz Z(h) des germes de fonctions holomor-
phes L? par rapport au poids de la métrique singuliére, i.e l’ensemble des germes
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[ € Ox, tels que |f|*> exp(—2¢p) est intégrable par rapport a la mesure de Lebesque
dans des coordonnées locales au voisinage de x.

Plus généralement, si ¢ est une fonction réelle sur un ouvert (), nous notons aussi
() le faisceau des germes f € Oq tels que | f|> exp(—2¢) est localement intégrable.

La propriété essentielle satisfaite par ce faisceau d’idéaux, due a Nadel, est que si
¢ est une fonction plurisousharmonique, alors Z(p) est un faisceau cohérent.

Avant de donner des exemples, mentionnons le résultat suivant qui généralise
le théoreme de Kawamata-Viehweg : il s’agit du théoreme d’annulation de Nadel
[Nad89] [Dem89].

Théoreme d’annulation de Nadel Soit X une variété kdihlérienne compacte, et
E un fibré en droites muni d’une métrique singuliere a courbure strictement positive.
Alors, pour tout ¢ > 1, on a :

HY(X,0(E + Kx) ®Z(h)) =0.

Ce résultat montre que pour généraliser un théoreme d’annulation dans le contexte
des fibrés en droites munis de métrique singuliere, une bonne méthode consiste a
“tordre” la cohomologie du fibré par le faisceau de Nadel.

Donnons quelques exemples de faisceaux multiplicateurs, qui bien que tres simples
jouent un role important.

Exemples

(i) Soit ¢ une fonction réelle sur un ouvert €2 de C" contenant l'origine. Si ¢
est minorée au voisinage de 1’origine, alors pour tout x proche de 0, on a clairement
Z(¢)s = Oq .. En particulier, si ¢ est continue sur €, alors Z(¢) = Oq.

(ii) Placons nous dans C" au voisinage de 'origine et, pour as,...,a, des réels
positifs et k£ un entier naturel, posons :

k « e
pi(z) = Flog(|z1* + - [5*).

p
Alors, Z(pk)cn o est Ocn p-engendré par les H zfj tels que :
j=1

P
1
Zﬁj+ > k.
j=1 J

«

En particulier, si tous les «; sont égaux a «, alors Z(yx)cno est Ogn g-engendré

p
par les H zfj ol
Jj=1

S8, > lka—p) 11
j=1
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Iymj oY est

(|x] désigne la partie entiere du réel x). Autrement dit, Z(¢x) =
la sous-variété {z; = --- = 2z, = 0} et Zy son idéal annulateur.

(iii) Soit ¢ une fonction de la forme Y- oy log |g;| ol les ; sont des réels positifs et
ou les fonctions holomorphes g; sont telles que les D, := gj-’l(O) soient des diviseurs
irréductibles lisses se coupant transversalement (on dit alors que D = Zaij est
un diviseur lisse a croisements normaux). Dans ce cas, le faisceau multiplicateur
I(p) s’identifie au faisceau inversible de rang un O(—>;|a;] D;).

Démonstration
Le point (i) est trivial.
Pour (ii), il s’agit d’estimer l'intégrale suivante sur un voisinage de 0 :

B1 Bn |2
]::/ | > agzy" ... 20| dA(2).
DEe) (

e

Le passage en coordonnées polaires z; = p;e donne

2ﬁ1+1 L 2Bn+1
a & dpy . ..dpy,
= oY Ll i s 0

puis

I=(2m)" 3 lag|*

62617+1+2 . EQﬂn‘f’Q p261+1 [N pQﬁP'i_l
/ dpl Ce dpp
0.7 (

(26p41+2) ... (260 +2) PR )
Par le changement de variables u; = ,oj , I'intégrale ci-dessus est égale a
/ ug(261+2)/o¢1)—1 . ué(26p+2)/ap)fl p
Uy ..
[0,¢]7 (uf + - +u)* !

- du,,

Par homogénéité, cette derniere intégrale converge si et seulement si I'intégrale

e 222 (B /ag)—p
/ o =t dt
0 t

converge, soit 22 Bl{j L p—2k+p—1>—1. Ceci donne bien la condition an-
1 1
nonceée. .
Pour le point (iii), il s’agit de déterminer le critere pour qu’une fonction de la
forme
bik
lguf?er . |gn *o

soit dans L .. Comme les g; fournissent des coordonnées locales, et si p; désigne
I'ordre d’annulation de f le long de D; = {g; = 0}, la condition nécessaire et suffisante
est que 2p; — 2a; > —2, soit p; > |a;]. Comme les sections du fibré O(—D;)
s’identifient aux fonctions holomorphes s’annulant a un ordre supérieur ou égal a un
le long de D, le résultat en découle. m
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2.2 Inégalités de Morse singulieres

Dans cette partie, nous énoncons et démontrons notre version singuliere des iné-
galités de Morse holomorphes.

2.2.1 Enoncé du résultat principal

Dans tout ce qui suit, X désigne une variété compacte et (F, h) un fibré en droites
sur X muni d'une métrique singuliere.

A (E, h), on associe pour tout entier k positif le faisceau d’idéaux de Nadel donné
par la métrique singuliere h* du fibré E* ; il s’agit ici du faisceau des germes de
fonctions holomorphes f telles que | f|* exp(—2k¢p) est L. (ot exp(—¢) est le poids
local de h). Nous notons ce faisceau Zy(h).

Pour des raisons qui apparaitront plus loin, nous sommes contraints de n’accepter
qu’'un certain type de singularités, que nous appelons “singularités analytiques”.
Plus précisément, nous faisons I’hypothese suivante sur h (c’est-a-dire localement sur

@)

Hypothese (S) : la fonction ¢ s’écrit localement :
c
o = S0 AL + 0,

ot les f; sont holomorphes, les \j sont des fonctions réelles positives C* sans zéros

communs, P est C* et ¢ est un rationnel positif ou nul. Mentionnons que la somme
2 s . ey 7

YAl fi]? peut posséder une infinité de termes.

Cette hypothese implique que la fonction ¢ est quasi plurisousharmonique (ce
qui signifie que son hessien complexe est minoré par une (1, 1)-forme a coefficients
continus) et donc en particulier que le faisceau Zy(h) est un faisceau cohérent d’apres
le résultat de A. Nadel précédemment rencontré.

En terme de courbure, I'hypotheése (S) implique en particulier que le courant de

courbure O(F) = i@éap est quasi positif (c’est-a-dire minoré par une (1, 1)-forme a
T

coefficients continus).

Remarque Signalons des maintenant que cette hypothese est “raisonnable” car
c’est précisément par des fonctions ayant ce type de singularités que J.-P. Demailly
approche une fonction quasi plurisousharmonique quelconque [Dem92]. Ceci aura
une importance capitale dans les applications. Remarquons aussi que tous les ex-
emples rencontrés jusqu’a présent satisfont ’hypothese (S). Nous renvoyons ici au
paragraphe 2.3.1 pour une discussion plus complete de 'origine de ce type de singu-
larités autorisées.

Dans notre contexte, nous introduisons les notations suivantes :

Notations Le symbole X (g, F) désigne I'ouvert de X formé des points x au voisinage
desquels ¢ est bornée et O(F)(x) possede exactement ¢ valeurs propres strictement
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négatives et n — ¢ valeurs propres strictement positives ; finalement et comme dans
le cas lisse X(< ¢, F)=X(0,E)U---UX(q, E).

Notre résultat est le suivant :

Théoréme B Soit (E,h) a singularités analytiques sur une variété compacte X de
dimension n et soit F' un fibré de rang v sur X. Alors pour tout ¢ compris entre 0 et
n:
q , : k™
(i) S (=17 dim H(X, O(E* @ F)@ Tu(h) < vy [ (<1)10(E)" + o(k™),
= n! Jx(<q.E)

(avec égalité si q =n),
n

k
(ii) dim H(X,O(E* @ F) @ Ty(h)) < r— / (—1)70(E)" + o(k").
n! Jx(q,E)
Comme dans le cas ou la métrique est lisse, le point (ii) est conséquence immédiate
du point (i).

Remarquons que comme dans le théoreme d’annulation de Nadel, le phénomene
nouveau par rapport au cas C*> est la présence des faisceaux d’idéaux ; les groupes
de cohomologie que nous estimons sont les groupes de cohomologie a valeurs dans les
grandes puissances de F, tordues par la suite des faisceaux multiplicateurs naturelle-
ment associée aux singularités de la métrique.

Evidemment, si la métrique est lisse, nous retrouvons les inégalités de J.-P. De-
mailly car tous les Z;(h) sont égaux au faisceau structural Ox. Cependant, mention-

nons des maintenant que notre démonstration repose sur les inégalités dans le cas C*>
|

2.2.2 Démonstration du théoréme B

2.2.2.1 Plan de la preuve

La démarche suivie pour démontrer nos inégalités est la suivante :

a) apres éclatement de X le long de sous-variétés définies par les singularités de
h, on se ramene a un fibré muni d’une métrique lisse ; on peut alors appliquer les
inégalités de Morse holomorphes dans le cas h lisse a la variété obtenue X,

b) on relie les groupes de cohomologie sur X & ceux de X. Pour cela, nous étudions
le comportement des faisceaux multiplicateurs par rapport aux éclatements en mon-
trant que les dimensions des groupes de cohomologie associés sont asymptotiquement
de méme dimension.

2.2.2.2 Réduction au cas lisse

Commencons par expliquer la premiere partie de la preuve.

Pour cela, il est bon de remarquer que ’hypothese (S) implique que les singularités
de la métrique h sont localisées le long d'un ensemble analytique, défini localement
par {z| Vj, fj(x) = 0}. Comme nous I'avons vu dans les exemples, cet ensemble
analytique n’est pas nécessairement irréductible et ses composantes irréductibles sont
en général de dimension quelconque.
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La réduction au cas lisse consiste dans un premier temps a se ramener a une variété
X, obtenue en éclatant X le long de centres lisses 7 : X — X de telle sorte que la
métrique h = *h sur le fibré E = 7*E n’ait ses singularités qu’en codimension 1 (ou,
de facon équivalente, de telle sorte que le faisceau Zy(h) soit inversible).

Dans un deuxieme temps, nous appliquerons les inégalités de Morse dans le cas
lisse.

a) Désingularisation de Z;(h)

Pour rendre les faisceaux Z(h) localement libres, 1'idée (classique) est d’éclater
I'idéal “engendré par les f;”. Cependant, une difficulté apparait ici car la donnée des
f;j est locale sur X et la notion d’idéal engendré par ces fonctions n’a donc pas de
sens a priori. Nous avons cependant la proposition suivante :

Proposition [l existe un faisceau d’idéauz global [J, qui coincide avec la cloture
intégrale du faisceau d’idéauz engendré par les f; sur chaque ouvert ou ¢ s’écrit
comme dans U'hypothése (S).

Démonstration

En effet, ¢’est un fait bien connu (résultant par exemple du théoreme de Briangon-
Skoda [BSk74], voir aussi [L-T74]) que la cloture intégrale du faisceau d’idéaux en-
gendré par les f; est donnée par :

1
J:={f€Ox.,; 3C >0, |f(2)] < Cexp(—¢(z)) au voisinage de z}.
¢
Si maintenant ¢, et g désignent les poids de la métrique sur des ouverts trivialisants
U, et Ug, alors sur U'intersection U, N Ug, on a ¢, = wz + O(1). La caractérisation
ci-dessus implique donc bien que J est défini globalement sur X. m

Nous sommes en mesure de démontrer la proposition suivante :

Proposition Sous les hypothéses précédentes, il existe une variété X et m: X — X
une composée d’un nombre fini d’éclatements de centres lisses tels que le fibré E =
7 E muni de la métrique singuliere h=n*h de poids local exp(—p) vérifie la propriété
sutvante : pour tout xy € X, il existe des coordonnées holomorphes wy, . . ., w, centrées
en xo et une fonction ¥ de classe C* telles que :

P(w) = CZ a;log |g;(w)| + P (w)

J

ou les a; sont des entiers positifs ou nuls et ou les g; sont irréductibles dans Oy, et
définissent un diviseur lisse 4 croisements normauz.

Démonstration

Eclatons l'idéal J de sorte que l'image inverse 717.Oxs soit un faisceau in-
versible. Par le théoreme d’aplatissement d’Hironaka [Hir75], on peut dominer cet
éclatement par une variété X obtenue par une suite d’éclatements de centres lisses
dans X, et 'image inverse de J est toujours inversible !
Mais alors, la métrique image réciproque sur 7*F est donnée par
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log(}_(Njom)fjonl’) +yom
log(lg[?) + 5 log(3o (N 0 m)[hs[) + 45 o

log(|g|*) + 1,

N|ION|ION|O

ou on a noté g le générateur local du faisceau d’idéaux engendré par les f; o m. Sila
décomposition de g en facteurs irréductibles dans Og , ~s’écrit : g = H g?j ,on ale

j
résultat apres application du théoreme de désingularisation d’Hironaka [Hir64] pour
rendre le diviseur défini par les g; a croisements normaux. m

Dans tout ce qui suit, les objets utilisés sont ceux obtenus apres application de la
proposition précédente.

Notons fk(iz) le faisceau d’idéaux des germes de fonctions holomorphes sur X
telles que |f|%e %% est L} (c’est le faisceau multiplicateur de Nadel associé au fibré
7 E). Si nous notons b;x = |ca;k| et D; le diviseur défini localement par g; = 0,
alors la détermination du faisceau fk(iz) releve des exemples précédents si bien que le
lemme suivant en découle :

Lemme Sous les conditions précédentes, le faisceau d’idéauz Ti(h) s’identifie au
faisceau inversible de rang un O(— 3", b;jrD;).

b) Exemples

[lustrons ce qui précede en reprenant les notations de ’exemple (ii) du 2.1.2. Dans
ces cas évidemment simples, il n’est nul besoin d’appliquer les théoremes d’Hironaka :
on explicite directement le choix des éclatements !

Si on suppose que tous les «y; sont égaux a a, nous avons vu alors que Z(py) est égal
a I}/kod P ot Y est la sous-variété de codimension p donnée par {z1="+-=2,=0}
Si p = 1, le faisceau d’idéaux est déja inversible, sinon éclatons C™ le long de Y.

L’expression de la nouvelle métrique est donnée dans la premiere carte par
~ 1 2c 2c
p(w) = alog(fwi]) + 5 log(1 + [we|™ + - - + |w,[*)

si bien que Z(py) = O(—|ka|D) ot D est le diviseur exceptionnel de 1’éclatement.
Il suffit donc dans ce cas d’'un éclatement en codimension p pour obtenir le résultat
souhaité.

De méme, si « est un entier positif et si p(z) = %log(\zl\Z + |2[**) dans C™, il
faut cette fois o éclatements en codimension 2.
En effet, éclatons C" le long de {z; = z3 = 0}. L’expression de la nouvelle métrique
est donnée dans la premiere carte par

- 1
P(w) = log(|wi]) + 3 log(1 + [wiws|*)
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qui est de la forme voulue alors qu’on obtient dans la deuxieme carte
~ 1 2 2(a—1)
p(w) = log(jwsl) + 5 log(fwi|” + [uw| ).

On éclate alors dans la deuxieme carte le long de {w; = wy = 0}. En répétant ce

procédé « fois, on obtient une métrique de la forme souhaitée en tout point.

Décrivons le faisceau d’idéaux obtenu : pour tout j compris entre 1 et o, notons D;

la transformée stricte dans X du diviseur exceptionnel du j-itme éclatement. Alors

D; et Dj,, se coupent transversalement et on a Z(¢) = O(—kD) ot D désigne le
[0

diviseur & croisements normaux D = » _ jD;.
=1

c) Inégalités de Morse sur X

On montre maintenant comment appliquer les inégalités de Morse holomorphes
dans le cas C*® sur X au fibré en droites £ = 7*F muni de la métrique image
réciproque. Pour cela, nous devons montrer que (E)* @ Z;,(h) peut essentiellement
s’écrire comme la k-ieme puissance tensorielle d’un fibré en droites hermitien fixe.

u
Notons ¢ = — et supposons que k = vk’ est un multiple du dénominateur de c.
v

Comme b; . = cajk, le faisceau multiplicateur Ik(h) est égal au faisceau inversible

O(—k'D) ot D —uZa]
Avec ces notatlons on ala:

Proposition Notons E le fibré E” ® O(— ) Alors :

(i) pour tout k = vk, on a (E)¥ = E* @ Zp(h),

(i) la métrique hermitienne sur E produit de la métrique hY et de la métrique
singuliére naturelle sur O(— ), est une métrique hermitienne C>. De plus, et en
dehors des singularités de la métrique h, on a Uégalité ©(E) = vO(E) = m*0(E).

Démonstration
Le point (i) est évident. Pour le point (ii) la métrique produit naturelle est donnée

localement par le poids ¥(z) = vé(z Z uajlog|g;| = vi)(2). Ainsi, cette métrique
7j=1

est lisse et 1'égalité de courbure découle de suite du fait que d01log|g;| = 0 la ol g,

ne s’annule pas. m

Cette proposition nous permet d’estimer les groupes de cohomologie qui nous
intéressent :

Proposition On a pour tout k :

i(—m—j dim H/(X, O(E* @ F) @ T(h)) < r@/ oD OEN +ok")

n)

ot lintégrale est prise sur les points lisses de la métrique de E.



36 CHAPITRE 2. INEGALITES DE MORSE SINGULIERES

Démonstration
D’apres la proposition précédente, on peut appliquer les inégalités de Morse de
Demailly au fibré E, si bien que pour k = k'v, on a :

i(—nq—f dim H(X,0(E* @ F) ® T (h)) < N (=1)10(E)" + o(k™).

n! JX(<q.B)

Relions alors I'intégrale de courbure sur X & une intégrale de courbure sur X.
Comme O(F) = vO(E) sur les points lisses de la métrique de E si k = k'v, on a

K / CO(E)" + (k™) = k" / CO(E)" + o(k™).
X(<q,E) X(<q,E)

Notons alors S la réunion des diviseurs exceptionnels de 7 : X — X : S est négligeable
pour la mesure de Lebesgue et on a

/~ OB = / ) @(E)":/ O E)"
X(<q,E) X(<q,EN\S X(<q,E)N\S

NCIARE 6(E)"

/X(gq,E)\s X(<q,E)\7(S)

- / o(E)".
X(<q,E)

On a donc pour les entiers k£ multiples d'un entier fixe :

i“”” din (X, 0(8* & F) o L) < [ (-10(8)" + ol

ou l'intégrale est prise sur les points lisses de la métrique de F.

Pour terminer cette preuve, il suffit de montrer que l'estimation précédente est
valable sans restriction sur k. u
En reprenant les notations du lemme et en posant ¢ = —, on a, pour k = k'v +r
v

bjx = ua;k' +1r'
ot 7’ ne prend qu’'un nombre fini de valeurs entieres. On en déduit alors
EF@QFR0(=YbD;) = (B @B @ FoO(-Kud_ a;D;) @ O(—r' Y. D;)
J J

J

= (B @ O(~KuY a;D;) @ F.
J

On raisonne alors comme précédemment : on munit E,., d’une métrique lisse quel-
conque tandis que (E*)¥ ® O(—k'uY; a;D;) est muni de la métrique lisse naturelle
donnée localement par vi)(z). Ceci démontre la proposition. m
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2.2.2.3 Lien entre cohomologie sur X et cohomologie sur X

Pour achever la preuve du théoreme B il reste a relier les groupes
HY(X,0(E* @ F) @ Z;,(h))
de la proposition précédente et les
HY(X,0(E* ® F) ® I(h))

qui nous intéressent directement. Nous adoptons ici une démarche un peu différente
de celle de notre travail [Bo93b].

Soient X une variété compacte et i : X' — X I’éclatement de X le long d’une sous-
variété lisse Y. Soit £ un fibré en droites sur X, muni d’une métrique hermitienne
singuliere i de poids local exp(—¢). On note Zy () le faisceau multiplicateur associé
a la métrique sur E*. Soit enfin F' un fibré vectoriel sur X. Nous montrons dans ce
paragraphe la proposition suivante :

Proposition Supposons qu’au voisinage de tout point du diviseur exceptionnel de p,
la fonction @ o u s’écrive :
popu=alog|f]+1,

ou « est strictement positif, f désigne une équation locale du diviseur exceptionnel de
1 et Y est une fonction psh.
Alors, si ka > 1, on a pour tout entier ¢ > 0 :

HYX' Kx @ p*(E* @ F)® Ti(pop)) ~ HI(X,Kx @ E* @ F @ Tp,(¢)).

Commentaires Nous ne supposons plus dans ce dernier résultat que la métrique
est a singularités analytiques, ni que les faisceaux Zy(p o p) sont inversibles. Le
point important est que I'hypothese faite sur I’écriture de ¢ o u est automatiquement
satisfaite si ¢ est a singularités analytiques et le centre de ’éclatement Y est inclus
dans le lieu singulier de la métrique.

La fin de la démonstration de nos inégalités de Morse se conclut par applica-
tion répétée de cette proposition aux éclatements successifs dont w : X > X est la
composée. i

Avant de démontrer la proposition, mentionnons le probleme suivant :

Question 9Si les singularités de @ sont quelconques, a-t-on toujours

dim HY( X', Kx @u* (E*@ F) @I (pou)) = dim HY(X, Kx @ E*®@ F @ Ti.(9)) +o(k™)?

Démonstration de la proposition
Elle repose tout d’abord sur le fait que les faisceaux de Nadel se comportent bien
par image directe. De facon précise, si (F,h) est un fibré en droites muni d’une
métrique singuliere au dessus d'une variété X, et si p : X — X est une modification,
alors [Dem94]
(K5 & T('h)) = Kx @ T(h).
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Evidemment, ceci ne suffit pas pour démontrer qu’il y a isomorphisme en cohomolo-
gie : l'obstruction est mesurée par les images directes supérieures. Ainsi, il suffit de
montrer, grace au théoreme de Leray, que pour tout entier ¢ > 1 et pour tout k assez
grand,

Rip(Kx @ Ii(pop)) = 0.

On note r la codimension de Y, centre de I’éclatement.
Dans ce cas, le faisceau ¢g-ieme image directe supérieure R, (Kx @ Iy (¢ o i) est un
faisceau a support dans Y, la fibre au dessus d'un point y de Y étant égale a :

Fyy = lim H(u=(U), (Kx' @ Ti(p 0 1)) -1 )

yelU

ou la limite porte sur les voisinages U de y dans X.
Soit donc U un ouvert de Stein voisinage de y et soit w une métrique hermitienne
sur X'. Il s’agit de montrer que pour toute forme u de type (n,q) sur u=1(U), &
coefficients localement L? satisfaisant :
(i) Ou = 0,
(i) I ::/ |u|? exp(—2kyp o p)dV,, < +oo,
w=1(U)

il existe une forme v de type (n,q — 1) & coefficients localement L? satisfaisant :

(i) Ov = u,
(i)’ / ) [v|? exp(—2ky o 1)dV,, < +oo.
pw=HU)
Résoudre un tel probléme est en général possible grace aux estimations L? de Horman-
der. La difficulté ici est que la fonction ky o pu n’est pas strictement psh au voisinage
du diviseur exceptionnel D de I'éclatement. C’est exactement ici que nous utilisons
I’hypothese faite sur ¢. En effet, I’égalité

pop=alog|f]+1
se traduit par :
Zi(pop) = O(=|ka| D) @ T (kp + (ka — [ka]) log [ f]))
Il s’agit alors de montrer ’annulation des groupes

H™ (p='(U), O(—|ka) D) ® Z(ky) + (ko — [ka])log|f]),

autrement dit de résoudre le probleme du O :

(i) Ov = u,
(n)’/ [0[? exp(—2ke)dV,, < 400,
wH(U)

pour des (n,q) formes a valeurs dans le fibré O(—|ka|D). Or, le fibré O(—=D)|p =
Op(1) est strictement positif sur les fibres de ’éclatement. On peut donc munir
O(—|ka] D) d'une métrique a courbure strictement positive au voisinage du diviseur
exceptionnel, et comme 1 peut étre supposée strictement psh en dehors de D, nous
sommes maintenant dans les hypotheéses d’application des estimations L? de Hérman-
der. m
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2.3 Caractérisations analytiques des variétés de Moi-
shezon

Dans la lignée des conditions suffisantes données par Y.-T. Siu et J.-P. Demailly
pour caractériser les variétés de Moishezon, nous montrons la caractérisation suivante :

Théoreme C Une variété compacte X de dimension n est de Moishezon si et seule-
ment si il existe sur X un courant T' fermé de bidegré (1,1) tel que :
(i) {T} € H*(X,Z),
(i) T = 18&0 + a, ou ¢ est une fonction réelle a singularités analytiques et ot
T
a est un représentant C> de {T'},

(iii) / T" > 0 ou l"intégrale est prise sur les points lisses du courant T'.
X(<1,T)

L’idée de donner une caractérisation analytique des variétés de Moishezon en terme
de courant de courbure est aussi présente dans un travail de S. Ji et B. Shiffman [JiS93]
simultané au notre. Nos inégalités permettent ainsi de démontrer le résultat suivant :

Théoréeme D [JiS93], [Bo93b] Une variété compacte X de dimension n est de
Moishezon si et seulement si il existe sur X un courant T' fermé de bidegré (1,1) tel
que :
(i) {T} € H¥(X, 7).

(i) le courant T' est strictement positif (i.e minoré par une (1,1)-forme C* her-
mitienne).

Ces deux énoncés fournissent ’extension naturelle aux variétés de Moishezon du
théoreme de plongement de Kodaira pour les variétés projectives.

Avant de démontrer les résultats ci-dessus, nous rappelons deux résultats sur les
courants.

2.3.1 Deux rappels

Il est bien connu [G-H78] que la seule obstruction pour qu'une (1, 1)-forme fermée
réelle C* soit la forme de courbure d’un fibré en droites hermitien est que sa classe
de cohomologie soit entiere, i.e appartienne & H?(X,Z). Nous montrons dans la
proposition suivante que ce résultat persiste pour les courants quasi positifs :

Proposition Soit T' un courant quasi-positif fermé, de bi-degré (1,1) dont la classe
de cohomologie {T} est dans H*(X,Z).

Alors, il existe un fibré en droites E muni d’une métrique singuliére dont le courant
de courbure est égal a T'.

Démonstration
Elle suit la démonstration du cas C* [S-S85]. On recouvre la variété X par des
ouverts de Stein contractiles dont les intersections mutuelles sont elles aussi contrac-

1 —
tiles. Sur chaque ouvert U,, on écrit T'= —00p,. Comme T est quasi positif, les
T
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fonctions ¢, sont quasi plurisousharmoniques, donc localement intégrables (c’est le
seul point qui differe du cas C*).
De 1a, on écrit successivement ¢, 1= g — @, sur l'intersection U, N Ug, puis

i(0 — 0)pap = 2mdugg.

Les fonctions c,py = Ugy — Uay + Uap sont constantes. Comme {T'} est entiere, la
classe {cop,} l'est aussi. Il existe donc une 1-cochaine a coefficients réels {b,g} telle
que :

Capy T bgy = bay + bag = Magy € Z.

On pose alors :
9ap = exp(Pag + 2im(Uag + bag))-

Les gop sont holomorphes sans zéro et forment un cocycle : on note E le fibré en
droites associé. Comme

|9as| exp(—pa) = exp(—pp),

les poids exp(—y,) définissent une métrique singuliere sur £ dont le courant de
courbure est 7. m

Comme nos inégalités de Morse supposent que la métrique est a singularités ana-
lytiques, nous avons besoin d'un résultat d’approximation permettant de s’y ramener.
De fagon générale, étant donné un courant fermé T" sur une variété compacte, c’est un
probleme classique que de vouloir le régulariser dans la méme classe de cohomologie.
Malheureusement, il n’est pas possible en général de régulariser C*° tout en perdant
aussi peu de positivité que souhaité. L’obstruction a le faire est mesurée par les
nombres de Lelong du courant. Pour ne pas perdre de positivité, on régularise en
autorisant des singularités analytiques. Le résultat que nous utilisons est le théoreme
d’approximation des courants de J.-P. Demailly [Dem92] :

Théoréme (J.-P. Demailly, 1992) Soit T' un courant fermé de bi-degré (1,1) de
sorte que T > « ot v est une (1,1) forme C®. Alors pour toute métrique hermitienne
w de classe C*™ sur X, il existe une suite de courants T, telle que :

(i) {T.} = {T},

(ii) T tend (faiblement) vers T lorsque € tend vers 0,

(iii) T: > o — ew,

(iv) T. = i00p. + 3, ot @. est une fonction réelle a singularités analytiques et ot
B est un représentant C> de {T'}.

Il n’est pas question ici de donner la démonstration de ce résultat, mais pour
éclairer le lecteur, mentionnons la premiere étape de la démonstration, qui est une
version locale du résultat :

Proposition Soit ¢ une fonction psh dans la boule unité B de C". Pour k entier
positif, notons H(ky) Uespace de Hilbert défini de la fagon suivante :

Hikg) = {f € O(B) | [ |f]?exp(~2k)dA < +o00}.
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Soit enfin (0;%); une base orthonormée de H(kyp). Alors la suite de fonctions
_ 1 2
or = g lon( S o)

converge vers o simplement et dans Ll . lorsque k tend vers +0o.

La difficulté du théoreme réside dans le recollement des diverses approximations
locales données par la proposition précédente. Les fonctions A; figurant dans la
définition de I'hypothese S proviennent essentiellement de partition de l'unité. En
particulier, elles ne s’annulent pas toutes simultanément si bien que les singularités
sont vraiment données par les zéros communs d’une famille de fonctions holomorphes.

2.3.2 Démonstration des théoremes C et D

Nous démontrons ici les deux caractérisations analytiques. Pour cela, on com-
mence par remarquer que le sens faux dans le cadre des métriques lisses est vérifié de
facon presque immédiate dans le cadre plus souple des variétés de Moishezon.

Soit en effet X une variété de Moishezon et 7 : X — X une modification projec-
tive. Si @ est une (1,1) forme C* définie positive sur X telle que {&} € H2(X,Z), et
si w est une (1, 1) forme C*> définie positive sur X, alors la forme 7w est C* et semi-
positive. Il existe donc une constante A > 0 telle que @ > An*w. Par conséquent, le
courant 7' = m,w vérifie T' > Aw : en effet, si a est une (n — 1,n — 1) forme positive
C>® sur X, on a

<T,aa> = /d)/\ﬂ*a

X
> / ArT*w A T«
X

= A/w/\a
X
= < Aw,a>.

Le courant T satisfait les points (i) et (ii) du théoreme D, et le théoréme d’approximation
des courants de Demailly rappelé précédemment implique qu’il existe un courant
T" € {T'} ayant localement les singularités de I'hypothese S et tel que 77 > (A/2)w.
Ainsi, T" vérifie la conclusion du théoreme C.

Pour la réciproque dans le théoreme C, soit T" satisfaisant (i), (ii) et (iii). Alors,
il existe un fibré en droites sur X muni d’'une métrique hermitienne singuliere dont
le courant de courbure est égal a T. Les inégalités de Morse singulieres impliquent
que :
dim H°(X, E* @ Tp,(h)) — dim H*(X, E* @ Tp.(h)) ~p 400 k™

A fortiori,
dim H(X, E*) ~j_ypo0 k™,

i.e le fibré E est gros et X est de Moishezon.
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Pour le théoreme D, si T est strictement positif, on peut supposer par le théoreme
d’approximation des courants que T a localement les singularités de I’hypothese S.
On conclut alors comme ci-dessus. m

Remarque La preuve du théoreme D donnée par S. Ji et B. Shiffman suit la
démarche suivante : on approche, comme précédemment, le courant 7" par un courant
strictement positif et singulier sur un ensemble analytique .S. Puis on montre directe-
ment grace aux estimations L? de Hormander appliquées & la variété kihlérienne
complete X\S que les grandes puissances de E engendrent les 1-jets en dehors de S.

2.3.3 Quelques commentaires

Les théoremes C et D sont satisfaisants car ils donnent une caractérisation ana-
lytique des variétés de Moishezon. Cependant, on souhaiterait pouvoir se dispenser
de I'hypothese faite sur les singularités dans le théoreme C ou affaiblir 'hypothese de
stricte positivité du théoreme D. On conjecture le résultat suivant :

Conjecture Une variété compacte X est de Moishezon si et seulement si il existe
sur X un courant T positif fermé de bi-degré (1,1) tel que :
(i) {T} € H*(X,Z),

(ii) il existe un ouvert U sur lequel T' est strictement positif.

La condition (ii) est une fagon d’assurer que le support de 7" n’est pas négligeable
pour la mesure de Lebesgue. Evidemment, I’hypothese S nous a permis de définir
les intégrales de courbure en intégrant simplement sur la partie lisse de la métrique.
Dans le cas général, définir un produit de courants T™ est un probleme de type
Monge-Ampere.

Le résultat suivant va dans le sens de la conjecture :

Proposition La conjecture est vraie dans le cas des surfaces complezes (et dans ce
cas, X étant de Moishezon est donc projective).

Démonstration

Soit w une métrique hermitienne sur X, et pour € > 0, soit 7, un courant donné
par le théoreme d’approximation des courants vérifiant T, > —ew. Par le théoreme
C, il suffit de montrer que pour € assez petit, on a

/ T > 0.
X(L£1,T:)

Comme il existe un ouvert U sur lequel T est strictement positif (disons supérieur a
Cywy ou Cy est une constante strictement positive), il existe un ouvert plus petit U’
indépendant de € sur lequel 7, est supérieur a (Cy/2)wypr. On en déduit qu’il existe
une constante C' > 0, indépendante de ¢ telle que pour tout e petit, on ait

/ " > / "> C.
X(0,T¢) U’
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I1 suffit donc de montrer que

l‘ii% X(1,T:) I =0.
Or, sur 'ouvert X (¢, 7T:), on a
n!
0< (=)< mngq AN (T 4 ew)" ™4

Il suffit donc de controler les produits de Monge-Ampere et plus précisément de
montrer que pour ¢ > 0 (et dans la perspective de la conjecture, ¢ = 1 suffit), on a :

lim sq/ WINA (T +ew)" 1= 0.
X

e—0

C’est évidemment vrai pour ¢ = n et, si on suppose de plus que la métrique w est
une métrique de Gauduchon, alors la formule de Stokes donne

/ W' A (T, + ew) = Cste + O(¢),
X

et donc c’est aussi vrai pour ¢ =n — 1.
Dans le cas des surfaces, on a l'estimation souhaitée pour ¢ =n —1=1, donc X
est de Moishezon par le théoreme C. m

Comme le montre la preuve ci-dessus, le cas général pourrait découler du controle
des masses de Monge-Ampere des approximations . utilisées par J.-P. Demailly dans
la démonstration de son théoreme d’approximation des courants.

2.4 Une version algébrique singuliere des inégalités
de Morse

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques exemples “algébriques” de faisceaux
d’idéaux de Nadel. Leur origine en géométrie algébrique se situe dans la version du
théoreme de Kawamata-Viehweg pour les diviseurs a coefficients rationnels. Comme
dans [Dem90] ou [EsV92], ce faisceau d’idéaux sert de terme correctif dans le cas o
les diviseurs considérés ne sont pas a croisements normaux.

Par ailleurs, il existe une version algébrique des inégalités de Morse holomorphes
de Demailly [Dem94] dans le cas d'un fibré en droites différence de deux fibrés am-
ples. 1l est alors naturel de donner une version analogue dans le cadre singulier.
Evidemment, il s’agit essentiellement d’une reformulation dans un cas particulier de
notre theoreme B.

2.4.1 Théoreme de Kawamata-Viehweg

Soient X une variété projective, et M un diviseur rationnel effectif de X. On
note M = Y a;D; ou les a; sont des rationnels positifs et les D; sont des diviseurs
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irréductibles. Nous notons Z(M) le faisceau d’idéaux de Nadel associé a la métrique
singuliere ¢ = 3" a;log|g;| on g; est un générateur local de D;. On rappelle que
si M est a croisements normaux, alors Z(M) n’est rien d’autre que le faisceau in-
versible O(—|M]) ou | M| := Y |a;|D;. Avec ces notations, rappelons le théoreme
de Kawamata-Viehweg [Kaw82], [Vie82] :

Théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg Soient X une variété projective
et L un fibré en droites sur X. On suppose que L = M + 37, a;E; ot :
(i) M est un Q-diviseur effectif gros et nef,
(i) les o sont des réels vérifiant 0 < a; < 1,
(iii) le diviseur 3=; a;E; est a croisements normaut.
Alors
HY(X,Kx + L) =0 pour tout ¢ > 1.

Dans le cas ou 3_; a; E; n’est pas a croisements normaux dans I'énoncé du théoreme
de Kawamata-Viehweg, le faisceau multiplicateur de Nadel sert de terme correctif.
Nous allons détailler un exemple utilisé par L. Ein et R. Lazarsfeld dans I’étude des
diviseurs a singularité presque isolée (voir le papier de R. Lazarsfeld [Laz93] pour plus
de détails).

Le contexte est le suivant : soient X une variété projective, A un fibré gros et nef
sur X et D un diviseur dans le systeme linéaire |kA|.

Choisissons 7 : X — X une composée d'un nombre fini d’éclatements de centres
lisses de sorte que 7*D soit un diviseur a croisements normaux et soit Kz, la
différence des fibrés canoniques :

KX/X :KX—T('*KX.

Alors, pour A rationnel, 0 < A\ < 1, on pose :

D
= (Kyx = 1703
La proposition suivante donne les propriétés de Z, :

Proposition On a

D
(i) le faisceau d’idéaux I est égal au faisceau multiplicateur I()\?), en particulier
I\ est indépendant de la résolution m choisie,
D
(ii) les images directes supérieures Rem, (KX/X — LW*(A?)D sont nulles pour

tout ¢ > 1,
(iii) les groupes de cohomologie H (X, (Kx + A) ® Z) sont nuls pour tout ¢ > 1.

Démonstration
Pour le point (i), nous utilisons a nouveau l'identité

pe (K @ Z(p"h)) = Kx @ Z(h).

Dans notre situation, on a
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m (Kx ®I(7r*()\%))) = Kx 0 I02),

D
Comme 7T*<)\?) est a croisements normaux, on a
I () =0 (-l (]
k k
De la, on déduit successivement

T = m(Kgx - 0D

P
— (KX—W*KX—LW*()\%)J)
= —Kx®Kx®I()\%)

_ I(A%).

Ceci démontre le point (i).

Pour le point (ii), la démonstration repose sur l'observation classique suivante
(déja observée par H. Grauert et O. Riemenschneider [GrR70]) : les faisceaux RIm, F
sont nuls si et seulement si pour tout fibré L sur X suffisamment ample et tout ¢ > 1,
ona HY(X,F ®n*L) = 0. Comme

R, (7 (R + 7 4) + Ky = () )=
(s +7°4) @ Rom, (K = 1O

il suffit de montrer que pour tout fibré L sur X suffisamment ample et tout ¢ > 1,
on a

- D
H <X, LA+ Ky — Lw*()\?)o —0.
Or ce dernier groupe est égal a
H (X, Kg+7" L+ (1= N7 A+ (A= [\ A)])

qui est nul grace au théoreme de Kawamata-Viehweg appliqué au Q-diviseur effectif

gros et nef
M :=n"L+ (1 - \r"A.

Pour le point (iii), on a

- D
HY(X,(Kx+ A)®1I),) = H? (X,KX + 71" A— Lw*()\?)j) .
Ce dernier groupe s’écrit encore H? ()2', K¢+ (1-=Nm"A+Ar"A — L)\W*AJ) qui est
nul a nouveau par le théoreme de Kawamata-Viehweg. m
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2.4.2 Inégalités de Morse algébriques singulieres

En nous inspirant de l'exemple précédent, nous sommes en mesure de donner
une version algébrique des inégalités de Morse holomorphes singulieres. Pour cela,
rappelons au préalable la version suivante des inégalités de Morse holomorphes de
J.-P. Demailly [Dem94] :

Théoréme Soit X une variété kahlérienne de dimension n et soient F' et G deux

fibrés en droites nef sur X. Alors, on a :
q kn
> (1) dim H (X, k(F — G))

J=0

i @ Fr . GI + (k™).

Ce résultat a été obtenu dans un premier temps par J.-P. Demailly comme conséquence
des inégalités de Morse, et plus récemment, F. Angelini en a donné une démonstration
purement algébrique [Ang95]. Auparavant, S. Trapani [Tra91] et Y.-T. Siu [Siu93]
avaient démontré le cas particulier ¢ = 1 en vue d’obtenir des criteres numériques
pour l'existence de sections. Le terme algébrique a ici une double origine : les esti-
mations font intervenir des nombres d’intersection a la place d’intégrales de courbure,
et un cas particulier du théoreme est celui d’'une variété projective et d’un fibré écrit
comme différence de deux fibrés amples.

Nous montrons le résultat suivant :

Théoréeme E Soit X une variété kihlérienne de dimension n et soient F' et G deux
fibrés en droites sur X. On suppose que G est nef, et qu’il existe un entier positif m,
un fibré en droites nef A et un diviseur effectif D de sorte que : mEF = A+ D. Alors,
on a: .

Z(—l)q*j dim H? (X, k(F — G) @ Tr,(m ' D))

j=0

kn q

(=

Jj=0

A
=

< ) —n+jAn—j . Gj + O(k‘").
J

Démonstration

Soit 7 : X — X une composée d'un nombre fini d’éclatements de centres lisses de
sorte que 7* D soit un diviseur a croisements normaux.
Comme dans le cadre purement analytique de nos inégalités de Morse singulieres, on
travaille sur X ou on applique simplement I’énoncé précédent.
Détaillons brievement : le faisceau d’idéaux Zj,(m~1D) est égal a 'image directe

7. (Kg/x = 7" (km™'D)])
si bien qu’il s’agit d’estimer les dimensions

dim H* (X, kr*(F — G) — [x*(km™'D)]) .
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Or pour k£ multiple de m, on a
km*(F — G) — |m*(km™'D)| = kn*(m™'A - Q),

et il suffit d’appliquer le théoreme précédent aux fibrés nef 7*A et 7*G. m



48

CHAPITRE 2. INEGALITES DE MORSE SINGULIERES



Chapitre 3

Etude de certaines variétés de
Moishezon dont le groupe de
Picard est infini cyclique

Le theme central de ce chapitre est I’étude d’une classe particuliere de variétés de
Moishezon : celles dont le groupe de Picard est Z et dont le fibré canonique est gros.
En faisant I’hypothese supplémentaire que la variété X devient projective apres un
seul éclatement de centre lisse et projectif, nous étudions ce centre via la théorie de
Mori sur le modele projectif. Nous obtenons alors une restriction sur la dimension
du centre de ’éclatement dans le cas ou le fibré canonique n’est pas nef. Apres avoir
donné une nouvelle famille de variétés de Moishezon ne possédant pas de fibré en
droites gros et nef et s’inscrivant dans ce cadre d’étude, nous nous restreignons a la
dimension 4. Nous obtenons alors une description précise du centre de I’éclatement
et montrons que notre construction est essentiellement unique dans le cas ou le fibré
canonique n’est pas nef. Enfin, nous obtenons aussi des restrictions partielles en
dimension 4 dans le cas ou le fibré canonique est nef.

3.1 Un théoreme de J. Kollar

3.1.1 Enoncé du résultat

Nous avons vu dans les préliminaires de cette these qu’il existe des variétés de
Moishezon ne possédant pas de fibré en droites simultanément gros et numériquement
effectif. Plus précisément, nous avons rencontré le résultat suivant :

Théoreme (J. Kollar, K. Oguiso)

(i) Il existe des variétés de Moishezon X de dimension 3 dont le groupe de Picard
est égal a 7, avec —Kx gros et ne possédant pas de fibré gros et nef,

(i) il existe des variétés de Moishezon X de dimension 3 dont le groupe de Picard
est €gal a Z, dont le fibré canonique est trivial et ne possédant pas de fibré gros et
nef.

49
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Remarquons que pour une variété de Moishezon dont le groupe de Picard est Z,
un et un seul générateur de Pic(X) est gros. Suivant J. Kollar [Kol91], nous notons
ce générateur Ox (1) et nous écrivons Pic(X) =Z - Ox(1).

Notons aussi my Uentier défini par la relation Ky = Ox(my). Remarquons ici
que les trois cas my < 0 (respectivement myxy = 0 et myx > 0) correspondent aux
trois possibilités £(X) = —oo (respectivement x(X) =0 et k(X)) = dim X), ou k(X)
désigne la dimension de Kodaira de X.

Evidemment, il reste un cas non couvert par 1’énoncé précédent et la question
suivante est naturelle :

Question FEuziste-t-il des variétés de Moishezon X, avec Pic(X) = Z - Ox(1) et
mx > 0 ne possédant pas de fibré gros et nef ?

En dimension 3, la réponse a cette question est négative comme le montre le
résultat suivant :

Théoréme (J. Kollar, 1991) Soit X une variété de Moishezon de dimension 3.
On suppose que le groupe de Picard Pic(X) est Z et que le fibré canonique Kx est
gros. Alors Kx est nef.

Remarque Dans le cas ot le fibré canonique est gros et nef, I'un de ses multiples est
globalement engendré par le “base-point free theorem”. Au vu du résultat précédent,
il n’existe donc pas d’exemple de variété de Moishezon de dimension 3, de groupe de
Picard Z et a fibré canonique gros ne satisfaisant pas aux criteres de J.-P. Demailly
et Y.-T. Siu.

La suite de ce paragraphe consiste a rappeler la démonstration de ce résultat car
les idées qu’elle contient seront présentes dans tout le chapitre.

3.1.2 Démonstration

La référence précise est [Kol91], page 170 et suivantes.
Le lemme suivant, bien qu’élémentaire est essentiel :

Lemme Soit X une variété de Moishezon, de dimension quelconque, avec Pic(X) =
Z-0Ox(1). Soit w : X — X une modification projective, de lieu exceptionnel S C
X5 ScX.

Alors pour toute courbe C' de X, non incluse dans S, on a Ox(1)-C > 0.

S
>
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Corollaire Sous les hypotheses du lemme, et si de plus Kx est gros, alors pour
toute courbe C' (respectivement C) de X (respectivement de X ) non incluse dans S
(respectivement S), on a Kx - C > 0 (respectivement K - C > 0).

Démonstration du lemme
Soit H un diviseur ample dans X, et H := m,(H). Alors H est gros, donc s’écrit
Ox(p), ou p est un entier strictement positif. Comme

ox()-c=1m.c
p

il suffit de montrer que pour toute courbe C' non incluse dans S, on a H - C' > 0.
Comme C' n’est pas incluse dans S, si C' désigne la transformée stricte de C', I’égalité
suivante est vérifiée :

HC—?T(H H+Zall 7

ou les a; sont des entiers positifs ou nuls, et les E; les composantes irréductibles de
S. Dela, H-C>0car H-C >0 et pour tout i, ona E;-C >0. m

Remarque Ce lemme affirme en particulier que les courbes sur lesquelles Ox (1) est
négatif ou nul sont incluses dans un ensemble analytique de codimension supérieure
ou égale a 2.

Démonstration du théoréme

En dimension 3, on déduit du lemme précédent qu’il n’y a qu'un nombre fini de
courbes sur lesquelles Ox (1) est négatif. Si Kx est gros, et si C' est une courbe
telle que Kx - C' < 0, alors une telle courbe se déforme dans X car la formule de
Riemann-Roch donne

X(Neyx)=—Kx-C+(n—=3)(1-g)=—-Kx-C>0,

o Ng/x est le fibré normal de C' dans X. Mentionnons que si la courbe C est
singuliere, on définit N¢/x comme étant égal a v"TX/TC on v : C — C est la
normalisée de la courbe C. Ceci donne bien la contradiction. m

3.1.3 Commentaires

La démonstration ci-dessus repose sur un argument de déformation. Comme nous
utilisons dans la suite ce type d’argument, il est sans doute bon de faire ici un bref
rappel.

Etant données une variété X et une sous-variété Y de X, c’est un probleme clas-
sique et important de déterminer les déformations de Y dans X. Dans le cadre ana-
lytique, ce probleme a été considéré par K. Kodaira [Kod62] et par A. Grothendieck
et D. Mumford dans le cadre algébrique ou la notion de schéma de Hilbert joue un
role essentiel : une référence importante est le travail récent de J. Kollar [Kol94].

La “solution” au probleme est donnée par le :



52 CHAPITRE 3. ETUDE DE CERTAINES VARIETES DE MOISHEZON

Théoréme [Gro62], [Kod62] Soit Y une sous-variété d’une variété X. Alors le
schéma de Hilbert Hilb(X) des sous-ensembles analytiques de X admet H(Y, Ny, x)
comme espace tangent de Zariski en [Y]. La dimension de Hilb(X) en [Y] satisfait :

dim H°(Y, Ny,x) — dim H' (Y, Ny,x) < dimpy Hilb(X) < dim H°(Y, Ny,x).
En particulier, si H(Y, Ny,x) = 0, alors Hilb(X) est lisse au voisinage de [Y].

Dans le cadre analytique, la construction de K. Kodaira consiste a trouver ex-
plicitement en coordonnées locales les séries entieres définissant les sous-ensembles
proches de Y, tandis que dans le cadre algébrique, 1'idée est qu’une variété projective
Z est déterminée par le sous-espace vectoriel des polynomes de degré suffisamment
grand qui s’annulent sur Z.

3.2 Quelques rappels sur la théorie de Mori

La théorie de Mori, née dans les années 80, consiste a étendre et approfondir en
dimension supérieure ou égale a 3 la classification des surfaces complexes et I’étude
des applications biméromorphes entre surfaces complexes.

Cependant, cette théorie n’est valable que sur les variétés projectives. Comme une
variété de Moishezon est dominée par une variété projective, une idée naturelle est
d’appliquer certains résultats de la théorie de Mori pour obtenir des renseignements
concernant la structure des variétés de Moishezon ou de leur caractere non projectif.

Nous rappelons dans ce paragraphe les résultats essentiels utilisés dans ce chapitre.
Deux excellentes références sont [CKMS88] et [KMMS8T7].

Mentionnons aussi qu'une des grandes idées de S. Mori est, méme pour 1’étude
des variétés non singulieres, de quitter le monde lisse pour autoriser certains types
de singularités ; cette analyse fut en particulier mise en oeuvre par M. Reid. Il est
cependant bon de préciser ici que la plupart des énoncés que nous utilisons sont d’une
difficulté moindre dans le cas lisse, cadre dans lequel nous les appliquons.

3.2.1 Cone des courbes effectives
Dans tout ce paragraphe, X est une variété projective.

3.2.1.1 Notations

Rappelons tout d’abord que la notation N;(X,R) désigne 1'espace vectoriel des

combinaisons linéaires finies (a coefficients réels) de courbes (irréductibles et éventuellement
singulieres) de X, modulo I'équivalence numérique : deux courbes sont équivalentes
si et seulement si leurs intersections avec tout diviseur sont égales.
Pour une variété projective (et méme de Moishezon), cet espace vectoriel est de di-
mension finie et est en dualité naturelle (via la forme d’intersection) avec le groupe de
Néron-Severi (Pic(X)/Pic’(X)) ®z R ; la dimension de N;(X,R) est appelée nom-
bre de Picard de X. L’espace vectoriel N;(X,R) est naturellement un sous-espace
vectoriel de Hy(X, R).
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Enfin, nous notons suivant 1'usage NE(X) le sous-cone convexe de N;(X,R) en-
gendré par les classes d’homologie des courbes effectives. L’adhérence de ce cone est
notée NE(X).

3.2.1.2 Théoréme du cone

L’un des premiers succes de la théorie de Mori est de montrer que si le fibré
canonique Kx n’est pas nef, alors il existe une courbe rationnelle sur laquelle il est
strictement négatif.

L’énoncé précis est le suivant :

Théoréme du cone Soit X une variété projective. Alors il existe un ensemble
minimal (fini ou dénombrable) de courbes rationnelles C; dans X de sorte que :

(i) pour tout i, on a 0 < —Kx - C; < dim X + 1,
(it) NE(X) = NE(X) k>0 + >Ry [C],
ou W(X)KXZO = {[C] € Nl(X,R) | KX C Z 0}

Les courbes rationnelles C; sont appelés courbes rationnelles extrémales et
les Ry [C;] sont appelées rayons extrémaux.

On ne connait pas de version analogue de ce théoreme pour les variétés de Moishe-
zon. A notre connaissance, la question suivante est ouverte :

Question Soit X une variété de Moishezon, dont le fibré canonique n’est pas nef.
Existe-t-il alors une courbe rationnelle C' telle que Kx - C' <0 ¢

3.2.2 Contraction de Mori

Les rayons extréemaux jouent le méme role dans la théorie de Mori que les courbes
rationnelles lisses d’auto-intersection négative dans la théorie des surfaces complexes :
ils peuvent étre contractés. Le théoreme suivant décrit les différents types de con-
traction obtenus en contractant un rayon extrémal.

Théoréme de contraction [CKMS88| Soit X une variété projective dont le fibré
canonique n’est pas nef. Soient C' une courbe rationnelle extrémale et R := R, [C] le
rayon extrémal engendré par C.
Alors, il existe une variété (éventuellement singuliere) projective, normale, et une
application
f: X—=Y,

notée aussi contr, de sorte que :

(i) une courbe de X est contractée par f si et seulement si sa classe d’homologie
appartient au rayon R,

(ii) le fibré —Kx est f-ample (i.e la restriction de —Kx a toute fibre de f est
ample).
De plus, on distingue trois types de contractions :

(a) dim X > dimY et f est une fibration Fano (i.e la fibre générique de f est une
variété lisse dont le fibré anti-canonique est ample),
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(b) dim X = dimY et f est une contraction divisorielle (i.e f est birationnelle et
contracte un diviseur),

(c) dim X = dimY et f est une petite contraction (i.e f est birationnelle et
contracte un sous-ensemble algébrique de codimension supérieure ou €égale a 2).

Les cas (a) et (b) sont les “bons” cas : dans le cas (a), on réduit la compréhension
de la variété X a celle d'une variété de dimension plus petite et a la structure des
fibres qui sont des variétés de Fano. Dans le cas (b), la variété singuliere Y est Q-
factorielle, a singularités terminales (ce sont les singularités qui permettent de donner
encore un sens a 'expression “Ky est ou n’est pas nef”) et le nombre de Picard de
Y est strictement plus petit que celui de X. Le cas (c) est le “mauvais” cas : les
singularités de Y sont telles que Y ne possede pas de fibré canonique et il n’est pas
clair que Y soit “plus simple” que X.

3.2.3 Contractions divisorielles

Nous utilisons dans la suite un résultat plus précis que le théoreme de contraction
dans le cas d'une contraction divisorielle. Sous cette forme, il apparait dans les
travaux de T. Ando [And85] et M. Beltrametti [Bel86] :

Théoréme (T. Ando, M. Beltrametti, 1985) Soient X une variété projective et
f X — Y une contraction divisorielle d’un rayon extrémal. Soit enfin F' une fibre
générale de fr: E — f(E) ou E est le diviseur exceptionnel de f.
Alors il existe un fibré en droites L sur X tel que :

(1) Im(Pic(X) — Pic(F)) =Z - Lip ot Lip est ample sur F,

(i1)) Op(—Kx) ~ Op(pL) et Op(—FE) ~ Op(qL) ou p et q sont deux entiers
positifs.
Enfin, si F est de dimension 2, alors F est isomorphe a P? ou a la quadrique Qs.

Nous utiliserons ce résultat lorsque X est de dimension 4.

3.2.4 L’inégalité de Wisniewski

Avant d’énoncer cette inégalité, nous avons besoin de deux notations : soient X
une variété projective, R un rayon extrémal de NE(X) et f la contraction de Mori
associée.

On note [(R) = min{—Kx - C' | C est une courbe rationnelle telle que [C] € R}.
Le nombre [(R) est la longueur du rayon R.

On note aussi A(R) le lieu de X couvert par les courbes dont la classe appartient
a R.

Dans [Wis91], J. Wisniewski démontre I'inégalité fondamentale suivante :

Théoréme (J. Wisniewski, 1991) Pour toute fibre non triviale F' de f, on a :

dim F + dim A(R) > dim X + [(R) — 1.
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Cette inégalité, dont une forme faible est due a P. Ionescu [Ion86], a de nombreuses
conséquences dans la classification des variétés projectives de dimension supérieure
ou égale a 3.

3.3 Un premier résultat

Rappelons pour commencer ce paragraphe que les exemples de J. Kollar et K.
Oguiso déja cités vérifient la propriété supplémentaire suivante : les variétés X cons-
truites ne sont, bien stir, pas projectives, mais le deviennent apres exactement un
éclatement le long d’une sous-variété ¥ C X.

Dans toute cette partie, nous nous plagons dans la situation analogue suivante :

Hypothese X est une variété de Moishezon non projective de dimension n dont le
groupe de Picard est égal a 7Z, dont le fibré canonique est gros et telle qu’il existe une
sous-variété Y C X de sorte que Uéclatement m : X — X de X le long de Y définisse
une variété projective X. On note E le diviseur exceptionnel de ’éclatement.

La remarque suivante est tres importante :

Remarque D’apres le corollaire 3.1.2, on sait alors que Kx (respectivement K )
est strictement positif sur les courbes non incluses dans Y (respectivement dans E).
La conséquence suivante sera utilisée dans la suite : si C' est une courbe de Y sur
laquelle Ky est strictement négatif, cette courbe ne peut pas se déformer (dans X)
hors de Y.

La méthode que nous adoptons pour étudier X et Y est d’appliquer la théorie de
Mori a la variété projective X.

3.3.1 Coéne des courbes sur X

Dans le cadre de notre étude, comme Pic(X) = Z, lespace vectoriel Ny (X, R) est
isomorphe & R2.

Dans la suite, nous représentons dans N; (X, R) ~ R? le cone fermé NE(X) ; dans
les figures ci-dessous, ce dernier correspond a la partie hachurée. Si D est un élément

de Pic(X), nous notons D > 0 (respectivement D = 0, respectivement D < 0) les
ensembles

{[C] e NE(X) | D-C > 0}

(respectivement D - C' = 0, respectivement D - C' < 0).

Deux cas se présentent suivant que Kx est nef ou non. Ces deux cas se distinguent
naturellement ; ils correspondent, comme nous le verrons plus loin, au fait que X
admet ou non un morphisme vers une variété (éventuellement singuliere) projective
de méme dimension,

(i) soit Kx est nef et le dessin est le suivant :
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W*KX =0

Quelques commentaires sur ces diagrammes

- dans les deux cas, le fait que la droite {K ¢ = 0} coupe le cone effectif vient
du fait qu’il y a a la fois des courbes sur lesquelles K ¢ est strictement positif (celles
non contenues dans le diviseur exceptionnel) et des courbes sur lesquelles K¢ est
strictement négatif (toute courbe incluse dans les fibres de 1’éclatement),

- dans le deuxieme cas, la position relative de {7*Kx = 0} est justifiée par le fait
qu'il y a des courbes sur lesquelles 7* Ky et K¢ sont strictement positifs (celles non
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contenues dans le diviseur exceptionnel d’apres 3.1.2) et que 7*Kx est nul sur toute
courbe incluse dans les fibres de ’éclatement.

3.3.1.1 Quelques conséquences de ces diagrammes

Nous regroupons ici les renseignements provenant directement de la description
de ﬁ(f( ). Pour cela, appliquons le théoreme du cone a la variété projective X. On
en déduit que le rayon extréemal du coté K; < 0 est engendré par la classe d'une
courbe rationnelle C' dans X. Alors, le théoréme de contraction assure l'existence
d’une variété (en général singuliere) projective Z et d’un morphisme f associés a la
courbe extrémale rationnelle C' de sorte que la situation suivante ait lieu :

! X>OF

Z

XDY

(i) Cas ou Kx est nef.

Alors le rayon extrémal est engendré par la classe d'une courbe rationnelle incluse
dans une fibre non triviale de 7. Toutes les fibres de 7 sont donc contractées par f si
bien que f se factorise en une application g : X — 7

X5 XS Zet f=gon.

(ii) Cas ou Ky n’est pas nef.

Alors les fibres de f et les fibres de m ne se coupent que sur un nombre fini de
points : en effet, il n’existe pas de courbes simultanément contractées par 7 et f car
les rayons engendrés par [C] et la classe d’une courbe rationnelle incluse dans une
fibre non triviale de 7 sont distincts.

3.3.1.2 Une application immédiate

Dans le cas ou Kx n’est pas nef, la courbe rationnelle C' n’étant pas contractée

par 7, la courbe rationnelle C' = 7(C) vérifie Kx - C' < 0. Le résultat suivant en
découle :

Proposition Sous les hypotheses précédentes, si Kx n’est pas nef, il existe une courbe
rationnelle C' C'Y sur laquelle Kx est strictement négatif.

3.3.2 Contraction de Mori de X

Nous étudions ici plus en détail la contraction de Mori f associée a la courbe
extrémale rationnelle C' C X obtenue précédemment pour en déduire une estimation
de la dimension de Y en toute dimension.
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3.3.2.1 Enoncé du résultat

Nous avons vu qu’il y a trois types de contractions extrémales. Le théoreme
suivant restreint les possibilités dans notre situation :

Théoréme F  Soit X de Moishezon avec Pic(X) = Z et Kx gros. Si X est rendue
projective apres éclatement m: X — X le long de Y, alors :

(i) on a dim X = dim 7, autrement dit f est une application birationnelle,

(i) si [ est une contraction divisorielle, son diviseur exceptionnel est égal a celui
de  (noté E précédemment) ; ce cas est le seul possible lorsque Kx est nef,

(iii) si f est une contraction divisorielle et si Kx n’est pas nef, les inégalités
suivantes sont satisfaites :

-1
codimY —1 <dim f(F) <dimY et dimY > nT’

(v) si [ est une petite contraction et si Kx n’est pas nef, l'inégalité suivante est
satisfaite :

1
dimY > n; .

On peut reformuler ce résultat sans faire intervenir la contraction de Mori :

Théoreme F’ Soit X une variété de Moishezon de dimension n avec Pic(X) = 7Z
et Kx gros. Supposons que X est rendue projective apres éclatement le long d’une

sous-variété lisse Y .
n—1

Alors, si Kx n’est pas nef, on a dimY >

Remarque Le fait que Kx soit gros est ici essentiel. En effet, les constructions de
J. Kollar et K. Oguiso montrent que les inégalités du point (iii) ne sont pas vraies
en général. La construction de J. Kollar donne aussi un exemple ou les diviseurs
exceptionnels de w et f ne sont pas égaux.

3.3.2.2 Démonstration du théoreme F-F’

Les points (i) et (ii) du théoreme F sont faciles : par hypothese, f ne contracte que
des courbes sur lesquelles K¢ est strictement négatif, donc incluses dans E d’apres
le corollaire 3.2.1 ; en particulier le point (i) est démontré.

Ceci montre aussi que si f est une contraction divisorielle, son diviseur exceptionnel
étant inclus dans E est donc égal a E. Réciproquement, si Kx est nef, f se factorise
a travers 7 et donc est une contraction divisorielle. Le point (ii) est démontré.

Montrons le point (iii) du théoreme F : f est une contraction divisorielle et Kx
n’est pas nef. La situation est résumée par le diagramme suivant :
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f(E) E
N
A

Dans cette situation, on écrit
Ky =fKyz+abE=71"Kx+(r—1)F

ou r = codimY et ol @ est un nombre rationnel. Cette égalité est une égalité de Q-
diviseurs de Cartier : dans le cas d’une contraction divisorielle, le diviseur canonique
de Z n’est pas de Cartier en général mais I'un de ses multiples entiers 1’est. Rappelons
que toutes les notions de positivité (telle que par exemple étre gros, nef ou ample)
s’étendent naturellement aux QQ-diviseurs de Cartier.

Les inégalités cherchées découlent immédiatement du lemme suivant :

Lemme Si Ky n’est pas nef, les nombres a et r vérifient les deux inégalités suivantes :
(i) a>r—1,
(ii) codim f(E) +r <n+ 1.

Linégalité suivante est vraie en toute généralité pour une contraction divisorielle :
(iii) a < codim f(F) — 1.

Démonstration du lemme

Inégalité (i) :

Comme Z est projective avec Pic(Z) = Z et Kz gros, on en déduit que Kz est
ample et donc que f*Kj est nef, et strictement positif sur les courbes de X non
contractées par f. Choisissons alors une courbe rationnelle R incluse dans une fibre
non triviale de 7 (ces dernieres sont des P"~!, on prend pour R une droite P!).
L’égalité

Kz -R+aE-R=7"Kx-R+(r—1)E-R

donne alors :

a—(r—1)=f"Kz;-R>0
car, Kx n’etant pas nef, R n’est pas contractée par f. m
Inégalité (ii) :
Cette inégalité découle de suite du fait que les fibres de f et 7 dans £ ne peuvent
se couper qu’en un nombre fini de points. De la

(n—1—-dimf(E)+(r—1)<n—1.m

Inégalité (iii) :
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Soit F une fibre générique de la restriction de f & E, et soit C' une courbe dans
F.

Alors, on a

aE-C=Kg C
et par la formule d’adjonction :
Ky p=Kg— Epg.

De la, on en déduit : )

Kp-C
E-C°

Comme le fibré canonique K est simplement la restriction de Kg a F', on obtient :

a+1=

Kp-C
a = ~
E-C

Or, la variété F' est Fano, et par le théoreme du cone appliqué a F', on peut supposer
que C' est une courbe (rationnelle) satisfaisant :

0<—Kp-C<dimF+1=n—1-dimf(E)+ 1= codim f(E).
De 13, comme E - C' est un entier strictement négatif, il vient a < codim f(E) — 1.

Ceci termine la preuve du lemme. m
Remarque L’inégalité (iii) peut aussi se déduire de 'inégalité de Wisniewski : en
effet f étant divisorielle, on a dim A(R) = n — 1 et la dimension de la fibre générique
non triviale est n — 1 — dim f(E). De la, I'inégalité de Wisniewski donne

codim f(E) — 1 > I(R).
Or, comme Ky = f*Kz +aF, ona —K 3 - C > a pour toute courbe contractée, d’out
[(R) > a comme souhaité.

Montrons maintenant le point (iv) du théoréme F. Pour cela, on applique 'inégalité
de Wisniewski : comme f est une petite contraction, on a évidemment

dim A(R) <n —2,

et si I’ est une fibre non triviale de f cette derniere est incluse dans E et ne coupe
les fibres de m que sur un ensemble fini. On en déduit que dim F' < dimY d’ou :

n—2+dimY >n+Il(R)—1,
soit
dimY > I(R) + 1.
Il suffit alors d’estimer I(R). Or, on a Ky = 7*Kx + (r — 1)E et comme Kx n’est
pas nef, 7* Kx est strictement négatif sur les courbes contractées par f. On en déduit
que
—K; - cC>r

pour toute courbe contractée par f. De la, [(R) > r et en reportant
2dimY >n+1

qui est 'inégalité souhaitée. m
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3.3.3 Application a la dimension 3

On déduit du théoreme F un résultat précisant celui de J. Kollar dans notre
situation :

Corollaire Soit X une variété de Moishezon non projective de dimension 3, avec
Pic(X) =7Z et Kx gros.

St X peut étre rendue projective apres un éclatement seulement, alors X est une
petite modification d’une variété singuliere projective ayant une unique singularité
nodale ordinaire (dont le modéle local est xy — 2t = 0 dans (C*,0)). En particulier,
le fibré canonique Kx est nef.

Démonstration du corollaire

On note toujours 7 I’éclatement rendant X projective et f la contraction de Mori
définie sur la variété projective X. D’apres le théoréme F, f est birationnelle, et
comme il n’y a pas de petites contractions en dimension 3 d’une variété non singuliere,
c’est que f est une contraction divisorielle. De plus, les inégalités (iii) du théoreme
F ne peuvent étre vérifiées ici car elles impliquent codimY = 1. C’est donc que Kx
est nef (on retrouve ainsi le résultat de J. Kollar), et que le rayon extrémal du coté
K ¢ < 0 est engendré par la classe d’homologie des fibres de 7. Il y a alors exactement
deux possibilités :

- les fibres de la contraction de Mori (restreinte au diviseur exceptionnel E) sont
de dimension 1 et alors cette derniere coincide avec w. Dans ce cas, X est projective,
ce que 'on a exclu,

- la contraction de Mori contracte le diviseur exceptionnel F sur un point. Dans
ce cas, nous appliquons le résultat de S. Mori [Mor82| qui donne la liste de toutes les
contractions extrémales d’une variété non singuliere de dimension 3. On en déduit
que le diviseur exceptionnel de 7 (égal & celui de f) est isomorphe a P! x P! et que
Op(E) = Np,x est de type (—1,—1). La situation est alors la suivante :

X5 X5 Zet f=gon,

ol Z est une variété singuliere projective ayant une unique singularité nodale ordinaire
(dont le modele local est xy — 2t = 0 dans (C*,0)). Dans ce cas, la contraction de
Mori est alors g o m et correspond a I’éclatement du point singulier : le centre Y de
I’éclatement 7 est une courbe rationnelle lisse. m

Exemple La situation précédente peut effectivement étre réalisée : soit Z une
hypersurface de P* d’équation

hoZL'g + hll‘% + hgl‘% + hg[L‘% = O,

oll [wg : -+- : x4] sont les coordonnées homogenes dans P* et ot1 les h; sont quatre
polynémes homogenes de degré d supérieur ou égal a 4 ne s’annulant pas en [0 : 0 :
0:0: 1] et génériques parmi les polyndmes ayant ces propriétés. Alors 'hypersurface
Z est lisse excepté au point [0 : 0 : 0 : 0 : 1] ou elle possede une singularité nodale
ordinaire. On obtient X comme décrit précédemment en résolvant la singularité puis
en contractant dans une direction de la quadrique exceptionnelle.
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Nous donnons dans la suite d’autres applications du théoreme F mais nous com-
mengons par montrer dans le paragraphe suivant que le résultat de J. Kollar ne s’étend
pas en dimension supérieure ou égale a 4.

3.4 Une famille de variétés de Moishezon

Le but de cette partie est de montrer le résultat suivant :

Théoreme G Pour tout entier n supérieur ou éqal a 4, il existe des variétés de
Moishezon X de dimension n vérifiant :

(i) Pic(X) = Z, (1) Kx est gros, (iii) Kx n’est pas nef.

Ainsi, le résultat de J. Kollar est propre a la dimension 3.
Remarque Les variétés obtenues dans la construction qui suit relevent toutes du
cas “contraction divisorielle” évoqué dans le paragraphe précédent. Il serait bien

str intéressant de construire de telles variétés relevant du cas “petite contraction”.
Cependant, nous verrons plus loin que ce cas ne peut pas se produire en dimension 4.

3.4.1 Un résultat intermédiaire

La démonstration du théoreme G repose sur la proposition suivante, que nous
prouvons plus loin. Mentionnons qu’il nous a été signalé par un rapporteur anonyme
que cette proposition se trouve dans [BVVT7S|.

Pour n entier, nous notons [xg : - - - : ¥,,1] les coordonnées homogenes dans P,
On désigne par P, la droite {zg = -+ = x,,_1 = 0}. Choisissons alors n polynomes
homogenes hy, . . ., h,,_1 de degré 2n—2 et considérons I'hypersurface Z de degré 2n—1

dans P**! et d’équation
o=xoho+ -+ Tp_1hy 1 =0.

Cette hypersurface contient P, et peut étre singuliere. On a cependant le résultat
suivant :

Proposition Sin est supérieur ou égal a 3 et si les h; sont choisis génériquement,
alors :

(i) Uhypersurface Z est non singuliére,

(i) le fibré normal Ny, est égal a Op (—1)%"71,
(iii) Kz est égal a Opni1(n — 3),z,

(iv) Pic(Z) = Z.

3.4.2 Démonstration du théoréeme G

La construction qui suit nous a évidemment été inspirée par ’analyse du para-
graphe précédent, dans le cas ou la contraction de Mori est une contraction di-
visorielle : si une variété de dimension 4 de Moishezon satisfait le point (iii) du
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théoreme F, c’est en éclatant une surface, puis en contractant sur une courbe ra-
tionnelle que I'on obtient un modele projectif. Nous donnons cependant la construc-
tion générale en toute dimension.

Construction explicite :

On se fixe dorénavant une hypersurface Z donnée par la proposition précédente.
La variété X cherchée va étre obtenue en effectuant un “flip” (plus exactement
I'inverse d'un flip) a partir de Z.

P! E = P! x P2
N v,
A X

XoOoPr2oP!

Suivant la figure ci-dessus, notons X la variété projective obtenue en éclatant Z
le long de P!. Le diviseur exceptionnel de 'éclatement est alors E = P! x P2, et
pour pouvoir contracter dans I'autre direction, il s’agit de montrer, d’apres le critere
de contraction de Fujiki-Nakano, que O(E)p1 = Op1(—1). Pour cela, les deux suites
exactes suivantes :

0= Npiyp = Op"™% = Npiyx = Ny gp = O(E)jpr = 0,

0= TP' — TXjp1 — N1y — 0

donnent successivement :
deg(Np1, ) = deg(O(E)p1) , deg(Kgpi) = —2 — deg(Np1 ).

Comme Ky = f*K; + (n—2)O(F) et Kz = Opnt1(n — 3)|z, on en déduit bien que
O(E)pr = Op1(—1).
La contraction de P! définit donc une variété de Moishezon, contenant un P"~2 et
telle que Pic(X) = Z.

Montrons maintenant que Npn—2/ 5 = Opn-2(—1) & Opn—2(—1). Comme

E=P' xP"?=P(N; ),

Pn—2/X

le fibré normal Np.—» /¢ est de la forme Opn-2(a) ® Opn-2(a). Comme précédemment,
la suite exacte :
0— T]PniQ — TX‘Pn—Q — NP"_Q/X — 0

donne 2a = — deg(K xpn—2) — n + 1, puis

deg(Kxipn-2) = deg(Kgjpn—2 — O(E)pr-2) = —(n —2) + 1,
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d’ou finalement a = —1.
Par ailleurs, nous venons de montrer que

KX|]P>n—2 = O]pn—2 (3 — n)

Ainsi, si n est supérieur ou égal & 4, —Kx est ample sur P"2. Finalement, le fibré
Kx bien que gros n’est pas nef et le théoreme est démontré. m

Remarque La construction précédente, en dimension 3, donne un nouvel exemple
de variété de Moishezon, de “Calabi-Yau” satisfaisant Pic(X) = Z - Ox(1), (voir aussi
[Ogu94]).

3.4.3 Démonstration de la proposition

On démontre (i) et (ii) simultanément.
Les points singuliers de Z sont des zéros communs des équations

xoho + -+ Tp_1hp—1 =0

et
oh. Oy, .
0 0+---+:pn_1 1+hi:0,2:0,...,n—1.
En particulier, Z est lisse au voisinage de P! = {xg = --- = x,,_; = 0} d&s que les h;

ne s’annulent pas simultanément sur P'. Ceci est vrai pour un choix générique des h;
des que n est supérieur ou égal a 2.

On déduit alors du théoreme de Bertini [G-H78] que si les h; sont a nouveau
génériques, 'hypersurface Z est non singuliere partout : en effet, de fagon générale,

une relation
Z sifi =0

7
définit une variété non singuliere en dehors des zéros communs des s; des que les f;
sont génériques dans ’espace des sections holomorphes d’un fibré engendrant en tout
point les jets d’ordre inférieur ou égal a 1.

Déterminons ensuite le fibré normal Np1/,, et pour cela, considérons la suite exacte
des fibrés normaux :

O — NIP’I/Z — N]pl/]pn+1 — OPI(I)EBn @) O[pm+1 (27'L - ].)I[pl — 0

Il est alors clair que Npi/; est de degré —(n — 1). Pour montrer qu’il est égal a
Op1 (—1)®""1 il suffit donc de montrer qu’il n’a pas de sections (rappelons en effet
qu'un théoréme d’A. Grothendieck affirme que tout fibré vectoriel sur P! est scindé).

Par la suite exacte précédente, une section de Npi,; peut etre vue comme une
section de Op:1(1)®" annulée par do. Une telle section correspond a la donnée d'un n-
uplet (sg, ..., S,_1) ol les s; sont des polyndomes homogenes de degré 1 en les variables
Tp, Tny1, que Von écrit s;(x) = 85,2 + Sin41Zny1. Dans Npijpni1, on a alors :

n—1 8
s=3 s
= O
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De méme, notons
2n—2

hi(w) = 3 hiprtay i
p=o0

la restriction de h; & P, La relation do(s) = 0 donne ici :

n—1
Z Sihi =0
=0
Comme »
i=0

le long de P!, cette relation se traduit par un systeme linéaire a 2n équations en les
2n inconnues S;,, s; n+1. 1l s’agit de montrer que pour un choix générique des h;, le
déterminant de la matrice suivante :

h070 hLO e hn—l,O 0 0 Ce 0
hO,l hl,l s h'nfl,l h0,0 hl,O s hnfl,O
h0,2n72 h1,2n72 s hn71,2n72 h0,2n73 h1,2n73 s hn71,2n73

0 0 s 0 h0,2n72 h1,2n72 s hn71,2n72

n’est pas nul, ce qui est clair en prenant par exemple

ho,o = X0y -+ hn—l,n—l = A1, hO,n—l = Mo, - - - hn—1,2n—2 = Mn—-1

avec \; # 0, p; # 0.
Ainsi, il existe un choix des h; de sorte que I'hypersurface Z (éventuellement sin-
guliere) est lisse au voisinage de P', avec Np1,z = Op (—1)%""1.

Si maintenant les h; sont choisis de sorte que (i) et (ii) soient satisfaits, alors (iii)
est immédiat par adjonction et (iv) découle du théoreme de Lefschetz : 'hypersurface
Z est le diviseur d’une section d'un fibré ample et les fibrés en droites sur Z sont
restriction de fibrés en droites sur P"*!. m

Remarque Le cas n = 3 de la proposition précédente correspond a celui des quin-
tiques dans P*. 11 a été considéré par S. Katz dans [Kat86]. Dans ce cadre, S. Katz
détermine le fibré normal Npi,; dans le cas ou les h; sont génériques, mais analyse
aussi la situation non générique. Signalons aussi [Cle83], ou H. Clemens considere
des questions analogues, toujours en dimension 3.

Remarque On peut reprendre plus généralement la construction précédente pour
les hypersurfaces de P"*! de degré 2n — 2k + 1 passant par un P* linéaire. On peut
alors a nouveau montrer que (génériquement) Npr /7 (qui est de degré k —n) n’a pas
de sections. Cependant, le fibré Npx/,; n’est pas scindé si k > 2.

Démontrons ce dernier point en considérant a nouveau la suite exacte des fibrés
normaux :
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0— N]pk/Z — Nlpk/lpn+1 = Opk(1)®n+1_k d—0> Opn+1(2n — 2k + 1)‘% — 0.

En dualisant cette suite, il vient :

0— Opn+1(—2n + 2k — ]_)“pk — Opk(_1)®n+1_k — N]{;k/z — 0.

Si k > 2, comme le fibré Opnt1(—2n 4 2k — 1)pr est négatif, la suite exacte longue
de cohomologie donne H°(PP¥, Npi /Z) = 0. Ceci exclut de suite le fait que Npx /5 soit

scindé car il serait alors égal & Opr(—1)®""%. m

3.5 Une classification en dimension 4

Dans ce paragraphe, nous considérons des variétés de Moishezon (non projectives)
X de dimension 4. Comme précédemment, nous supposons que Pic(X) = Z, que Kx
est gros et que X est rendue projective apres éclatement le long d’une sous-variété
lisse Y.

3.5.1 Enoncé des résultats
Nous montrons les deux résultats suivants :

Théoreme H Sous les hypotheses précédentes, Y est nécessairement une surface.
Autrement dit, et dans cette situation particuliére, il ne suffit pas d’éclater une courbe
pour rentrer dans le monde projectif.

Nous avons vu précédemment que K x n’est pas nécessairement nef a partir de la
dimension 4. Le résultat suivant montre que ’exemple construit dans le paragraphe
précédent est le “seul possible” dans le cas ou Kx n’est pas nef. Nous reprenons les
notations des paragraphes précédents, = : X — X désigne Déclatement de X le long
deY et f: Xz désigne la contraction extrémale de Mori sur X.

Théoreme I Sous les hypotheses précédentes et si Kx n’est pas nef, alors :

(i) le couple (Y, Ny,x) est égal a (P?, Op2(—1)%?),

(ii) f contracte le diviseur exceptionnel de m sur une courbe rationnelle lisse a
fibré normal Opi (—1)®3 dans une variété projective lisse Z. En particulier, f est une
contraction divisorielle.

Ces résultats sont accessibles en dimension 4 car les contractions de Mori sont
“bien comprises” grace aux résultats, rappelés précédemment de T. Ando [And85] et
M. Beltrametti [Bel86] pour les contractions divisorielles.
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3.5.2 Démonstration du théoréeme H

Nous traitons séparément les cas Ky nef et Kx non nef.
(i) Le cas Kx non nef .

Il découle directement du théoreme F : en effet, si la contraction de Mori f est une
contraction divisorielle, le point (iii) assure que Y est une surface et que f(E) est une
courbe. Par ailleurs, le point (iv) exclut la possibilité que f soit une petite contraction
(car sinon dimY > 3 !). Mentionnons qu’une premiere version de ce travail [Bo95b]
excluait ce cas en utilisant le difficile théoreme de structure des petites contractions
de Kawamata [Kaw89]. Ceci acheve le cas Kx non nef.

(ii) Le cas Kx nef.

Dans ce cas, rappelons que la contraction de Mori se factorise par w. Notons
g: X — Z de sorte que f =gom.

Raisonnons alors par ’absurde en supposant que Y est une courbe. Dans ce cas,
il est clair que f(FE) (égal a g(Y')) est un point. En effet, dans le cas contraire, f(F)
est une courbe et 'application g est finie. Comme Z est projective, on en déduit que
X est projective, ce que l'on a rejeté. Ainsi f(F) est un point et le diviseur E est
une variété de Fano.
Nous allons montrer que E est en fait isomorphe a la quadrique de dimension 3, ce qui
fournira la contradiction ; une quadrique de dimension 3, dont le nombre de Picard
est 1, ne pouvant étre égale au projectivisé d’un fibré de rang 3 sur une courbe, pour
lequel le nombre de Picard est 2 !
Pour cela, remarquons que Z étant QQ-factorielle a singularités terminales, il existe un
entier m non nul tel que mK 4 est de Cartier. Alors :

mKx = g*(mKyz).

En particulier, la restriction de Ky a Y est triviale. Il en découle que Ky = det Ny, x,
et par conséquent,

Kp = 1" (Ky — det Ny,x) + 30p(—1) = 305(-1).

On en déduit que Og(1) est ample et que E est une variété (de dimension 3) d’indice
3 ; rappelons que I'indice d'une variété de Fano V' est le plus grand entier » > 0 tel qu’il
existe un fibré en droites L avec —Ky = rL. Or, le théoreme de Kobayashi-Ochiai
[KoO73] affirme qu’une variété de Fano de dimension n et d’indice n est isomorphe
a la quadrique Q,,. On en déduit ici que E est la quadrique Q3 comme annoncé. m

Dans la situation du théoreme H et lorsque Kx est nef, nous avons vu que la
contraction de Mori f sur X se factorise en une application birationnelle g : X — Z
qui contracte la surface Y. La proposition suivante précise le cas ou g(Y') est réduit
a un point :

Proposition Si Kx est nef et si f(E) (égal a g(Y')) est un point, alors le couple
(Y7 NY/X) est égal a (]P27T*P2)7 <P27 OIP’Q(_l) ® OPQ(_2>> ou (Q27 OQQ(_17 _1)692)'
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Nous ne connaissons pas d’exemples explicites ou ces possibilités sont effective-
ment réalisées, mais nous pouvons remarquer qu’aucune n’est exclue a priori par les
résultats de T. Ando et M. Beltrametti.

La démonstration de la proposition découle directement du théoreme suivant de
T. Peternell [Pet91] :

Théoréme (T. Peternell, 1991) Soit V' une variété projective de dimension n et
soit E un fibré vectoriel de rang n sur V' de sorte que c1(E) = ¢1(X). Alors, le couple
(V,E) est égal i (B", Ope(2) & Ope (1)741), (B, TP") ou (Q,, Og, (1)°).

Démonstration de la proposition
La démonstration du théoreme H montre que

Ky = det Ny/X

et que

Op(1) = Opv;, (1)

est ample, donc que N{;/X est aussi ample. Le résultat découle du théoreme de T.
Peternell appliqué au couple (Y, Ny, ). ®

3.5.3 Démonstration du théoréme I

Notons F' la fibre générale de f restreinte au diviseur exceptionnel E. Comme
f(E) est une courbe, F' est de dimension 2. D’apres le théoreme de T. Ando et M.
Beltrametti, F' est égal a P? ou & la quadrique Q. De plus, il a été vu précédemment
que I coupe les fibres de 7 sur des points. On en déduit que mp : F' — Y est une
application surjective finie. Deux cas sont a distinguer :

- F est égal a P2
Dans ce cas, Y est aussi égal & P?2. En effet, un résultat de R. Lazarsfeld [Laz84]
affirme que si h : P* — V est une application holomorphe surjective finie sur une
variété de dimension n, alors V' est isomorphe a P" ; en dimension 2, on peut trouver
une démonstration élémentaire dans [BPV84].
Montrons alors que
W‘F:FZ]P2—>Y2]P)2

est un isomorphisme. Pour cela, il suffit de montrer que 7z est un isomorphisme
local, car alors mp est un revétement donc le revetement trivial. Soient donc x dans
F et L un P! quelconque passant par w(z). Sa pré-image 7 (L) est une surface
d’Hirzebruch bi-réglée donc P! x P!, L’intersection F' N7~ !(L) est alors une réunion
de P! “horizontaux”. La restriction de 7 au P! horizontal passant par = est donc
un isomorphisme sur son image. Ceci étant vrai pour tout P! passant par 7(z), ceci
montre bien que dmp(x) est surjective, donc inversible, et que 7| est un isomorphisme
local. Ainsi,
W‘F:FZ]PQ—)YE]PQ
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est un isomorphisme. On en déduit que le fibré normal Ny, x est scindé ; on définit
alors a et b en posant :

Ny/X = Op2 (a) D Oﬂm(b).
Le fait que 7~!(L) ~ P! x P! montre méme que a = b.
Comme Kx n’est pas nef, Kx est négatif sur Y. Il vient alors :
deg(Kxjy) =—-3—-2a<0
d’ou1 @ > —1. L’affirmation suivante permet de conclure :
Affirmation L’entier a est strictement négatif.

Démonstration
Par I’absurde, supposons que a > 0. Alors, si C' désigne un P! de Y = P2, on a :

H'Y(C,N¢/x) = H' (P, Op1 (1) ® Opi(a)®?) = 0,
d’ot :
dimc Hilb(X) = dim H(P*, Op1 (1) @ Op1(a)®?) = 2a + 4.
Or,
dimcy Hilb(Y) = dimpy Hilb(P?) = 2.
Comme a > 0, on en déduit que :
dime; Hilb(X) > dimc Hilb(Y)

si bien que C se déforme dans X hors de Y. Ceci n’est pas possible comme nous
I’avons déja rencontré car Ky est positif sur les courbes non incluses dans Y. Ici,
Ky, n’étant pas nef, est négatif sur C'. Contradiction ! m

Ainsi, a = —1 et f contracte F sur une courbe rationnelle lisse a fibré normal
Op1(—1)®3 dans la variété projective lisse Z.

- F est égal a la quadrique Q.
Nous montrons que ce cas ne peut pas arriver. En effet, Y est alors isomorphe & P?
ou Qy. Le cas Y ~ P? s’exclut exactement comme précédemment : T réalise un
isomorphisme entre la quadrique et P? !
SiY ~ Qs le raisonnement est plus simple et il est inutile de montrer que

mMp: F~Qy =Y ~0Qy

est un isomorphisme. Choisissons en effet un P! dans Y, & savoir un des générateurs
de Hy(Q2,7Z), sur lequel Kx est strictement négatif (il en existe car Ky n’est pas
nef). Alors Ny, x restreint a P! est de la forme

Opi(a) @ Opi(a)
(ceci comme précédemment car 7~ (P!) ~ P! x P!). La suite exacte :
0— TP' = TXp1 — Npijx — 0,
et le fait que Np1,g, est trivial entrainent que
deg(—Kxp1) =2 +2a >0

et donc que @ > 0. Ceci est, comme dans le cas précédent, absurde car ce P! se
déformerait alors dans X horsde Y ! m
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3.5.4 Quelques commentaires

Comme nous venons de le voir, la situation en dimension 4 est tres satisfaisante
lorsque Kx n’est pas nef. Dans le cas ou Kx est nef, nous avons obtenu une restric-
tion sur le centre de I’éclatement seulement lorsque le diviseur exceptionnel E est
contracté sur un point. Au moment ou nous finissions la rédaction de cette these,
nous avons appris que M. Andreatta et J.A. Wisniewski terminent la rédaction d’un
travail consistant a classifier les contractions extrémales divisorielles en dimension 4
sur une variété non-singuliere, étendant ainsi les résultats de M. Beltrametti au cas ou
le diviseur est contracté sur une courbe ou sur une surface. Nous sommes en mesure
d’appliquer leurs résultats dans notre situation pour obtenir la proposition suivante.
Précisons cependant que nous n’avons pas encore une version écrite du travail en

question mais que notre seule référence est une série de discussions informelles avec
M. Andreatta, M. Mella et J.A. Wisniewski.

Proposition Soit X comme dans le théoreme H. On suppose que Kx est nef. Si f
est la contraction de Mori définie sur X, alors :

(i) le diviseur exceptionnel E est contracté sur une courbe ou un point. Autrement
dit, f(FE) n’est pas une surface,

(ii) si f(E) est une courbe, cette derniere est une courbe lisse de singularités
nodales ordinaires 3-dimensionelles et le centre Y de l’éclatement m est une surface
réglée dont les fibres P1 ont pour fibré normal Op @ Opi (—1)%2. Autrement dit, la
situation est localement le produit d’une courbe par le modéle analogue en dimension 3.

Cette proposition termine la description des situations possibles ; cependant nous
ne connaissons pas a I’heure actuelle d’exemple explicite ou le point (ii) est réalisé.

“Démonstration”

Tout d’abord, mentionnons que la contraction divisorielle que nous étudions est
tres particuliere car nous savons a priori que le diviseur exceptionnel a une structure
de fibration en espaces projectifs sur une base lisse.

Pour le point (i), supposons par I'absurde que f(FE) est une surface. Dans ce
cas, la fibre générale est un P! et M. Andreatta et J.A. Wisniewski montrent qu’une
éventuelle fibre particuliere est soit P2, soit la quadrique Q,, soit la quadrique sin-
guliere QY. Dans notre situation, une éventuelle fibre particuliere est donc Q, et
I'image 7(Qz) dans Y est une courbe rationnelle C' d’auto-intersection —1.
Montrons que ceci n’est pas possible, a nouveau par un argument de déformation. En
effet, Kx est trivial sur C, donc

NC/X = Opl(—l) ) Opl (CL) ©® Opl (b)
ou a et b sont deux entiers satisfaisant la relation ¢ +b = —1. De la
dim Hilbey(X) > dim H°(C, N¢yx) — dim H'(C, Neoyx) =a+b+2=1> 0

d’ou I'on déduit que C' se déforme dans X et ce hors de Y.
Pour le point (ii), nous sommes dans la situation “facile” du travail de M. An-
dreatta et J.A. Widniewski car les fibres de f restreinte a F sont équi-dimensionnelles.
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Dans notre situation, la fibre générale est une quadrique Qs et il n’y a pas de fibres
particulieres : la situtation est, transversalement a f(F), la résolution d’une singu-

larité nodale 3-dimensionnelle. m
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