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Chapitre VIINoyau de Szegö et 
al
ul numériquede l'appli
ation 
onforme de RiemannCe 
hapitre est tiré de manière essentielle de travaux e�e
tués par NorbertoKerzman et Manfred Trummer au début des années 1980.Notations. Soit P une partie de Rn et I un intervalle fermé borné de R. A toutefon
tion 
ontinue K(t, s) sur P × I, on asso
ie un opérateur K de L1(I) à valeursdans l'espa
e C(P ) des fon
tions 
ontinues sur P , dé�ni par

Ku(t) =

∫

I

K(t, s) u(s) ds, t ∈ P.La fon
tion K sera appelée noyau de l'opérateur K. Pour P = I et u, v ∈ L2(I),le théorème de Fubini donne
〈Ku, v〉 =

∫

I×I

K(t, s)u(s)v(t) ds dtet l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz implique
|〈Ku, v〉| 6 ‖K‖L2(I×I) ‖u‖2 ‖v‖2.Par 
onséquent ‖K‖ 6 ‖K‖2, et un argument de densité montre que K dé�nit unopérateur 
ontinu L2(I) → L2(I) pour tout noyau K ∈ L2(I × I).Soit Ω un ouvert 
onnexe borné du plan 
omplexe C dont la frontière ∂Ω estune réunion de 
ourbes fermées de 
lasse Ck, k > 2.

γ1

γ2

γ3

Ω

On désigne par O(Ω) l'espa
e des fon
tions holomorphes sur Ω, muni de la topologiede la 
onvergen
e uniforme sur les 
ompa
ts. Par ailleurs, on note ds la mesure delongueur d'ar
 sur ∂Ω et s l'abs
isse 
urviligne sur 
haque 
omposante 
onnexe,
al
ulée à partir d'une origine quel
onque. En�n Lp(∂Ω) désigne l'espa
e desfon
tions Lp à valeurs 
omplexes sur ∂Ω muni de la mesure ds.
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tions holomorphes et surfa
es de Riemann1. Transformation de HilbertSi f est une fon
tion 
ontinue sur Ω et holomorphe dans Ω, la formule deCau
hy donne
f(w) =

1

2iπ

∫

∂Ω

f(z)

z − w
dz, w ∈ Ω.Notons z = γ(s) la paramétrisation de ∂Ω par l'abs
isse 
urviligne. On a

dz = τ(z) ds où τ(z) = γ′(s) est le ve
teur unitaire tangent à ∂Ω au point z.Par suite
f(w) =

∫

∂Ω

H(w, z) f(z) ds avec

H(w, z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w
, w ∈ Ω, z ∈ ∂Ω.Dé�nition 1.1. La fon
tion H(w, z) est appelée noyau de Cau
hy de Ω. Si u estune fon
tion sur ∂Ω, la transformée de Hilbert de u est dé�nie par

Hu(w) =

∫

∂Ω

H(w, z) u(z) ds, w ∈ Ω.Comme le noyau H est 
ontinu sur Ω×∂Ω, Hu est bien dé�nie dès que u ∈ L1(∂Ω),et don
 aussi si u ∈ Lp(∂Ω) ⊂ L1(∂Ω), p > 1.Proposition 1.2. Pour tout u ∈ L1(∂Ω), Hu est holomorphe sur Ω, et l'opérateur
H : Lp(∂Ω) → O(Ω) est 
ontinu.Démonstration. Le noyau H(w, z) est di�érentiable par rapport à w et on a

∂H

∂w
(w, z) =

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
,

∂H

∂w
(w, z) = 0.Les dérivées partielles ∂H/∂w et ∂H/∂w sont don
 
ontinues sur Ω×∂Ω. D'après lethéorème de dérivation sous le signe somme, on en déduit que Hu est di�érentiableet que

∂

∂w
Hu(w) =

∫

∂Ω

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
u(z) ds,

∂

∂w
Hu(w) = 0,don
 Hu est holomorphe sur Ω. On a par ailleurs

|H(w, z)| =
(
2π|z − w|

)−1
6
(
2πd(w, ∂Ω)

)−1
.Si K est une partie 
ompa
te de Ω, on obtient

sup
w∈K

∣∣Hu(w)
∣∣ 6

(
2πd(K, ∂Ω)

)−1‖u‖1,don
 H : L1(∂Ω) → O(Ω) est 
ontinu. Le résultat est vrai aussi pour Lp(∂Ω)puisque l'in
lusion Lp(∂Ω) → L1(∂Ω) est 
ontinue.
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onforme de Riemann 197Formule 1.3. Si u ∈ C1(∂Ω), on dé�nit la dérivée de u le long de ∂Ω par
u′
(
γ(s)

)
=

1

γ′(s)

d

ds

[
u
(
γ(s)

)]
.Alors (Hu)′ = H(u′) sur Ω.En e�et, 
omme dz/ds = γ′(s) = τ(z) le long de ∂Ω, le 
al
ul 
i-dessus suivi d'uneintégration par parties montre que

(Hu)′(w) =

∫

∂Ω

1

2iπ

τ(z)

(z − w)2
u(z) ds =

∫

∂Ω

1

2iπ

d

ds(z)

[ −1

z − w

]
u
(
γ(s)

)
ds

=

∫

∂Ω

1

2iπ

1

z − w

d

ds

[
u
(
γ(s)

)]
ds =

∫

∂Ω

H(w, z) u′(z) ds = H(u′)(w).Exemple 1.4. Ω = disque unité D = {w ∈ C ; |w| < 1}.La paramétrisation de ∂D par l'abs
isse 
urviligne s'é
rit
z = γ(s) = eis, s ∈ [0, 2π].On a γ′(s) = ieis = iz, don
 le noyau de Cau
hy de D est donné par

HD(w, z) =
1

2π

eis

eis − w
=

1

2π

1

1 − w e−is
=

1

2π

1

1 − wz
.Puisque |w| < 1, HD(w, z) est développable en série entière normalement 
onver-gente sur tout 
ompa
t de D × ∂D :

HD(w, z) =
1

2π

+∞∑

n=0

wn e−ins.On peut don
 é
rire
HDu(w) =

+∞∑

n=0

û(n)wn où û(n) =
1

2π

∫ 2π

0

u(eis) e−ins ds, n ∈ Zest le n-ième 
oe�
ient de Fourier de u. Si u ∈ L2(∂D), la fon
tion u s'é
ritelle-même 
omme somme d'une série de Fourier L2-
onvergente
u(eis) =

∑

n∈Z

û(n) einset d'après la formule de Parseval, la transformation de Fourier est une isométried'espa
es de Hilbert:
L2(∂D) −→ l2(Z)

u 7−→
√

2π
(
û(n)

)
n∈Z

.Revenons au 
as général. On 
onsidère pour tout ε > 0 assez petit la 
ourbede 
lasse Ck−1

γε(s) = γ(s) + εiγ′(s) = z + εiτ(z), z = γ(s) ∈ ∂Ω,où iγ′(s) est le ve
teur normal rentrant à ∂Ω.
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ε τ(z)

iτ(z)

γ
γε

Ω

Notre obje
tif est d'étudier le 
omportement de Hu sur la 
ourbe γε lorsque εtend vers 0. Pour 
ela, on dé�nit un opérateur Hε sur L2(∂Ω) à valeurs dans
Ck−1(∂Ω) ⊂ L2(∂Ω) par

Hεu(w) = Hu
(
w + εiτ(w)

)
i.e. Hεu

(
γ(s)

)
= Hu

(
γε(s)

)
.L'opérateur Hε est asso
ié au noyau

Hε(w, z) = H(w + εiτ(w), z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w − εiτ(w)
.Théorème 1.5. (a) Si u ∈ L2(∂Ω), alors Hεu 
onverge dans L2(∂Ω) vers unelimite notée H0u, où H0 est un opérateur 
ontinu sur L2(∂Ω). De plus, il existeune 
onstante C > 0 indépendante de ε, u telle que

‖Hεu‖2 6 C‖u‖2.(b) Si u ∈ Cq(∂Ω), 1 6 q 6 k, alors Hu se prolonge en une fon
tion de 
lasse
Cq−1 sur Ω.Démonstration. On montre d'abord le théorème lorsque Ω = D.(a) On a par dé�nition γε(s) = (1 − ε)eis, d'où

HD

ε u(e
is) = HDu

(
(1 − ε)eis

)
=

+∞∑

n=0

(1 − ε)n û(n) eins.Si HD
0 est l'opérateur obtenu en faisant ε = 0 dans la formule 
i-dessus, l'égalitéde Parseval montre que ‖HD

ε u‖2 6 ‖u‖2 pour tout ε et
‖HD

0u− HD

ε u‖2
2 = 2π

+∞∑

n=0

[
1 − (1 − ε)n

]2 |û(n)|2
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onverge vers 0 quand ε tend vers 0.(b) La formule (Hu)′ = H(u′) montre qu'il su�t de 
onsidérer le 
as q = 1.Alors, 
omme u′ est 
ontinue, la suite des 
oe�
ients de Fourier in û(n) de u′ estdans l2(Z). Par suite (û(n)
)
∈ l1(Z) grâ
e à l'inégalité de Cau
hy-S
hwarz; il enrésulte que la série ∑ û(n)wn 
onverge normalement sur D, d'où HDu ∈ C0(D).On se pla
e maintenant dans le 
as d'un ouvert quel
onque Ω. Si le bord ∂Ωest une réunion de 
ourbes γj , alors

Hu(w) =
∑

j

∫

γj

H(w, z) u(z) dset le terme d'indi
e j est holomorphe (don
 C∞) sur C \ {γj}. On peut don
supposer que ∂Ω est 
omposé d'une seule 
ourbe fermée, et après homothétie onse ramène au 
as où ∂Ω est de longueur 2π. On a alors
Hu(w) =

1

2iπ

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)

γ(s)− w
ds.(a) Posons w = γ(t) ∈ ∂Ω. Il vient

Hεu(w) =
1

2iπ

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)

γ(s)− γ(t)− εiγ′(t)
ds.Comme γ est de 
lasse Ck, k > 2, la formule de Taylor ave
 reste intégral donne

γ(s) − γ(t) = (s− t)γ′(t) + (s− t)2ϕ1(t, s)où ϕ1, ϕ2, . . . sont des fon
tions dans Ck−2(∂Ω × ∂Ω). On en déduit
γ(s)− γ(t) − εiγ′(t) =

[
s− t− εi+ (s− t)2ϕ2(t, s)

]
γ′(t)

= −i
[
ei(s−t) − 1 + ε+ (s− t)2ϕ3(t, s)

]
γ′(t)

= −i
[
eis − (1 − ε)eit + (s− t)2ϕ4(t, s)

]
e−itγ′(t),

Hεu(w) =

∫ 2π

0

u
(
γ(s)

)
γ′(s)eit(

eis − (1 − ε)eit
)
γ′(t)

[
1 − (s− t)2ϕ4(t, s)

eis − (1 − ε)eit + (s− t)2ϕ4(t, s)

] ds
2π
.Comme ei(t−s)γ′(s)/γ′(t) = 1 + (s− t)ϕ5(t, s), on peut é
rire

Hεu(w) =
1

2π

∫ 2π

0

eis u
(
γ(s)

)

eis − (1 − ε)eit
ds+

∫

∂Ω

Rε(t, s) u
(
γ(s)

)
dsoù Rε(t, s) est de la forme

Rε(t, s) =
s− t

eis − (1 − ε)eit

[
ϕ5(t, s) +

s− t

γ(s) − γε(t)
ϕ6(t, s)

]
.Nous pouvons interpréter 
ette dé
omposition sous la forme

(Hεu) ◦ γ = HD

ε (u ◦ γ) + Rε(u ◦ γ),
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es de Riemannoù HD est la transformation de Hilbert sur le disque. Il est fa
ile de véri�er qu'ona des minorations
∣∣eis − (1 − ε)eit

∣∣ > C1

(
|s− t| + ε

)
,

∣∣γ(s)− γε(t)
∣∣ > C2

(
|s− t| + ε

)
.Par suite on a une majoration uniforme |Rε(t, s)| 6 C3 lorsque ε tend vers 0 etl'opérateur Rε est de norme uniformément bornée. Le théorème de 
onvergen
edominée montre que l'opérateur Rε 
onverge en norme vers l'opérateur R0 asso
iéau noyau R0. Comme l'appli
ation u 7→ u ◦ γ est une isométrie de L2(∂Ω) sur

L2([0, 2π]) ≃ L2(∂D), il en résulte, modulo 
ette isométrie, que Hε 
onverge vers
H0 = HD

0 + R0. On notera que R0 ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω).(b) On peut en
ore supposer q = 1 i
i. Si u ∈ C1(∂Ω), on sait d'après lapremière partie que (ε, s) 7→ HD
ε (u ◦ γ)(s) s'étend 
ontinument à [0, ε0] × [0, 2π].Il en est de même pour Rε(u ◦ γ)(s) d'après le théorème de 
onvergen
e dominée,d'où Hu ∈ C0(Ω).2. Espa
e de Hardy H

2(∂
)A toute fon
tion holomorphe f ∈ O(Ω), on asso
ie les fon
tions fε sur ∂Ωdé�nies par
fε
(
γ(s)

)
= f

(
γε(s)

)
.Théorème 2.1. Si f ∈ O(Ω), il y a équivalen
e entre les propriétés suivantes:(a) fε 
onverge dans L2(∂Ω) vers une fon
tion f0.(b) La norme ‖fε‖2 reste bornée quand ε tend vers 0.(
) Il existe une suite εp > 0 tendant vers 0 telle que la suite ‖fεp

‖2 soit bornée.(d) f est la transformée de Hilbert Hu d'une fon
tion u ∈ L2(∂Ω).On a alors f = Hf0.Démonstration. Il est évident que (a) =⇒ (b) =⇒ (c) et l'impli
ation (d) =⇒ (a)résulte du théorème 1.5, ave
 f0 = H0u.Pour démontrer l'impli
ation restante (c) =⇒ (d), nous aurons besoin dulemme suivant.Lemme 2.2. Soit E un espa
e de Hilbert séparable et (xn) une suite bornée de
E. Alors il existe une sous-suite (xn(p)) qui 
onverge faiblement vers un élément
ξ ∈ E, 
'est-à-dire telle que

lim
p→+∞

〈xn(p), y〉 = 〈ξ, y〉, ∀y ∈ E.En outre, si (yp) 
onverge en norme vers y, alors 〈xn(p), yp〉 
onverge vers 〈ξ, y〉.Démonstration. Soit (el)l∈N une base hilbertienne de E, xn =
∑
xn,lel et M unmajorant de ‖xn‖. Chaque suite (xn,l)n∈N est bornée dans C ; il existe don
 unepartie I0 ⊂ N telle que la sous-suite (xn,0)n∈I0 ait une limite ξ0, puis une partie

I1 ⊂ I0 telle que (xn,1)n∈I1 
onverge vers une limite ξ1 et ainsi de suite. Soit n(p)
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haque
oordonnée xn(p),l tend vers une limite ξl, et on voit fa
ilement que∑ |ξl|2 6 M2,de sorte que le ve
teur ξ =
∑
ξlel est bien dé�ni. Comme

∣∣∑

l>L

xn(p),l yl
∣∣ 6 M

(∑

l>L

|yl|2
)1/2où le se
ond membre 
onverge vers 0 quand L tend vers +∞, il est élémentaire devéri�er que 〈xn(p), y〉 
onverge vers 〈ξ, y〉 pour tout y ∈ E. La dernière a�rmationrésulte de 
e que ∣∣〈xn(p), y − yp〉

∣∣ 6 M‖y − yp‖.Démonstration de (c) =⇒ (d). Quitte à extraire une sous-suite de (fεp
), on peutsupposer que (fεp

) 
onverge faiblement vers un élément u ∈ L2(∂Ω). Pour w ∈ Ω�xé, la formule de Cau
hy appliquée au 
hemin γǫ donne
f(w) =

1

2iπ

∫

γε

f(z)

z − w
dz =

1

2iπ

∫

∂Ω

fε
(
γ(s)

) γ′ε(s)

γε(s) − w
dsPour ε = εp, 
e
i peut s'interpréter 
omme un produit s
alaire 〈fεp
, gp〉 où (fεp

)
onverge faiblement vers u et où (gp) 
onverge uniformément (don
 en norme L2)vers s 7→ H
(
w, γ(s)

). A la limite, on obtient par 
onséquent
f(w) = 〈u,H

(
w, •

)
〉 = Hu(w),soit f = Hu. En outre, si (a) est véri�é, on peut prendre u = f0 dans (
), don


f = Hf0.Dé�nition 2.3. L'ensemble des appli
ations f ∈ O(Ω) véri�ant l'une des pro-priétés équivalentes 2.1 (a), (b), (
), (d), muni de la norme ‖f‖2 = ‖f0‖2,est noté H2(∂Ω).L'appli
ation f 7→ f0 dé�nit don
 une isométrie de H2(∂Ω) sur un sous-espa
e
H2

0(∂Ω) de l'espa
e de Hilbert L2(∂Ω). La formule f = Hf0 implique f0 = H0f0pour tout f0 ∈ H2
0(∂Ω), et 
omme H0u = (Hu)0 ∈ H2

0(∂Ω) pour tout u ∈ L2(∂Ω)on voit que l' opérateur
H0 : L2(∂Ω) −→ H

2
0(∂Ω)est un proje
teur 
ontinu. Il en résulte que H2
0(∂Ω) = Ker(1 − H0) est un sous-espa
e fermé de L2(∂Ω). Pour simpli�er les notations, on 
onviendra dans la suited'identi�er H2(∂Ω) et son image H2

0(∂Ω), une fon
tion f ∈ H2(∂Ω) et sa limiteau bord f0, l'opérateur H et sa limite au bord H0.Exemple 2.4. Si Ω = D, les 
al
uls faits en 1.4 donnent pour tout u ∈ L2(∂Ω) :
u(eis) =

∑

n∈Z

û(n) eins, Hu(eis) =
∑

n∈N

û(n) eins.
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tions holomorphes et surfa
es de RiemannLa transformation de Fourier donne don
 un isomorphisme L2(∂D) ≃ l2(Z) parlequel H2(∂D) s'identi�e au sous-espa
e l2(N) des fon
tions dont les 
oe�
ientsde Fourier û(n), n < 0, sont nuls. Dans 
e 
as, H est la proje
tion orthogonale
l2(Z) → l2(N).Dans le 
as général, une 
ondition né
essaire pour qu'une fon
tion u de L2(∂Ω)soit dans H2(∂Ω) est que ∫

∂Ω
u(z)f(z)dz = 0 pour toute fon
tion f ∈ H2(∂Ω), enparti
ulier pour f(z) = zn, n > 0. Ce
i résulte du théorème de Cau
hy appliquésur γε lorsque ε tend vers 0, 
ompte tenu du fait que uε → u0 et fε → f0 dans L2.Comme nous le verrons plus loin, le proje
teur H n'est orthogonal que si Ω est undisque.Théorème 2.5. L'ensemble des fon
tions holomorphes sur un voisinage de Ω estdense dans H2(∂Ω).Démonstration. Si f ∈ H2(∂Ω), on a la représentation de Cau
hy

f(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

f0
(
γ(s)

)

γ(s)− w
γ′(s) ds.Soit, pour ε > 0 assez petit, γ̃ε(s) = γ(s) − εiγ′(s) la 
ourbe des points de ∁Ωsitués à la distan
e ε de ∂Ω. Il est 
lair que

f̃ε(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

f0
(
γ(s)

)

γ̃ε(s) − w
γ′(s) dsest holomorphe sur l'ouvert des points situés à une distan
e < ε de Ω. Des 
al
ulsanalogues à 
eux faits dans la démonstration du théorème 1.5 montrent que f̃ε
onverge vers f dans H2(∂Ω) : on véri�e d'abord le résultat pour Ω = D ; on voitensuite que (f̃ε)↾∂Ω 
onverge dans H2(∂Ω) par un développement de Taylor dunoyau, et la limite est f dans O(Ω).3. Adjoint de l'opérateur HSi I est un intervalle fermé borné de R et si K est l'opérateur sur L2(I) asso
iéà un noyau K ∈ L2(I× I), il est fa
ile de voir que l'opérateur adjoint K⋆ est dé�nipar le noyau

K⋆(t, s) = K(s, t).Cette formule ne peut toutefois être appliquée dire
tement à H, 
ar le noyau Hne se prolonge pas en un élement de L2(∂Ω×∂Ω) ni même de L1(∂Ω×∂Ω). Pour
ontourner 
ette di�
ulté, on 
her
he à évaluer l'opérateur di�éren
e H⋆ − H,qui, 
omme on le verra plus loin, a le mérite d'être asso
ié à un vrai noyau. On
onsidère les opérateurs appro
hés Hε, H⋆
ε dé�nis par les noyaux 
ontinus

Hε(w, z) =
1

2iπ

τ(z)

z − w − εiτ(w)
,

H⋆
ε (w, z) = Hε(z, w) =

1

2iπ

τ(w)

z − w − εiτ (z)
,
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onforme de Riemann 203et l'opérateur di�éren
e Aε = H⋆
ε − Hε asso
ié au noyau

Aε(w, z) =
1

2iπ

(z − w)τ(w) − (z − w)τ(z)(
z − w − εiτ(w)

)(
z − w − εiτ(z)

) .Pour z = γ(s), w = γ(t) assez voisins, on voit 
omme dans 1.5 qu'il existe desfon
tions ϕj ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω) telles que
z − w = (s− t)γ′(t) + (s− t)2ϕ1(t, s),

|z − w|2 = (s− t)2
[
1 + (s− t)ϕ2(t, s)

]
.En substituant γ′(t) = τ(w) et (s − t)2 en fon
tion de |z − w|2 dans la premièreligne, il vient

z − w = (s− t)τ(w) + |z − w|2ϕ3(w, z).En é
hangeant les r�les de z et w, on obtient
z − w = (s− t)τ(z) − |z − w|2ϕ3(z, w), d'où

Aε(w, z) =
|z − w|2A(w, z)(

z − w − εiτ(w)
)(
z − w − εiτ (z)

) ave

A(w, z) =

1

2iπ

(
ϕ3(w, z)τ(w) + ϕ3(z, w)τ(z)

)
.On obtient limε→0Aε(w, z) = A(w, z) pour w 6= z, ave
 A(w, z) ∈ Ck−2(∂Ω×∂Ω),et de plus on a une majoration uniforme |Aε(w, z)| 6 C|A(w, z)|. Ce
i entraîneque Aε 
onverge en norme vers l'opérateur A de noyau A. Pour tout u, v ∈ L2(∂Ω)on obtient don


〈Hu, v〉 = lim 〈Hεu, v〉 = lim 〈u,H⋆
εv〉 = lim 〈u,Hεv + Aεv〉 = 〈u, (H + A)v〉
e qui prouve bien que H⋆ = H + A. On a d'autre part

ϕ3(w,w) = ϕ1(t, t) =
1

2
γ′′(t), d'où

A(w,w) =
1

4iπ

(
γ′′(t)γ′(t) + γ′′(t)γ′(t)

)
=

1

4iπ

d

dt

∣∣γ′(t)
∣∣2 = 0
ar |γ′(t)| = 1. On peut don
 énon
er:Théorème 3.1. L'opérateur A = H⋆ −H est asso
ié à un noyau A ∈ Ck−2(∂Ω×

∂Ω) dé�ni par
A(w, z) =

1

2iπ

( τ(w)

z − w
− τ(z)

z − w

)
, w, z ∈ ∂Ω.Ce noyau A est antisymétrique, 
'est-à-dire que A(z, w) = −A(w, z), et de plus

A(w,w) ≡ 0.Pour que le proje
teur H soit orthogonal, il faut et il su�t que H⋆ = H, 
e quiéquivaut à dire que A ≡ 0.



204 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fon
tions holomorphes et surfa
es de RiemannCorollaire 3.2. Le proje
teur H est orthogonal si et seulement si Ω est un disque.Démonstration. Si A ≡ 0, on a né
essairement
angle

(
[z, w], τ(z)

)
= −angle

(
[z, w], τ(w)

)
∀w, z ∈ ∂Ω,
ar les membres de gau
he et de droite représentent les arguments respe
tifs destermes τ(z)/(z − w) et τ(w)/(z − w) intervenant dans A(w, z).

z

τ(z)

w

τ(w)

Ω

∂ΩEn déplaçant la 
orde [z, w] parallèlement à une dire
tion �xée, on en déduit que
∂Ω doit être invariant par symétrie autour de la médiatri
e de 
ha
une de ses
ordes. Considérons deux 
ordes faisant entre elles un angle irrationnel, et lepoint d'interse
tion P de leurs médiatri
es. Les deux symétries 
orrespondantesengendrent un groupe dense de rotations de 
entre P . Comme ∂Ω est fermé, ∂Ωest né
essairement une réunion de 
er
les de 
entre P , à savoir un 
er
le si Ω est undisque, ou deux 
er
les si Ω est une 
ouronne. Mais une 
ouronne n'est invarianteque par les symétries autour des médiatri
es des 
ordes dont les extrêmités sontsur un même 
er
le. Par 
onséquent Ω est un disque.4. Noyau de SzegöLe proje
teur de Szegö est par dé�nition le proje
teur orthogonal S de L2(∂Ω)sur H2(∂Ω). On 
her
he i
i à montrer que S est, en un 
ertain sens, asso
ié àun noyau S. Rappelons que H est orthogonal dans le 
as du disque, par suite
SD = HD.Soit (ψj)j∈N une base hilbertienne de H2(∂Ω). L'image d'une fon
tion
u ∈ L2(∂Ω) par le proje
teur S est alors donnée par la série L2-
onvergente

Su(w) =
∑

j∈N

〈u, ψj〉 ψj(w) =
∑

j∈N

ψj(w)

∫

∂Ω

u(z)ψj,0(z) ds,où ψj,0 désigne la limite au bord de ψj. Ce
i suggère d'introduire le noyau
S(w, z) =

∑

j∈N

ψj(w)ψj(z), w, z ∈ Ω,
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|ψj(w)|2 
onverge uniformément sur tout 
ompa
tde Ω. Le noyau S(w, z) est de 
lasse C∞ sur Ω × Ω, holomorphe en w etantiholomorphe en z. De plus, on a la majoration

S(w, z) =
∑

j∈N

|ψj(w)|2 6
1

4π2

∫

∂Ω

1

|z − w|2 ds.Démonstration. Comme ψj ∈ H2(∂Ω), on a
ψj(w) = Hψj(w) = 〈ψj , H(w, •)〉 = 〈ψj , SH(w, •)〉.Par 
onséquent, (ψj(w)

) est la suite des 
oordonnées de la fon
tion SH(w, •) dansla base (ψj), 
e qui donne
∑

j

|ψj(w)|2 = ‖SH(w, •)‖2 6 ‖H(w, •)‖2 =
1

4π2

∫

∂Ω

1

|z − w|2 ds.L'appli
ation w 7→ H(w, •) étant 
ontinue de Ω dans L2(∂Ω), on voit que lafon
tion w 7→ ‖SH(w, •)‖2 est 
ontinue sur Ω. Le lemme de Dini entraînealors la 
onvergen
e uniforme sur tout 
ompa
t de la série de fon
tions 
ontinues∑ |ψj(w)|2. L'inégalité de Cau
hy-S
hwarz montre que pour N tendant vers +∞,
(∑

j>N

∣∣ψj(w)ψj(z)
∣∣
)2

6
∑

j>N

|ψj(w)|2
∑

j>N

|ψj(z)|2
onverge uniformément vers 0 lorsque (w, z) dé
rit un 
ompa
t quel
onque de
Ω×Ω. Comme∑ψj(w)ψj(z) est une série de fon
tions holomorphes en (w, z), onen déduit que S est holomorphe en (w, z), en parti
ulier de 
lasse C∞ sur Ω×Ω.Lemme 4.2. Pour w ∈ Ω �xé et pour ε tendant vers 0, la fon
tion

Sε(w, •) =
∑

j∈N

ψj(w)ψj,ε
onverge vers S0(w, •) =
∑
j∈N

ψj(w)ψj,0 dans L2(∂Ω). De plus
Su(w) =

∫

∂Ω

S0(w, z) u(z) ds, ∀u ∈ L2(∂Ω).Démonstration. Comme H : L2(∂Ω) → O(Ω) est 
ontinu, H envoie une série L2-
onvergente sur une série de fon
tions holomorphes 
onvergeant uniformément surtout 
ompa
t, d'où
H

(∑

j∈N

ψj(w)ψj,0

)
=
∑

j∈N

ψj(w) Hψj,0 =
∑

j∈N

ψj(w)ψj = S(w, •),

Hε

(∑

j∈N

ψj(w)ψj,0

)
= Sε(w, •).
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tions holomorphes et surfa
es de RiemannLe théorème 1.5 entraîne que le membre de gau
he 
onverge dans L2(∂Ω) vers
H0

(∑
j∈N

ψj(w)ψj,0
)

=
∑
j∈N

ψj(w)ψj,0
(
et élément est dans H2(∂Ω)

). Laformule intégrale résulte immédiatement des 
onsidérations du début du § 4.L'espa
e H2(∂D) du disque admet la base hilbertienne (wn/
√

2π)n∈N, 
e quidonne l'expression
SD(w, z) =

1

2π

∑

n∈N

wnzn =
1

2π

1

1 − wz
, ∀(w, z) ∈ D × D.On voit que SD

0 (w, z) 
o��n
ide bien ave
 HD(w, z) pour (w, z) ∈ D × ∂D.5. Formule intégrale reliant S et HL'idée 
entrale introduite par N. Kerzman est que l'on peut retrouver le pro-je
teur orthogonal S à partir du proje
teur oblique H (qui est 
onnu expli
itement).Comme S et H 
o��n
ident ave
 l'appli
ation identique sur H2(∂Ω), on a en e�et
SH = H, HS = S.Prenons les adjoints dans la se
onde égalité. Comme S⋆ = S, on trouve SH⋆ = S.Soustrayons maintenant la première égalité et introduisons l'opérateur A = H⋆−H.Il vient

SA = SH⋆ − SH = S − H,soit en
ore S(1 − A) = H.Lemme 5.1. L'opérateur 1 − A est un isomorphisme de L2(∂Ω) et on a ‖(1 −
A)−1‖ 6 1.Démonstration. Comme A est antisymétrique, le produit s
alaire 〈Au, u〉 estpurement imaginaire pour tout u ∈ L2(∂Ω), 
e qui implique

‖u‖2
2 6 |〈(1 − A)u, u〉| 6 ‖(1 − A)u‖2 ‖u‖2et en parti
ulier ‖(1−A)u‖2 > ‖u‖2. L'opérateur 1−A est don
 inje
tif et d'imagefermée. L'orthogonal de Im(1−A) est égal au noyau de l'adjoint (1−A)⋆ = 1+A,et 
et opérateur est inje
tif pour les mêmes raisons que pré
édemment. Parsuite Im(1 − A) = L2(∂Ω) et 1 − A est don
 un isomorphisme topologique de

L2(∂Ω). Comme 1−A a

roît la norme de tout ve
teur, on voit que (1−A)−1 est
ontra
tant.Le lemme montre qu'on peut 
al
uler S à partir de H par la formule
S = H(1 − A)−1.C'est 
ette idée qu'on va exploiter dans la suite pour évaluer le noyau de Szegö S,en établissant une formule intégrale reliant S et H.
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SAu(w) =

∫

∂Ω

S0(w, ξ) Au(ξ) ds(ξ) =

∫

∂Ω

S0(w, ξ) ds(ξ)

∫

∂Ω

A(ξ, z) u(z) ds(z).Le théorème de Fubini montre que SA est asso
ié au noyau
Ω × ∂Ω ∋ (w, z) 7−→

∫

∂Ω

S0(w, ξ)A(ξ, z) ds(ξ).L'égalité S = H + SA fournit alors l'égalité de noyaux:Formule 5.2. Pour tous (w, z) ∈ Ω × ∂Ω on a
S0(w, z) = H(w, z) +

∫

∂Ω

S0(w, ξ)A(ξ, z) ds(ξ).

6. Régularité au bord du noyau de SzegöNous nous proposons i
i de montrer que S s'étend en une fon
tion de 
lasse
Ck−2 sur Ω × Ω en dehors de la diagonale ∆∂Ω de ∂Ω × ∂Ω. On utilise pour 
elala relation S = H + SA démontrée au §5, 
e qui donne

S = H + (H + SA)A = H(H + A) + SA2 = HH⋆ + SA2,

SA = S − H = (S − H⋆)⋆ = (S − H − A)⋆ = (SA − A)⋆ = A − AS.La deuxième égalité implique SA2 = A2 − ASA, d'où
(6.1) S = HH⋆ + A2 − ASA.Comme A ∈ Ck−2(∂Ω× ∂Ω), il est 
lair que A2 possède un noyau de 
lasse Ck−2sur ∂Ω × ∂Ω. L'opérateur SA est asso
ié au noyau SA(•, z) et ASA au noyau

∫

∂Ω

A(w, •) SA(•, z) ds = 〈A(w, •), SA(•, z)〉.Les appli
ations w 7→ A(w, •) et z 7→ A(•, z) sont dans Ck−2
(
∂Ω, L2(∂Ω)

). Il enest de même pour l'appli
ation z 7→ SA(•, z), puisque S est un opérateur 
ontinusur L2(∂Ω), don
 ASA a lui aussi un noyau dans Ck−2(∂Ω×∂Ω). Il reste à étudierle noyau de HH⋆.Lemme 6.2. La fon
tion
G(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)H(z, ξ)ds(ξ) =
1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

(ξ − w)(ξ − z)
, (w, z) ∈ Ω × Ωse prolonge en une fon
tion G ∈ Ck−2(Ω × Ω \ ∆∂Ω), et l'opérateur dé�ni par

G↾Ω×∂Ω est G = HH⋆.
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tions holomorphes et surfa
es de RiemannAvant de démontrer le lemme 6.2, nous aurons besoin d'un résultat préliminairegénéralisant le théorème 1.5 (b).Lemme 6.3. Soit E une partie ouverte ou un domaine à bord de 
lasse C1 dans
Rn. Soit u : ∂Ω ×E → C une fon
tion 
ontinue.(a) Si u est de 
lasse Cq, 1 6 q 6 k, alors la transformée Hu dé�nie par

Hu(w, x) =

∫

∂Ω

H(w, z) u(z, x) ds(z), (w, x) ∈ Ω ×Ese prolonge en une fon
tion de 
lasse Cq−1 sur Ω × E.(b) Si u est de 
lasse Cq, 0 6 q 6 k et si u(•, x) ∈ H2(∂Ω) pour tout x ∈ Ω, alors
Hu se prolonge en une fon
tion de 
lasse Cq sur Ω × E.Démonstration. (a) Grâ
e à la formule 1.3 suivie d'une dérivation sous le signesomme en x, on obtient

∂l

∂xl
∂m

∂wm
Hu(w, x) = H

( ∂l

∂xl
∂m

∂zm
u(z, x)

)
,de sorte qu'il su�t de regarder le 
as q = 1. La démonstration du théorème 1.5montre que H est 
ontinu de C1(∂Ω) dans C0(Ω). On en déduit

‖Hu(•, x) − Hu(•, x0)‖C0(Ω) 6 C‖u(•, x) − u(•, x0)‖C1(∂Ω)et le se
ond membre tend vers 0 quand x tend xers x0 dans E. On sait d'autre partque w 7→ H(w, x) s'étend 
ontinument à Ω pour tout x ∈ E �xé. Ce
i entraînefa
ilement la 
ontinuité de Hu sur Ω × E grâ
e à l'inégalité triangulaire
∣∣Hu(w, x) − Hu(w0, x0)

∣∣ 6
∣∣Hu(w, x) − Hu(w, x0)

∣∣+
∣∣Hu(w, x0) − Hu(w0, x0)

∣∣.(b) On est fa
ilement ramené au 
as q = 0, à 
ondition de véri�er que toutesles dérivées de u en (z, x) d'ordre inférieur ou égal à q sont en
ore dans H2(∂Ω).Par ré
urren
e, il su�t de véri�er 
e resultat pour u′x et u′z. Pour u′x, on observesimplement que
u′x(•, x0) = lim

x→x0

u(•, x) − u(•, x0)

x− x0
dans H

2(∂Ω).D'autre part, la fon
tion holomorphe v = Hu(•, x) est 
ontinue sur Ω d'après (a),et véri�e par hypothèse v↾∂Ω = u(•, x). Comme v′ = Hu′z , le théorème 1.5 montreque (v′)ε 
onverge vers H0u
′
z dans L2(∂Ω), et par suite dans L1(∂Ω). Pour toutar
 ⌢

ab⊂ ∂Ω on obtient don

∫ b

a

(H0u
′
z)(w, x) dw = lim

∫ b

a

(v′)ε(w) dw = lim v
(
b+ εiτ(b)

)
− v
(
a+ εiτ(a)

)

= v(b) − v(a) = u(b, x) − u(a, x)
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′
z = u′z et u′z(•, x) ∈ H2(∂Ω). Comme dans (a), le 
as q = 0 seréduit à voir que H envoie C0(∂Ω) ∩ H2(∂Ω) dans C0(Ω), 
ontinument parrapport aux normes uniformes. Si Ω = D, 
e
i résulte du fait que Hu est, pour

u ∈ C0(∂D) ∩ H2(∂D), la solution du problème de Diri
hlet (
f. W. Rudin). Le
as général résulte de l'é
riture Hε = HD
ε + Rε obtenue dans la démonstration duthéorème 1.5.Démonstration du lemme 6.2. Soit (θj) une partition de l'unité de 
lasse Ck sur

∂Ω, et Tj = Supp θj . E
rivons G =
∑
Gj ave


Gj(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)H(z, ξ)θj(ξ) ds(ξ),
'est-à-dire Gj(•, z) = H
(
H(•, z)θj

). Comme H(z, ξ)θj(ξ) est de 
lasse Ck−1 pour
(ξ, z) ∈ ∂Ω × (Ω \ Tj), le lemme 6.3 (a) montre que Gj est de 
lasse Ck−2 sur
Ω× (Ω \ Tj), et don
 aussi sur (Ω \ Tj)×Ω après 
onjugaison et é
hange des r�lesde w, z. Par 
onséquent Gj ∈ Ck−2

(
Ω × Ω \ Tj × Tj

), et G =
∑
Gj est de 
lasse

Ck−2 sur Ω×Ω en dehors de ⋃j Tj ×Tj , qui est un voisinage arbitrairement petitde ∆∂Ω si les diamètres des Tj sont 
hoisis assez petits.Pour tout u ∈ L2(∂Ω), on a d'autre part
HH⋆u = lim

ε→0
HH⋆

εu = lim
ε→0

Gεu,où Gε est l'opérateur asso
ié au noyau
Gε(w, z) =

∫

∂Ω

H(w, ξ)Hε(z, ξ)ds(ξ) = G
(
w, z + εiτ(z)

)
.Comme 
e noyau 
onverge vers G↾Ω×∂Ω uniformément sur tout 
ompa
t, on endéduit bien HH⋆ = G.Théorème 6.4. Le noyau de Szegö S(w, z) se prolonge en une fon
tion dans

Ck−2(Ω×Ω\∆∂Ω), et plus pré
isément, en la somme du noyau G et d'une fon
tionde 
lasse Ck−2 sur Ω × Ω. Quand z ∈ Ω tend vers le bord ∂Ω, on a
S(z, z) ∼ 1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

|ξ − z|2 ∼ 1

4π d(z, ∂Ω)
.Démonstration. Considérons le noyau K(w, z) = S0(w, z) −G0(w, z) sur Ω × ∂Ω,asso
ié à l'opérateur

S − HH⋆ = A2 − ASA : L2(∂Ω) −→ H
2(∂Ω).On sait que 
et opérateur est dé�ni par un noyau K0 ∈ Ck−2(∂Ω × ∂Ω), 
e quiimplique K0(•, z) ∈ H2(∂Ω) pour tout z et K = HK0. Le lemme 6.3 (b) donnealors K ∈ Ck−2(Ω× ∂Ω). Par é
hange de w, z on voit que (S(•, z)−G(•, z)

)
0
est



210 L. Bonavero, J.-P. Demailly, Fon
tions holomorphes et surfa
es de Riemannde 
lasse Ck−2 sur ∂Ω × Ω, et une nouvelle appli
ation du lemme 6.3 (b) donne
S −G ∈ Ck−2(Ω × Ω). On en déduit en parti
ulier

S(z, z) ∼ G(z, z) =
1

4π2

∫

∂Ω

ds(ξ)

|ξ − z|2quand z tend vers ∂Ω. Soit δ = d(z, ∂Ω) et γ(t) le point de ∂Ω tel que |z−γ(t)| = δ.Le point z est sur la normale à ∂Ω au point γ(t), don
 z = γ(t) + δiγ′(t). Quand
δ et |s− t| tendent vers 0, on a

γ(s) − z = γ(s)− γ(t) − δiγ′(t) = γ′(t)
(
s− t− iδ + O((s− t)2)

)
,par suite |γ(s)− z|2 ∼ (s− t)2 + δ2 et

∫

∂Ω

ds

|γ(s)− z|2 ∼
∫

|s−t|<δ1/3

ds

(s− t)2 + δ2
+

∫

|s−t|>δ1/3

ds

|γ(s)− z|2

=
2

δ
arctan(δ−2/3) + O(δ−2/3) ∼ π

δ
.7. Relation ave
 l'appli
ation 
onforme de Rie-mannOn suppose i
i que Ω est un ouvert simplement 
onnexe à frontière de 
lasse

Ck, k > 2. Pour tout point a ∈ Ω �xé, il existe alors une unique appli
ation
onforme bije
tive
R : Ω → Dtelle que R(a) = 0 et R′(a) > 0.Théorème 7.1. L'appli
ation R s'étend en un di�éomorphisme de 
lasse Ck−1de Ω sur D.La démonstration de 
e théorème sera donnée plus loin. Nous admettons lerésultat provisoirement. Le 
hangement de variable z = R(w) donne alors

∫

∂D

|u(z)|2 |dz| =

∫

∂Ω

|u ◦R(w)|2 |R′(w)| |dw|pour toute fon
tion u ∈ L2(∂Ω). On voit don
 qu'on a une isométrie
L2(∂D) −→ L2(∂Ω)

u 7−→ u ◦R (R′)1/2où (R′)1/2 est la détermination de la ra
ine 
arrée 
omplexe telle que R′(a)1/2 > 0(on notera que R′ ne s'annule pas sur Ω). L'isométrie envoie H(D) ∩ C0(D) sur
O(Ω)∩C0(Ω) et, par densité (théorème 2.5), elle envoit don
 H2(∂D) sur H2(∂Ω).
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)est une base orthonormée de H2(∂Ω). Par 
onséquent

S(w, z) = SD
(
R(w), R(z)

)
R′(w)1/2R′(z)1/2,

S(w, z) =
1

2π

R′(w)1/2R′(z)1/2

1 −R(w)R(z)
.En substituant z = a, R(a) = 0, on obtient en parti
ulier

S(w, a) =
1

2π
R′(w)1/2R′(a)1/2, S(a, a) =

1

2π
R′(a),d'où on déduit aussit�t lesFormules 7.2. L'appli
ation 
onforme R et sa dérivée sont données par(a) R′(w) = 2π

S(w, a)2

S(a, a)
, ∀w ∈ Ω,(b) R(w) = −iτ(w)

S(w, a)2

|S(w, a)|2 , ∀w ∈ ∂Ω.Démonstration. La relation (a) est immédiate à partir de 
e qui pré
ède. On apar ailleurs |R(w)|2 = 1 sur ∂Ω. En prenant la dérivée d/ds le long de ∂Ω, on voitque dR(w)/ds = R′(w)dw/ds = R′(w)τ(w) doit être orthogonal à R(w). Quand
w tourne dans le sens positif sur ∂Ω, il en est de même pour R(w) sur ∂D (uneappli
ation holomorphe préserve l'orientation), don
 l'argument de R′(w)τ(w) estégal à 
elui de iR(w). Ce
i donne iR(w) = R′(w)τ(w)/|R′(w)| et (b) se déduitalors de (a).Il nous reste à démontrer la régularité jusqu'au bord de l'appli
ation 
on-forme de Riemann. Pour 
ela, on va montrer d'abord la régularité analytiquelorsque ∂Ω est réelle analytique, puis on passera au 
as général par un argumentd'approximation en norme Ck de ∂Ω.Lemme 7.3. Soient Ω1, Ω2 des ouverts simplement 
onnexes bornés de C ayantdes frontières R-analytiques et F : Ω1 → Ω2 une appli
ation biholomorphe. Alors
F s'étend en une appli
ation biholomorphe d'un voisinage de Ω1 sur un voisinagede Ω2.Démonstration. Quitte à rempla
er F par F−1 : Ω2 → Ω1, il su�t de voir que
F s'étend holomorphiquement à un voisinage de Ω1. D'après Rudin (théorème14.19), F se prolonge en un homéomorphisme de Ω1 sur Ω2. Soit x1 ∈ ∂Ω1un point quel
onque et x2 = F (x1) ∈ ∂Ω2. Au voisinage de xj , ∂Ωj estdonné par une 
ourbe R-analytique s 7→ γj(s) dé�nie pour s ∈ R voisin de 0.Celle-
i se prolonge en une appli
ation holomorphe γ̃j de la variable z = s + itau voisinage de 0 dans C. Soit Π+ = {z = s + it ; t > 0} le demi-plan supérieur.Il existe un disque Uj ⊂ C de 
entre 0 et un voisinage Vj ⊂ C de xj tels que γ̃jdé�nit un biholomorphisme de Π+ ∩ Uj sur Ωj ∩ Vj . Si on 
hoisit en outre V1assez petit pour que F (Ω1 ∩ V1) ⊂ V2, on en déduit une appli
ation holomorphe
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G = γ̃−1

2 ◦ F ◦ γ̃1 : Π+ ∩ U1 → Π+ ∩ U2 qui se prolonge 
ontinument en uneappli
ation de Π
+ ∩ U1 dans Π

+ ∩ U2 telle que G(R ∩ U1) ⊂ R ∩ U2. Le prin
ipede ré�exion de S
hwarz (W. Rudin, théorème 11.17) montre que G se prolongeen une appli
ation holomorphe G̃ de U1 dans U2, d'où un prolongement lo
al
F̃ = γ̃2 ◦ G̃ ◦ γ̃−1

1 de V1 dans V2.Démonstration du théorème 7.1. Si Ω est à frontière R-analytique, le lemme 7.3montre que R est en parti
ulier un C∞-di�éomorphisme de Ω sur D, don
 lesformules 7.2 sont bien vraies. Si ∂Ω est seulement de 
lasse Ck, on peut approximerla 
ourbe frontière γ par une 
ourbe R-analytique obtenue par 
onvolution:
γδ(s) =

∫

R

γ(t) exp
(−(s− t)2

δ2

) dt

δ
√

2π
.On notera que γδ est une fon
tion ayant la même périodi
ité que γ et que ‖γδ−γ‖Ck
onverge vers 0 ave
 δ. Pour δ assez petit, 
ette 
ourbe est la frontière d'unouvert Ωδ pour lequel on a un noyau de Szegö Sδ et une appli
ation de Riemann

Rδ : Ωδ → D. D'après 
e qui pré
ède, R′
δ est lié à Sδ par la formule 7.2 (a).La démonstration que nous avons donnée de la régularité de S fournit en outre la
ontinuité de l'appli
ation γ 7→ S, lorsqu'on prend la norme Ck sur l'espa
e des
ourbes γ et la norme Ck−2 pour S (sur un 
ompa
t de Ω × Ω ne ren
ontrantpas ∆∂Ω). Il en résulte que Rδ 
onverge uniformément vers une appli
ationholomorphe R0 qui véri�e en
ore 7.2 (a). En parti
ulier R′

0 ∈ Ck−2(Ω), don

R0 ∈ Ck−1(Ω). De plus R0 envoie ∂Ω sur ∂D. Comme une limite d'appli
ationsholomorphes inje
tives est ou bien inje
tive ou bien 
onstante (
onséquen
e duthéorème de Rou
hé), et 
omme R0(a) = 0, R′

0(a) = 2πS(a, a) > 0, on en déduitque R0 
o��n
ide ave
 l'appli
ation 
onforme R : Ω → D 
her
hée. Il reste àdémontrer que la dérivée R′ ne peut s'annuler en au
un point z0 ∈ ∂Ω. Un 
al
ulfa
ile montre que pour ε > 0 assez petit l'image 
onforme de Ω par l'appli
ation
z 7→ 1/

(
z − z0 + εiτ(z0)

) est stri
tement 
onvexe au voisinage du point image de
z0. On peut don
 supposer que Ω est 
onvexe au voisinage de z0. Dans 
e 
as, onpeut modi�er la 
ourbe ∂Ω en dehors d'un petit voisinage de z0 de sorte qu'ellesoit la frontière ∂Ω̃ d'un ouvert arbitrairement pro
he d'un disque en norme C2.Alors l'appli
ation 
onforme R̃ : Ω̃ → D est voisine de l'appli
ation identique ennorme C1, don
 R̃ est un C1-di�éomorphisme jusqu'au bord. Comme R ◦ R̃−1envoie ∂D sur ∂D au voisinage de R̃(z0), la démonstration du lemme 7.3 montreque R ◦ R̃−1 s'étend en une appli
ation biholomorphe au voisinage de R̃(z0), parsuite R′(z0) 6= 0.Remarque 7.4. Lorsque ∂Ω est de 
lasse C1, il n'est pas vrai en général que Rs'étend en une appli
ation de 
lasse C1 sur Ω, et même si 
'est le 
as, il se peutque la dérivée R′ s'annule au bord. Un exemple de 
ette situation est donné parl'ouvert Ω obtenu en prenant l'image 
onforme d'un petit disque ∆ = {|z−ε| < ε}par l'appli
ation Q(z) = z/ log(1/z) (resp. Q(z) = z log(1/z)). La frontiére de
∂Ω est de 
lasse C1 au voisinage de 0 par
e que log(1/z) a un argument qui tendvers 0 quand z tend vers 0 le long de ∂∆. L'appli
ation 
onforme est donnée par
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R = Q−1/ε−1 et on a don
 R′(0) = 1/

(
εQ′(0)

)
= ∞ (resp R′(0) = 0). De même,pour k > 2, on peut véri�er que l'image de ∆ par Q(z) = z+ zk log log(1/z) a unefrontière de 
lasse Ck, mais Q et R ne sont pas de 
lasse Ck au voisinage de 0.8. Cal
ul numérique de l'appli
ation 
onformeLa formule intégrale 5.2 donne

S(a, w) = H(a, w) +

∫

∂Ω

S(a, z)A(z, w) ds, w ∈ ∂Ω.Comme A(z, w) = −A(w, z), on trouve après 
onjugaison:
(8.1) S(w, a) +

∫

∂Ω

A(w, z)S(z, a) ds = H(a, w), w ∈ ∂Ω,
e qui permet d'obtenir S(w, a) en fon
tion des noyaux H et A expli
itement
onnus. Les formules 7.2 (a), (b) peuvent alors être utilisées pour 
al
ulerl'appli
ation de Riemann R à partir de S.Les intégrales ∫ β
α
f(t) dt mises en jeu seront évaluées par la méthode destrapèzes relative à une subdivision ti = α + ih, 0 6 i 6 n, de pas 
onstant

h = (β − α)/n :
∫ β

α

f(t) dt ≃ h
(
f(t0) + f(t1) + . . .+ f(tn−1) +

f(β) − f(α)

2

)
.Si f est de 
lasse C2l, l'erreur d'approximation ε est donnée par la formule d'Euler-Ma
 Laurin

ε =
l∑

m=1

b2mh
2m

(2m)!

(
f (2m−1)(β) − f (2m−1)(α)

)
− h2l

∫ β

α

B2l

(
(t− α)/h

)

(2l)!
f (2l)(t) dt,où b2m et B2m sont respe
tivement les nombres et les polyn�mes de Bernoulli.Ce
i montre que l'erreur est en général de l'ordre de O(h2) = O(n−2). Néanmoins,pour une fon
tion f périodique de période β − α et de 
lasse C2l, l'erreur estmajorée par O(h2l) ; dans 
e 
as, on a en e�et f (m)(β) = f (m)(α) pour tout m.Comme les intégrales à évaluer sont des intégrales de fon
tions périodiques, la
onvergen
e de la méthode des trapèzes est don
 extrêment rapide, tout au moinsdans le 
as de fon
tions C∞. Cette remarque montre que l'on n'a pas intérêt à
al
uler R par intégration à partir de 7.2 (a), mais plut�t à partir de 7.2 (b) et dela formule de Cau
hy

R(w) =
1

2iπ

∫

∂Ω

R(z) dz

z − w
.Supposons donnée une paramétrisation quel
onque [α, β] ∋ t 7→ z(t) de la
ourbe ∂Ω. En multipliant (8.1) par |z′(t)|1/2 après avoir substitué w = z(t),

z = z(u), on obtient la relation équivalente
(8.2) σ(t) +

∫ β

α

a(t, u) σ(u) du = g(t),
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σ(t) = |z′(t)|1/2 S

(
z(t), a

)
,

g(t) = |z′(t)|1/2H
(
a, z(t)

)
,

a(t, u) = |z′(t)|1/2 |z′(u)|1/2A
(
z(t), z(u)

)
.Cette é
riture a l'avantage de préserver le 
ara
tère hermitien antisymétrique dunoyau a(t, u). Les fon
tions g(t) et a(t, u) sont données par les formules expli
ites

g(t) =
1

2iπ

z′(t)

a− z(t)
|z′(t)|−1/2,

h(t, u) =
1

2iπ

z′(u)

z(u) − z(t)
|z′(t)|1/2 |z′(u)|−1/2,

a(t, u) =

{
h(u, t) − h(t, u) si t 6= u
0 si t = u.L'utilisation de la méthode des trapèzes 
onduit à résoudre le système linéaire

σ(ti) + h
∑

06j<n

a(ti, tj) σ(tj) = g(ti), 0 6 i < n.Ce système est de rang n, 
ar la matri
e antisymétrique (a(ti, tj)) a toutes sesvaleurs propres imaginaires. La résolution du système fournit les valeurs σ(tj)
her
hées, par exemple à l'aide de la méthode d'élimination de Gauss. Dans 
ettesituation, il existe en fait des s
hémas de résolution itératifs plus e�
a
es (voirM.R. Trummer). Une fois les valeurs σ(tj) 
onnues, on obtient
R
(
z(tj)

)
= −i z

′(tj)

|z′(tj)|
σ(tj)

2

|σ(tj)|2
,et une intégration appro
hée de la formule de Cau
hy donne

(8.3) R(w) ≃ h

2iπ

∑

06j<n

z′(tj)

z(tj) − w
R
(
z(tj)

)
.Tous 
es 
al
uls sont immédiats dès lors que la fon
tion z(t) et sa dérivée z′(t)sont 
onnues aux points t = tj . L'appli
ation de Riemann inverse

Q = R−1 : D → Ω, Q(0) = a,peut être évaluée 
omme suit. La formule des résidus implique
Q′(w) =

1

R′
(
R−1(w)

) =
1

2iπ

∫

∂Ω

dz

R(z) − w
,

Q(w) = a+

∫ w

0

Q′(v) dv = a− 1

2iπ

∫

∂Ω

log
(
1 − wR(z)

)
dz.
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(8.4) Q(w) ≃ a− h

2iπ

∑

06j<n

log
(
1 − wR(z(tj))

)
z′(tj).Dans la pratique, les formules (8.3) et (8.4) sont un peu instables lorsqu'ons'appro
he du bord, à 
ause des p�les de la fon
tion à intégrer. Un moyen derésoudre 
ette di�
ulté est de 
onsidérer que R(z) est a�ne par mor
eaux sur lebord entre les points z(tj) et z(tj+1). Pour la fon
tion Q, 
e
i donne par exemple

(8.4′) Q(w) ≃ a+
1/w

2πi

∑

06j<n

z(tj+1) − z(tj)

R(z(tj+1)) −R(z(tj))

[
ζ log ζ − ζ

]ζ=1−wR(z(tj+1))

ζ=1−wR(z(tj))
.L'approximation obtenue est alors tout à fait bonne, même au voisinage du bord.
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Ellipse
{
x = 3 cos t
y = 4 sin t

Centre (0, 0)Fig. 1



Chap. VII: Noyau de Szegö et appli
ation 
onforme de Riemann 217

Ellipse
{
x = 3 cos t
y = 4 sin t

Centre (1, 1)

Fig. 2
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onvexe

Fig. 3



Chap. VII: Noyau de Szegö et appli
ation 
onforme de Riemann 219
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Courbe d'équation polaire
r = 1 + 0.28 cos 5θ Centre (0, 0)Fig. 5
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Cardioïde
r = 1 + cos θ Centre (0.875, 0)

Fig. 6
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Courbe
r =

√
1 − 0.5 cos 2θ Centre (0, 0)Fig. 7
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Courbe
r =

√
1 − 0.9 cos 2θ Centre (0, 0)Fig. 8
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Chapitre VIIISurfa
es de Riemann, propriétésfondamentales et exemples

1. Variétés di�érentielles et surfa
es de Riemann1.1. Fais
eaux de fon
tions et espa
es annelésNous introduisons d'abord la notion de fais
eau de fon
tions. Une notionplus élaborée de fais
eau (dont les � se
tions � ne sont pas né
essairement desfon
tions) nous sera né
essaire ultérieurement, mais nous avons préféré limiter le
adre 
on
eptuel dans un premier temps, a�n de rester le plus élémentaire possible.Dé�nition 1. Si X est un espa
e topologique et E un ensemble, on appelle fais
eaude fon
tions F de X dans E la donnée, pour 
haque ouvert U ⊂ X, d'un ensemble
F(U) de fon
tions U → E tel que :(i) Si V ⊂ U et f ∈ F(U) alors f|V ∈ F(V ),(ii) Etant donné une réunion d'ouverts V =

⋃
α∈I Vα et des fon
tions fα ∈ F(Vα)véri�ant ∀α, β ∈ I, fα|Vα∩Vβ

= fβ|Vα∩Vβ
, alors la fon
tion f : V → E dé�niepar ∀α ∈ I, f|Vα

= fα est telle que f ∈ F(V ).On peut, par exemple, 
onsidérer le fais
eau (assez peu intéressant a priori . . .)de toutes les fon
tions U → E, auquel 
as (ii) est trivial. En général, l'axiome(ii) signi�e que le fais
eau F est dé
rit par une propriété de nature lo
ale (
ommela 
ontinuité, la di�érentiabilité, et
), et non de nature globale (
omme le seraitla propriété, pour une fon
tion, d'être bornée). Ainsi, si E = R ou C, on peuts'intéresser aux fais
eaux CX,R, CX,C des fon
tions 
ontinues à valeurs dans Rou dans C. Dans 
es deux derniers 
as, on a a�aire à des fais
eaux d'anneaux,
'est-à-dire des fais
eaux A tels que A(U) est un anneau pour tout ouvert U ⊂ X(
e qui suppose que l'ensemble d'arrivée E a lui-même une stru
ture d'anneau).Un 
ouple (X,A) formé d'un espa
e topologique et d'un fais
eau d'anneaux est
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e annelé, et A est appelé le fais
eau stru
tural de X . Les exemplesfondamentaux qui vont nous préo

uper sont les espa
es annelés (Ω,O) et (Ω,Ck),où Ω est un ouvert de C (resp. de Rn), et où, pour tout ouvert U de Ω, l'anneau
O(U) est l'ensemble des fon
tions holomorphes sur U et Ck(U) 
elui des fon
tions
R-di�érentiables de 
lasse Ck sur U , à valeurs réelles. Plus généralement :Dé�nition 2. On appelle variété di�érentielle de 
lasse Ck et de dimension nsur R un espa
e annelé (X,CkX) véri�ant les propriétés suivantes :(i) X est un espa
e séparé lo
alement 
ompa
t et réunion dénombrable de
ompa
ts ;(ii) CkX est un fais
eau de fon
tions 
ontinues X → C tel que pour tout point

p ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
τ : U → Ω sur un ouvert Ω ⊂ Rn, possédant la propriété suivante : pour toutouvert V ⊂ U , l'ensemble CkX(V ) 
onsiste en les 
omposées f = f̃ ◦ τ , ave

f̃ ∈ Ck(τ(V ),R) de 
lasse Ck sur l'ouvert image τ(V ) ⊂ Ω ⊂ Rn.De même, on appelle surfa
e de Riemann un espa
e annelé (X,OX) véri�antl'axiome (i), et à la pla
e de (ii), l'axiome(ii′)OX est un fais
eau de fon
tions 
ontinues X → C tel que pour tout point
p ∈ X, il existe un voisinage ouvert U de p dans X et un homéomorphisme
τ : U → Ω sur un ouvert Ω ⊂ C, possédant la propriété suivante : pour toutouvert V ⊂ U , l'ensemble OX(V ) 
onsiste en les 
omposées f = f̃ ◦ τ , ave

f̃ ∈ O(τ(V )) holomorphe sur l'ouvert image τ(V ) ⊂ Ω ⊂ C.Un tel homéomorphisme τ s'appelle une 
arte (di�érentiable) de (X,CkX), resp.une 
arte (holomorphe) de (X,OX). Dans 
e dernier 
as, il résulte de la dé�nition,en prenant f̃(z) = z, que la fon
tion τ véri�e elle-même τ ∈ OX(U). D'aprèsl'axiome (ii′) de la Dé�nition 2, on peut trouver un re
ouvrement ouvert (Uα)α∈Ide X et un système de 
artes τα : Uα → Ωα ⊂ C. De nouveau, l'axiome (ii′)entraîne que les appli
ations de transition

τα,β = τα ◦ τ−1
β : τβ(Uα ∩ Uβ) → τα(Uα ∩ Uβ)sont des biholomorphismes. En e�et, τα,β est l'unique appli
ation f̃ telle que

τα = f̃ ◦ τβ sur V = Uα ∩ Uβ ⊂ Uβ, et 
omme τα|V ∈ OX(V ), on doit avoir
τα,β = f̃ ∈ OX(τβ(V )) = OX(τβ(Uα ∩ Uβ)).Par symétrie des r�les de α, β, on a aussi τ−1

α,β = τβ,α ∈ OX(τα(Uα ∩ Uβ)). Cespropriétés peuvent être visualisées par le s
héma suivant.
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X

Uα

Uα∩Uβ

Uβ

τβ

(homéo)
τα(homéo)

C

Ωα

Ωβ

τα(Uα∩Uβ)

τβ(Uα∩Uβ)

ταβ (biholom.)

Inversement, on va pouvoir re
onstruire une stru
ture d'espa
e annelé à partird'un atlas di�érentiable (resp. un atlas holomorphe) 
omme 
i-dessus :Dé�nition 3. On appelle atlas di�érentiable de 
lasse Ck (resp. holomorphe ) surun espa
e topologique X (lo
alement 
ompa
t, séparé et réunion dénombrable de
ompa
ts ) la donnée d'un re
ouvrement ouvert (Uα)α∈I de X et d'un systèmed'homéomorphismes (appelés 
artes ) τα : Uα → Ωα sur des ouverts Ωα ⊂ C, telque les appli
ations de transition
τα,β = τα ◦ τ−1

β : τβ(Uα ∩ Uβ) → τα(Uα ∩ Uβ)soient des di�éomorphismes de 
lasse Ck (resp. des biholomorphismes ).Pour re
onstruire une stru
ture de surfa
e de Riemann à partir d'un atlasholomorphe, on utilise la proposition suivante (le 
as d'une variété di�érentielleserait entièrement analogue). La preuve est très fa
ile et sera laissée au le
teur.Proposition. A tout atlas holomorphe τα : Uα → Ωα, α ∈ I, sur X, on asso
ie lefais
eau d'anneau OX ainsi dé�ni : si V est un ouvert de X, OX(V ) est l'ensembledes fon
tions f : V → C telles que f̃α = f ◦ τ−1
α est holomorphe sur τα(V ) ∩ Ωαpour tout α ∈ I. Alors (X,OX) est une surfa
e de Riemann.Remarque. Un atlas holomorphe peut évidemment être 
onsidéré 
omme un atlas

C∞ à valeurs dans C ≃ R2. En 
omposant les 
artes τα ave
 des appli
ations de
lasse Ck k = 0, 1, . . . ,∞, on obtient des in
lusions de fais
eaux d'anneaux
OX ⊂ C

∞
X ⊂ . . . ⊂ C

k
X ⊂ . . . ⊂ C

1
X ⊂ C

0
X .La variété di�érentielle de dimension 2 (X,C∞

X ) s'appelle la surfa
e di�érentiellesous-ja
ente à la surfa
e de Riemann (X,OX). De même, on appelle variété
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es de Riemanntopologique toute variété (X,C0
X) de 
lasse C0, et on a le 
on
ept de variététopologique sous-ja
ente à une variété di�érentielle de 
lasse Ck, k = 1, 2, . . . ,∞.Dé�nition 4. Si τ : U → Ω ⊂ Rn est une 
arte de la variété di�érentielle X,on notera en général τ(p) = (x1, . . . , xn) et on dira que les fon
tions (x1, . . . , xn)sont les 
oordonnées lo
ates du point p relativement à la 
arte τ . Dans le 
as d'unesurfa
e de Riemann, on posera le plus souvent τ(p) = z et on dira que z est une
oordonnée lo
ale holomorphe (de sorte que z = x + iy fournit des 
oordonnéeslo
ales (x, y) de 
lasse C∞ ). On dit en�n que la 
arte est 
entrée en un point

p0 ∈ U si τ(p0) = 0, 
'est-à-dire si p0 est l'origine des 
oordonnées lo
ales.1.2. Espa
e tangent à une variété ou à une surfa
e deRiemannNous introduisons d'abord la notion 
lassique de dérivation. Si A et B sontdes anneaux (supposés 
ommutatifs et unitaires), et si B est aussi une A-algèbre,
e qui revient à la donnée d'un homomorphisme d'anneaux A → B, x 7→ x1B,on appelle dérivation D de A dans B toute appli
ation D : A → B qui est unhomomorphisme de groupes additifs et qui véri�e la règle de Leibnitz
D(uv) = uD(v) +D(u)v pour tous u, v ∈ A.Comme D(1A) = D(1A × 1A) = 1AD(1A) + 1Ad(1A) = 2D(1A), il vientné
essairement D(1A) = 0. On notera Der(A,B) l'ensemble des dérivations de

A dans B. Si en outre A, B sont des algèbres sur un 
orps K, on supposera engénéral que l'homomorphisme A → B est K-linéaire, et on note alors DerK(A,B)le K-espa
e ve
toriel des dérivations K-linéaires de A dans B.Si A est un fais
eau d'anneaux sur X de fon
tions à valeurs dans K = R ou C,on peut 
onsidérer l'anneau noté Ax des � germes � de fon
tions de A en x, 
'est-à-dire l'ensemble des 
lasses d'équivalen
e de fon
tions dé�nies sur des voisinages
V assez petits de x, pour la relation d'équivalen
e f ∼ g si f et g 
oïn
ident surun 
ertain voisinage W de x. On a un homomorphisme d'anneaux Ax → B = Kdé�ni par f 7→ f(x) ∈ K.Dé�nition 1. Si A est un fais
eau d'anneaux de fon
tions sur X à valeurs dans
K = R ou K = C, on appelle dérivation de A en un point x ∈ X la donnée pour
haque voisinage V de x d'une K-forme linéaire D : A(V ) → K 
ompatible auxrestri
tions (si V ′ ⊂ V et f ∈ A(V ), alors Df|V ′ = Df ), et véri�ant la règle deLeibnitz

D(fg) = f(x) (Dg) + (Df) g(x)pour tous f, g ∈ A(V ).Déterminons d'abord les dérivations du fais
eau d'anneaux C∞
Rn au point x = 0.Soit D une telle dérivation. Posons ξj = Dxj (on note i
i par abus xj la fon
tion

x 7→ xj). On part de l'observation que
D1 = D(1 · 1) = 1 · (D1) + (D1) · 1 = 2D1don
 D1 = 0. Soit f une fon
tion de 
lasse C∞ au voisinage de 0 et soit

uj(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xj
(tx) dt.
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rire
f(x) − f(0) =

∫ 1

0

d

dt
f(tx) dt =

∫ 1

0

n∑

j=1

xj
∂f

∂xj
(tx) dtd'où

f(x) = f(0) +
n∑

j=1

xjuj(x) ave
 uj(0) =
∂f

∂xj
(0).Il vient alors

Df =
n∑

j=1

(Dxj)uj(0) =
n∑

j=1

ξj
∂f

∂xj
(0) = Dξf(0),don
 D = Dξ est la dérivation dans la dire
tion du ve
teur ξ = (ξ1, . . . , ξn). Lesdérivations de C∞

Rn s'identi�ent aux ve
teurs de Rn par la 
orrespondan
e ξ 7→ Dξ.Dé�nition 2. Etant donné une variété di�érentielle (X,C∞
X ) de 
lasse C∞, onappelle espa
e tangent de X au point p ∈ X, noté TX,p, l'ensemble des dérivationsdu fais
eau C∞

X en p. On notera ξ : f 7→ ξf (ou parfois Dξ ) une telle dérivation.D'après 
e qui pré
ède, pour toute variété di�érentielle X de dimension n ettout système de 
oordonnées lo
ales τ = (x1, . . . , xn) : U → Ω sur un voisinageouvert U du point p ∈ X , on a un isomorphisme
TX,p ≃ Rn, ξ 7→ (ξ1, . . . , ξn) ave
 ξj = ξ xj .Dans 
es 
oordonnées, la dérivation ξ ( = Dξ) peut en
ore s'é
rire sous la forme

Dξ =

n∑

j=1

ξj
∂

∂xj
,ave
 l'abus de notation 
onsistant à poser pour tout f ∈ C∞

X (U)

∂f

∂xi
(p) =

∂(f ◦ τ−1)

∂xi
(τ(p)).Dans la pratique, lorsqu'on travaille dans une 
arte �xée, on 
onsidère souventl'homéomorphisme τ 
omme une � identi�
ation � de l'ouvert U à l'ouvert Ω, desorte qu'on se permet d'omettre τ dans les formules, 
omme si on avait τ = Id. Pardé�nition de l'espa
e tangent, on peut alors 
onsidérer le système de dérivations

( ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

) 
omme une base de TX,p en 
haque point p ∈ U .Le 
as d'une surfa
e de Riemann est plus subtil, dans la mesure où il 
onvientde distinguer d'une part les dérivations du fais
eau stru
tural OX , et d'autre part
elles du fais
eau C∞
X ⊃ OX qui dé�nit la stru
ture de surfa
e di�érentielle sous-ja
ente. On part de l'observation que les dérivations ξ : O → C de l'anneau desfon
tions holomorphes sur un ouvert Ω ⊂ C sont données par

f 7→ ξ ϕ = af ′(p) = a
∂f

∂z
(p),
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tions holomorphes et surfa
es de Riemannoù a = ξ z. Pour le voir (en p = 0 par exemple), on é
rit f(z) = f(0) + zu(z) àpartir du développement en série, ave
 u(0) = f ′(0),Dé�nition 3. Soit (X,OX) une surfa
e de Riemann et C∞
X ⊃ OX le fais
eaud'anneaux des fon
tions C∞ sur X.(i) L'espa
e tangent (
omplexe ) TX,p est l'ensemble des dérivations 
omplexes

OX,p → C, 
'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme
ξ : OX,p → C, f 7→ ξ · f = a

∂f

∂z
(p), a ∈ C,relativement à une 
oordonnée holomorphe z = τ(p) sur un ouvert U ⊂ X.(ii) L'espa
e tangent réel TR

X,p est l'ensemble des dérivations réelles C∞
X,p → R,
'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme

ξ : C
∞
X,p → R, f 7→ ξ · f = α

∂f

∂x
(p) + β

∂f

∂y
(p), α, β ∈ R,relativement à une 
oordonnée holomorphe z = x+ iy = τ(p).(iii)L'espa
e tangent 
omplexi�é TC

X,p est l'ensemble des dérivations C∞
X,p → C,
'est-à-dire les opérateurs linéaires de la forme

ξ : C
∞
X,p → C, f 7→ ξ · f = α

∂f

∂x
(p) + β

∂f

∂y
(p) = a

∂f

∂z
(p) + b

∂f

∂z
(p),relativement à une 
oordonnée holomorphe z = x + iy = τ(p), où α, β ∈ Csont des 
oe�
ients 
omplexes quel
onques et a = α+ iβ, b = α− iβ.Il est évident que l'on a un isomorphisme de C-espa
e ve
toriels

TC

X,p ≃ TX,p ⊕ TX,poù TX,p admet pour base la dérivation ∂/∂z, où TX,p est l'espa
e 
onjugué ayantpour base ∂/∂z, et TC
X,p est l'espa
e de dimension 
omplexe 2 ayant pour base

(∂/∂z, ∂/∂z). Rappelons que l'on a par dé�nition
∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

− i
∂

∂y

)
,

∂

∂z
=

1

2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
.L'espa
e tangent réel TR

X,p, quant à lui, est un sous-espa
e ve
toriel réel dedimension 2 de l'espa
e tangent 
omplexi�é TC

X,p, 
onstitué pré
isément desve
teurs tangents 
omplexi�és invariants par 
onjugaison, 
'est-à-dire les ve
teursde la forme
a
∂

∂z
+ a

∂

∂z
= α

∂

∂x
+ β

∂

∂yave
 a = α + iβ, α, β ∈ R. Les dérivations de TX,p annulent les fon
tionsholomorphes, tandis que 
elles de TX,p annulent les fon
tions anti-holomorphes,
'est-à-dire les fon
tions du fais
eau 
onjugué OX .
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es de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 2311.3. Sphère de RiemannLa sphère de Riemann est tout simplement la sphère unité de R3

S2 =
{
(u, v, w) ∈ R3 ; u2 + v2 + w2 = 1

}
.On appelle proje
tion stéréographique de p�le A ∈ S2, l'appli
ation

πA : S2 r {A} −→ PA = (OA)⊥sur le plan PA perpendi
ulaire en O à la droite (OA), qui envoie tout point
M ∈ S2 r {A} sur le point d'interse
tion (AM) ∩ PA. On 
onvient d'orienterle plan PA par une base (−→e1 ,−→e2) 
hoisie en sorte que (−→e1 ,−→e2 ,−−→

OA) soit une baseorthonormée dire
te de R3.Munie des 
artes � proje
tions stéréographiques � :
πS : S2 r {S}, M




u
v
w



 7→ z =
u+ iv

1 + w
,

πN : S2 r {N}, M



u
v
w


 7→ z′ =

u− iv

1 − w
,
'est une surfa
e de Riemann; la transition de 
arte θ = πN ◦ π−1
S est donnée par

θ : πS(S2 r {S,N}) = C∗ → πS(S2 r {S,N}) = C∗ z 7→ z′ =
1

z
.En étendant πS : S2 r {S} → C en π̃S : S2 → C ∪ {∞}, ave
 π̃S(S) = ∞, onidenti�e la sphère de Riemann à P1

C
= C ∪ {∞}.Ainsi, une base de voisinages de ∞ dans C ∪ {∞} est formée des ensembles

VR = C∪{∞}rD(0, R) = {|z| > R} et une fon
tion f est holomorphe au voisinagede ∞ (f ∈ OS2(VR)) si et seulement si z 7→ f(1/z) est holomorphe sur D(0, 1/R).On note, à partir de maintenant, z = τ(x) la � 
oordonnée holomorphe lo
ale �(i.e. le
ture systématique dans la 
arte). Une métrique hermitienne sur une surfa
ede Riemann est une appli
ation x 7→ h(x) de la forme h(z) = h1(z)|dz|2 où
h1 : Ω → R+ est de 
lasse C∞. On applique don
 
ette métrique à des ve
teursdu plan tangent à X en x.La métrique induite par R3 sur S2 n'est évidemment pas 
elle lue par les 
artesdans C. Néanmoins, on a entre 
es deux métriques la relation

du2 + dv2 + dw2 =
4|dz|2

(1 + |z|2)2si du2 + dv2 + dw2 est la métrique induite par R3 et |dz|2 
elle de C (lue dans la
arte).Corollaire. Les proje
tions stéréographiques πS et πN 
onservent les angles de
ourbes.
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tions holomorphes et surfa
es de RiemannDémonstration. Ce
i vient du fait que les di�érentielles dπS et dπN sont dessimilitudes dire
tes (les métriques du2 + dv2 + dw2 et |dz|2 étant proportionnellesd'après le 
al
ul 
i-dessus). On dit en
ore que πS et πN sont des transformations� 
onformes �.Pour obtenir une 
arte 
onforme de S2 (
onservant les angles) sur un ouvert
U ⊂ S2, il su�t don
 de prendre une appli
ation quel
onque de la forme f ◦ πSave
 f biholomorphe sur l'ouvert image Ω = πS(U) (il faut alors supposer que
S /∈ U). Idem pour f ◦ πN .2. Appli
ations holomorphes entre surfa
es deRiemann, 1-formes holomorphesDé�nition. Si X et Y sont des surfa
es de Riemann alors une appli
ation
ontinue ϕ : X → Y est dite holomorphe si ∀f ∈ OY (V ), f ◦ ϕ ∈ OX(f−1(V )).Si (Uα, τα) est un atlas de X et (Vβ, τ̃β) est un atlas de Y , 
ette dé�nition estéquivalente à : ∀(α, β), τ̃β ◦ ϕ ◦ τ−1

α ∈ O(τα(Uα ∩ ϕ−1(Vβ))).Remarque. On dé�nit de même, par 
artes lo
ales, le fais
eau MX des fon
tionsméromorphes, et une fon
tion est méromorphe si elle est lo
alement le quotient dedeux fon
tions holomorphes.Remarque. Si X est une surfa
e de Riemann, une fon
tion méromorphe sur Xest la même 
hose qu'une fon
tion holomorphe X → P1
C
(
f. le 
hangement de
arte, au voisinage de ∞, θ ◦ f = 1/f).Dé�nition. Une 1-forme holomorphe (respe
tivement méromorphe) sur une sur-fa
e de Riemann X est la donnée de β(z) = f(z) dz, où f : X → C est holomorphe

(respe
tivement méromorphe). On dé�nit le résidu, en z0, d'une 1-forme β holo-morphe sur U r {z0}, par
Res(β, z0) =

1

2πi

∫

γ

β,où γ est un la
et dans U r {z0} d'indi
e 1 en z0, par exemple le bord d'un petitvoisinage 
ompa
t de z0.Théorème (Formule des résidus). Si X est une surfa
e de Riemann, si K estun 
ompa
t de X à bord de 
lasse C1 par mor
eaux et α est une 1-forme holomorphesur V r {x1, . . . , xn} où V est un voisinage de K et {x1, . . . , xn} ⊂ K◦, alors
∫

∂K

β = 2πi

n∑

j=1

Res(β, xj).Démonstration. On dé
oupe le 
ompa
t en un nombre �ni de mor
eaux Kℓ
ontenus dans des 
artes, en se débrouillant pour que ∂Kℓ ne 
ontienne pas depoint singulier. On applique alors la formule usuelle (pour un 
ompa
t de C) à
ha
un des 
ompa
ts Kℓ.
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es de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 2333. Surfa
es de Riemann 
ompa
tesThéorème. Si X est une surfa
e de Riemann 
ompa
te 
onnexe alors les seulesappli
ations holomorphes sur X sont les 
onstantes.Démonstration. Appli
ation immédiate du prin
ipe du maximum (le maximumest atteint puisqu'on est sur un espa
e 
ompa
t).Théorème. Si X est une surfa
e de Riemann 
ompa
te et β est une 1-formeméromorphe sur X alors ∑x∈X Res(β, x) = 0.Remarque. On déduit de 
e qui pré
ède, en 
onsidérant β = df/f , qu'unefon
tion méromorphe sur une surfa
e de Riemann 
ompa
te a autant de zérosque de p�les, pourvu que l'on prenne en 
ompte les multipli
ités.4. Courbes algébriques4.1. Courbes algébriques a�nesDé�nition. Une 
ourbe algébrique a�ne plane est une 
ourbe C =
{
(x, y) ∈

C2 ; P (x, y) = 0
}, où P est un polyn�me.Pour qu'une telle 
ourbe soit lisse, il su�t que le système d'équations P (x, y) =

∂P/∂x(x, y) = ∂P/∂y(x, y) = 0 n'admette pas de solution dans C2.Dans 
e 
as, si par exemple ∂P/∂y(x0, y0) 6= 0 en un point de C, alors par lethéorème des fon
tions impli
ites on a h : V → C holomorphe sur un voisinage
V de x0 telle que C soit le graphe y = h(x) au voisinage de (x0, y0). C est don
une surfa
e de Riemann, de 
arte lo
ale en un tel point la première proje
tion
p1(x, y) = x.4.2. Courbes algébriques proje
tivesDé�nition. Si Q ∈ C[x, y, z] est homogène de degré d, i.e.

Q(λx, λy, λz) = λdQ(x, y, z),alors on dé�nit la 
ourbe proje
tive plane
C =

{
[x : y : z] ∈ P2

C ; Q(x, y, z) = 0
}
.Si U =

{
[x : y : z] ∈ P2

C
; z 6= 0

}, alors U ≃ C2 et, pour une 
ourbe proje
tiveplane C 
omme 
i-dessus,
C ∩ U =

{
[x : y : 1] ; Q(x, y, 1) = 0}.

C ∩ U est don
, par l'isomorphisme U ≃ C2, une 
ourbe algébrique a�ne plane.Pour qu'une 
ourbe proje
tive plane soit lisse, et don
 une surfa
e de Riemann
ompa
te, il su�t que le système d'équations
∂Q

∂x
(x, y, z) =

∂Q

∂y
(x, y, z) =

∂Q

∂z
(x, y, z) = 0
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tions holomorphes et surfa
es de Riemannn'admette pas de solution dans C3.Dé�nition. Si C =
{
(x, y) ∈ C2 ; P (x, y) = 0

} est une 
ourbe algébrique a�neplane de degré deg(P ) = d, alors on introduit le polyn�me homogénéïsé
Q(x, y, z) = zdP (x/z, y/z)et la 
ompa
ti�ée de C est la 
ourbe proje
tive plane

C =
{
[x : y : z] ∈ P2

C ; Q(x, y, z) = 0
}
.Les points à l'in�ni rajoutés à C pour former C 
orrespondent à z = 0 et se
al
ulent don
 en 
onsidérant l'équation Q(x, y) = 0.5. Courbes elliptiques5.1. Dé�nition des 
ourbes elliptiquesDé�nition. Soit Λ un réseau dans C, 
'est-à-dire un sous-groupe dis
ret de rang 2

Λ = Za+ Zb = {ma+ pb ; (m, p) ∈ Z2}où a, b sont des nombres 
omplexes R-linéairement indépendants. On appelle
ourbe elliptique asso
iée au réseau Λ l'espa
e quotient X = C/Λ, muni de latopologie quotient.
0

a

b

w

Ω0

Ωw

π

∂U0

∂Uw

τw

C

C/Λ

Topologiquement, C/Λ est un tore, obtenu en re
ollant les arêtes opposées duparallélogramme fondamental P (parallélogramme fermé d'arêtes [0, a] et [0, b]).Soit π : C → X = C/Λ la proje
tion 
anonique. Pour tout w ∈ C, on 
onsidère leparallélogramme ouvert
Ωw = w + P ◦, Ωw ⊂ C,et son image Uw = π(Ωw) ⊂ X . Alors π est un homéomorphisme de Ωw sur

Uw et on a don
 un homémorphisme inverse τw = π−1 : Uw → Ωw. Le système
(τw)w∈C 
onstitue un atlas holomorphe. En e�et, il n'est pas di�
ile de 
onstaterque les interse
tions Uw ∩Uw′ sont 
onstituées de 1, 2 ou 4 
omposantes 
onnexesqui sont elles-mêmes des parallélogrammes (4 parallélogrammes par exemple pourl'interse
tion U0 ∩ Uw �gurant sur le s
héma 
i-dessus). Les appli
ations de
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es de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 235transition τww′ = τw ◦ τ−1
w′ : τw′(Uw ∩ Uw) → τw(Uw ∩ Uw) 
oïn
ident ave
des translations z 7→ z + λ, λ ∈ Λ, sur 
ha
une des 
omposantes 
onnexes de

τw′(Uw ∩ Uw) (l'élément λ n'est pas le même sur les di�érentes 
omposantes
onnexes, mais peu importe . . .).Conséquen
e. L'atlas (τw)w∈C est holomorphe et munit la 
ourbe elliptique C/Λd'une stru
ture de surfa
e de Riemann 
ompa
te.Notre obje
tif est de démontrer le théorème suivant.Théorème. Pour tout réseau Λ, la 
ourbe elliptique C/Λ est isomorphe (en tantque surfa
e de Riemann) à une 
ourbe algébrique lisse de degré 3 dans P2
C
.On peut en fait démontrer que toute surfa
e de Riemann 
ompa
teX admet unplongement sur une 
ourbe algébrique lisse dans P3

C
(et une immersion dans P2

C
, surune 
ourbe algébrique n'ayant que des points doubles � ordinaires �), mais il s'agitd'un résultat 
onsidérablement plus di�
ile, né
essitant des résultats d'Analysenon triviaux. Dans le 
as qui nous intéresse, la preuve se fait en exhibant unisomorphisme expli
ite relativement simple. C'est l'objet du paragraphe suivant.5.2. Fon
tion ℘ de WeierstrassÉtant donné un réseau Λ = Za+ Zb ⊂ C, on dé�nit la fon
tion de Weierstrass

℘ asso
iée à Λ par
℘(z) =

1

z2
+
∑

λ∈Λ⋆

(
1

(z − λ)2
− 1

λ2

)
(5.2.1)

=
1

z2
+

∑

(m,p)∈Z2r{(0,0)}

(
1

(z −ma − pb)2
− 1

(ma+ pb)2

)
.On 
ommen
e par montrer qu'il y a 
onvergen
e normale sur tout 
ompa
t de

C r Λ (les points de Λ étant visiblement des points singuliers). En e�et,
1

(z − λ)2
− 1

λ2
=

1

λ2

(
1

(1 − z/λ)2
− 1

)
=

1

λ2

(z/λ)(2 − z/λ)

(1 − z/λ)2
.Pour z ∈ K ⊂ D(0, R) et λ assez grand, disons |λ| > 2R, on a |z/λ| 6 1/2 et

|1 − z/λ| > 1/2, d'où
∣∣∣∣

1

(z − λ)2
− 1

λ2

∣∣∣∣ 6
|z/λ| (2 + 1/2)

|λ|2 · 1/4 6
10R

|λ|3 .Le problème est don
 seulement de démontrer la 
onvergen
e de la série à termespositifs∑λ∈Λ⋆ 1/|λ|3. Or, en raison des hypothèses, (a, b) est une base du R-espa
eve
toriel C ≃ R2, et par 
onséquent (x, y) 7→ |x| + |y| et (x, y) 7→ |xa + yb| sontdeux normes sur R2. Le théorème sur l'équivalen
e des normes dans les espa
esnormés de dimension �nie entraîne l'existen
e de 
onstantes C1, C2 > 0 telles que
C1(|x| + |y|) 6 |xa+ yb| 6 C2(|x| + |y|).En parti
ulier |ma + pb| > C1(|m| + |p|), et le problème se ramène don
 à la
onvergen
e de la série

∑

(m,p)∈Z2r{(0,0)}

1

(|m| + |p|)3 = 4
∑

m∈N⋆

1

m3
+ 4

∑

(m,p)∈N⋆×N⋆

1

(m+ p)3
.
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tions holomorphes et surfa
es de RiemannOn peut pour 
ela utiliser la majoration élémentaire usuelle
∑

m∈N⋆

1

(m+ p)α
6

∫ +∞

p

dx

xα
=

1

α− 1

1

pα−1
, ∀α > 1.En appliquant 
e
i pour α > 2 et en sommant sur p ∈ N⋆ il vient

∑

(m,p)∈N⋆×N⋆

1

(m+ p)α
6

1

α− 1

∑

p∈N⋆

1

pα−1
6

1

α− 1

(
1 +

1

α− 2

)
=

1

α− 2
< +∞.Comme la série dé�nissant ℘ ne 
omporte qu'un nombre �ni de termes ayantdes p�les dans un disque 
ompa
t D(0, R) donné (à savoir 1/z2 et les termes

1/(z−λ)2−1/λ2 
orrespondant aux indi
es λ ∈ Λ⋆∩D(0, R)), et 
omme 
ha
un de
es termes est méromorphe sur C, on en déduit que ℘ est une fon
tion méromorphesur C, admettant pour p�les les éléments λ ∈ Λ du réseau. Par ailleurs, le théorèmede dérivation terme à terme donne
(5.2.2) ℘′(z) =

∑

λ∈Λ

−2

(z − λ)3ave
 
onvergen
e normale sur tout 
ompa
t de C r Λ. De là on déduit laProposition. La fon
tion ℘ est une fon
tion méromorphe périodique de groupede périodes Λ, i.e. ℘(z + λ) = ℘(z) pour tout λ ∈ Λ et il n'y a pas d'autrespériodes. La fon
tion admet pour p�les pré
isément les points de Λ ; 
e sont desp�les doubles. Par ailleurs, la fon
tion ℘ est paire, et elle admet au voisinage de
0 un développement en série de Laurent

℘(z) =
1

z2
+

+∞∑

p=1

(2p+ 1)s2p+2z
2p,où les 
oe�
ients sp sont les sommes des � séries d'Eisenstein �

sp =
∑

λ∈Λ⋆

1

λp
.Démonstration. Il est 
lair sur la formule (5.2.1) que ℘ est paire (un 
hangement
on
omitant de z en −z et de λ ∈ Λ⋆ en −λ ∈ Λ⋆ laisse la série in
hangée). Parailleurs, la Λ-périodi
ité de la dérivée ℘′ est évidente sur la formule (5.2.2). Enparti
ulier, les fon
tions ℘(z+a)−℘(z) et ℘(z+b)−℘(z) sont 
onstantes, puisqueleur dérivée est nulle sur l'ouvert 
onnexe C r Λ. En prenant z = −a/2 /∈ Λ, ilvient ℘(z + a) − ℘(z) = ℘(a/2) − ℘(−a/2) = 0 don
 ℘(z + a) − ℘(a) est nulle,et il en est de même pour ℘(z + b) − ℘(z). On voit don
 que tous les éléments

λ = ma + pb sont des périodes. Comme
u(z) = ℘(z) − 1

z2
=
∑

λ∈Λ⋆

(
1

(z − λ)2
− 1

λ2

)



Chap. VIII : Surfa
es de Riemann, propriétés fondamentales et exemples 237est homomorphe au voisinage de 0 ave
 u(0) = 0 et
u(n)(z) =

∑

λ∈Λ⋆

(−1)n(n+ 1)!

(z − λ)n+2
, n > 1,il vient u(z) =

∑+∞
n=1

u(n)(0)
n! zn au voisinage de 0, ave
 u(n)(0)

n! = (n + 1)sn+2.L'imparité de sn vis-à-vis de λ montre que sn = 0 pour n impair > 3, on a don

u(z) =

+∞∑

n=1

(n+ 1)sn+2z
n =

+∞∑

p=1

(2p+ 1)s2p+2z
2pau voisinage de 0 et le développement en série de Laurent de ℘ s'en déduit. Soiten�n Λ1 le groupe des périodes de ℘, qui 
ontient Λ d'après 
e qui pré
ède. Comme

0 est un p�le double, la Λ1-périodi
ité montre que les points de Λ1 sont égalementdes p�les. On a don
 Λ1 ⊂ Λ, d'où Λ1 = Λ.Corollaire. La fon
tion ℘ se fa
torise par passage au quotient en une fon
tionméromorphe
℘̃ : C/Λ → C ∪ {∞}

(et don
 en une appli
ation holomorphe ℘̃ : C/Λ → P1
C
), ayant un unique p�ledouble 0̇.De même les dérivées ℘(n) sont Λ-périodiques et donnent par passage auquotient des fon
tions méromorphes ℘̃(n) sur C/Λ admettant 0̇ 
omme uniquep�le. On montre maintenant, et 
'est là un fait tout à fait fondamental, que ℘satisfait une équation di�érentielle algébrique simple.Équation di�érentielle fondamentale de ℘. La fon
tion ℘ satisfait l'équation

℘′2 = 4℘3 + α℘+ βave
 les 
onstantes 
omplexes α = −60s4, β = −140s6.Démonstration. Le début de la série de Laurent de ℘ est
℘(z) = z−2 + 3s4z

2 + 5s6z
4 + 7s8z

6 +O(z6).Par dérivation, on a don

℘′(z) = −2 z−3 + 6s4z + 20s6z

3 + 42s8z
5 +O(z5),

℘′(z)2 = 4z−6 − 24s4z
−2 − 80s6 + (36s24 − 168s8)z

2 +O(z4),

℘(z)3 = z−6 + 9s4z
−2 + 15s6 + (27s24 + 21s8)z

2 +O(z4).Par di�éren
e, on trouve
℘′(z)2 − 4℘(z)3 = −60s4z

−2 − 140s6 − (72s24 + 252s8)z
2 +O(z4)

℘′(z)2 − 4℘(z)3 − α℘(z) = −140s6 + (108s24 − 252s8)z
2 +O(z4).en posant α = −60s4. En parti
ulier la fon
tion ℘̃′2 − 4℘̃3 − α℘̃ est holomorphesur C/Λ tout entier (le p�le z = 0̇ a disparu). Par 
ompa
ité de C/Λ, elle est
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tions holomorphes et surfa
es de Riemannné
essairement 
onstante et égale à sa valeur en z = 0̇, soit β = −140s6, 
e quidémontre le théorème.Remarque. L'identi�
ation à zéro des 
oe�
ients ultérieurs du développementfournit des relations remarquables reliant les valeurs des série d'Eisenstein, perme-ttant en parti
ulier de 
al
uler de pro
he en pro
he s8, s10, . . ., à partir des deuxpremières valeurs s4, s6. On a ainsi 108s24 − 252s8 = 0, d'où s8 = 3
7
s24.On a maintenant le lemme suivant.Lemme. Les zéros de ℘′ sont les points z = a/2, z = b/2 et z = (a+ b)/2. Leursimages par ℘, à savoir

r1 = ℘(a/2), r2 = ℘(b/2), r3 = ℘((a+ b)/2)sont les trois ra
ines (2 à 2 distin
tes) de l'équation 4p3 + αp+ β = 0, p ∈ C. Enoutre, l'appli
ation
℘̃ : C/Λ → P1

Ca la propriété suivante: pour tout w ∈ P1
C

r {∞, r1, r2, r3}, la préimage (℘̃)−1(w)est 
onstituée de deux éléments opposés et distin
ts z, −z (modΛ), tandis quepour w = ∞, r1, r2, r3, l'équation ℘̃(z) = w admet une ra
ine double, égalerespe
tivement à 0, a/2, b/2, (a+ b)/2 (modΛ).On exprime géométriquement le lemme en disant que ℘̃ réalise un � revêtementrami�é � à 2 feuillets de C/Λ sur P1
C
, ave
 points de rami�
ation 0, a/2, b/2,

(a+ b)/2 (modΛ).Démonstration. Si w = ∞, on a bien (℘̃)−1(∞) = {0̇}, et 
e point doit être
onsidéré 
omme double, puisque 0̇ est un p�le double. Maintenant, si w ∈ C,la fon
tion méromorphe ℘̃(z) − w sur la surfa
e de Riemann 
ompa
te C/Λ esttelle que la somme algébrique des multipli
ités des zéros et des p�les est nulle.Comme il n'y a qu'un seul p�le, de multipli
ité 2, on en déduit que l'équation
℘̃(z) = w admet deux ra
ines, 
omptées ave
 multipli
ités. D'après la parité de
℘, 
es ra
ines forment né
essairement un 
ouple de points 2 à 2 opposés z, −z, àmoins qu'on ait z = −z dans C/Λ. Ce
i se produit si et seulement si 2z = 0 modΛi.e. 2z = ma+pb ∈ Λ. Suivant la parité de m et p, on obtient exa
tement 4 
lasses,
elle des éléments z = 0, a/2, b/2, (a + b)/2. En 0, la situation est 
laire, on a
℘(0) = ∞ et 0 est un p�le double. Aux autres points, par exemple a/2, l'imparité etla périodi
ité de ℘′ impliquent ℘′(a/2) = −℘′(−a/2) = −℘′(a/2− a) = −℘′(a/2),don
 ℘′(a/2) = 0. On trouve de même ℘′(b/2) = 0 et ℘′((a + b)/2) = 0. Par
onséquent, si r1, r2, r3 sont les images par ℘ de a/2, b/2 et (a+ b)/2, l'équation
℘̃(z) = rj (j = 1, 2, 3) admet 
es points 
omme ra
ines doubles, et il ne peut yen avoir d'autre. L'équation ℘′2 = 4℘3 + α℘+ β montre que les images r1, r2, r3de a/2, b/2, (a + b)/2 par ℘ sont bien ra
ines de l'équation 4p3 + αp + β = 0.Les images r1, r2, r3 sont né
essairement distin
tes (et sont don
 les 3 ra
inesdistin
tes du polyn�me 4p3 + αp+ β): si on avait disons r1 = r2, alors l'équation
℘(z) = r1 = r2 admettrait 2 ra
ines doubles distin
tes modΛ, à savoir les 
lassesde a/2, b/2, soit un total de 4 points en 
omptant les multipli
ités, 
ontradi
tion.Le lemme est démontré.Nous avons maintenant le résultat suivant, qui pré
ise le résultat énon
é au
§ 5.2.
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ation ϕ : C/Λ → P2
C
telle que

ϕ(z) = [℘̃(z) : ℘̃′(z) : 1]pour z 6= 0̇ et ϕ(0̇) = [0 : 1 : 0] dé�nit un isomorphisme (
'est-à-dire uneappli
ation biholomorphe) de la 
ourbe elliptique C/Λ sur la 
ourbe algébrique lissede degré 3
Γ =

{
[x : y : t] ∈ P2

C ; y2t = 4x3 + αxt2 + βt3
}
,qui est la 
ompa
ti�
ation proje
tive de la 
ourbe algébrique a�ne

Γ =
{
(x, y) ∈ C2 ; y2 = 4x3 + αx+ β

}
.Le point [0 : 1 : 0] est l'unique point à l'in�ni de Γ, et sur C/Λ r {0̇}, ϕ peut êtrevue 
omme l'appli
ation

C/Λ r {0̇} → Γ ⊂ C2, z 7→ (℘(z), ℘′(z)).Démonstration. Nous laissons au le
teur le soin de véri�er que Γ est lisse (onutilise pour 
ela le fait que l'équation 4p3 + αp+ β = 0 a ses 3 ra
ines distin
tes),et qu'elle admet [0 : 1 : 0] 
omme unique point à l'in�ni. L'équation di�érentiellesatisfaite par ℘ montre que ϕ envoie bien C/Λ dans Γ. Seul le 
omportement auvoisinage de 0̇ n'est pas 
lair. Pour z voisin de 0, on a
ϕ(z) = [℘(z) : ℘′(z) : 1] = [z−2 +O(z2) : −2z−3 +O(z) : 1]

= [z +O(z5) : −2 +O(z4) : z3] = [−1

2
z +O(z5) : 1 : −1

2
z3 +O(z7)],(5.2.3)après multipli
ation par z3, puis division par −2 + O(z4). Ce
i montre bien que

ϕ : C/Λ r 0̇ se prolonge au voisinage de l'origine en une appli
ation holomorphede C/Λ dans P2
C
, telle que ϕ(0̇) = [0 : 1 : 0]). Pour z 6= 0̇, la dérivée de ϕ (vue
omme appli
ation dans C2) est

ϕ′(z) = (℘̃′(z), ℘̃′′(z)),qui ne s'annule jamais (la première 
omposante ℘̃′(z) s'annule seulement si
z = a/2, z = b/2, z = (a + b)/2, mais en 
es points ℘̃′′(z) 6= 0, puisque 
espoints sont des ra
ines doubles de l'équation ℘̃(z) = rj). Par ailleurs, (5.2.3)montre que ϕ′(0) 6= 0, la première 
omposante ayant une dérivée non nulle. Ce
imontre que ϕ est un di�éomorphisme lo
al de C/Λ dans Γ. En fait ϕ est bije
tive,
omme il résulte fa
ilement du lemme: la préimage de [0 : 1 : 0] ∈ Γ r Γ est {0̇},tandis qu'un point (x, y) ∈ Γ est atteint par une et une seule des deux ra
ines z,
−z de l'équation ℘(z) = x (on a ℘′(z)2 = y2 = 4x3 + αx+ β, et si z ne 
onvientpas, alors −z 
onvient grâ
e à l'imparité de ℘′).Remarque. On peut démontrer plus généralement que toute surfa
e de Riemann
ompa
te est isomorphe à une 
ourbe proje
tive lisse dans P3

C
et, par proje
tiondans P2

C
, qu'elle s'envoie sur une 
ourbe algébrique de P2

C
ayant au plus des pointsdoubles ordinaires.


