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– 1ère thèse –

SUR DIFFÉRENTS ASPECTS DE LA POSITIVITÉ EN ANALYSE COMPLEXE.

– 2ème thèse –
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Introduction

Cette thèse se compose de deux parties. La première est consacrée à l’étude des fibrés
vectoriels positifs, et en particulier des relations qui existent entre les différentes notions
de positivité. Plusieurs théorèmes d’annulation de la cohomologie sont obtenus dans ce
cadre par un usage direct de l’inégalité de Kodaira-Nakano. On retrouve ainsi certains
résultats antérieurs de Ph. Griffiths, S. Nakano et H. Skoda.

La seconde partie est consacrée aux propriétés des courants positifs fermés. Crâce à une
formule générale de type Lelong-Jensen, nous étudions la transformation des nombres
de Lelong d’un courant par image directe par un morphisme analytique propre. Les
inégalités obtenues fournissent de nouveaux lemmes de Schwarz utiles en théorie des
nombres. En liaison avec la conjecture de Hodge, on donne enfin des exemples de courants
positifs fermés extrêmaux qui ne sont pas des cycles analytiques, répondant ainsi par la
négative à un problème soulevé par P. Lelong et R. Harvey.

1. Fibrés vectoriels holomorphes positifs.
Soit E un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur une variété analytique complexe X,
n = dimCX, r = rang(E). Au fibré E est attachée canoniquement une forme hermitienne
ic(E) sur les fibres de TX⊗E. On dit que le fibré E est s-positif si la forme ic(E) prend
des valeurs > 0 sur tout tenseur de TX ⊗ E non nul et de rang 6 s, s ∈ {l, 2, . . . , n}.

La positivité de Ph. Griffiths correspond à s = 1, celle de Nakano à s > inf(n, r),
toutes les notions co“̈ncidant pour r = 1 ou n = 1. On suppose désormais X käh-
lérienne et faiblement pseudoconvexe (i.e. X possède une fonction plurisousharmonique
exhaustive). Les méthodes L2 de Kohn-Hörmander-Nakano-Skoda donnent le

Théorème 1.1. – Si E est s-positif, Hn,q(X,E) = 0 pour q > n− s+ 1.

Comme la positivité de Griffiths est la notion La plus significative géométriquement
(elle passe aux fibrés quotients), il est intéressant de disposer de relations entre les notions
de positivité introduites plus haut. Ceci fait l’objet du théorème suivant :

Théorème 1.2. – Soit E un fibré positif au sens de Griffiths, alors :

(a) E ⊗ detE est positif au sens de Nakano ;

(b) Si E est de rang r > 2, E∗ ⊗ (detE)s est s-positif.

La théorie des morphismes surjectifs de fibrés semi-positifs due à H. Skoda donne lieu à
des calculs de courbure qui sont particulièrement bien interprétés dans ce contexte. Soit
une suite exacte

0 −→ N −→ E
g−→ 0

de fibrés vectoriels holomorphes hermitiens de rangs respectifs r − q, r, q. Etant donné
k ∈ {0, 1, . . . , n}, on pose s = inf(n− k, r − q). Nous montrons le

Théorème 1.3. – On suppose que E est s-semi-positif, et on se donne un fibré linéaire
L tel que ic(L) > (s+ ε)ic(detQ), ε > 0. Alors le morphisme

Hn,`(X,E ⊗ L) −→ Hn,`(X,Q⊗ L)

est surjectif pour ` > k.
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Ce théorème admet une version plus précise, avec estimations L2, qui a de nombreuses
applications à des problèmes d’algèbre locale ou d’analyse fine (X sera alors le plus
souvent une variété de Stein). Nous avons considéré en particulier le problème d’extension
d’une fonction holomorphe définie sur une sous-variété, à l’espace ambiant tout entier.

On se donne une sous-variété fermée X = F−1(0) d’un ouvert pseudo-convexe Ω ⊂ Cm
où F : Ω → CN est holomorphe. Alors il existe une rétraction holomorphe ρ : U → X,
U étant un voisinage tubulaire de X que l’on estime avec précision. La construction de
ρ est inspirée d’un travail de Berenstein et Taylor : on fabrique un isomorphisme
d’un voisinage de la section nulle du fibré normal NX sur U , au moyen d’un scindage
holomorphe de la suite exacte 0→ TX → TΩ|X → NX → 0. L’existence de ce scindage
(qui résulte bien sûr du théorème B de Cartan) est concrétisée par le résultat suivant,
dérivé du th. 1.3.

Théorème 1.4. – Soit 0→ N → E
g→ 0 une suite exacte de fibrés vectoriels hermitiens

au-dessus de X, E étant supposé semi-positif au sens de Griffiths et N , Q munis des
métriques induites par celle de E. On se donne un fibré linéaire M et une fonction p.s.h.
ϕ sur X telle que

ic(M) + i∂∂ϕ > (s+ ε)ic(detQ) + ic(detE)− iRicci(X)

avec s = inf(n, q) + inf(n, r − q), ε > 0. Alors pour toute section globale f de
Hom(Q,Q⊗M), telle que

∫
X
|f |2e−ϕdV < +∞, il existe une section h de

Hom(Q,E ⊗M) telle que g ◦ h = f et∫
X

|h|2e−ϕdV 6
(

1 +
inf(n, r − q)

ε

)∫
X

|f |2e−ϕdV.

Il en résulte un théorème d’extension : toute fonction holomorphe h sur X se prolonge à
Ω avec contrôle de la croissance. Si l’on pose h̃ = h◦ρ, l’extension globale H est obtenue
grâce à un théorème général de type Hörmander-Bombieri-Skoda, qui améliore les
résultats de B. Jennane.

Théorème 1.5. – Soient q = codimX, ϕ, ψ ∈ psh(Ω), ε un réel > 0 et h̃ une fonction
holomorphe sur l’ouvert U = {z ∈ Ω ; |F (z)| < e−ψ(z)} telle que∫

U

|h̃|2e2qψ−ϕdV < +∞.

Alors il existe une fonction holomorphe H sur Ω qui co“̈ncide avec h̃ sur X et telle que∫
Ω

|H|2e2qψ−ϕ(1 + |F |2e2ψ
)−q−ε

dV < +∞.

Pour s’affranchir des hypothèses de régularité concernant les fonctions plurisoushar-
moniques (poids intervenant dans les estimations L2 ou fonction d’exhaustion de la var-
iété X), on est amené à démontrer un théorème d’approximation des fonctions p.s.h.
sur une variété kählérienne X quelconque. A toute fonction ϕ p.s.h. (semi-continue)
sur X, on associe les régularisées ϕε par des noyaux construits à l’aide de l’application
exp : TX → X :

ϕε(z) =
1

Cε2n

∫
ζ∈TzX

ϕ(expz(ζ))χ
( |ζ|2
ε2

)
dλ(ζ),
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où C, ε > 0, n = dimX, χ ∈ C∞(R), χ > 0 sur ]−∞, 0], χ = 0 sur [1,+∞[.

On montre que la partie négative du Hessien ϕ reste localement bornée, avec convergence
uniforme si les nombres de Lelong de ϕ sont nuls.

Théorème 1.6. – Quitte à remplacer ϕε(z) par ϕε(z) + ε2 log 1
ε ψ(z) avec ψ ∈ C∞(X),

ψ > 0 convenable, il existe des familles (λε) de fonctions > 0 et (γε) de (1, 1)-formes > 0
de classe C∞ ayant les propriétés suivantes :

(a) limε→0 ϕε(z) = ϕ(z) en tout point z ∈ X ;

(b) ϕε et λε sont croissantes par rapport à ε ;

(c) i∂∂ϕε > γε − λεω (où ω est une métrique kählérienne sur X) ;

(d) lim p.p.ε→0γε = partie absolument continue de i∂∂ϕ ;

(e) limε→0 λε(z) = 0 en tout point z où le nombre de Lelong ν(ϕ, z) est nul.

Ce théorème permet notamment de retrouver certains résultats de Richberg et
Greene-Wu sur l’approximation des fonctions p.s.h. continues. Il permet aussi de véri-
fier que toute variété kählérienne faiblement pseudoconvexe est complète, sans hypothèses
de régularité.

2. Courants positifs fermés.
Soit T ∈ D′p,p(X) un courant de bidimension (p, p) sur une variété analytique complexe
X de dimension n. On dit que T est faiblement > 0 si i α1 ∧ α1 ∧ . . . ∧ i αp ∧ αp est
une mesure positive pour tout système de formes αj ∈ D1,0(X). La positivité forte est
la notion duale. Comme dans le cas des fibrés > 0, il existe des relations entre ces deux
notions de positivité. Le prototype de tels résultats est le suivant.

Théorème 2.1. – Soit α une (p, p)-forme faiblement > 0 sur Cn. On définit les con-
stantes C(n, p), C ′(n, p) par C(n, p) +C ′(n, p) = (n+ 1)!/(n− p+ 2)!, C(n, 1) = 1, et la
relation de récurrence

C ′(n, p) =

p−1∑
r=1

(
p− 1

r

)
C(n− r, p− r).

Alors on a les inégalités de positivité forte :

−C ′(n, p) tr(α)
ωp

p!
6S α 6S C(n, p) tr(α)

ωp

p!

où ω = i
2∂∂|z|

2 et où tr(α) est la trace de α.

Notre objectif sera ensuite de donner une définition souple et intrinsèque des nombres de
Lelong d’un courant faiblement > 0 fermé.

On se donne une fonction ϕ > 0 de classe C2 sur X telle que logϕ soit p.s.h. et telle qu’il
existe R > 0 vérifiant {ϕ < R} ∩ SuppT b X. Grâce à une formule générale de type
Lelong-Jensen, on montre l’existence de la limite

ν(T, ϕ) = lim
r>0, r→0

1

(2πr)p

∫
{ϕ<r}

T ∧ (i∂∂ϕ)p,

qu’on appellera nombre de Lelong de T par rapport au poids ϕ.
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On retrouve la définition classique du nombre ν(T, z) en un point z ∈ Cn en posant
ϕ(ζ) = |ζ−z|2. Y.T. Siu a démontré l’invariance des nombres de Lelong par changement
de coordonnées analytiques locales, résultat qui se généralise aisément dans ce cadre :

Théorème 2.2. – Soit ψ une fonction ayant les mêmes propriétés que ϕ. On suppose
que

lim inf
logψ(z)

logϕ(z)
> `

quand z ∈ SuppT et ϕ(z) tend vers 0. Alors

ν(T, ψ 6 `pν(T, ϕ).

En particulier ν(T, ψ) = ν(T, ϕ) si logψ ∼ logϕ.

Soit maintenant F : X → Y un morphisme de variétés (ou d’espaces) analytiques, dont
la restriction au support de T est propre. Il est particulièrement intéressant d’examiner
les nombres de Lelong associés à l’image directe F∗T .

Théorème 2.3. – Si x ∈ X, on définit la p-multiplicité de F en x par :

µp(F, x) = sup{s1s2 . . . sp},

où s1 6 s2 6 . . . 6 sN sont les ordres d’annulation en x des composantes F1, F2, . . . , FN
de F suivant des coordonnées locales au point y = F (x) ∈ Y . Alors, pour tout point y ∈ Y
tel que la fibre F−1(y) ∩ SuppT soit totalement discontinue, on a

ν(F∗T, y) >
∑

x∈F−1(y)

µp(F, x)ν(T, x).

Une inégalité inverse ν(F∗T, y) 6
∑
µp(F, x)ν(T, x) peut également être obtenue si la

fibre F−1(y) est finie, avec des multiplicités µp(T, x) > µp(F, x).

En combinant la formule de Jensen déjà mentionnée avec le théorème 2.2., on obtient un
lemme de Schwarz assez général et très utile en théorie des nombres.

Théorème 2.4. – Soient P1, P2, . . . , PN des polynômes de degré δ dans Cn dont les
parties principales admettent l’origine pour unique zéro commun. Alors il existe une
constante C > 1 telle que pour toute fonction entière G dans Cn et tout R > r > 1 on
ait

log |G|r 6 log |G|R − δ1−nν(P∗T, 0) logR/Cr

avec |G|r = sup|z|=r |G(z)|, T = i
2π∂∂|G|.

Ce lemme de Schwarz permet de retrouver le théorème de E. Bombieri sur les valeurs
algébriques de fonctions méromorphes, ainsi que certaines conjectures de Waldschmidt-
Choodnovsky concernant les zéros de polynômes dans Cn.

Corollaire 2.5. – Soit S une partie finie de Cn. Pour tout entier t > 1, on considère le
nombre ωt(S) = degré minimum des polynômes non nuls s’annulant à l’ordre t sur S, et

Ω(S) = inf
{ωt(S)

t
; t > 1

}
.

– 6 –



Alors

(a) Ω(S) >
(ω1(S) + 1) . . . (ω1(S) + n− 1)

ω1(S)n−2n!
;

(b) Ω(S) >
n+ 1

n
si ω1(S) > 2.

La dernière partie de la thèse est consacrée à l’étude des éléments extrêmaux du cône des
courants fortement > 0 fermés, problème soulevé par P. Lelong et R. Harvey. Soit
Γd la suite de courbes de Fermat zd0 + zd1 + zd2 = 0 dans P2(C). On montre que la suite
des courants d’intégration 1

d [Γd] converge faiblement vers un courant extrêmal sur P2 qui
n’est pas un cycle analytique. L’existence et le calcul explicite du courant limite reposent
sur un théorème de support, valable en particulier pour les courants positifs fermés.

Théorème 2.6. – Soit Θ un courant de bidimension (p, p), d’ordre 0 ainsi que dΘ, à
support dans une sous-variété réelle S de classe C1 d’une variété analytique complexe X.

(a) Si la dimension du plus grand espace complexe tangent à S est en tout point < p,
nécessairement Θ = 0.

(b) On suppose dΘ = 0. Si S est fibrée en sous-variétés complexes connexes de dimension
p, et totalement réelle dans les directions transverses, alors Θ est somme (par rapport
à une mesure complexe) des courants d’intégration sur les fibres.

Grâce aux théorèmes de prolongement des courants > 0 fermés de masse finie dus à
H. Skoda, on construit ensuite pour toute dimension intermédiaire 0 < p < n des
exemples de courants extrêmaux dans Pn et Cn qui ne sont pas des cycles analytiques.

Le problème des courants extrêmaux est en fait lié de manière directe à la conjecture de
Hodge, via le théorème de Krein-Milman. Si tout courant extrêmal dans Cn etait un
cycle analytique, la conjecture de Hodge serait vraie pour les sous-variétés de Pn, avec
une formulation très forte qui ne tient pas compte des obstructions cohomologiques. On
construit donc par ce biais de nouveaux contre-exemples de nature topologique.

Dans une direction positive, on démontre un théorème d’approximation des courants > 0
fermés de bidegré (1, 1) par des diviseurs irréductibles. La démonstration utilise d’une
part une idée d’Oka et Lelong pour l’approximation des fonctions p.s.h. par des log-
arithmes de modules de fonctions holomorphes, d’autre part une méthode générale de
constructions d’hypersurfaces irréductibles. L’essentiel de cette méthode est résumé par
le résultat suivant.

Théorème 2.7. – Soit S un ensemble analytique dans Cn, défini par des équations
F1 = F2 = . . . = FN = 0. On suppose que S est en tout point de codimension > 2. Soit
ϕ une fonction croissante > 0 telle que

lim
t→+∞

ϕ(t)

t
= +∞.

Alors il existe des fonctions entières G1, G2, . . . , GN telles que

(a) le diviseur associé à la fonction H = F1G1 + . . .+ FNGN est irréductible ;

(b) le lieu singulier de l’hypersurface {H = 0} est contenu dans S.

(c) log
(
|G1|+ . . .+ |GN |

)
6 ϕ(log |z|) sur Cn.

En combinant le théorème 2.7 avec le contre-exemple de Cornalba-Shiffman au pro-
blème de Bezout transcendant, on obtient des exemples de courbe à croissance lente ayant
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une suite de points singuliers à croissance rapide. Grâce au théorème de Paley-Wiener,
il en découle également certaines applications à l’analyse harmonique, notamment en ce
qui concerne l’étude des propriétés arithmétiques de l’idéal D(Rn) dans l’anneau de
convolution des courants à support compact E′(Rn), n > 2.

Pour chacun des résultats énoncés dans cette introduction, les références internes aux
articles de la Thèse sont les suivantes.

Théorème 1.1 : article II / 1.2 : I, II / 1.3 : II / 1.4 : III / 1.5 : III / 1.6 : II /
2.1 : I / 2.2 : V / 2.3 : V / 2.4 : IV / 2.5 : IV / 2.6 : VI / 2.7 : VII.
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[V] Sur les nombres de Lelong associés à l’image directe d’un courant positif fermé ; Ann.
de l’Inst. Fourier Grenoble 32 (1982) 37-66.
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