MAJORATION STATISTIQUE DE LA COURBURE

D'UNE VARIETE ANALYTIQUE

Par Jean—-Pierre DEMAILLY et Bernard GAVEAU

0 - INTRODUCTION

L'objet de ce travail est d'8tudier la croissance de la courbure de

Ricci d'une sous-variété analytique dans un ouvert strictement pseudoconvexe
~ . ] P . cen =, .

borné © C T, Une telle &tude avait déjd &té entreprise dans [5], [4]

pour le cas des diviseurs de la boule de L~ ou E3. De maniére générale,

N

étant donné une application analytique F = (Fl,..

SHE ) 2 Q> c? ayant une

p
certaine croissance, on regarde si la courbure des surfaces de niveau de F
peut-&tre estimée. En codimension p > 1, on sait que la croissance de 1'aire
d'une surface de niveau prise 1solément n'est pas reliée 3 la croissance de F
(cfl[2]) , mais que 1l'estimation de 1l'aire subsiste n€anmolns en moyenne

(cf[ 7] ). On est donc amend 3 &tudier de méme des majorations statistiques de

la courbure.

- s . -1
Pour tout ¢ € Ep, on considére la surface de niveau X€;= F ().
La variété XC sera supposée sans singularités. On munit alors XC de
s N 1 2, . P s
la métrique kdhlérienne @ = T dad® tz’ induite par la métrique euclidienne

I o . ..
usuelle de €, et on désigne par R -la forme de courbure de Ricci correspondante



de X (la définition précise est donnée au §3). Nous montrons le résultat

z

sulvant.

Théoréme 1. Soit &(z) = d(z,00Q) la distance de =z au bord 9. On suppose

que F .,FP sont bornées. Alors pour tout entier q=0,1,...,n-p on

e

a 1'estimation

[ dx () f (SP‘*'CL [Log(l + 1/6)]_q Rq A QH-P—q <t oo
Jr e ¢P X

avec d\ = mesure de Lebesgue de cP.

Une estimation plus générale valable pour un ordre de croissance

quelconque des fonctions Fj sera énoncée dans le th. 3.6. Le th. 1

1l
—

equivaut respectivement pour q = 0, ¢ , @ = dim X_ = n-p 3 une majoration

trace(R), et de la courbure totale

de 1'aire, de la courbure scalaire K

Ir = || Rn—p/ de X _. Lorsque q est quelconque, on a simplement

(n-p)!’| 4
une estimée des fonctions symétriques &lémentaires des courbures principales
de X (= valeurs propres de la forme R). La démonstration consiste
essentiellement & effectuer de multiples intégrations par parties, en exploi-
tant le fait qu'on dispose d'un bon contrdle du potentiel de la forme R.
Meéme en codimension p = 1, il semble peu probable qu'on puisse obtenir une
version individﬁelle du th. 1 (i.e. pour tout ¢z, JX(".)< + ® ) : les

-

P . . . 5 . o, -
résultats obtenus dans [ 3] indiquent que la croissance des singularités d'une

hypersurface quelconque n'est pas 1i8e & la croissance de 1'Equation.

Dans le dernier paragraphe, on montre que la courbure totale d'une
hypersurface vérifie une équation de type Monge-Ampére, généralisant ainsi le

résultat analogue de [4] dans le cas des courbes et des surfaces.

Théoréme 2. Soit X une hypersurface de §} dont la courbure totale T n'est

identiquement nulle sur aucune composante de X. Alors I' vérifie 1'équation



idd Log ' = =(n+ 1) R+ 27[Z]

-~

oi [Z] est le diviseur des zéros de T

Cette formule pourrait s'avérer utile pour obtenir des estimées
fines de T et de ses dérivées covariantes, en utilisant la théorie du

potentiel le long de 1'hypersurface X elle-méme.

1. MAJORATION DE L'AIRE D' UN DIVISEUR.

Les résultats de ce paragraphe sont tout & fait classiques. Nous
avons préféré cependant reproduire 1l'essentiel des démonstrations, d'une
part pour fixer les notations, et d'autre part parce que nous aurons besoin

de toute facon des &léments techniques qui interviennent ici.

. n . - 2
Soit Q C C un ouvert strictement pseudoconvexe borné de classe C .
On sait qu'il existe une fonction p € C? (Q) ayant les propriétés suivantes
(1.1) p <0 sur Q ;

(1.2) p= 0, dp#0 sur le bord 39 ;

(1.3) p est strictement plurisousharmonique (p.s.h. en abrégé) sur Q.

On pose B = ddcp = 2i30p on d° = i(5 - 3), et pour tout a < 0

on définit

Q(a) = {z€Q; p(z) <a}, S(a =1{z€Q; p(z) = al.
Soit ag < 0 tel que dp# 0 pour op > a . L'ensemble S(a), a > a_, est donc
une sous-vari&té compacte de classe c*, canoniquement orient&e par la forme

volume d© oA Bn—l. Dans 1l'intégrale du th. 1, il sera commode de remplécer la

distance au bord & par |p| et la (1.1) forme a = %—ddc|z]2 par B (il

existe en effet des constantes C1 > 02 > 0 telles que CZS < lp|~< CIS et

C2a < B < Cla sur'ﬁ). Nous serons alors amen&s a effectuer de multiples

intégrations par parties du type suivant.



Lemme 1.1. Soit X une sous-variété analytique fermée de codimension p
dans , V une fonction p.s.h. sur X, 6 une forme fermée de bidegré
(n-p-1, n-p-1) 2 coefficients continus sur X. On se donne une fonction X :
]—W, 0] + R convexe dé&croissante, de classe C?> sur ]-», 0[, telle que
x(0) = x'(0) = 0.
(1.4) f x(p) davae = - f v|x' (o) ]daSp ne + f V" (0)dohd “phe

X X X
sous réserve que les trois intégrales soient absolument convergentes.

Dans le cas particulier X =0, p = 0, on obtient pour tout a E[ﬁO,O[ :

(1.5) (a-p)da®vre = vdBAD - v dd®pns.
’ (a)
S(a

JQ(a) Q(a)

Démonstration. Pour vérifier (1.4), on commence par tronquer les intégrales

en remplagant X par X M Q(a) et X par Xa(t) = ¥(t) - x(a) - ¥X'(a) (t-a),
a < 0, puis on passe 2 la limite quand a > 0. Grdce aux procédés standards de
régularisation, on se ram@ne &galement au cas ol 0,6,V sont de classe c’. La

formule (1.4) s'obtient alors a partir des identité&s :

1l

(1.6) d[xa(p)dCVAG] X, (P) ddvae + X! () dp A av A8

X, () ddVAe + x! (p) av A d%p A,
(1.7) AV x. (0)aps] = x! av A dp 48 + V x! () dd®phs + vx!'(0) do A dp 8

en appliquant deux fois la formule de Stokes. L'égalité dp A dvas = dv A dcpAe
utilisée implicitement dans (1.7) se démontre en observant que la 2-forme

dp A d®v - av A d%p ne contient pas de terme de bidegré (l,1). Les intégrales de
bord sont nulles car Xa(a) = X;(a) = (0. La vérification de (l.5) est analogue

i celle de (1.4) avec X =0 et xa(t) =a- t, mais ici (1.7) fait apparaitre



1'intégrale de bord [ vaSpns. O
S(a)

Lemme 1.2. Soit T wun courant =0 fermé de bidegré (n-p-1, n-p-1) sur X

et ¥ : ]-»,0 [ — TR une fonction décroissante de classe c! telle que

X(0_) = 0. Alors
(1.8) J X' (p)|dp A d%p A T = f x(p) ddp A T.
X X
La démonstration est semblable & celle du lemme 1.1. On applique la formule de

Stokes sur X N N(a) en écrivant

dlx, () @% AT = X () dd®0 AT + X! (p) dphd P AT avec X (6) = X(D)-x(a).C

Lorsque V est une fonction p.s.h., on sait que les moyennes de V_ = sup(V,0)

sur les pseudo-sphéres S(a) majorent les moyennes de V. = sup(-V,0). De fagon
précise :
Lemme 1.3. Soit 1 une fonction croissante = 0 sur l'intervalle [aO,O[. On

suppose que la fonction p.s.h. V vérifie une condition de croissance au bord

du type

v ¢ a8l <n@), a € [a,0].
Js(a) + P o

Alors il existe une constante Cl>>0 telle que

o v e o o 1l

s(a) ~
o a € [a ,0[ et ||V ]| = v_ g™
o -l ata )~
o
Démonstration. En choisissant pour 6 1la (n-1,n-1)- forme positive 0 = Bn—l

la formule (1.5) entraine



(1.10) J v,d% A g1 -J vapong - { vg" = o
S(a) S(a)

(1.11) f v Y < nea) J v g™
5(a) Q(a)

Puisque dp # 0 pour p = 2 il existe une constante Cp, > 0 telle que

n

(1.12) 8% < ¢, dp A d ARY ! sur 2\ ) -

Posons A(a) = J V_dcp A Bn_l. Pour a = as 1'8galité (1.11) implique
S(a)

M@ <n@ + [1V.I1,+ e | vapha% A"
QCa) \ Q(ao)
a
= n(a) + IIV_HO +C, J A(t) dt.
a
o

I1 suffit maintenant de reproduire la démonstration du lemme de Gronwall. La for-

mule de Stokes montre que la fonction X est continue sur [ aO,O[, car dvV_ = dV_ - dV
a
est a4 coefficlents Licc' En posant A(a) = e_CZa J A(t)dt, il vient
a
)

~C a -C
A'(a) = e 2@ (A(a) - C2 J A(t)dt) < e 28
a

(o]

ot + ||V_I1)-

Comme 1 est croissante, on obtient donc

Ma) < e C2% (a - a) (n(a) + ![V;|IO) >

d'ot  A(a) < C, (n(a) + [[V;[’O) avec C, =1+ C2|a0‘ e €22, O

Certaines classes de fonctions holomorphes seront d'un intérét tout

particulier dans la suite.

”Définition 1.4. Soit n : [-»,0 [ - M une fonction croissante > 0 de classe ct.




On définit les classe Aﬂ(ﬂ) C Nn(ﬂ) de fonctions holomorphes sur  par

les conditions sulvantes

(1.13) F € An(Q) si et seulement si 1l existe une constante M > 0 telle
que

Log |F(z)| <M nlp(z)) , z €Q ;
(1.14) F € NH(Q) si et seulement si il existe une constante m > 0 telle

que

j Log+ IF(z)| ac o A Bnml < mn(t) , t€ [aO,O[.
S (t)

On consid@re sur Ah(Q)’ Nn(Q) les fonctionnelles

¢, (@) = M (® + [[Log_ [F] |[,

(1.15)

]

0 () = m (7) + | |Log_ |F| |

fe) b4
Mﬂ(F) et mn(F) étant respectivement les plus petites constantes possibles

M,m dans (1.13) et (l.14).

La classe Nﬁ(Q) correspondant 2 N = 1 est usuellement dénommée classe de
Nevanlinna (d'ol la notation). Cette classe intervient de maniére naturelle

-

lorsqu'on cherche 3 obtenir des majorations de 1'aire d'un diviseur (cf [1] , [6]).

Théoréme 1.5. Soit F € Nn(Q) et [Z] 1le diviseur des zéros de FTF.

Etant donné € > 0, on considére la fonction convexe de classe c?

0

x(t)=J du , t < 0.

¢ n(u)l+€

Il existe des constantes C3(€) ; Ca(e) > 0 1indépendantes de F telles que

(1.16) Condition de Blaschke : I x (o) [z2] A Bnulg CS(E) wn(F) :



1

”(1.17) Condition de Malliavin : J T
n(p)

c n-2 _
= [ZJAdp Adp A B < ¢ (g) wn(F).

La démonstration repose essentiellement sur 1'équation de Lelong-Poincaré

(1.18) [z] = 7%; dd® Log |F| et sur les formules d'int&gration par parties
des lemmes 1.1 et 1.2. Avec X =0 et T =1[Z] A Bn—Z le lemme 1.2 montre
que
| 1 c n-2 n-1
———— [ZIAdp AN dp AB = xe) [z A B .
n(o)1+E

Les conditions de Blaschke et de Malliavin sont donc équivalentes. Raisonnons
d'abord dans le cas oli n est non bornée, c'est—3-dire X'(0) = 0. D'aprés

1'équation (1.18) et le lemme 1.1 (1.4) il vient
27 J x(0) [2] A gl o —J Log|F|.| X (0)| da% A 8™ ! + J Log|F| ¥'(0) dpAd% A g™}
Q Q
" : -1
(1.19) < J Log_|F|.|x (0| 5“4-J Lor |F| ¥'(p) dp A d% A 8",
Q Q

L'hypothése TF € NH(Q) entraine que

(

7l % A8 <n@ e (), acla,0.

Log o

JS(a)

+

L'inégalité (1.10) appliquée 3 V = Log, |F| donne alors

n

. < [od n""l < 1~
i%(ao) Log, |F| 8 _L(a Log,|F| d"p A B n(a,) ¢ (F), d'od
(0]

(1.20) Log_|F|.|x' (o) ] 8™ + f Log, |7 Xx"(0) dondCong™ ! < C5 v, (P).

LZ(ao) Q(ao)

D'aprés (1.12), les intégrales analogues sur § \ Q(ao) sont major8es par



J (Log_|F|. C,| x'(@)| + TLog, [|F| x"(0)) dgo haS n g™
Q \Q(ao)

soit encore, grice au théordme de Fubini, par

0

(1.21) c, J |X'(t)|dt J Log_[F| a% o A Bn—l
a S(t)
o]
0
(1.22) + [ X”(t) dt J Log+|F| a© o A B.
%o S(t)
Oon a " = -(l+)n’ n_z—E , donc (1.22) < (1.23) avec
0 1 + 1/¢
(1.23) =f y"(£)de x n(e) ¢ _(F) = ————— ¢ (F) < C, ¢ (F).
a n ng(a ) n n
o o

Enfin, le lemme 1.3 montre que

j Log |F| &% 2 8™ < ¢ (e ® + ||tog|Fl |1,
5(t) 1 n o

donc l'intégrale (1.21) est inférieure 2

dt

(1.24) = C1 C2 J 1+€(

5 (n(t) <Pn(F) + ||Log_ |F| HO< c7wn(F).

La condition (1.16) résulte alors de (1.19), (1.20) et des inégalités
(1.21) < (1.24), (1.22) < (1.23). Lorsque n est bornée, on applique (1.5) au

lieu de (1.4), ce qui fait apparaitre le terme de bord

f Log |F| d% AB" < n(a) ¢ (F) < G5 ¢  (F).0

Remarque 1.6. Pour n = 1, on trouve la condition de Blaschke classique

n-1

J lp] [2] ABT <+ o,
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2. MAJORATION STATISTIQUE DE L'AIRE D'UNE SOUS-VARIETE.

Nous allons maintenant étudier le probl&me de la majoration de l'aire
d'une variédté intersection compl&te de codimension quelconque. Soit
F = (Fl""’Fp) : Q> € une application analytique. Si T € Ep, on note
X la surface de niveau X_ = Frl(c). D'aprés le théoréme de Sard, la variété

z

XC est sans singularit&s pour presque tout [ € tP. L'estimation du théoréme

1.5 n'est plus vraie en général pour chaque surface XC fixée (cf. [2]), mais

on a la version statistique suivante, inspirée de [7].

Théorsme 2.1. Soient F, €N (), F, €A (,...,F €A (D

(nl,...,ﬂp S %gl (J- =,0[ &tant des fonctions croissantes > 0).

Pour tout € > 0 on pose

0 - p—1
K (6) = —— { b-8 du | e<o.
(p-D)! £ (n nz---np)(u)

Il existe une constante C(p,e) > 0 telle que

(2.1 J' <HMFY”E axr(z) { v (o) 8P < c(p,e) B(F)
gec[:p X P

C

P
avec B(F) = (1 +m (F,)) T (1+M_ (F.)), cf. définition 1.4.
Nl o Ny J

Démonstration. Par récurrence sur p. Considérons d'abord le cas p = 1,

n=n F = Fi , l'hypersurface Xg &tant définie par F - ¢ = 0. D'aprés

le théordme 1.5, il suffit de vérifier

2.2 J =+ )7 e (7 -0 da) <ce) (e ().
et n n
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Par définition, wn(F} = mn(F) + HLog_|F| ”o ol mn(F) est la plus
petite constante m qul intervient dans (1.14). Puisque Log+(x + )

< Log x + Log.y + Log2 si x,y 20 , 1il vient

m (F-0) < m (P + ¢ +Loglz]) ,
f 1+ /DT -0 @) < cyle) A+ m ().
ceu n n

En majorant brutalement (1 + [;}z)dlug par 1, on trouve d'autre part

2 -1-
127178 1og |a - ¢] dAr) < ¢ Log —— dA(z),

(2.3) J (1+ |z L - J
z €T 2] <1 2]

n

€ g™,

vor [ g g [l I, < o, |
€ C Q(ao)

(2.2) résulte immédiatement de 1i. Supposons maintenant le théoré&me démontré
P
pour p - 1 (avec p >2). Posons L' = (gy,....C ) » ©=(C'0),

F' = (Fl,...Fp_l) , Xy = F'_I(C'). Aprés remplacement de € par £/2, 1'hypothése

C'

de ré&currence montre que

(2.4) J o1 (1# e H7TPER e j Xpm1 (9 P < ¢ () B(RD.
'€t X,
Un calcul immédiat donne
_ _ 0 _ \D2
Xllct) — ____1_+€_1__ . X ' (b)) = 1 J (u I+t€) du L op > 2 ;
(e P G-t e )T ) (W
1 1 0 p-3
X (8) = —e——— > X"(®) = ——— J (v-0)P” du , p >3.
- 1
;" ny (1) (p-3! & 011+€“2"‘”p)(u)

On en déduit pour p 2 2 les inégalités

[x ()| < ¢ Xp_l(t) si t € [Infp,0] ,

(2'5) " |
Xy (£ n (&) < pr_l ] .
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Choisissons ' tel que XC' soit sans singularité@s, et Cp valeur non

critique de la restriction de Fp a Xp. Appliquons le lemme 1.1 (1.4) a
- - - _ g™ P

X=X V= 5- Log |Fp cp} , 0=R F.

implique

CT

L'équation de Lelong-Poincaré ad®v = [XC] considérée sur X

(2.6) J X _(p) B"P = - f vlx' (o) ] eWPHL J vy (p) dpAdSpng" P
x. P x, P X, P

-n+1 . -
< f Log |F_ -z |.|x' ()] g™ P + J Log, |F -z |.x"(0)dpAdp A 8"°F.
X P P P X P p P
g' z!
Comme ci-dessus on voit que

L - < M - :
og, |7~ o | < ¢y np(Fp) + 1+ Log [z | n (0

les inégalités (2.5) donment donc la majoration

n l)l 1

(2.7) ¢!

' Cc n-p
+ Gy (an(Fp) + 1 + Log+[cp1) JX | |y P_1(p>l dpoAdp A B "

D'aprés le lemme 1.2, on a
- —p+1
(2.8) J ! _ (o) [dond®p A 8777 = f Xpo1 () 87 P
p-
XC' XC'

On intégre maintenant (2.6) avec le poids (1+|C|2)"p_E , qu'on majore par

—P+1-€/2 —1—8/2

(r+1z'® . Si 1'on tient compte de (2.3), (2.4),

(2.8) et (2.6) < (2.7), on obtient finalement 1'inégalité attendue (2.1). O

2
(1 + lcp[ )

Posons nE(t) = (ﬂi+€

nz...np) ((1-e)t). Des minorations triviales
-1 -1
donnent ) (t) > e’ [t|P/pt n_(0) , X (0) > e [e|PT /(- In_(1).

Une nouvelle application du lemme 1.2 permet d'énoncer :



Corollaire 2.2. Sous les hypothé&ses du théoréme 2.1 on a

(2.9) f (1 + |g]|HP™® J o|” n (@ ! P < + e,
r e P X, €

(2.10) J (1 + |z]»H7F " J Pl 7 e n % n B PT < b e
¢ e P X £

Cas particuliers
(2.11) 1les fonctions Fj sont bormées et ng(t) = 1.

(2.12) Les fonctions F, sont & croissance polynomiale au bord ,

(iee. Log|F | < c, Tog(1+ V]| 5 n (o) = [Log(1+ M/ e|)] P*E,

(2.13) Les fonctions F, sont d'ordre fini T =0, i.e. pour tout e > O,
il existe C(g) > 0 telle que LogIth<_C(€)|prT_E ; on peut prendre alors

nE(t).= |t[—pT—E et Xp(p) _ |p,‘p(l+T)+€’

3. INTEGRALES DE COURBURE

Soit X wune sous-variété analytique de dimension d damns 1'ouvert

QR cC " strictement pseudoconvexe). On désigne par TX le fibré tangent a X.

Définition 3.1. TX &tant muni de la métrique euclidienne standard o = -% da® |z|?,

on appellera forme de courbure de Ricci de (X,a) la forme de courbure du fibré
*
canonique AdT X :

R=1ic W% = -1 ca%x).

Cette définition différe des conventions usuelles, suivant lesquelles
. d . . . d *
R =1 c (A“TX). Le choix que nous avons fait sera commode parce que i c(A'T X)

est toujours une (1,1)-forme = 0, comme le montre le calcul explicite suivant.

Lemme 3.2. On suppose que X est définie par le systeme d'@quationms

F = (Fl,...,FP) = (0,...,0) et que 1'application linéaire tangente dF est
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surjective en tout point de X (on a donc d = dim X = n - p). Pour tout

multi-indice croissant L = {11""’1p} c{1,2,...,n} , on pose :
9F;
= dé Pl
JL(-F) dét [ le :l s
KT1<3,k<p
T -1 |1 D% so.
L
|L|=7p

Alors on a les formules suivantes
* 2
(3.1) v @ = J3®° ,
mP

ol d\ est la (p,p)-forme associée 3 la mesure de Lebesgue sur ;

(3.2) R = [ddC Log J(F)]|X (restriction de aa® Log J(F) a X).

Preuve de (3.1). Soient (gl,...,cp) s (zl,...,zn) des coordonnées orthonormées

sur Ep et En. On a

2
_ 57D ;P — —
dh= 2P 1P dgyp Andr o AdE he-ohodT

*
(3.3) F (dC1 Moo A dgp) Z JL(F) dzL.

L]

La formule (3.1) résulte immédiatement de 1a.

Preuve de (3.2). Pour tout multi-indice L de longueur p, 1'égalité (3.3)

implique

*
Fdey Ahde) fdzey = g (P dz) Ao.hdz o,

+ gtant la signature de la permutation qui r&ordonne L U CL en 1,2,...,n.
Fixons - z° € X et un multi-indice M, |M| =p, tel que JM(F) #0 au
voisinage de z°. Puisque dzCL et dZGM sont des formes holomorphes de

degré maximal d = n-p sur X, on trouve
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JL(F)
dzUL = * — deM (en restriction & TX), et
J (B
M
d 2 2 2
a “p .P - J(F) “Pp P -
-— = I 2 i dz A dz = —t— 2 i dz A dz .
d! L 2 M
1= o b g b
I1 vient donc “dZBM” = 2p/2 |JM(F)‘/J(F) ; la forme de courbure de

* .
AdT X est alors donnée classiquement par

*
R=ic (M0 = dd® Log ——— = da® Log J(F)

ey |

car JM(F) est une fonction holomorphe non nulle. [
Nous pouvons maintenant énoncer le résultat essentiel de ce travail.

Théoréme 3.3. Soit F = (Fl""’Fp) : 0> ¢° une application holomorphe,

avec F. € N (0 , F,. € A (D,...,F €A (Q). On suppose que Log J(F)< pip)
1 m 2 n, P n,

sur §, avec une fonction u € %31 (] =»,0[ croissante > 0. Quel que soit

g > 0, on pose :

1 [0 (-tyPr 7L gy

(t) = /<7
% ,q (prq-1)! ‘ n11+€ nz"‘”p 19 ()

Pour tout entier ¢q = 0,l,...,n-p, la courbure de Ricci des surfaces de niveau

X = F—l(c) vérifie 1'estimation

(3.4) J (1+]g|H7P7F d)\(C)J v (@ rREA TP <4,
r € ¢P x  Psd

C

Démonstration. Par récurrence sur q. Pour q = 0 1'inégalité& (3.4) résulte

de (2.1). Nous aurons besoin des lemmes techniques suivants au cours de 1'é&tape

de récurrence.
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Lemme 3.4. Soit V € fgz(ﬂ) une fonction p.s.h. telle que 0 < V < u(p)
sur §. Pour tout entier k = l,...,n et tout € > 0, on définit des fonctions

1 0 ~k-€
convexes Tk : ]-o0,0 - R vpar Wk(t) = D7 J; [u—tl p(u) du.
Alors :

L Q

Preuve : Il n'est pas restrictif de supposer U non bornée ; lorsque U est
bornée, on peut toujours écrire Y comme limite décroissante de fonctions non
bornées et passer a4 la limite dans les inégalités. On raisonne alors par

récurrence sur k. Des calculs Eélémentaires donnent

0.
HORE () E, v () ="?E?%7T' L: -t 572w @ siok> 2,
" ' -2-c " -2-c
Yi(e) = (I+e) u'(e) w(v) , Yoo = u(o) ;
0
" 1 k-3 k- .
Wk(t) = =T L; \u—t] n(u) € du si k> 3.

On en dé&duit :

(3.5 ¥I© u®) = 4+ D) g VO

(3.6) v(e) u(e) < ILPI'(_I(t)| pour k>2.

n-k

Le lemme 1.1 (l1.4) appliqué a O = (ddcv)k_I A OB entraline pour tout

k=1

f ¥ (p) (aa°H* A g7 —f v (o) ] @awh g gt
9] Q

+J v (o) (aanE ! pdp A a% a gPE
Q

< J ¥ (o) up) (@ do A d% A gk,
Q

Si k =1, (3.5) donne le majorant
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1 -€ -1 1 -€
(1+=) J d-u(e) ™) @A BT = (1 + ) f ITC R
Q Q
compte tenu de la formule de Stokes et de ce que lim u(p)_g =0
p*o

Si k =2, (3.6) implique

f ¥, () (@aa®nk p g¥F < J vl ()] @an* ! aap na% ngYE,
9 Q

n-k+1

et 1'intégrale de droite est &gale & f Wk—l (p) (ddCV)k_1 AR
Q

grice au lemme 1.2. 0

Lemme 3.5. Soit V une fonction p.s.h. telle que V < u(p) sur .
On suppose que V est de classe c? sur un ouvert Q' C Q. Soit Wk
comme dans le lemme 3.4 si k=1 et WO = 1, Alors pour tout

€ >0 et tout entier k =0, il existe une constante C > 0 indépendante

de V et Q' , telle que

f ¥, (0) e’ (Ad*E 1 p"F < ¢ < 4 .

g'n {v <o}

Preuve. Pour k > 1, soit y la fonction convexe >0 définie par
a(t) = et/k si t <0 et  Y(t) =1+ t/k si t=0.

La fonction p.s.h. Y 0 V est de classe c? sur l'ouvert

Q' N {v<0} et vérifie 0< YoV <1+ %— ulp) < C1 u(p).

Soit a < 0 fix8. On peut &dcrire YoV comme limite décroissante sur
Q(a) = {p-a < 0} d'une suite de fonctions p.s.h. Vv e 6~ ),

. . e s 1
obtenues par le proc&dé habituel de convolution, et vérifiant O < Vv < (Cl+3) uip).

Le lemme 3.4 appliqué sur §(a) entraline

J ¥, (p-a) (dd%v )< n g
Q)N Q' N {v<o} Vv

< (C

L %)k (1 +%) f n(o-a)~ = 8™

Q (a)
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On fait tendre v vers +®, puis a vers 0, ce qui donne

ik g gt < g, = dF (e D) f NES R
Q2

f v, () (dd® e
Q' n {v<o}

L'inégalité évidente

k(ddcv+%dVAch)>

1 V/k

c eV/k _ 1 v/ 1.
k

C
e dd® v

dd

implique le lemme 3.5 avec C = kk Cy- O

Revenons maintenant au th. 3.3, en supposant le th&or&me démontré

pour q-1 (q>1). Des calculs analogues 3 ceux effectués au §2 (2.5) donnent

>

1 JO (u—t)p_'-q_2 du

] X' (t)| = T oy
P>q -2)1 1+
(p+q-2) nl € nz.unp uq(u)

3.7 " (t) u(e) < |x () | si p=1, g=1.

1
Psq p,q-!l

On va utiliser le lemme 3.5 avec € =1, k = q - 1, en remarquant qu'il existe

une constante C3 telle que
q-1

(3.8) |X'p’q(t)l < C3 y (t) pour t € [Inf p,0].

D'aprés (3.7) , (3.8), l'hypoth&se Log J(F) < u(p) et le lemme 1.1
-1

(avec V = Log J(F) , R dd°v , 0 = R A g™ P on obtient

[ Xy o) BT A TP = - J ' . (| Log (@ rRT 4P
’X Ps>q X XP9q
z z
[ - o —
F g g Teg 3 R A ap A aS n gMPTY
X b
z

< J v (o) Log_ I(F) g41 p groPTat!
% q
C
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(3.9) +f ! , @] RITD Ao n d% a 8PP

X piq—

C
Le lemme 1.2 et l'hypoth@se de récurrence montrent que 1'intégrale (3.9)
fournit une contribution finie dans 1l'estimation (3.4). La preuve sera

achevée si on vérifie que

T = J ar(z) J ¥ (o) Tog J(m RITL A gMPTUL Lo
P X q-1 -

Soit Q' = {z€Q ; J(F) (z) # 0}. Avec le changement de variable ¢ = F(z),

le théoreéme de Fubini donne

I - J ¢ () Log (M) RI7L p gL ) Fean).
Q'

e * _ ‘
la formule (3.1) implique e P 9"l A @< ¢, sm? ™, don

4

n—q+1
. .

v _ 1 1(F)? Log J(F) Rl 4 g
yo) q- -
La fonction 3 intégrer est nulle en dehors de 1'ouvert {J(F) <1} , et
sur cet ouvert on a J(F)2 Log J(F) < J(F), ce qui donne :
n-q+1

vy () Jm 'Y oag

L=< C4 J ' q-!
QN {J(F) <1}

La finitude de I résulte alors du lemme 3.5 avec V = Log J(F), k = ¢g-1. U
Supposons en particulier que Fj S AU(Q)’ 1 < j<p. On a donc par définition

le(z)[ < exp[b% n(p(z))l , z € Q. Les inégalités de Cauchy appliquées sur le

disque
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T k‘ < C5 e |p2)]| , W, = 2y si 1 # k}

JF.

AN

C
. 6
fournissent EJ?TT exp [Mj n((1-e)p)l,

_J
sz
d'od Log J(F) < C7(€) u(p)

avec () = n((1-e)t) + Log(l+|%1).

Les fonctions Xp q(t) et Ix'p q(t)[ admettent alors les minorations
3

2

X, q(t);a Cg () |¢|P*e Vo q((I—E)t)_l ,
1 > p+(‘{"1 _ -1
X', OIFCer [P v (e
avec vp q(t) = np+€ [n + Log(l +1/!t]) ]q.

Le théordme 3.3 et le lemme 1.2 permettent donc de donner 1'é&noncé

suilvant :

Théoréme 3.6. Soit FjéE Aﬂ(Q)’ 1 <j <p. La courbure R de XC vérifie

les estimations :

(3. 107 J (1+[ 2 7P7F J lol?™ p q((l-E)p)_l R4 p g™ P Lo
X b

€ T
g g

(3.11) J

c [
E z

avec np q(t) = np+€ [n + Log(l + 1/|tI)]q.

Corollaire 3.7. Dans les cas particuliers suivants, les intégrales (3.10)

et (3.11) sont finies avec le choix de vp q indiqué :

(1+]zg] H)P™® f \p\p“l“vp q<(1—e>p>‘1 R A dp ha% A RVPTY I
X 2
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(3.12) T, bornées ; v () = [Log (1+ ]e])14

(3.13) Fj 3 coissance polynomiale (ef.(2.12)) ; Vp q(t) = [Log(1+1/|t’)]P+q+E.
(3.14) F, d'ordre fini T >0 (cf.(2.13)) ;v (0 = ¢~ (Pra)ToE,
4. CAS DES FONCTIONS ENTIERES.

Soient TF ..F des fonctions entiéres dans r". On se donne des

127

fonctions croissantes nl,...,np, n € ET([O,+®[) croissantes - > 0 telles

que
Lo F.(z < M. n.( |z M. = 0,
gIJ)I JnJH),J
Log J(F) < M ul |z ) M > 0.
On note o = %-ddC ]z|2 et B(r) 1la boule de centre 0 et de rayon r dans
(i

Théoreéme 4.1. Il existe une constante C =2 0 telle que pour r 1 on ait

J o (1 + |C|2)‘P‘€ J o (r? - ‘zlz)P+q rY p JAPT¢
a - B(r X
E-

< ¢ 1 @+ F NP

La démonstration est pratiquement identique i celle du théor&me 3.3., aussi
nous contenterons-nous d'en indiquer les grandes lignes. La boule B(r) est

fer s . 1 2 2 c
définie par la fonction p.s.h. p(z) = Z~(|z! - r°) et on a: a = ddp .
En reprenant le raisonnement qui méne aux th&orémes 1.5 et 2.1, on obtient alors

pour a = 1:

2n

J , |z]2)P® J lo|Po™P < ¢ x (ny-eon) (@) 5
€ T B(r)NX

la quantité r2 qui apparait dans le membre de droite correspond a 1'intégrale



- 22 -

de volume j dcp A un—l = f ol
S(r) B(r)

Les lemmes 3.4 et 3.5 admettent de méme les analogues suivants. Soit V
une fonction p.s.h. de classe c2 sur @ telle que V=< u(]z|). Alors

pour tout entier k = 0 et tout € > 0 :

k+e k -k k
f o7 (a2 o™ < ¢, u(® JB(r) o] o®
B(r)
< Cg r2n+2€u(r)k
pourvu que V soit = 0, d'ol 1'on déduit en général
J ]p|k+e VeaanE oK < , mt2e ok
B(r) N {v<o0}

On est alors amené a choisir € =p , k = q-1, ce qui explique la présence

du terme r’P uq—l(r) dans l'estimation du Théoréme 4.1. U

Corollaire 4.2. Pour presque tout ¢ € [, il existe une constante

Cc(z,e) telle que pour r = 2 on ait

J R4 " P < cirLe) 2 PPTD (105 1) YR u(r(l+e))
B(r) N XC

avec  u(t) = (n)...n 1 () + P o

Démonstration. En remplacant r par r(l+e) le théoréme 4.1 implique

f (1 e]H™™ f N GO
r P B(r) N X
I1 suffit alors d'appliquer le lemme &lémentaire qui suit.

Lemme 4.3. Soit E un espace mesurable, m une mesure =0 o-finie sur E,

g(z,r) une fonction mesurable = 0 sur E X [2,+4] , croissante par rapport
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d la variable r. On suppose que

J g(z,r) dm(z) < v(r)
L EE

oi v est une fonction croissante > 0. Alors pour m—presque tout ¢ &€ E

il existe une constante C'(g,e) telle que

o(z,1) < C'(z,e) (Log ©)' 7€ v(r(l+e)).

Démonstration. Soit € > 0. Le théordme de Fubini implique
+ o0 + o
J f g(z,r) dr @) < | ¥ ia
1+ J 1+¢ :
CEE 2 r(Logr) v(r) 2 r(Logr)

Pour mpresque tout 7 € E on a donc

+ oo
I(z,e) = J g(C,r)lf; <+ o,
2 r(Log ) Wr)

Puisque g et V sont croissantes en r on obtient

1(g,e) = gL, 1) jl’(]+g) e
v(r(l+e)) t(Log ey TE

g(C,1)
v(r(1+e)) (Log 1) *¢

= C6€

1(2,8) g

C6E

Le lemme 4.3 est donc vrai avec C'(g,e) =

Corollaire &4.4. On suppose que Fl""’Fp sont des fonctions entigéres d'ordre

T au plus, i.e. pour tout €> 0 il existe une constante Mj () telle que

Log| Fy (@) < () (1+ |2)7F,
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Alors pour presque tout ¢ € c® , il vy a une constante C(z,e)= 0 telle que

pour r =2 on ait

f REA QTP < (e 2 (TPTOE ErOT o, zprlanDT
B(r) N XQ

Les inégalités de Cauchy montrent en effet qu'on peut choisir

() = .= () =u = (0 £) e

dans le corollaire 4.3. O

5. EQUATION DE MONGE—-AMPERE SATISFAITE PAR LA COURBURE TOTALE.

Soit X wune hyperface (lisse) dans un ouvert { C t”. On note

R 1la forme de la courbure de Ricci de X, K(z) = Trace(R) la courbure
n—1
(n-1)!

la somme des (n-1) courbures principales de X (=valeurs propres de R) ,

scalaire, et ['(z) = dét R = la courbure totale. K(z) est donc

I'(z) en est le produit.

On se place en un point z° € X au voisinage duquel X a

une équation de la forme z = w(zl""’zn~1) et on note
0. = 22 1 <j<n-1 o =+ dd%|z|? = i ; dz. A dz et
i bz R 2 50 j o’

I:X =~ En_l la projection sur les (n-1) premi&res coordonnées.

Lemme 5.1. La métrique k&hlérienne induite oy et la forme de

Riceci R vérifient les relations :

n—1 _ - 2 + n—-1
(5.1) %lx = (1 + _g ]wj[ ) ™ oo
i=1
1 o n-1
(5.2) R =5 dd Log(l + 2 ijlz )
i=1
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Dans les coordonnées ZyseeesZo sur X, on a en effet
o =0 + = do A do

n|X  “n-1 2

n-1

_ n-1 T = n-2 _ oy n—1
oy = g * (D Fde Ade Ao § = (1 + [lde|P) o s

ce qui démontre (5.1) , ainsi que 1'égalité

* n-1 1
H I %n-1 = n-1
L+ I e, ]®
n-1 J
Dans cette formule I H* aﬁ:i“ est le carré du module d'une (n-1)-forme

holomorphe sur X. La relation (5.2) est donc bien vraie par définition
- * ‘
de R=ic(® ! '), D

Nous aurons besoin du calcul classique qui donne 1l'expression de la forme

volume de m“'l induite par la forme volume canonique de 1'espace projectif

Pl oo ).
1 ¢ o=l n-1
Lemme 5.2. Soit w = % dd” Log (1 + I Iz.]z) sur ( . Alors
=t
an—J
n-1 n-1 .
w = -
(1 + [z]®

Soit ¢ : X = En_l 1'application ¢ = 0P1,¢2,...,¢n_1). L'égalité (5.2)

*
montre que R =2 ¢ W On a donc d'aprés le lemme 5.2

* - 2 2
n-1 _ n-1 _ ¢ L ,n-1 |det("°jk)] *

(1 + |2 (1+ [lde|[H™

n-1
OCn—l

oi dét(p, ), 1 <j,k <n-l , est le jacobien de ¢ relativement aux coordonnées

En comparant (5.1) et (5.3) il vient
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n-1
R n-1 Jaee (in) | % x
(n-1)! (1+ Hdgon)nH (n-1)1

d'oli 1'égalité des normes

a1 1BEGs ("

Proposition 5. 3. On a I'(z) =2 1

(+ [[de |

On suppose désormais que I' ne s'annule identiquement sur aucune composante connexe
de ¥ (la condition T = 0 signifie g€ométriquement que X est une surface
développable, c'est-a-dire que X est réunion de droites le long desquelles

le plan tangent reste fixe). D'aprés (5.2) et 1'équation de Lelong-Poincaré,

on obtient 1'équation annoncde dans 1'introduction, et déja démontrée dans

[4] pour n = 2,3.

Théoréme 5.4. 135 Log T'(z) = =(n+1) R + 2 [Z] oi Z est le diviseur

>

des zéros de dét(wjk) , i.e. des zéros de la courbure totale. En particulier

Log I' est une fonction plurisurharmonique en dehors de Z.

Si on calcule successivement la trace et le déterminant dans

1'identité du théoréme 5.4, on obtient le corollaire suivant.

Corollaire 5.5. Sur 1'hypersurface X on a l'identité

A Log T = -(2n+2)K + 4T dOZ
ot A est le laplacien euclidien de X et dOz 1'élément d'aire

du diviseur Z. De plus, I vérifie 1'équation de type Monge-Ampére

n—1

193 Log D= <D™ @l o |
nitX

en dehors du support de Z.
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On suppose maintenant que X est définie globalement par une
équation F = 0, avec F holomorphe dans { et |F| + |dF] # 0 sur X.
La proposition 5.3 n'est pas tout 4 fait satisfaisante, car 1'expression
de T qui y est donnée dépend du choix de la coordonnée z_. On va donc
transformer cette expression pour obtenir I en fonctions des dérivées

F, et F.. de T, 1 < j,k <n.

Théoréme 5.6. R, RKet T wvérifient les formules suivantes
(5.4) R =—[dd" Log ||dF||21 3
2 |x
(5.5) K(z) = A Log ||dF||
_ @ ?
(5.6) r@ = 2" L
|| ar||
oli QF(z) est le déterminant d'ordre n+l
Fy
Fix :
QF(Z) = F
F1 . . Fn 0

Fj(zl9“'azn_1,\0)

On a en effet ¢ . = - , et les formules (5.4), (5.5)
j SR CIEIIND

découlent de (5.2). On notera d'ailleurs que (5.4) n'est qu'un cas particulier

de la formule (3.2). Un calcul immédiat montre d'autre part que

-
d Fj(zl,...,zn_!,w) Fj

P., == = - (Sij'"—-éan

oz Fn(zl,...,zn_l,w)

R
Fn F

n

oi 1 <3,k <n-1, et ol 6k est 1'opérateur différentiel
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F
-9 9 _ 9 _ _k 3
D T " e Fo5_
zk zZn zk n zn

On obtient donc

F
- 1" (n-1 . 3
d . = - R
et (vyx) ( Fn) det(ékFJ R Sk F_)
Fl 'Fn—l 1—‘n
1
= — 61F1...61Fn_1 Gan
F
n .
6n—1FI"'6n—l Fn~1 n—an

comme on le voit en effectuant des combinaisons lin&aires sur les colonnes

pour remplacer les coefficients F s F de la premiére ligne par O.

1’

En travaillant de méme sur les lignes et en tenant compte de (5.7) on obtient

0 F1 F
n
n
(_l)n F1 F11 e . Fln -1 QF(Z)
det(v ) = "1 SIS R
] 13 ° ° : F
n n
Fn Fnl an
n-1 2 n-1 2
27 (=) | 2oy @)

On a donc bien T (2) =

= O
IR
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