ANALYSE MATHEMATIQUE.- Sur les transformées de Fourier de fonc-
tions continues et le théoréeme de de Leeuw - Katznelson - Kahane.

Note de Jean-Pierre DEMAILLY, présentée par M. Paul MALLIAVIN.

Given any locally compact abelian group G and any function
2 A 2
©w € L (G) , we prove the existence of a function f € L (G) continuous

and vanishing at infinity such that ]f‘ > |o| a.e. on & .
Etant donné un groupe localement compact abélien G quelconque

. 2 = : :
et une fonction ¢ € L (G) , nous montrons l'existence d'une fonction

fe L2(G) continue nulle & 1'infini telle que [fl = |p| p.p. sur G.

INTRODUCTION.

L'objet de la présente note est d'étendre au cas d'un groupe loca-
lement compact abélien G quelconque le théoréme ci-dessus démontré
par de Leeuw - Katznelson - Kahane [4] dans le cas d'un groupe G
compact. Une rédaction plus détaillée de ce travail paraftra dans [2].

La démarche, analogue i celle de [4], consiste dans un premier temps
i généraliser les inégalités de Khintchine pour les transformées de

Fourier aléatoires sur un groupe non compact.

il INEGALITES DE KHINTCHINE GENERALISEES.

2 A A
Soit o € L (G) . Si G n'est pas discret, il existe pour tout

¢ >0 une partition dénombrable du support

Suppp = U E,
jEN J
avec m(EJ_) < e . Si G est discret (i.e. G compact) on choisit sim-
N
plement m(Ej) = ¢ = 1 . Etant donné une suite aléatoire t = (tj) € (R/Z)

on considére la fonction



2 t R
1) 9,6 = I gEe ™ioon g =19,
jemN J J ]

IN
Soit dt la mesure de probabilité naturelle sur (IR/Z) . Un calcul
classique ([31, p. 215), utilisant la formule de Plancherel sur le tore,
2
fournit pour tout entier p=1 I'estimation en norme LT

2p pn #* Q2
(1.2) I llpget = 2 lle. 71l
J‘(]R/Z) ’ la|=p ou2 .

ol la somme est étendue aux suites presque nulles (oco,on de

; o)
module p et ol la notation cp_\OL désigne le produit de convolution
#Q *QL

0
Py *P 1*... . Les inégalités de Hausdorff-Young et de Cauchy-

Schwarz entrafhent les majorations

p-1
o,.~1 a — a a
6, 0 1 2 0 1
@-3) %, = loglly gl Trogll, ™ = € = llogll, " Tyl
p.Z pt
D'aprés (1.2), (1.3) et 1'inégalité o p! — 0 il s'ensuit donc
at :
= 2p -1
[ wlRlre <ozl = o1 ol
(JR/z) -
Inégalité de Khintchine. - Il existe t € (IR/Z)]N tel que

(1.4) Hc:otﬂzp < (p!ep_l)iﬁﬂcﬂlz

-1 -p 1-
L'inégalité élémentaire lcp |-m), < @- PP PG t

n >0 , fournit alors le

LEMME. - Si o, satisfait 1'inégalité de Khintchine, on a

pour tout n >0

s - 1-p P
.5 (o, n)+HL2(G) < ¢ n "l

-] ~
avec C €=(e p')(pl)p P



2. DEMONSTRATION DU THEOREME LKK .

Nous démontrons la version suivante du théoréme, qui donne des

: . s 2 o
estimations précises en normes L et L

THEOREME LKK. - Soit M un réel > 17 et ¢ > 0 . Alors

2 A
pour tout o € L (G) il existe une fonction f € LZ(G) N CO(G)

vérifiant les propriétés

A

(2.1) Ifl > |p| presque partout sur G ,

2.2) il = (1+ﬁ)llcpllz
.3) |lfl|_ = e 1+/2M/e)|oll,

avec c=1 si G est compact, ou bien respectivement

2.2 |i£fl, < 1,186 o],

(2.3 |[[ff| = 3,685 Ve |lell, -

Le théoréme LKK résulte du lemme (1.5) grice a4 un procédé
de construction itératif général, implicitement contenu dans [4] et for-
malisé par S.V. HruScev (voir Kisliakov [5]). Comme dans [4] il suffit

2 S
en fait de vérifier l'existence de f € L (G N L (G .

Soient 6j ; nj 3 Bj trois suites positives sommables qui seront
précisées ultérieurement et rj(z) =z min(l,’r]j/|z|) , z€C. On
construit une suite de fonctions gj € L' (G) ayant les propriétés suivan-

tes :

. i = Fewah +
2.4) =i fj ro(go) rj—l(gj—l) gj alors

“ -1
]fj| = |cp|[(1+60)..,(1+aj_1)] :
(2. 5) ]]ngZ < ej ;
1-p .p
2. |=n. g -
feoidl Mg]' ﬂJ)+“2 = "p,e"] eJ



gO(X) = c\f; (%) = E;S (-x) ou P, est donnée par le lemme (1.5). On a
donc fO = ‘%O =0, et les propriétés (2.4,5,6) sont vérifiées avec
By = Hcp”z = 1 . Supposons construites. 8+ 8; et soit
hj = ro(go) Heest rj(gj) . Alors
l1-p p
f.-h.| = ||g,~-r.(g. = =N, = C . A
-2yl = llgg-ryeplly = llclggl-np,ll, = €, ny 76
On définit alors | € L2(€}) par

2.7 VE)

0 si (cas favorable) [flj(g)l = lc_p(g)l[(1+60)...(1+6j)]_1

(2.8) ()

Il

2 |o(®) |+ 8g)-e-(1+ 6]_)] L cinon.

Dans ce dernier cas, on a |ﬁj(§)| < lfj(g)l(ng,j)'l d'aprés (2.4), ce
qui entrafne
2 2 A
0 < y(8) = — |EE-hE)] .
i J ]
= =L I=p p
— |If,= b, 2C B, T, v
olly < = llg-nyll, < 2¢, & n; e

\%
On définit alors gj+1 = LLrt ol ¢t est associée & | par (1.5). Cette

fonction satisfait (2.5) et (2.6) si 1'on pose

-1_1-p
2.9) g =2C & nrPgP,
(e 88 poed i

= + ! . — b h
Comme fj+l hj gj+1 , on a d'autre part fj+1 hj Lljt avec
|¢t| = | , donc (2.4) est vérifié a l'ordre j+1 par construction de v .

Les propriétés (2.4,5,6) montrent que la suite fj converge vers une

+eo
fonction f = 2, rj(gj) qui vérifie les inégalités
=

+o + o e e =
2.10) |ifll, = Z 6, , ||| = Zn. . |f] = 148,
@10 [ty < 26 Wl < Zny o ] > ol TTaey)
Le choix 6]_ = p_j_1 ; ej = pqu/(pnl) ’ nj = >\€>j ;

p% p-1 l/p_l
: ) satisfait la relation de récurrence (2.9) et

= |2C
= (26,

conduit aux estimations (2.2) et (2.3) avec les constantes respectives



TeMte) = A =— ] (Hi_) ’
] j P 1_p-f’% =1 \ P
1
3 Pl
ann(1+aj)=£B =£(2p92pp ) | | (1+p—)
j=1

On vérifie enfin par un calcul numérique que All = 1868 B11 < 3,685

1 /
et Ap<l+ﬁ’ Bp<1+,j2M/e pour p-1<2M<p, M=17 . m
Bie APPLICATION AU THEOREME D'ORLICZ - PALEY - SIDON,

Le théoréme LKK apparaft comme une version forte du théore-
me OPS . En appliquant LKK 4 un groupe quotient U/D compact
(Uc G ouvert, Dc U discret) on peut déduire la conséquence suivante
relative aux espaces amalgames sz(Lq(G)) (cf. [2]). L'espace zp(Lq(G))

est par définition I'ensemble des f mesurables sur G telles que

[ p_|p
Hfuep = J’GHﬂXﬂEqudx = S

(LY

oii E est un voisinage compact de 1'unité de G (cf. [1]).

COROLLAIRE. - Soit K une partie compacte de G d'inté-

A
rieur non vide. Il existe un compact L < G et une constante

2 g, A~
C >0 tels que pour toute fonction o € ¢ (L (G)) il existe une

fonction f € CK(G) i support dans K telle que

Elety = fol . Yl = Cloll 2

Par dualité ce corollaire entraine une théoréme de type OPS ,
e
4 savoir que l'espace des multiplicateurs ponctuels de CK(G) dans

'@ est (@) .
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