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Etant donné un groupe localement compact abélien G quelconque et une fonction pel? (G) nous montrons
Iexistence d’une fonction fe L?(G) continue nulle 4 Iinfini telle que [ 7 | = [(p[ p. p. sur G.

HARMONIC ANALYSIS. — On Fourier Transforms of Continuous Functions and a Theorem of de
Leeuw-Katznelson-Kahane.

Given any locally compact abelian group G and any unction @eL? (G)/z we prove the existence of a function
f€L*(G) continuous and vanishing at infinity such that 7 | = l(p[ a.e. on G.

INnTRODUCTION. — L’objet de la présente Note est d’étendre au cas d’un groupe
localement compact abélien G quelconque le théoréme ci-dessus démontré par de
Leeuw-Katznelson-Kahane [4] dans le cas d’un groupe G compact. Une rédaction plus
detailléee de ce travail paraitra dans [2]. La démarche, analogue a celle de [4], consiste
dans un premier temps a généraliser les inégalités de Khintchine pour les transformées
de Fourier aléatoires sur un groupe non compact.

1. INEGALITES DE KHINTCHINE GENERALISEES. — Soit e L2(G). Si G n’est pas discret, il
existe pour tout £>0 une partition dénombrable du support :

Suppe= U E,

jeN

avec m(E;)=<e. Si G est discret (i.e. G compact) on choisit simplement m(E)=e=1.
Etant donné une suite aléatoire t=(t;) €(R/Z)™ on considére la fonction :

(1.1) ¢ ®)=2 ¢;(®e™  ou @;=Ig0.

jeN

Soit dt la mesure de probabilité naturelle sur (R/Z)N. Un calcul classique ([3], p. 215)
utilisant la formule de Plancherel sur le tore, fournit pour tout entier p=>1 I’estimation
en norme L27:

P o
(1.2) f | o |32 de= Z H ox 3,
®)N
ou la somme est étendue aux suites presque nulles (o, oy, . . .) de module petoula
notation ¢@** désigne le produit de convolution @ % @¥*t % ... Les inégalités de

Hausdorff-Young et de Cauchy-Schwarz entrainent les majorations :
(1.3) Jlox = 1o ll2 | oo o™ [ @s 132 - .. <&@~ [ g5 |20 || o, I3
Drapres (1.2), (1.3) et I'inégalité p!?/a!? <p!p!/a! il s’ensuit donc :

[ elgaspre @ o r=pte] ol
(R/Z)
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Inégalité de Khintchine. — Il existe te(R/Z)N tel que :

(1.4) [ flop<@rer= )22 | o |l
L’inégalité élémentaire (| @,| —m), <(p—1? 1 p P n'"?| @, |?, n>0, fournit alors le :
LemMME. — Si @, satisfait I'inégalité de Khintchine, on a pour tout N >0 :

(1.5) Il = 2 @=Cpen' 7l @[5

avec C, ="' pH)? (p—1)» ' p7".

2. DEMONSTRATION DU THEOREME LKK. — Nous démontrons la version suivante du
théoréme, qui donne des estimations précises en normes L? et L®.

TutoreMe LKK. — Soit M un réel =17 et £€>0. Alors pour tout eL?(G) il existe
une fonction fe L?(G) N C, (G) vérifiant les propriétés :

2.1 | f | = | 0} | presque partout sur G,
1

(2.2) I1]l.= (1+M>l|<p

(2.3) [flle= e+ /2M/e) | o

avec e=1 si G est compact, ou bien respectivement :

2.2) [ fll.=1,186 || ¢ [|2,
(2.3) [ f]lo=<3.685 /e[ @ ..

2

2>

Le théoreme LKK résulte du lemme (1.5) grace a un procédé de construction itératif
général, implicitement contenu dans [4] et formalisé par S. V. Hrus¢ev (voir Kisliakov [5]).
Comme dans [4] il suffit en fait de vérifier I'existence de fe L?(G) N L®(G).

Soient &, n;, 0; trois suites positives sommables qui seront précisées ultérieurement et
ri(z)=z.min(1,n;/|z|), zeC, la rétraction sur le disque de rayon m;. On construit une
suite de fonctions g;€ L?(G) ayant les propriétés suivantes : si

fi=ro@o)+ .. . +ri_1(g-1)+8&;

alors :

(2.4) | Fil =] [(14+80). .. (1+8;_)1 %,
(2.5) ;1.8

(2.6) | (lg;l—np+ |l.=C,, . mj 7 6E

On suppose || ||,=1 pour simplifier, et on choisit g, (x) =, (x)=@(—x) ol @, est
donnée par le lemme (1.5). On a donc f,=g,=¢, et les propriétés (2.4, 5, 6) sont
vérifites avec 0p=||¢@|,=1. Supposons  construites g, ...,g; et soit
hj=ry(go)+ . .. +71;(g;). Alors:

| fi=h;lla= [l &5=7; @& l.=| (| &;| =+ [|.=Cp e} 77 6.
On définit alors e L2 (G) par :
(2.7)  W(E)=0 si(cas favorable) |h, (&)| = | (€)|[1+8,)...(1+5)]7%,
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(2.8) V(E)=2]0 & |[(1+8y)...(1+5)] ! sinon.

Dans ce dernier cas, on a |h;(€)| < |f;(€)[(1+8;)~* d’aprés (2.4), ce qui entraine :
S CEACE ACT

2
” ‘j" ||2§ 5_ “ff_hj”2§2 Cp, € 81"_1 n}_p 95')'

J

On définit alors gj+1=\II, ou Y, est associée a  par (1.5). Cette fonction satisfait
(2.5) et (2.6) si ’on pose :

(2.9) 8;,,=2C, .8 nl"70;".

Comme f;,;=h;+g;,, on a d’autre part fj+1=ﬁj+\ll, avec |\ll,| =\, donc (2.4) est

vérifie a 'ordre j+1 par construction de . Les propriétés (2.4, 5,6) montrent que la
+ o0

suite f; converge vers une fonction f= ) r; (g;) qui vérifie les inégalites :
ji=0

+ + + oo
210 [rl=X 6 (fle=X o, [flzlel[Ta+8)7"
j=0 i=0 i=0

Le choix :

5j=p—j—1’ ejzp—pj/(p—l)’ T1j=7v8-

i

A=(2C,  prlrm el

satisfait la relation de récurrence (2.9) et conduit aux estimations (2.2) et (2. 3) avec les
constantes respectives :

2O T10+8)=A,= o IT (14 l.),

l1—p j=1 )

2 1
X [1(+8)=_/eB,= /e (@ p!'/? prle= D)1= ] (H‘ _j>-
j=1 p
On vérifie enfin par un calcul numérique que A,; <1,186, B;, <3,685¢et A <1+ (1/M),
11 11 P
B,<1+_ _/2M/e pour p—1<2M<p, M217. B

3. APPLICATION AU THEOREME D’ORLICZ-PALEY-SIDON. — Le théoréme LKK apparait
comme une version forte du théoréme OPS. En appliquant LKK a un groupe quotient
U/D compact (U < G ouvert, D = U discret) on peut déduire la conséquence suivante
relative aux espaces amalgames 7 (L?(G)) (cf. [2]). L’espace I (L?(G)) est par définition
Iensemble des f mesurables sur G telles que : .

1/p
[Eal (L‘*>=|: J‘G | 1o S| dx] < + o0,

ou E est un voisinage compact de I'unité de G (cf. [1]). La transformation de Fourier
envoie I' (L?(G)) dans I?(L® (G)). Inversement :
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CoroOLLAIRE. — Soit K une partie compacte de G dintérieur non vide. Il existe un
compact L = G et une constante C>0 tels que pour toute fonction ¢ cl?(L®(G)) il existe
une fonction fe Cy (G) a support dans K telle que :

| Fl*1.2 o], [flle=Clle | =y

Par dualité ce corollaire entraine un théoréme de type OPS, a savoir que ’espace des
RS A A
multiplicateurs ponctuels de Cy (G) dans L' (G) est I2(L!(G)).
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