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RÉSUMB. –En utilisant une gεnérahsation à plusicurs variables de la formule

de Jensen, nous démontrons de nouvcaux lcmmcs de Schwarz dans C•. La
m6thode repose sur une minoration des nombrcs de LELONG d · un courant
positif fεrmε. Nous en Uduisons le thé0}mc de E. BOMBIERI sur les valeurs
algεbriques de fonctions méromorphes, ainsi que quelques κ§ultat$ nouvcaux
sur les

�� ��REJECT os de polynômcs dans C · .
Abstract. - Using a generalization in several variables of Jensen’s formula,

we prove new Schwarz’ Lemmas in C". The method rests upon a lower bound
for Lelong numbers of closed positive currents. As a conséquence, we nnd an-
other proof of E. Bombieri’s Theorem on algebraic values of meromorphic maps,
together with some new results concerning zero sets of polynomials in Cn.

0. Introduction
Étant donné un système de n + 1 fonctions méromorphes d’ordre fini f =

ζf1, . . . , fn+1) dans Cn, algébriquement indépendantes et vé
�� ��REJECT ant des

équations différentielles, les points algébriqucs de f sont situčs sur une hyper-
surface algébrique dcCn. Ce résultat, d’abord démontré par T. Schneider et S.
Lang dans le cas n = 1, a été étendu en plusieurs variables par E. BOMBIERI
[1] au moyen des estimations L2 de L. H""̈o"rmander pour l’opérateur ∂ La
méthode de E. Bombicri, qui a été reprise et améliorée ensuite par H. SKODA
[8], fourmt simultanément une majoration pour le degré de l’hypersurfaoe. Le
lecteur pourra consulter l’article récent de P. LELONC [5] pour quelques com-
pléments sur le sujet.

tr) Texte r ∗ u le 9 f ε̇vṅεr 1981. réviae′1ε23 mai 1981.
J.-P. DEMAILLY, Univcrsit6 de Pans-VI, Laboratoire d’Analysc complcxe et

Gčométric. Dφartemεnt de Mathξmatiquεs, Tour 4G0, 4, phcc Jussicu, 75230
Pans Cedcx05.

−

W37-9484/1982/75/$ 5. W c©Gauthicr-Villars
76
J.-P. DEMAILLY
Le présent travail a pour but de démontrer le théorème de Bombieri sans

utiliser les estimations L2, grâoe à une extension convenable de la formule de
Jensen en plusieurs variables. Cette extension (φ §1 ) fait intervenir une général-
isation des notions de mesure trace, mesure projective, et nombre de Lelong d’un
courant positif fermé ( φ P. LELONG [4]). Lorsque la fonction d’exhaustion ϕ de
rfe’rence est approximée par une fonction homogène ψ, l’utilisation de l’égalité
(i∂∂Logψ)n ≡ 0 fait disparaître le terme correctif de convexité, et conduit à un
lemme de Schwarz assez général dans Cn. Le lemme ainsi obtenu nous permet
de retrouver le théorème de Bombieri avec une majoration différente, optimale
pour n = 2, du degré des hypersurfaoes.

Le dernier paragraphe est consacré à l’étude des polynômes s’annulant sur
un sous-ensemble fini de C} ( φ M. WALDSCHMIDT [9] et [10]). Nous avons
pu prouver sous certaines hypothèses une conjecture de G. V. CHUDNOVSKY,
dont une démonstration partielle (pour le cas n = 2) a été annoncée dans [2]. A
notre connaissanoe, aucune preuve crite ne semble to∨utdois avoir été publiée à
ce jour.
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L’utilité des formules générales de type Poisson-Jensen m’a été suggérée par
un cours de M. H. SKODA, professé à l’Université de Pierre-et-Marie- Curie en
1979. Je remercie vivement MM. Henri SKODA et Michel WALDSCHMIDT
pour d’utiles remarques qui ont contribué à améliorer la rédaction du présent
travail.

1. Formules générales de type Poisson-Jensen
Les résultats qui suivent sont classiques dans leur principe, et constituent

une généralisation naturelle de la méthode employée par P. LELONG [4] pour
prouver l’existence des nombres de LELONG d’un courant positiffermé. Nous
avons prèféré cependant redémontrer toutes les formules, pour en donner une
version adaptée aux applications envisagées.

Soit X une variété analytique complexe de dimension n ≥ 1, ϕ une.fonction
de classe C2, à valeurs dans 1′intervaUe ] −∞, R[, et exhaustive sur X. Pour
tous réels r < R et r1 < r2 < R, on pose:

B(r) = {z ∈ X;ϕ(z) < r}, S(r) = {z ∈ X;ϕ(z) = r},

B(r) = {z ∈ X;ϕ(z) ≤ r},

B(r1, r2) = {z ∈ X; r1 ≤ ϕ(z) < r2} = B(r2)\B(r1) ,

B(r1, r2) = {z ∈ X; rι < ϕ(z) ≤ r2} = B(r2)\B(r1) .
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Par hypothèse, tous oes ensembles sont relativement compacts dans X.

Lorsque r est une valeur régulière de ϕ, l’ensemble S(r〉 est une hypersurface
compacte de classe C2 de X, qui sera orientée canoniquement par la normale
extérieure dϕ. On note enfm:

α = i∂∂(Logϕ) sur l’ouvert {ϕ > 0},

β = i∂∂ϕ.

THÉORÈME 1. –Soit Tuneforme de classe C2 et&bidegré (n − p, n − p) sur
X, 1 ≤ p ≤ n. Si r1 et r2, 0 < r1 < r2 < R, sont deux valeurs régulières de ϕ,
on a la formule:

(1)
∫ r2

r1

dt

tp

∫
B(t)

i∂∂T ∧ βp−1

=
1

rp2
|S(r2)TAβ

p−1 A i∂ϕ

− 1

rp1

∫
S(r1)

T ∧ βp−1 ∧ i∂ϕ−
∫
B(r1.r2)

TAα
p.

Démonstration. –On peut écrire:
ϕ = lim

v→+∞
ϕv dans C2(X;R) ,

où ϕv est une suite décroissante de fonctions de classe C∞ dont les points cri-
tiques sont non dégénérés. Quitte à dfectuer un passage à la hmite, on peut donc
supposer que ϕ est une fonction de classe C∞ sans points critiques dégénérés,
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de sorte que la formule de Stokes s’applique au domaine B(t) à bord éventuelle-
ment singulier ∂B(t) = S(t) . Désignons par jt l’injection S(t)σX (avec t > 0
dans toute la suite). Il est clair que:

j∗ |̇∗
¬

1 , .

Un calcul immédiat fournit d’autre part:

α =
i∂∂ϕ

ϕ
− i∂ϕA∂ϕ

ϕ2
,

d’où j∗t α = j∗t β/t; il en résulte d’après la formule de Stokes:∫
B(l)

i∂∂T ∧ βp−1 = |Btι) − d(i∂T ∧ βp−1)

= −
∫
S(t)

i∂T ∧ βp−1 = −tp−1

∫
s

i∂T ∧ αp−1.

BULL
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On obtient donc:∫ r∗

r1

dt

tp

∫
f(lιi∂∂T

∧βp−1 = −
∫ r∗

r1

dt

t

∫
S(t)

i∂TAα
p−1

= −
∫
l(r1,r∗)

id Logϕ ∧ ∂TAαp−1.

Comme les formes de bidegré (n+ 1, n− 1) et (n− 1, n+ 1〉 sont nulles, il
vient:

id Logϕ ∧ ∂T ∧ αp−1 = i∂Logϕ ∧ ∂T ∧ αp−1

= i∂Logϕ ∧ dTAαp−1

= −d(TAα
p−1 ∧ i∂Logϕ〉+ TA∝r.

En utilisant à nouveau la formule de Stokes, la dernière intégrale s’écrit:∫
∂B〈r,.rl)

·TAαp−1 ∧ i∂Logϕ−
∫
f(r1.rl}

TAα
p,

expression qui est égale précisément au second memboe de la formule (1〉, compte
tenu de ι éalit J∗t j̇∗t β/t.�

Les corollaires 1, 2, 3, 4 qui suivent sont des conséquenoes simples mais
fondamentales du théorème 1.

COROLLAIRE 1. –Soit T un courantfermé lordre 0 sur X(i.e.dT = 0 et les
coΦcients& Tsont des mesures de Radon), de bi&gre’ (n− p, n− p〉. Alors pour
toutr1, r2, 0 < r1 < r2 < R, on a les égalit&:

(2)
1

rp2

∫
B(r2)

T ∧ βp − 1

rp1

∫
Str,)

T ∧ βp = |f{r1.r∗)T ∧ α
p.

(2̂)
1

rp2
|S(r∗)τAβp− 1

r
p
1

∫
l(r,)

T ∧ βp =

∫
`(r1.r2)

TAα
p,
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De’monstration. – La deuxième ligne se d6duit de la preιmère en remplaa̧ant
r1, r2 par r1 + ε, r2 + ε et en faisant tendre ε vers zéro. Comme dans le théorème
1, on peut supposer que ϕ est de classe C∞ et que ϕ admet r1, r2 pour valeurs
régulières (sinon écrire ϕ = lim ↓ ϕv et appliquer le théorème de convergence
dominée). Si T est une (n− p, n− p) forme de
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classe C2, le théorème 1 fournit, après application de la formule de Stokes:

(3)
1

rp2

∫
B(r2)

T ∧ βp − 1

rp1

∫
B(r1)

T ∧ βp −
∫
f(r1,rl)

T ∧ αp

=

∫ r2

r1

dt

tp

∫
B

i∂∂T ∧ βp−1 − 1

rp2

∫
B(r2)

dT ∧ βp−1 ∧ i∂ϕ

+
1

rp1

∫
B(r1〉

dT ∧ βp−1 ∧ i∂ϕ.

La conclusion résulte donc de l’affirmation suivante.
LEMME 1. - L’égalité (3) est vraie pour tout courant T de bidegré (n−p. n−p)

qui est d’ordre 0 ainsi que ses différentielles dT, i∂∂T.
Démonstration. –En utilisant une partition de l’unité, on se ramène aussitôt

au cas où le courant T est à support dans une carte locale. Comme tous les
termes de l’égalité (3) sont continus à gauche par rapport à r1, r2, il sufflt en fait
de vérifier l’égalité (3) pour un ensemble dense de valeurs de r1, r2. On observe
que l’ensemble D des réels t > 0 tels que S(t) ne soit pas négligeable pour
l’une des mesures coefficients de T, dT ou i∂∂T est au plus dénombrable. Soit
alors (pε) une famille de noyaux de convolution dans la carte locale considérée.
Appliquons l’égalité (3) à la forme régularisée T ? pε; il vient, en notant χB〈r1)

la fonction caractéristique de l’ensemble B(r1) :
∫
B|r1|

(T ? pε) ∧ βp =

∫
T ∧

[pε ∗ (χB(r1〉β
p)]→

∫
T ∧ χB(r1)β′ si r1 6∈ D,

car (χB(r1)β
p) ? pε converge simplement vers χB(r1)β

p sur le complémen-
taire de I’ensemble T -négligeable S(r1) .

On raisonne de même pour les autres termes (avec r2 6∈ D, ι 6∈ D) . � On
rappelle qu’un courant T de bidegré (n − p, n − p) est dit (faiblement) positif
si le (n, n)-courant:

ipT ∧ u1 ∧ u1 ∧ . . . ∧ up ∧ up,
est une mesure positive, pour tout système (u1, u2, . . . , up) de (1, 0)-formes
de classe C∞.T est alors un courant d’ordre nul. Le corollaire 1 entraine immé-
diatement le résultat suivant.
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COROLLAIRE 2. –On suppose que lafonction Logϕ est plurisousharmonique

sur louvert {ϕ > 0}. Alors, pour tout courant positif fermé Td` bidegré 〈n −
p, n− p) sur X, la.ronction positive:

r 7→ 1

rp

∫
Str)

rAβ
p,
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est croissante par rapport à r. En particulier, la limite:

lim
r>0,r→0

1
rp

∫
B(r)

τAβp ,

existe toujours.
Iae corollaire 2 est classique lorsque X = Cn, et ϕ(z) = |z|2 = |z1|2 + . . .+

|zn|2 (P. LELONG [4]〉. On d6signe alors par:

σr = T ∧ βp

2pp!
, la 〈〈 mesure tra∞〉〉 de T,

vr =
1

(2π)p
T ∧ αp, la 〈〈 mesure projective 〉〉 de T,

de sorte qu’on a la formule:

p!

πprfp

∫
B(r∗)

dσr −
p!

πpr2p
1

|f(r.)dσr =

∫
l(r1.r∗)

dvr,

avec la notation usuelle B(r) = {z ∈ Cn; |z| < r}.

La limite vT (0) = lim
r∧0

p!/πpr2p

∫
B(r↓

doT est appclée nombre de LELONG

du courant T au point 0.
Nous allons maintenant exaιmner le cas important p = n.
COROLLAIRE 3. –Soit V unefonction plurisousharmonique surX, r1, r2kux

valeurs régulières & ϕ. On a:

|r2r1
dt

t}

∫
f

i∂∂VAβ
n−1 =

1

rn2
|S(r1)V β

n−1 ∧ i∂ϕ

− 1

rn1

∫
s

V βn−1 A i∂ϕ−
∫
f(rι.rl)

V α..
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De’monstration. –Soit (Uj) un recouvrement de X par des domaines de

cartes Uj ⊂⊂ X, (ψj) une partition de l’unité subordonn′ae au recouvrement
(Uj), (p

ε
j) une famme de noyaux régularisants à symétrie sphérique dans l’ouvert

Uj . On applique la formule (1) à la suite de fonctions C∞ :

Tv =
∑
j

ψj . V ? p
1/v
j ,

qui converge simplement vers V en décroissant. On raisonne alors comme dans
le lemme 1, en utilisant le fait que V et dV sont dans L1

1∝, et que le courant
positif i∂∂V est d’ordre 0. Les détails sont laissés au lecteur. �

COROLLAIRE 4. –On suppose que toutes les valeurs critiques positives d`ϕ
sont non dégénérées, que lafonction Logϕ est ṗlurisousharnwnique sur l’ouver
t{ϕ > 0}, et que la fornoe an est identiquement nulle. Alors on a la formule:

|r2r1
dt

tn

∫
Btι)i∂∂V∧βn−1

=
1

rn2
|S(r2)V β

n−1 ∧ i∂ϕ− 1

µ1
|S(r1lV β

n−1 ∧ i∂ϕ,

et lafonction r 7→ 1/rn
∫
S(r)

V βn−1∧ i òϕ est croissante convexe par rapport

à Logr.
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Démonstration. –La dérivée à gauche:

d−

dLogr
(

1

rn

∫
S(r)

V βn−1 ∧ i∧0ϕ) ,

existe, et elle est donnée par l’expression:

1

rn−1
R(r)i∂∂VAβ

n−1

qui est fonction croissante de Logr (corollaire 2). �
Dans Cn, si on choisit ϕ(z) = |z|2, on vérifie que:

αn ≡ 0,

i∂∂V ∧ βn−1 =
1

4n
∆V.βn = 2n−2(n− 1) ! ∆V.dλ,

j∗(βn−1 ∧ i∂ϕ) = 2∗−1(n− 1) ! rdS,

où A désigne la mesure de Lebesgue dans Cn, et dS la mesure supeHιcielle de
la sphere S(r) = {z ∈ Cn; |z| = r}. L’égalité du corollaire 4 se transcrit donc
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sous la forme classique :

|r2r1
dt

t2n−1
|f(`)∆V.a =

1

r2n−1

2

∫
S(r∗)

V dS − 1

r2·−1
1

∫
f(r1)

V dS.

2. Estimation des mombres de Lelong
Dans les applications à la theorie des nombres, nous utiliserons les formules

pr′∞́dcntes pour des courants du type:

T =
i

π
∂∂Log|F |,

où F est une fonction entière. D’après l’équation de Lelong-Poincaré, T est le
courant·d’intéyation sur le cycle analytique dffini par F ;T est donc un courant
positif fermé de bidegré (1, 1〉.

Dans ce paragraphe, nous supposerons.plus généralement que F est une fonc-
tion analytique dans un ouvert Ω de Cn; la fonction plurisousharmonique V sera
le potentiel V = Log|F |du courant T = (i/π〉∂∂Log|F |, et on choisira pour ϕ
une fonction du type:

ϕ =

N∑
j=1

|Fj |2,

où les fonctions Fj sont analytiques sur Ω. Dans ces conditions, il est aisé de
minorer le 〈〈 nombre de LBLONG génε′ralisé égal à la limite quand r tend vers
zéro de la fonction:

r 7→ 1

(2πr〉n−1

∫
B(r)

T ∧ βn−1,

(fonction qui est croissante d’après le corollaire 2).
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PROPOSmON 1. –Soit zo un paint de Ω, ω un voisinage ouvert de z0 relative-
ment compact dans Ω. On suppose que lesfonctions F, F1, F2, . . . , FN s’annulent
en zo aux ordres s, s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sN et que le nombre:

R = inf
zε∂∞

ϕ(z) ,

est > 0. Alors pour toutr ∈]O,R[, on a:

1

(2πr)n−1

∫
B(r)nso

T ∧ βn−1 ≥ ss1 . . . sn−1 ().

t1) Ces estimations sont cn fait valablcs dans unc situation bcaucoup plus
gčnčralc, et nous ont permis d’encadrer les nombres dc LELONG ass ∝ i6s
a I ·image directe d’un courant posittfcrm6 〈voir [3]).
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Démonstration. – Notons que d’après les hypothèses, l’ensemble analytique

{z ∈ ω;F1(z) = . . . = FN (z) = 0} est compact, donc fini, .oe qui entraîne N ≥
n. Le résultat est clair pour n = 1. Dans le cas général n ≥ 2, nous procéderons
d’abord à quelques réductions, et nous poserons z0 = 0 pour simplifier.

Étape 1. –Soient P1, . . . , PN les polynômes homogènes de degrč s1, . . . , sN
égaux aux parties pnncipales des développements de Taylor de F1, . . . , FN au
point 0. Il n’est pas restrictif de supposer que les polynômes P1, . . . , Pn s’annulent
simultanément au seul point 0.

En effet, les polynômes homogènes P1, . . . , Pn de degré s1, . . . , sn qui ne
vérifient pas oette condition, constituent un ensemble algébrique A dans l’espaoe
Ct des familles de coefficients. Il suffit donc de substituer à F1, . . . , Fn des
fonctions Fi, . . . , F εn, telles que|F εj − Fj | ≤ ε sur ω, obtcnues en approchant les
paru̇es principales de F1, . . . , Fn par des polynômes P ε1 , . . . , P εn dont le point
représentatf est situé dans C↖ λ.

On remplace ϕ par la fonction de classe C2 :

ϕε(z) =

n∑
j=1

|F gj (z)|2 + 〈C|z|)ε
N∑

j−n+1

|Fj(z)|2,

et on choisit les constantes:

C = sup

∞\B(r)
1
|z|

, rε = (
√
r − ε

√
n〉2, ε <

√
r

n′

de sorte que les conditions z ∈ ω, ϕg(z) < rε entraînent ϕ(z) < r. Si l’on pose
βε = i∂∂ϕε, et si l’on fait tendre ε vers zéro, le théorème de convergence dominée
montre que:

1

(2πrε)n−1

∫
{zε◦;ϕ.(z)<r.}

TAβ
n−1
ε → 1

(2πr)n−1

∫
δ(r)∩Φ

T ∧ βn−1,

donc il sufflt de démontrer l’inégalité pour le membre de gauche.
Étape 2. - Nous allons maintenant nous débarrasser des fonctions Fn+1FN .

7



Posons Rε = inf
z∈∞

ϕ.(z) , de sorte que Rε ≥ (
√
R − ε

√
n)2 > rι. D’après le

corollaire 2, appliqué à la variété :

X = {z ∈ cn;ϕι(z) < Rg},

BULL
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l’expression :

1

(2πp)∗−1

∫
{zε0:ϕ.(z)<p1

, T ∧ βn−1
ε ,

est fonction croissante de p dans l’intervalle]O, R car la fonction Logϕε est
plunsousharmonique. Vu les hypothèses sur les parties principales des

fonctions F l1, . . . , F εn, Fn+1FN , il est clair que :

n∑
j=1

|F εj (z)|2 ≥ C1|z|u·,

(C|z|)ε
N∑

j=n+1

|Fj(z)|2 ≤ C2|z|2s∗1+ε ≤ C3|z|2s.+ε,

avec des constantes C1, C2, C3 > 0. Par suite, la fonction ϕε est équivalente à
la fonction :

ψε(z〉 =

∗∑
j=1

|F εj (z〉|2,

lorsque |z|tend vers zéro. Comme βε ≥ γε = i∂∂ψε et comme le courant T est
positif, il en résulte:

lim
ρ→0

1

(2πp)n−1

∫
{)
zε0;ϕ.(z〉 < ptT ∧ β∗−1

ε

= lim
ρ→0

1

(2πp)n−1
|
ι−εω:ψr1

−)<p (..|TAβn−1
ε

≥ lim
p→0

1

(2πp〉n−1

∫
ιtzεω:ψ.(z)<pt

, T ∧ Y n−1
ε .

É tape 3. –En défmitive, on peut supposer que N = n, et que les parties
principales P1, . . . , Pn des fonctions F1, . . . , Fn n’ont pas d’autre zéro commun
que 0. Dans ces conditions, on a le lemme suivant, qui est le point crucial de la
démonstration.

LEMME 2. –Il existe un voisinage U de 0 dans co, une boule euclidienne D
de centre 0eι de rayon

√
R′ <

√
R dans Cn, et un ensemble analytique Y ⊂ D

tels T ()Mp.||0− |98−−NQ |
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que l’application f = (F1, . . . , Fn) soit un revêtement:

U\r−1(Y )→ D\Y,

à s1s2 . . . sn feuillets.
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Esquisse de démonstration du lemme 2. –Les hypothèses entraînent que le
point 0 est isolé dans la fibre f−1(0) ; l’existence du revêtement ramifié décrit
dans l’énoncé en découle (cf. par exemple R. NARASIMHAN [7]).

Il reste à montrer que le nombre de feuillets v vaut s1s2 . . . sn (on notera que
v est constant au-dessus de la base D\Y par connexité de celle-ci). Effectuons à
cet

�� ��REJECT et un 〈〈 changement d’échelle en rempla9ant les fonctions F1, . . . , Fn
et l’application f par:

Ff,0(z) = Pj(z) , Fj.λ(z) = λ−s1Fj(λz) si 0 < |λ| ≤ 1,

f1 = (F1. 1Fn.1) ,

où le nombre complexe λ tend vers zéro. Le théorème des fonctions implicites
montre que v = v(λ) est localement constant au voisinage de λ = 0, donc
indépendant de λ. On est donc ramené à montrer que l’application :

p = (P1, . . . , Pn) : Cn → Cn,

est un revêtement ramifié à s1s2 . . . sn feuillets, lorsque le point (P1, . . . , Pn) est
dans le complémentaire Cd\A de l’ensemble algébrique A (pour la défmition de
A, voir le début de l’étape 1). Il sufflt d’observer comme ci- dessus que lorsque
(P1, . . . , Pn) décrit Cd\A, le nombre de feuillets v reste localement constant;
v est donc constant par connexité de Cd\A. Comme l’égalité :

v = s1s2 . . . sn,

est d’autre part évidente si l’on choisit Pf (z) = zSJJ , la conclusion s’ensuit.
� Achevons maintenant la preuve de la proposition 1. On peut supposer que
l’ensemble f−1(Y )du lemme 2 ne contient aucune composante irréductible de
l’hypersurface U∩F−1(0) : sinon modifier les fonctions F1, . . . , Fn en appliquant
une (〈 petite 〉〉 rotation dans l′espaoe des variables (z1, . . . , zn) et raisonner
comme à l’étape 1. Lorsque r < R′(

√
R′ =rayon de la boule Ddu lemme 2), on

peut effectuer le changement de variable:

w = (w1, . . . , wn) = (F1(z), . . . , Fn(z)) ;
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on obtient:

1

(2πr)n−1

∫
f(r)∩∞

T ∧ βn−1 =
1

(2πr)n−1

∫
{zεU\√−1(Y ):ϕ(z)er}

i

π
∂∂Log|F | ∧

βn−1

=
1

(2πr〉n−1

∫
t:

weD\Y | · |. < r} i
π
∂∂Log|G| ∧ η.− 1

= (2π
1

r)n−1

∫
|<r

i
π
∂∂Log|c|∧η

· − 1,

avec η = i∂∂|w|2, G(w) =
∏

zεΓ1(r)

F (z) . La fonction G, qui est dffinie a priori

sur D\Y , est localement bom6c au voisinage de Y , donc se prolonge en une

9



fonction analytique dans la boule D. On va minorer l’ordre d’annulation q de
G au point 0. On a vu plus haut (étape 2) qu · on avait :

|w|2 =

n∑
j−1

|Fj(z〉|2 ≥ Cι|z|2s·,

lorsque |z| est asscz petit; par suite |z| ≤ Cs|w|1ls. et :

|G(w)| ≤ C6(|w|sls·〉ι1...s· = C6|w|r1...s−1 ·,

d’où q ≥ ss1 . . . sn−1. La proposition 1 résuloe de l’égaiité classique :

lim
r→0

1

(2πr)n−1

∫
w|2<r

i

π
∂∂Log|G| ∧ ηn−1 = q. �

Nous aurons besoin également du résultat suivant, qui se démontre de manière
analogue.

PROPOSmON 2. –Soient P, P1, P2, . . . , PN des polynômes de degrés re-
spectfs δ, 81 ≥ δ2 ≥ . . . ≥ δN &m Cn, tels que la fonction:

ϕ(z) =

N∑
j=1

|Pj(z)|2,

soit exhaustive, et doit T = i/π∂∂Log|P |, β = i∂∂ϕ. Alors:

lim
r→+∞

↑ 1

(2πr)n−1
|f(r)T ∧ βn−1 ≤ δδ1 . . . δn−1.
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De’monstration. –Les hypothèses entraînent que N ≥ n. Posons:

w = (w1, . . . , wn) = (P1(z), . . . , Pn(z)) ,

ϕε(z) = |w|2 + (ε+

N∑
j=n+1

|Pj(z)|2)1−ε,

βε = i∂∂ϕε, η = i∂∂|w|2.

Il vient:

(4)
1

(2πr)n−1

∫
B(r)

T ∧ βn−1 = lim
ε→0

1

(2πrε)n−1

∫
ϕ.(z)<r

.T ∧ βn−1,

où rε = inf
ϕ(z)=r

ϕε tend vers r quand ε tend vers zéro.

D’autre part, le corollaire 2 montre que :

(5)
1

(2πrε)n−1
|ϕ.(z)<r.T ∧ βn−1

ε ≤ lim
ρ→+∞

↑ 1

(2πp〉n−1
|ϕ.(z〉<ρ TA βn−1

ε .

Soient maintenant u1, u2, . . . , uπ2 des formes linéaires en z1, . . . , zn telles .
que le système de (1, 1) fonnes positives :

iduj ∧ duj , 1 ≤ j ≤ n2,

10



constitue une base de l’espace vectoriel des (1, 1)-formes. Si l’on procède comme
dans la démonstration précédente, on est amené à faire les hypothèses supplé-
mentaires (6), (7) qui suivent:

(6) Les parties homogènes de plus haut degré de n quelconques des 1+n+n2

polynômes :
P, P1, . . . , Pn, u1, . . . , unz ,

n’ont pas d’autre zéro commun que le point 0 (sinon modifier légèrement P1, . . . , Pn, u1, . . . , un2)
.

(7) Il existe une petite constante c > 0 telle que:

N∑
j=n+1

|Pj(z)|2 ≥ c|z|2δ·,

(augmenter au besoin N , et introduire des polynômes de degré δn ayant de
petits coefficients).

Il est clair qu’on a des égalités de la forme:

βε = η +

n2∑
j=1

aj(z)duj ∧ duj .

(8) βn−1
ε = ηn−1 +

∑
|l|+|/|←n−1,|/|≥1

al.J(z)dw, ∧dw, ∧du, ∧du
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où la somme est étendue aux multi-indices croissants :
I = {i1, . . . , il} ⊂ {1, 2, . . . , n}, J = {j1, . . . , jl} ⊂ {1, 2, . . . , n2},
et où :

|I| = k, |J | = l, dwI = dwi1 ∧ . . . ∧ dwiι ,

duJ = hJA1 . . . ∧ duj,.

L′inégalit6(7〉 entraine :

(9)
{
|aj(z)| ≤ C1(1 + |z|2〉δ.(1−·)−1,
|al.J(z)|1/|J| ≤ C2(1 + |z|2)δ.(1−·)−1.

En vertu de la condition (6), on a de plus :

(10) 1 + |z|2 ≤ C3(1 + |w|2)1/δ.

et l’inégalité |w|2 < p implique :

(11) u2 =

t∑
j=1

|uj |2 ≤ C4(1 + p〉1l8 · .

D′ap}s le lemme 2, l’application :

p : z = (z1, . . . , zn) 7→ w = (P1(z), . . . , Pn(z)) ,

réalise un revêtement ramifié de Cn à 61δ2 . . . δ∗ feuillets. De même, pour tout
couple de multi-indices I ⊂ {1, 2, . . . , n}, J ⊂ {1, 2, . . . , n2} tels que |I|+|J | =
n− 1, l’application :

11



(12) (z1, . . . , zn) 7→ (P (z). (wj)jε/, (uj(z))jeJ) ,

est un revêtement ramifié de Cn (à, disons, vl.Jfeuillets〉. On obtient comme à
l’étape 3 de la proposition 1 :

(13) lim sup
p→+∞

1

(2πp)n−1

∫
ϕ.{∗)<ρ

T ∧ η∗−1

≤ lim
p→+∞

1

(2πp)n−1

∫
|w|3<ρ

i

π
∂∂Log|Q|Aη∗−1,

où :
Q(w〉 =

∏
∗·p−1(

.IP (z) .
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Comme |Q(w)| ≤ [C5(1 + |w|)1/δ·]δδ1...6·, Q se prolonge en un polynôme de

degré q ≤ 6δ1 . . . δn−1, et on a donc classiquement:

(14) lim
ρ→+∞

1

(2πp)n−1

∫
w|2<ρ

i

π
∂∂Log|Q| ∧ ηn−1 = q ≤ δδ1 . . . δ∗−1.

n nous reste à majorer les termes correctifs issus de I’identité (8). On a, en
posant m = |1|2 + |J |2 :
|.r4(=1<pT ∧ al,J(z)dwJ ∧ dwl ∧ duJ ∧ duJ |

≤ sup
ϕ.(z)<p

|al,J(z)|.
∫
ϕ.(z)<ρ

in+1

π
∂∂Log|P |

∧dwI ∧ dwl ∧ duJ ∧ du

car les courants (i/π)∂∂Log|P | et ιn/dwl ∧
�� ��REJECT

−
l
∧ duJ ∧ duJ sont positifs;

l’utilisation du changement de variable (12), combinée à l’inégalité (11〉, fournit:∫
ϕ.(z〉<p

im+1

π
∂∂Log|P | ∧ dwl ∧ dwl ∧ duJ ∧ duJ

≤ v1,/

∫
P−0.|w|2<p.|u|2<C.(1+ρ)1

..wιA

≤ vl./(2πp〉|/|(2πC4(1 + p)1/δ·)|J|.
Les inégalités (9), (10) et (11) entraînent d’autre part:

sup
ϕ.(z〉<p

|al.J(z)| ≤ [C2(C3(1 + p)1/δ·)δ.(1−ι)−1]|J|,

on obtient donc (compte tenu de ce que |I|+ |J | = n− 1):

(15) ||ϕ.(z)<pT ∧ al./(z)dwl ∧ dw, ∧du, ∧duJ | ≤ C6(|+ p)n−1−ε|J|.

La conclusion se déduit des lignes (4), (5), (8), (13), (14), (15). �
Les propositions 1 et 2 admettent les conséquences suivantes (corollaires 5

et 6), qui nous seront utiles ultérieurement.
COROLLAIRE 5. –Soient F1, . . . , FN des fonctions holomorphes dans un

ouver tΩ de Cn, qui s’annulen t respectivement aux ordres s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sN
en un point zo ∈ Ω.

12
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On pose ϕ(z) =

N∑
j=1

|Fj(z〉|2, β = i∂∂ϕ, et on suppose donne’ un voisinage

ouvert ω ⊂⊂ Ω de z0 tel que le nombre:

R = inf
zεδα

ϕ〈z) ,

soit > 0. Alors pour toutr ∈] O,R[ona:

1

(2πr)n
Jl(r1∩αβ

r ≥ s1s2 . . . sn.

On voit que la quantité lim
r→0
↑ 1/(2πr)n

∫
r(r)rιΦ

βn doit être considérée comme

une ((multiplicit d’intersection 〉〉 au point z0 des cycles analytiques dffinis par
les fonctions Fj ; il resterait à en trouver une interprétation géométrique précise.

Démonstration. –On idenffie Cn à l’hyperplan zn+1 = 0 de Cn+1. On pose:

F (z1, . . . , zn+1) = zn+1, T =
i

π
∂∂Log|F |,

FN+1(z1, . . . , zn+1) = zN+1
n+1 , avec sN+1 ≥ sN ,

ψ(z) =

N+1∑
j=1

|Fj(z)|2, γ = i∂∂ψ.

Comme T est le courant d’intégration sur l’hyperplan Cn, il est clair que :

1

(2πr)n

∫
B〈r〉∩0′

βn =
1

(2πr)n

∫
φ〈z)<r,(z1.....z.)•0

, T ∧ γn,

et il suffit donc d’appliquer la proposition 1, avec s = 1.�
En plongeant de mėmeCn dans Cn+1, la proposition 2 entraîne :
COROLLAIRE 6. –Soient P1, . . . , PN des polynômes de d`grés respectfs

δ1 ≥ δ2 ≥ . . . ≥ 6N dans Cn tels que la fonction:

ϕ(z) =
N∑
j=1

|Pj(z)|2,

soit exhaustive et soit β = i∂∂ϕ. Alors:

lim, → +∞ † 1

(2πr)n

∫
(z〉<r

βn ≤ δ1δ2 . . . δn.
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3. Un lemme de Schwarz dans Cn
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On considère comme précčdemment une fonction entière F dans Cn, et des
polynômes P1, P2, . . . , PN de degré δ, dont les parties homogènes de plus haut
degré Q1, Q2, . . . , QN admettent pour unique zéro commun le point 0. On pose
:

ϕ(z) =

N∑
j=1

|Pj(z)|2, β = i∂∂ϕ,

T =
i

π
∂∂Log|F |, |F |r = sup

|z|≤r
|F (z)|.

Les formules de Jensen du paragraphe 1 pennettent de minorer la quantité
Log|F |R/|F |r par la masse moyenne du courant T relativement à la forme β.

THÉORÈME 2. –Il existe une constante C ∈]O, 1] ne de’pendant que des
polynômes P1, . . . , PN telle que pour tout R ≥ r ≥ 1 on ait:∫ CR2

ι

.
dt

tn

∫
ϕ(z〉<t

T ∧ βn−1 ≤ (2δ)}πn−1Log
|F |R
|F |r

.

Démonstration. –Procédons d’abord à une première réduction. D’apr6s le
principe du maximum on a |F |r = |F (a)| avec |a| = r;

�� ��REJECT ectuons une
dilatation de l’espaoe de manière à nous ramener à la situation dans laquelle
r = 1, a = 0.

Posons :

ϕa(z) =
1

r2δ
ϕ(rz + a) , ψ(z) =

N∑
j=1

|Qj(z)|2,

βa = i∂∂ϕa, γ = i∂∂ψ,

i−

Fa(z) = F (rz + a) , Ta =π ∂∂Log|Fa|.

Pour tout R ≥ r, l’inégalité du théorème 2 résultera de l’inégalité :

cC(R/r)zι

1

dt

tn

∫
ϕ.(z)<l

Ta ∧ βn−1
a ≤ (2δ)nπn−1Log

|Fa|(R−|a|)/r
|Fa(0)|

,

soit, quitte à remplacer (Fa, Ta) par 〈F, T ) et R par rRC−1/2δ :

(16)
∫

1

dι

tn

∫
ϕ.|z〉<t

T ∧ βn−1
a ≤ (2δ〉nπn−1Log

|F |CR
|F (0)| ,

pour tout R ≥ 1; 0n−choisira- alors C−1/2δ = 1 + C1.
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Étape 2. –Pour établir (16), nous écrirons βπ−1

l sous la forme:
βn−1
a = γn−1+termes de degré inférieur

et nous décomposerons le premier membre de (16) en la somme de la partie

principale
∫ R

1

(lt

tn

∫
φ(z)<i

T ∧ γn−1, et d’un certain nombre de termes correctifs.

Il est clair qu’il existe des constantes C2, . . . , C7 telles que:

14



(17) |z| ≤ C2(1 + ϕa(z))1/2δ,
(18) C−1

3 |z|2δ ≤ ψ(z) ≤ C3|z|2δ,
(19) ψ(z) ≤ ϕι(z) + C4(1 + |z|)2δ−1,

βa ≤ γ + C5(1 + |z|)2δ−3η, où η = i∂∂|z|2,
(20) βn−1

a ≤ γn−1 + C6(1 + |z|)2(n−1)(δ−1)−1ηn−1,
(21) βn−1

r ≤ C7(1 + |z|)2(n−1〉(δ−1)ηn−1.

D’après (17〉 et (19), on a:
sup

ϕ.(z)<t

ψ(z) ≤ sup
ϕ.l−−1=′

ψ

≤; +C4|[+C2(1 + t〉1/2δ)2δ−1 < t+ C8t
1−1/28,

ce qui donne:∫ R1

1

.
dt

tn

∫
ϕ.(z)<t

T ∧ βn−1
a

≤ rR
2δ

1

dι

tn
|φ(z)<′(1+C0t−1/l)T ∧ βn−1

a

≤cC.R
f

1 ..
du

un
(1 + C10u

−1/2δ)

∫
φ(z)<u

T ∧ βn−1
a ,

avec le changement de variable u = t(1 + C8t
−1/2δ) .

En combinant avec (20) on obtient le majorant:

(22)
∫ C9R

2

0

.
du

l(}

∫
ψ(z)<u

TAγ
n−1 + I1 + I2,

avec :

(23) I1 = C10

∫ C.R−0

1

du

un+1/2δ

∫
φ(z)<u

T ∧ βn−1
a ,
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(24) I2 = C6

∫ CoR
zι

1

lu

un

∫
∗(z)<u

(1 + |z|)2(n−1)(δ−1)−1T ∧ ηr−1.

Étape 3. –La partie principale (premier terme de (22)) sera estimée à l’aide du
corollaire 4 et du lemme élémentaire qui suit.

LEMME 3. −γn = (i∂∂Logψ)n ≡ 0 sur C}\{0}.
En effet, la fonction ψ est homog6ne de degré 2 δ; la forme γ = i∂∂Logψ

provient donc par passage au quotient d’une (1, 1)-fonne sur l’espaoe projectif
Pn−1 = Cn\(0}) /C∗.

Le lemme 3 s’ensuit par raison de dimension. �
D’après le corollaire 4, il vient:

jC,R
20d u

ln
∫
ψ(z〉<u T∧γ

n−1

l 0

=
1

π(C9R2t)n

∫
⇓(z)−C∗Rzι

Log|F |γn−1Ai∂ψ

15



− lim
p→0

1
πpn

|φ(z)=ρLog|F |γn−1 ∧ i∂ψ.

L’homogénéité des polynômes Qj et les corollaires 5 et 6 entraînent que :

1

(2πt)n
|∗(z〉−tγn−1Ai∂ψ =

1

(2πt)n
|φ(z)<ιγ

n = δn,

où, sur l’hypersurface orientée {ψ(z) = t}, la forme volume γn−1 ∧ i∂ψ est
positive. En vertu de (18) on en déduit:

(25)
∫ C,Rzι

0

du

un
|ψ〈z)<uTAγn−1 ≤ 〈2δ)nπn−1Log

�� ��REJECT |F (0)||F |CR.

É tape 4. –Estinwtion du terme correctif 11 + I2.
Comme pour (25), on montre que:

(26)
∫ ρl

0

dι

tn

∫
z|1<i

T ∧ η′ − 1 ≤ 2nπn−1Log
|F |ρ
|F 〈0)|

.
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On vérifie aisément [φ〈18〉, 〈21〉, (23〉, (24)] qu’on a la majoration :

(27) I1 + 12 ≤ C12

∫ cµl

1

.
u(n−1)(1−1/b)

un+1/2l
h

∫
z|C1

F 1/∗. TA ηn−1

≤ C14

∫ C1.R
∗

1

dt

tn+(1/2)

∫
s|∗<i

TAη
n−1,

[fectuer le changement de variable u = (t/C2
13)δ].

D’autre part, on γuι′Gcnre :

(28)
∫ ρ∗

1

dt

tn+(1/2)
||z|2<l TA ηn−1 ≤

∫ ρ

1

dt

tn+(1/2)

∫
z|l<i

TA η′ − 1

+p−1/2

∫ ρ∗

p

dt

tn
||z|<′ TA η•−1,

où pour tout couple (t, u) tel que t ≤ p ≤ u, on a 〈φ corollaire 2) :

1

tn−1

∫
z|2<′

τAη
n−1 ≤ 1∼

un−1

∫
z|1<u

TA η•−1.

Intégrons les deux membres 1/Logp|ρ3p 〈h/u〉x?:
de l’inégalité avec le poids

1

tn−1

∫
z|2<ι

TA ηn−1 ≤ 1

Logp

∫ ρ2

ρ

du

un

∫
z|∗<u

TA ηn−1.

n vient donc 〈φ(26), (28)) :

(29)
∫ p∗

1

dt

tn+(1/2)

∫
z|3<ι

T ∧ ηn−1

≤ (
2

Logp
+ p−1/2).Iρ

2

p

dt

tn

∫
z|2<t

TA ηn−1
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≤ Cl6
Logp

Log
|F |p
|F (0)|

,

d’où finalement (φ(22), (25) , (27) , (29) ) :

(30)
∫ R1

1

.
dt

tn
|ϕ.(z)<lTAβll−1− ≤ (1−+

C17

LogR
)(2δ)nπ−1Log

�� ��REJECT |F (0)||F |CR.
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É tape 5. –Il ne reste plus qu’àfaire disparaître le facteur (1 + (C17/LogR))

pour rendre la formule (30) plus esthétique.

Comme la fonction t 7→ 1/tn−1

∫
ϕ.(z)<ι

TA β−1
l est croissante, l’expression∣∣R21dt/tnϕ

∣∣ TA β−1
a est fonction convexe de la variable LogR.

On a donc :
Log(Rec1)

LogR

∫ Rl

1

.
dt

tn

∫
ϕ.(z)<`

TA βn−1
a ≤ |tRε

C1)2δ′
1

dt

t

∫
ϕ.(z)<′

T ∧ β :−1

≤ (1 +
C17

C17 + LogR
)(2δ)nπn−1Log

|F |CR
|F (0)|

,

d’après (30), avec C1 = C18e
c1′. L’inégalité (16) en résulte. �

Ix lemme de Schwarz préddent est d’autant plus utile que les fonctions
F, P1, . . . , PN ont de nombreux zéros communs. En combinant le théorème 2
avec la proposition 1, on obtient ainsi la :

PROPOSmON 3. - Soient P1, . . . , PN &s polynômes& degré δd`C[z1, . . . , zn],
dont les parties homwgènes&plus haut daegré aδnettent pour unique zéro com-
mun lorigine. Il existe une constante C1 ≥ 1 ayant les propriétés suivantes.
Soit F une fonction entière &m Cn. Soit R ≥ r ≥ 1 et w1, . . . , wm des zéros
deux à deux distincts de F, P1, . . . , PN lordre ≥ s, s1, . . . .s\ respectirem ′nτ , accc
s1 ≤ s2 ≤ . . . ≤ sN . Alors:

Log|F |r ≤ Log|F |R −m
ss1... · sn−1

δn−l\
Log

R

C1r
.

Dénwnstration. –Les zéros communs aux polynômes P1, P2, . . . , PN sont isolés.
Il existe par conséquent des voisinages ouverts disjoints co1, 012, . . . , 0)m des
points w1, w2, . . . , wn tels que sup

ze∂∞,
ϕ(z) > 0, où les notations ϕ, β, T conservent

la même signification que dans le théorème 2. Lorsque r est assez petit, la
proposition 1 montre que :

1

(2πr)n−1
|ϕ(z)<rT ∧ βn−1

≥
n∑

j⇔1

1

〈2πr)n−1

∫
liτ1z)<r}

zC0TAβ
n−1 ≥ mss1 . . . sn−1.
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La minoration est donc vraie quel que soit r > 0,∞ qui entraîne :∫ CR∗

rl
.
dt

tn

∫
w(z)<ι

T ∧ βn−1 ≥ (2π)n−1mss1 . . . sn−1Log
CR2δ

r2δ
.

La proposition 3 résulte alors du théorhne 2 (avec C1 = C−1/2δ). � Soit main-
tenant S une partie quelconque de Cn. On note ω1〈S〉 le degrč minimal des
hypersurfaces algébriques qui conticnnent S (s’il n’existe pas de telles hypersur-
faces, on pose ω1(S) = +∞〉. Nous énoncerons un lemme de Schwarz relatif aux
fonctions qui s’annulent sur S.

COROLLAIRE 7. –Soit S une partie de Cn et δ un entier tel que δ ≤ ω1(S)
. Il existe une constame C2 ≥ 1 telle que si F est une fonction entière ayant en
chaque point de S un zéro ffordre ≥ t, on ait pour toutR ≥ r ≥ 1 :

Log|F |r ≤ Log|F |R ↔ t
δ〈δ + 1) . . . (δ + n− 1)

n!δn−1
Log

R

C2r
.

Démwnstration. –Notons :

m(δ) =

(
δ + n −1
n

)
=

(δ + 1) . . . (δ + n− 1)

n!
,

la dimension de l’espaoe vectoriel C[z]δ des polynômes de degré < δ dans Cn.
Un raisonnement élémentaire d’algèbre linéaire conduit au résultat suivant.

LEMME 4. –On peut trouver m = m(δ) points w1, w2, . . . , wm ∈ Squi ne
son t situés sur aucune hypersuface de degre’ < δ. Il existe alors un unique
polynôme de degre’ < δ prenant d`s valeurs données aux points w1, w2, . . . , w

En effet les différentes formes linéaires sur C[z]δ dffmies par P 7→ P (w) ,
w ∈ S, s’annulent simultanément pour le seul polynome P = 0 (par hypothèse
ω1(S) ≥ δ) . On pem donc trouver m = m(δ) formes (correspondant à des
points w1, . . . , wn ∈ S) qui constituent une base de l’espaoe dual C[z]∗t . Les
affirmations du lemme 4 ne sont qu’une autre formulation de cette propriété. �

En particulier, il existe des polynômes P1, . . . , PN de degré δ, s’annulant aux
points w1, . . . , wm, et dont les parties homogènes de plus haut degré forment
une base de l’espace des polynômes homogènes de degré δ. Le corollaire 7 est
donc conséquence de la proposition 3 en prenant m = m(δ) , s = ι, s1 = s2− =
. . . = sN = 1.−−
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Nous pouvons améliorer l’inégalité du corollaire 7 moyennant des renseigne-

ments supplémentaires sur la répartition des points de S. Si S est un produit
cartésien S = S1xS2x . . . xSn suivant les directions d’une base de Cn, il est facile
de montrer qu’on peut remplaoer le nombre :

δ(δ + 1) . . . (δ + n− 1〉
n!δn−1

par tout entier δ tel que :
δ ≤ ω1(S) = min

1fj≤n
card S:.

Nous supposerons ici que S contient un polytope complet àm(δ) =

(
δ + n −1
n

)
sommets: autrement dit, il existe δ + n − 1 hyperplans affines Hj ⊂ Cn,
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concourants n à n, d′inter sec u̇ons vides n + 1 à n + 1, et tek que S conti-
enne les sommets wJdu polytope (intersections des familles de n hyperplans
(Hf )jεJ , J ⊂ {1, 2, . . . , δ + n − 1}, |J | = n). Cette hypothèse est vérifiée
notamment dans le cas ω1(S) ≥ 2, avec δ = 2,m(2) = n+ 1.

Soit Aj une forme affine dffmissant Hj , et posons :

ÂI =
∏
`i

Aj ,

pour toute partie I de {1, 2, . . . , 6 + n− 1}. Il est clair que :
λl(wJ) = 0, si |I| = n, I 6= J,

ÂJ(wJ) 6= 0.

Les polynômes (4al)|J|−n forment donc une base de l’espace des polynômes de
degré < δ, de sorte que :

co1({wJ ; |J | = n}〉 = δ.

On observe que le polynôme Pk =
∑

1|−n−k

Âl, 1 ≤ k ≤ n, a pour degre δ+k−1 et

que Pk s’annule à l’ordre k en chaque point wJ ; il cst aisé de véMer d’autre part
que les parties homogènes de plus haut degré des polynômes P1, . . . , Pn n’ont
pas d’autre zéro commun que le point 0. Posons τ = δ(δ + 1) . . . (δ + n− 1); si
1′on applique la proposition 3 aux polynômes de degré τ :

Pi, P2, . . . , P
s/t+n−1
n ,
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avec m = m(δ), s = t, sk = kτ/δ + k − 1, il vient :
COROLLAIRE 8. –Soit S une partie de Cn comenant un polytope complet

à
(
δ + n −1
n

)
sommets. Il existe une constante C3 ≥ 1, telle que si F est

une fonction entière ayant en chaque point de S un zéro lordre ≥ t. on ait pour
tout R ≥ r ≥ 1:

Log|F |r ≤ Log|F |R − t
8 + n ' 1

n
Log

R

C3r
.

4. Nouvelle démonstration du thhrème de Bombierl
Nous allons établir le théorème de BOMBIERI au moyen des lemmes de

Schwarz énoncés au paragraphe 3. Soit K un corps de nombres. On note
[K : O] son degré, et on pose :

[[K : O]] = [K : O] si K ⊂ R,
[[K : O]] =

1

2
[K : O] sinon.

THÉORÈME 3. –Soient f1, . . . , fpd`s fonctions me’romorphes dans Cn,
telles que f1, . . . , fd(n < d ≤ p) soiem algébriquement indépendantes sur Q
et d’ordres finis p1, . . . , pt. On suppose que les dérivations d/dz1, . . . , d/dzn
appliquent lanneau K[f1, . . . , fp] dans lui-même. Alors Γensemble S des points
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z ∈ Cn, distincts d`s pôles & s fj , tels que [f1(z), . . . , fp(z) ) ∈ Kp, est contenu
dans une hypersuφace algébrique dont le degré δvérφe la majoration :

δ(δ + 1) . . . (δ + n− 1)

n!δn−1
≤ p1 + . . .+ pd

d− n
[[K : O

Démonstration. –Si l’ensemble S n’est pas contenu dans une hypersurface al-
gébrique de degré < δ, le raisonnement d’algèbre linéaire du lemme 4 montre
qu’on peut trouver m = m(δ) points w1, w2, . . . , wm ∈ S qui ne sont situés
sur aucune hypersurface de degré < δ. Quitte à remplaoer p1, . . . , pd par les
nombres p1 + ε, . . . , pd + ε, on peut supposer pj > 0et−fj = gj/hj avec :

|gj(z)|+ |hj(z)| ≤ exp(Bf |z|pJ + Cj) , 1 ≤ j ≤ d,

hj(wι) 6= 0, 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ k ≤ m.
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Les méthodes arithmétiques classiques (voir par exemple M.WALDSCHMIDT

[10], §5.4) permettent alors d’obtenir le résultat\suivant.
LEMME 5. –Il existe des constantes positives r, C1, C2 et une suite (Ft)d`

fonctions entières dans Cn (où t décrit une partie iφnieT & N) telles que: (31)
Ft s’annule à r0Γdret aux points w1, w2, . . . , wm.·

(32) |Ft|r ≥ (C1t〉−tΠK:Qn.·

(33) |Ft|R(t) ≤ C ′2, où R(t) = (
td−n

Logt
)1/(ρ1+...+ρ`)

La majoration du théorème 3 résulte aisément du corollaire 7 appliqué à la
fonction F = Ft et à R = R(t) , quand t→ +∞.�

Le théorème 3 entraîne en particulier l’inégalité :

0)1(S) +
n(n− 1)

2
≤ n!

p1 + . . .+ pt
d− n

[[K : O

Ici encore, il est possible de faire mieux si l’on connaît plus précisément l’ensemble
S. Dans une première tentative de démonstration en plusieurs variables du
théorème 3, S. Lang a montré que si S contenait un produit cartésien S1 ×
S2x . . . xSn alors on avait :

ω1(S1x . . . xSn) = min
1≤j≤n

card Sj ≤
p1 + . . .+ pd

d− n
[[K : Q

D’une manière analogue, les corollaires 7 et 8 fournissent le résultat suivant,
qui semble ne pas avoir été établi à oe jour par la méthode des estimations L2.

PROPOSITION 4. –Si n = 1, 2, ou si S contient un polytope complet à
(eo1(S)n+n−1) sommets (en particulier si (1) (S) = 1, 2) alors:

011(S) + n− 1

n
≤ p1 + . . .+ pd

d− n
[[K : Q

Il paraît naturel de conjecturer que ce résultat reste valable dans tous les cas. La
méthode de E. BOMBIERI, améliorée par H. SKODA [8], en donne une bonne
approche:
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(34)
(01(S)

n
≤ p1 + . . .+ pd

d− − n
[[K : O
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5. Po]mΠ1oe s’annulant snr une partie }niε de Cn
Soit S une partie finie de Cn. Suivant M. WALDSCHMIDT [9], nous

noterons, pour tout entier t > 0, ωt(S) = degré minimum des polynômes P
qui s’annulent à l’ordre t sur S.

De la propriété de sous-additivité :

ωι1+ι2(S) ≤ ωl1〈S) +mt2(S) ,

résulte aisément l’égalité suivante, qui est une dffinition du nombre Ω(S〉 degré
singulier 〉〉 de S〉 :

inf
cot(S)

t
= lim
t→+∞

ωt(S)

f
= Ω(S〉.

En utilisant le théorème d′HoRMAN1) ER−BoMBIER1-SKODA (H. SKODA
[8]) M. WALDSCHMIDT [10] a démontré l’encadrement:

(35) ↔≤ Ω(S) ≤ t1 + n− 1t̃2ω, (S)ωl(S) ,

pour tout couple (t1, t2〉 d’entiers positts; il a prouvé aussi le lemme de Schwarz
suivant.

PROPOSmON 5. –Soient S une partie finie d`Cn et ε un nombre réel, ε > 0.
Il existe un non∅re réel positf r0 = r0(S, ε) tel que pour tout entier t � O et
pour toute fonction entière F dans Cn ayant en chaque point d`S un zéro lordre
≥ ι, on ait:

Log|F |r ≤ Log|F |R − t(Ω(S)− ε)Log
R

4nr

pour R ≥ r ≥ −r0.
J.-C. MOREAU [6] en a déduit un lemme de Schwarz analogue où le nombre

t(Ω(S) − ε) est remplacé par coι(S) − tε. Si S est l’ensemble exceptionnel du
théorème 3, la proposition 5 montre que :

(36) Ω(S) ≤ p1 + . . .+ pd
d− n

[[K : O

En observant d’après (35) appliqué à t1 = 1 que:

Ω(S) ≥ 011(S)

n
,
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on voit que (36) permet de retrouver la majoration (34).
G. V. CHUDNOVSKY [2] a conjecturé que l’on avait 1′ṁégalité plus forte :

(37) Ω(S) ≥ ω1(S) + n− 1

n
,
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et en a annoncé une démonstration dans le cas n = 2, utilisant la théorie des
intersections. Les corollaires 7 et 8 vont nous permettre de démontrer ce résultat
sous les hypothèses plus générales de la proposition 4. Choisissons pour fonction
entière F un polynôme P de degré ω, (S) qui s’annule à l’ordre t en tout point
de S. Fixons r et faisons tendre R vers +∞. Il vient, avec δ = ω1(S) :

ωt(S) ≥ tω1(S)((01(S〉+ 1〉 . . . (ω1(S) + n− 1)

n!ω1(S)n−1
,

et en faisant à nouveau tendre t vers +∞ :
PROPOSmON 6. –Pour toute partie finie S de Cn, on a:

Ω(S) ≥ ω1(S)(ω1〉(S) + 1〉 . . . (ω1(S) + n− 1〉
n!ω1(S)n−1

.

Si n = 1, 2, ou si S contient un polytope complet à (ω1〈S〉n+n−1)somnκts (en
particulier si (01(S) = 1, 2) alors:

Ω(S) ≥ co1(S) + n− 1

n
.

Observons que l’inégalite’ (37〉 ne peut pas être améliorée. En effet, avec les

notations du corollaire 8, lorsque S est un polytope complet à
(
δ + n −1
n

)
sommets, le polynôme :

P = A1A2 . . . Aδ+n−1,

est de degré δ + n− 1 et s’annule à l’ordre n en tous les points de S.
On peut se demander si plus généralement on n’a pas :

Ω(S) ≥ ωt(S) + n− 1

t+ n− 1
,

pour tout entier t > 0, mais oe résultat semble inaccessible par les méthodes
précédentes 1orsque−t ≥ 2.
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1981.

[3] DEMAILLY (J.-P.). –Sur les nombres de Lelong associés à Γimage directe
fun courant positf [ermé. à paraitre aux Ann. Inst. Fourier, t. 32, fasc. 2,
1982.

[4] LELONG (P.). –Fonctions plurisousharmoniques el formes différentielles
posiιives, Gordon and Breach, New York, et Dunod, Paris, 1967.

22



[5] LELONG (P.). −Surlεs cyclcs holomorphes à coelficicnts positifs dans
C ′1 et un comp1ε′mεnt au théorèmc de E. Bombicn·, C. R. Math. Rep. Acad.
Sc. CΦoda, vol. 1, no4, 1979, p. 211-213.

[6] MOREAU (J.-C.). – Lcmmes de Schwarz en plusieurs variables et ap-
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