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INTRODUCTION A LA
THEORIE DE HODGE

José Bertin, Jean-Pierre Demailly

Luc Illusie, Chris Peters

Le présent ouvrage développe un certain nombre d’éléments fondamentaux
de la théorie de Hodge. Il est destiné principalement aux étudiants et chercheurs
non spécialistes du sujet, qui souhaitent se familiariser en profondeur avec celui-
ci et se faire une idée de 1’état actuel de la recherche. Le texte comporte trois
parties consacrées a des aspects variés et complémentaires de la théorie : aspects
analytiques (méthodes L?), algébriques (utilisation de la caractéristique p), et
enfin applications a la géométrie algébrique au travers de I’étude des variations
de structure de Hodge et des conjectures de symétrie miroir pour les variétés de
Calabi-Yau.

This monograph develops a number of fundamental concepts and results of
Hodge Theory. It is mainly aimed to students and researchers, non-experts in the
field, who wish to get acquainted in depth with the subject and obtain precise up-
to-date information on the current status of the theory. The manuscript is divided
in three parts, each of them devoted to various and complementary aspects of the
theory : analytic aspects (L? methods), algebraic aspects (use of characteristic
p methods), applications to algebraic geometry through a study of variations of
Hodge structures and mirror symmetry conjectures for Calabi-Yau manifolds.
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Avant-propos

Les trois textes regroupés dans cet ouvrage sont consacrés a une présentation
d’aspects variés — et importants a divers titres — de la théorie de Hodge. Ils
reprennent avec des compléments substantiels les exposés oraux présentés lors
de la session “I’Etat de la Recherche” sur la Théorie de Hodge, qui a eu lieu a
I’Université Joseph Fourier de Grenoble du Vendredi 25 au Dimanche 27 novembre
1994, sous 'égide de la Société Mathématique de France. Le but des auteurs serait
atteint si, conformément a I’esprit des sessions ’Etat de la Recherche, cet ouvrage
permettait au lecteur non nécessairement spécialiste de se faire une idée précise de
I’état de l'art.

Les trois thémes abordés (Théorie de Hodge L? et théorémes d’annulation,
Frobenius et dégénérescence de Hodge, Variations de structures de Hodge et
symétrie miroir) recouvrent une grande diversité de techniques : équations
aux dérivées partielles elliptiques, géométrie différentielle complexe, géométrie
algébrique en caractéristique p, méthodes cohomologiques et faisceautiques, théorie
des déformations des variétés complexes, variétés de Calabi-Yau, théorie des singu-
larités ... Cette accumulation d’outils venant de divers horizons rend sans doute
assez difficile I'acces de la théorie au néophyte. Nous espérons que les textes ci-
apres permettront de faciliter quelque peu cet acces : un effort particulier a été fait
pour aborder les divers themes par leur point de départ le plus naturel, chacun des
textes étant complété par une introduction détaillée et de nombreuses références.
Le lecteur y trouvera posés un bon nombre de problemes ouverts ayant fait ’objet
d’actives recherches dans les dernieres années.

Les auteurs sont vivement reconnaissants envers la SMF et le MESR pour leur
impulsion décisive — a la fois psychologique et financiere — sans laquelle la session
“Théorie de Hodge” de Grenoble n’aurait pu voir le jour. Ils remercient tout parti-
culierement le Comité des Sessions I’Etat de la Recherche en les personnes de ses
deux responsables successifs Pierre Schapira et Colette Moeglin, ainsi que Michele
Audin, Rédactrice en Chef de la revue Panoramas et Syntheses, pour ses vifs
encouragements a y publier le présent manuscrit. Enfin leurs remerciements vont
au referee pour sa lecture approfondie du texte et ses tres nombreuses suggestions
d’amélioration.
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Théorie de Hodge L? et
Théoremes d’annulation

Jean-Pierre Demailly

Université de Grenoble I
Institut Fourier, BP 74
38402 Saint-Martin d’Heres, France

0. Introduction

L’objet de ces notes est de décrire deux applications fondamentales des
techniques hilbertiennes L? & la géométrie analytique ou algébrique: la théorie
de Hodge d’une part, la théorie des estimations L? pour l'opérateur 0 d’autre
part. Le point de vue adopté ici sera essentiellement analytique.

La premiere partie est consacrée a la théorie de Hodge et se veut avant tout
introductive. Le lecteur ne trouvera donc ici que les aspects les plus élémentaires,
dus pour la plupart & W.V.D. Hodge lui-méme [Hod41] ou a A. Weil [Wei57].
La théorie de Hodge, dans le sens premier concu par son créateur, consiste en
I’étude de la cohomologie des variétés riemanniennes ou kahlériennes, a partir d’'une
description des formes harmoniques et de leurs propriétés. Nous renvoyons aux
textes de J. Bertin-Ch. Peters [BePe95] et L. Illusie [11195] pour une présentation
d’aspects et d’applications plus avancés (variations de structures de Hodge,
application des périodes, théorie de Hodge en caractéristique > 0 ...). Considérons
une variété riemannienne X et un fibré euclidien ou hermitien E sur X. On suppose
que E est muni d’une connexion D compatible avec la métrique : une connexion est
par définition un opérateur de dérivation analogue a la différentiation extérieure,
agissant sur les formes de degré quelconque a valeurs dans F, et satisfaisant la regle
de Leibniz pour le produit extérieur. L’opérateur de Laplace-Beltrami associé est
l'opérateur différentiel autoadjoint du second ordre A = DgrD3, + Dy Dg, ou
D3, est I'adjoint hilbertien de Dg. On vérifie aisément que Ag est un opérateur
elliptique. Le théoreme de finitude pour les opérateurs elliptiques montre alors que
lespace H1(X, E) des g-formes harmoniques a valeurs dans F est de dimension
finie si X est compacte (on dit qu'une forme u est harmonique si Agu = 0).
Si on suppose de plus que la connexion est telle que D% = 0, 'opérateur D
agissant sur les formes de tous degrés définit un complexe appelé complexe de De
Rham a valeurs dans le systeme local de coefficients défini par E. Les groupes de
cohomologie correspondants seront notés Hi, (X, E). L’observation fondamentale
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de la théorie de Hodge est que toute classe de cohomologie contient un unique
représentant harmonique des lors que X est compacte. Il en résulte alors un
isomorphisme, dit isomorphisme de Hodge

(0.1) HE{p(X,E) ~ H{g(X,E).

Lorsque la variété X et le fibré E sont holomorphes, il existe une connexion unique
Dpg appelée connexion de Chern, compatible avec la métrique hermitienne de F
et ayant les propriétés suivantes: Dp se scinde en la somme Dy = D% + DY,
d’une connexion D%, de type (1,0) et d’une connexion D% de type (0, 1), telles
que D2 = D2 = 0 et DD, + D% D", = O(E) (tenseur de courbure de Chern
du fibré). L’opérateur DY, agissant sur les formes de bidegré (p,q) définit alors
pour p fixé un complexe appelé complexe de Dolbeault. Lorsque X est compacte,
les groupes de cohomologie de Dolbeault HP9( X, F) satisfont un isomorphisme de
Hodge analogue a (0.1), & savoir

(0.2) HP(X,E) ~ HP(X, E),

ou HP1(X, E) désigne l'espace des (p, q)-formes harmoniques a valeurs dans F,
relativement au Laplacien anti-holomorphe A%, = DY, D7* + D> D'... En utilisant
ce dernier résultat, on démontre facilement le théoreme de dualité de Serre

(0.3) HP9(X,E) ~ H*" P 4(X E*), n=dimcX,

qui est le pendant complexe du théoreme de dualité de Poincaré. Le théoreme
central de la théorie de Hodge concerne les variétés kahlériennes compactes :
une variété hermitienne (X,w) est dite kdhlérienne si la (1, 1)-forme hermitienne
w = iZj,k wjrdzj N\ dz, est telle que dw = 0. Un exemple fondamental de variété
kahlérienne compacte est donné par les variétés algébriques projectives. Si X est
kahlérienne compacte et si F est un systeme local de coefficients sur X, le théoreme
de décomposition de Hodge affirme que

(0.4) HEL (X, E) @ HPY(X, FE) (décomposition de Hodge)
pt+q=k
(0.5) HP9(X FE)~ HYP(X E*"), (symétrie de Hodge).

Le caractere intrinseque de la décomposition sera démontré ici de maniere quelque
peu originale, via I'utilisation des groupes de cohomologie de Bott-Chern (groupes
de 09-cohomologie). Il découle de ces résultats que les nombres de Hodge h?*9 =
dim¢ HP1(X,C) vérifient la propriété de symétrie h?? = hTP = p"~ P79 =
R4 TP et qulils sont liés aux nombres de Betti by = dimg HER (X, C) par
la relation by = Zp a—k h?:4. Un certain nombre d’autres propriétés coho-
mologiques remarquables des variétés kahlériennes compactes s’obtient au moyen
de la décomposition primitive et du théoreme de Lefschetz difficile (lequel résulte
a son tour de 'existence d’une action de s[(2,C) sur les formes harmoniques).
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Ces résultats permettent de décrire de facon précise la structure du groupe de
Picard Pic(X) = H}(X, 0*) dans le cas kihlérien. Dans un contexte plus général,
nous explicitons la suite spectrale de Hodge-Frolicher (suite spectrale reliant la
cohomologie de Dolbeault & la cohomologie de De Rham), et nous montrons
comment on peut utiliser cette suite spectrale pour obtenir quelques résultats
généraux sur les nombres de Hodge hP:9 des variétés complexes compactes. Fi-
nalement, nous établissons la semi-continuité des dimensions des groupes de co-
homologie H%(X, E;) sur les fibres d’une fibration holomorphe propre et lisse
X — S (résultat du a Kodaira-Spencer), et nous en déduisons que les nombres
de Hodge hP7(X;) sont constants si les fibres X; sont kdhlériennes (invariance
des hP'? par déformations); le caractere holomorphe de la filtration de Hodge
FPH*(X;,C) = D.>, H™k=7 (X, C) relativement & la connexion de Gauss-Manin
est démontré au moyen du théoreme de cohérence des images directes, appliqué
au complexe de De Rham relatif QS /s de X — S.

Dans la seconde partie, apres quelques rappels sur les notions de positivité
et pseudoconvexité mises en jeu, nous établissons 1'identité de Bochner-Kodaira-
Nakano reliant les Laplaciens A, et A’L. L’identité en question fournit une
expression explicite de la différence AL — A’y en termes de la courbure O(FE)
du fibré. Sous des hypotheses adéquates (faible pseudoconvexité de X, positivité
de la courbure de E), on aboutit & une estimation a priori

| Dull? + | Dgrul? > / ) |uf2dV (2)
X

ol A est une fonction positive dépendant des valeurs propres de courbure.
L’inégalité est ici valide pour toute forme u de bidegré (n,q), n = dim X, ¢ > 1,
a valeurs dans E, appartenant aux domaines hilbertiens u de D%, et D’Z. Par un
argument de dualité hilbertien, on déduit de la le théoreme fondamental suivant,
di essentiellement & Hormander [Hor65] et Andreotti-Vesentini [AV65].

0.6. Théoréme. Soit (X,w) une variété kahlérienne, dim X = n. Supposons que
X soit faiblement pseudoconvexe. Soit E un fibré en droites hermitien et soient

() < -0 < ()

les valeurs propres de la forme de courbure i ©(E) par rapport a la métrique w
en tout point. Supposons que la courbure soit semi-positive, i.e. v; > 0 partout.
Alors pour toute forme g € L*(X,A™1T% @ E) telle que

Dtg=0 et / (y1 4+ 79) HglPdV, < +o0,
b's
il existe f € L*(X,A™971T% ® E) telle que

Dif=g et / |f|2de</(71+---+7q)_1|9|2de-
X X
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Une observation importante est que le théoreme ci-dessus reste encore valable
lorsque la métrique h de E présente des singularités. La métrique h est alors donnée
dans chaque carte par un poids e 2% associé & une fonction ¢ plurisousharmonique
(par définition ¢ est psh si la matrice des dérivées secondes (0%¢/dz;0%}), calculée
au sens des distributions, est semi-positive en tout point). Compte tenu du
Théoreme (0.6), il est naturel d’introduire le faisceau d’idéaux multiplicateur
J(h) = I(y), constitué des germes de fonctions holomorphes f € Ox , telles que
fv |f|?e=2¥ converge dans un voisinage V de x assez petit. Un résultat récent de
A. Nadel [Nad89] garantit que J(¢) est toujours un faisceau analytique cohérent,
quelles que soient les singularités de ¢. Dans ce contexte, on déduit de (0.6) la
version qualitative suivante, concernant la cohomologie a valeurs dans le faisceau
cohérent O(Kx ® E) ®@IJ(h) (Kx = A"T% étant le fibré canonique de X).

0.7. Théoréme d’annulation de Nadel ([Nad89], [Dem93b]). Soit (X,w)
une variété kahlérienne faiblement pseudoconvexe, et soit E un fibré en droites
holomorphe sur X muni d’une métrique hermitienne h singuliere de poids .
Supposons qu’il existe une fonction continue positive € sur X telle que la courbure
satisfasse I'inégalité i©p,(F) > ew au sens des courants. Alors

HY(X,0(Kx ® E)®IJ(h)) =0 pour tout g > 1.

En dépit de la relative simplicité des techniques mises en jeu, il s’agit la
d’un théoreme extrémement puissant, qui contient a lui seul une bonne partie
des résultats les plus fondamentaux de la géométrie analytique ou algébrique. Le
théoreme (0.7) contient ainsi la solution du probleme de Levi (équivalence de
la convexité holomorphe et de la pseudoconvexité), les théoremes d’annulation
de Kodaira-Serre, Kodaira-Akizuki-Nakano et de Kawamata-Viehweg pour les
variétés algébriques projectives, de méme que le théoreme de plongement de
Kodaira caractérisant ces variétés parmi les variétés complexes compactes. Par
son caractere intrinseque, 1’énoncé “analytique” du théoreme de Nadel se révele
utile méme pour des applications purement algébriques (la version algébrique du
théoreme, connue sous le nom de théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg,
utilise la résolution des singularités et ne donne pas une description aussi nette du
faisceau multiplicateur J(h)). Dans un travail récent [Siu96], Y.T. Siu a montré le
résultat remarquable suivant, en utilisant seulement la formule de Riemann-Roch
et un argument de récurrence Noethérienne pour les faisceaux multiplicateurs. La
technique est décrite au §16 (avec quelques améliorations mises au point dans
[Dem96]).

0.8. Théoreme ([Siu96], [Dem96]). Soit X une variété projective et L un fibré en
droites ample (i.e. a courbure positive) sur X. Alors le fibré K}‘?Q ® L®™ est trés

ample pour m > mo(n) =2+ (***1), ot n = dim X..

L’importance d’avoir une borne effective pour 'entier mg(n) est qu’on peut
ainsi obtenir des plongements de la variété X dans ’espace projectif, avec un
controle précis du degré du plongement. Il résulte de la une démonstration assez
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simple d’un théoreme de finitude important, a savoir le “grand théoréme de
Matsusaka” (cf. [Mat72], [KoM83], [Siu93], [Dem96]) :

0.9. Grand théoréme de Matsusaka. Soit X une variété projective et L un fibré
en droites ample sur X. Il existe une borne m; = my(n, L™, Kx - L") explicite
ne dépendant que de la dimension n = dim X et des deux premiers coefficients du
polynome de Hilbert de L, telle que mL soit trés ample pour m = m;.

De ce théoreme, on déduit facilement de nombreux résultats de finitude, en
particulier le fait qu’il existe seulement un nombre fini de familles de déformations
de variétés projectives polarisées (X, L), lorsque L est un fibré ample dont les
nombres d’intersection L™ et Kx - L™ ! sont donnés.
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Partie I : Théorie de Hodge L?

1. Fibrés vectoriels, connexions et courbure

Le but de cette section est de rappeler quelques définitions de base de géométrie
différentielle hermitienne liées aux concepts de connexion, courbure et premiere
classe de Chern d’un fibré en droites.

1.A. Cohomologie de Dolbeault et cohomologie des faisceaux

Soit X une variété C-analytique de dimension n. Nous désignons par AP9T% le
fibré des formes différentielles de bidegré (p, ¢) sur X, i.e., les formes différentielles
qui peuvent s’écrire

w= Y upydzAdzy, dzp :=dziy N+ Ndz,, dZ;:=dz; A---NdZ;,,
[I1=p,1J|=q

ou (z1,...,2,) désignent des coordonnées locales holomorphes, et ou I =

(41, ... ,ip) et J = (J1, ... , Jq) sont des multi-indices (suites croissantes d’entiers

de lintervalle [1, ..., n], de longueurs |I| = p, |J| = q). Soit AP? le faisceau des

germes de formes différentielles de bidegré (p,q) a valeurs complexes et a coeffi-
cients C'°°. Rappelons que la différentielle extérieure d se décompose en d = d'+d"
ol

ou
I|=p, |/ =g, 1<ks<n Ok
Our, g
d'u = L 4z A dzp A dz

[Il=p, |J|=q,1<k<n

sont de type (p+1, q), (p, g+1) respectivement. Le lemme bien-connu de Dolbeault-
Grothendieck affirme que toute forme d’-fermée de type (p,q) avec ¢ > 0 est
localement d”-exacte (c’est ’analogue pour d” du lemme usuel de Poincaré pour d,
voir par exemple [Hor66]). En d’autres termes, le complexe de faisceaux (AP-®,d")
est exact en degré ¢ > 0; en degré g = 0, Ker d” est le faisceau 25, des germes de
formes holomorphes de degré p sur X.

Plus généralement, si E est un fibré vectoriel holomorphe de rang r sur X,
il existe un opérateur d” naturel agissant sur I'espace C°°(X,APT% ® FE) des
(p, g)-formes C°° a valeurs dans E. En effet, si s = >, .\, saex est une (p, q)-
forme exprimée en termes d’un repere holomorphe local de E, on peut définir
d’s := > d"s) ® ey, en observant que les matrices de transition mises en jeu
dans des changements de reperes holomorphes sont holomorphes, ce qui n’affecte
pas le calcul de d”. Tl est alors clair que le lemme de Dolbeault-Grothendieck est
encore valable pour des formes a valeurs dans E. Pour tout entier p = 0,1, ... ,n,
les groupes de cohomologie de Dolbeault HP*?(X, E') sont définis comme étant les
groupes de cohomologie du complexe des formes globales de type (p,q) (gradué

par q) :
(1.1) H™(X,E) = H(C®(X,A"*T% @ E)).
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Maintenant, rappelons le résultat fondamental suivant de théorie des faisceaux
(théoreme d’isomorphisme de De Rham-Weil) : soit (£°,d) une résolution d’un
faisceau F par des faisceaux acycliques, i.e. un complexe de faisceaux (£°,9)
donnant une suite exacte de faisceaux

j 50 59
0—F L0 2ot — e 2 gttt

avec H*(X, L) =0 pour tout ¢ > 0 et s > 1 (pour avoir cette derniére condition
d’acyclicité, il suffit par exemple que les £? soient flasques ou mous, par exemple
des faisceaux de modules sur le faisceau d’anneau €°°). Alors il y a un isomorphisme
fonctoriel

(1.2) HI(T(X, L)) — HY(X, ).

Nous appliquons ceci dans la situation suivante : soit AP9(E) le faisceau de germes
de sections C*® de APIT% ® E. Alors (AP*(E),d") est une résolution du Ox-
module localement libre Q% @ O(FE) (lemme de Dolbeault-Grothendieck), et les
faisceaux AP4(E') sont acycliques comme C>*°-modules. Grace a (1.2) nous obtenons

1.3. Théoréme d’isomorphisme de Dolbeault (1953). Pour tout fibré vecto-
riel holomorphe F sur X, il existe un isomorphisme canonique

HPY(X,E) ~ H1(X, 0% @ O(E)). 0

Si X est algébrique projective et si E est un fibré vectoriel algébrique,
le théoreme GAGA de Serre [Ser56] montre que les groupes de cohomologie
algébrique H1(X, Q% @ O(E)) calculés avec les sections algébriques des faisceaux
concernés sur des ouverts de Zariski sont isomorphes aux groupes de cohomologie
analytiques correspondants. Comme nous utiliserons ici un point de vue exclusive-
ment analytique, nous n’aurons en fait pas besoin de ce théoreme de comparaison.

1.B. Connexions sur les variétés différentiables

Soit E un fibré vectoriel réel ou complexe de rang r sur une variété
différentiable M de classe C'*°. Une connexion D sur E est un opérateur différentiel
linéaire d’ordre 1

D:C®(M,\N1Ty;, ® E) — C®°(M,\""' T}, @ E)
tel que D satisfasse la regle de Leibnitz
(1.4) D(f Au) =df ANu+ (—=1)%8 f A Du

pour toutes formes f € C(M,APT},), v € C°(X,ANT}, ® E). Sur un ouvert
0 C M ou E admet une trivialisation 7 : E|q =5 Q x C”, une connexion D peut
s’écrire

Du~,du+T Au
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o I' € C*(Q, ATy, ® Hom(C",C")) est une matrice arbitraire de 1-formes et
ou d agit composantes par composantes sur u ~; (uy)i<a<r- 1l est alors facile de
vérifier que

D?*uc~, (AL +T AT)Au sur Q.

Puisque D? est un opérateur globalement défini, il existe une 2-forme globale
(1.5) O(D) € C=(M,A*Ty; ® Hom(E, F))

telle que D?u = ©(D)Au pour toute forme u & valeurs dans E. Cette 2-forme ©(D)
a valeurs dans Hom(F, F) est appelée tenseur de courbure de la connexion D.

Supposons maintenant que FE soit muni d’une métrique euclidienne (resp.
hermitienne) de classe C* et que I'isomorphisme FE|q ~ 2 x C" soit donné par
un repere (ey) de classe C*°. Nous avons alors un accouplement bilinéaire (resp.
sesquilinéaire) canonique

(1.6) C°°(M,APTy; @ E) x C*°(M,NTy; @ E) — C°° (M, APTT%, @ C)
(u,v) — {u, v}

donné par

{u,v}:ZuA/\iu (ex,eu), UZZ’LL)\Q@B)\, U:Z”u@’eu-

A

La connexion D est dite hermitienne si elle satisfait la propriété supplémentaire
d{u,v} = {Du, v} + (—1)%& “{u, Dv}.

En supposant que (ey) est orthonormé, on vérifie aisément que D est hermitienne
si et seulement si I'* = —I". Dans ce cas ©(D)* = —O(D), donc

19(D) € C* (M, A’*T}; ® Herm(E, E)).

1.7. Cas particulier. Pour un fibré en droites complexe L (fibré vectoriel
complexe de rang 1), la forme de connexion I' d’'une connexion hermitienne D
peut étre vue comme une 1-forme a coefficients purement imaginaires I' = 14 (A4
réelle). Nous avons alors ©(D) = dI' = idA. En particulier i O(L) est une 2-forme
fermée. La premiére classe de Chern de L est définie comme étant la classe de
cohomologie

e (L) = {%@(D)} € H2n(M,R).

Cette classe de cohomologie est bien indépendante de la connexion, puisque toute
autre connexion D, differe par une 1-forme globale, Dyu = Du+ B Au, de sorte que
O(D;) = ©(D)+dB. 1l est bien-connu que ¢; (L) est 'image dans H?(M, R) d’une
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classe entiere c;(L) € H*(M,Z). Soit en effet A = C> le faisceau des fonctions
C°° sur M ; grace a la suite exacte exponentielle

07— A5 A —0,

c1(L) peut étre définie en cohomologie de Cech comme I'image du cocycle {g;x} €
HY(M, A*) définissant L par I’application cobord H'(M,A*) — H?(M,Z) ; voir
par exemple [GHT78] pour plus de détails. O

1.C. Connexions sur les variétés complexes

Nous étudions maintenant les propriétés spécifiques des connexions liées a
I’existence d’une structure complexe sur la variété de base. Si M = X est une
variété complexe, toute connexion D sur un fibré vectoriel complexe E de classe
C* peut étre scindée de maniere unique comme somme d’une (1, 0)-connexion et
d’une (0, 1)-connexion, D = D’ 4+ D"”. Dans une trivialisation locale 7 donnée par
un repere C'*°, on peut écrire

(1.8") D'u~, du+T'"Au,
(1.8") D'u~ d'u+T" Au,
avec I' = IV + I'”. La connexion est hermitienne si et seulement si IV = —(I'")*

relativement a tout repere orthonormé. Par conséquent, il existe une unique
connexion hermitienne D associée a une (0, 1)-connexion prescrite D”.

Supposons maintenant que le fibré E lui-méme possede une structure holomor-
phe. L’unique connexion hermitienne dont la composante D" est I'opérateur d”’
défini au §1.A est appelée la connexion de Chern de E. Dans un repere holomorphe
local (ey) de E|q, la métrique est donnée par la matrice hermitienne H = (hy,)
ol hy, = (ex,e,). Nous avons

{u,v} = ZhAHUA ANV, = ul A H,
A

ot ul est la matrice transposée de u, et un calcul facile donne

d{u,v} = (du)' A HT + (=1)98%u" A (dH AT + Hdv)

= (du+ H dHA u)T AHT + (~1)%8 Uyt A (do+ H d'H Av),

en utilisant le fait que dH = d’H + d'H et H = H. Par conséquent la connexion
de Chern D coincide avec la connexion hermitienne définie par

Dur~, du+H "dHAu,
(1.9)

D d+H dHANe=H 'd(Hs), D'=4d"
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Ces relations montrent que D'? = D'"? = (. Par conséquent D? = D'D" 4+ D" D’,
et le tenseur de courbure ©(D) est de type (1,1). Puisque d'd”’ + d”d" = 0, nous
obtenons

(D'D" +D'"Duw~, H dHANd"u+d"H dHANu)=d"(H dH) Au.

1.10. Proposition. Le tenseur de courbure de Chern ©(F) := ©(D) est tel que
i0(FE) € C=(X,A"'T% @ Herm(E, E)).

SiT: Eijq — Qx C" est une trivialisation holomorphe et si H est la matrice
hermitienne représentant la métrique le long des fibres de F,q, alors

iO(F) ~, id”(ﬁ_ld/ﬁ) sur Q. O

Si (21, ..., %) sont des coordonnées holomorphes sur X et si (ex)i<a<r est
un repere orthonormé de E, on peut écrire

(1.11) iO(F) = Z Cikaudz; Ndz, @ €} ® e,

1<), k<n, 1A, u<r

ol (cjrau(x)) sont les coefficients du tenseur de courbure de E en tout point z € X.

2. Opérateurs différentiels sur les fibrés vectoriels

Nous décrivons d’abord quelques concepts de base concernant les opérateurs
différentiels (symbole, composition, ellipticité, adjonction), dans le contexte
général des fibrés vectoriels. Soit M une variété différentiable de classe C°°,
dimg M = m, et soient E, F' des K-fibrés vectoriels sur M, sur le corps K =R ou
K = C, tels que rang E = r, rang F' = 1.

2.1. Définition. Un opérateur différentiel (linéaire) de degré § de E vers F est
un opérateur K-linéaire P : C*°(M,E) — C*°(M, F), u+— Pu de la forme

Pu(x) = Z aq(z)D%u(x),

|| <6

Eiq~Qx K", Fiog ~Q x K" étant trivialisés localement sur un ouvert de carte
2 C M muni de coordonnées locales (1, ... ,Ty,), et les coefficients an(z) étant
des matrices (amﬂ(x))mxgw,lgugr de format r’ x r a coefficients C*° sur ).
On écrit ici D* = (0/0x1)** - -+ (0/0xy,)*™ comme d’habitude, et les matrices

— [e% J— o
u = (uy)i<u<rs D% = (D%uy,)1<ugr sont vues comme des vecteurs colonnes.

Si t € K est un parametre et f € C°(M,K), u € C>°(M, E), un calcul simple
montre que e~ (®) P(et/(#)y(x)) est un polynome de degré § en t, de la forme

e @ Pt @y(x)) = o p(z, df (x)) - u(x) + termes c;(x)t/ de degré j < 4,
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ou op est une application homogene polynomiale T, — Hom(E, F') définie par

(2.2)  Ti,3&op(a,§) € Hom(E,, Fy),  op(z,8) = )Y aa(x)E™
|a|=6

Alors op(z,§) est une fonction C*° des variables (x,§) € T3, et cette fonction
est indépendante du choix des coordonnées ou des trivialisations utilisées pour
E, F. On dit que op est le symbole principal de P. Le symbole principal d’une
composition @) o P d’opérateurs différentiels est simplement le produit

(2.3) oQor(2,€) = 0g(z,§)op(z,§),

calculé comme un produit de matrices. Les opérateurs différentiels dont le symbole
est injectif jouent un role tres important :

2.4. Définition. Un opérateur différentiel P est dit elliptique si op(x,§) €
Hom(Ey, F) est injectif pour tout x € M et § € Ty, , ~ {0}.

Supposons maintenant que M soit orientée et munie d’une forme volume
dV(z) = y(z)dzy A --- A dx,, de classe C°, ot y(x) > 0 est une densité C°.
Si E est un fibré vectoriel euclidien ou hermitien, nous pouvons définir un espace
de Hilbert L?(M, E) de sections globales & valeurs dans F, & savoir 1’espace des
formes u a coefficients mesurables qui sont de carré sommable pour le produit
scalaire

(2.5) Jul® = /M ()2 dV (z),

(2.5) {(u,v)) = /M<u(x), v(z))dV (z), u,v € L*(M, E).

2.6. Définition. Si P : C*(M,E) — C*(M, F) est un opérateur différentiel
et si les fibrés E, F' sont euclidiens ou hermitiens, il existe un unique opérateur
différentiel

P*:C>*(M,F)— C>*(M,E),

appelé adjoint formel de P, tel que pour toutes sections u € C*(M,FE) et
v € C°(M, F) on ait une identité

(Pu,v) = (u, P*v)), chaque fois que Supp u N Suppv CC M.

Preuve. L’unicité est facile a vérifier, grace a la densité des formes C*° a sup-
port compact dans L?(M, E). Au moyen d’un argument de partition de I'unité, on
ramene la vérification de I’existence de P* a la preuve de son existence locale. Main-
tenant, soit Pu(z) = 37, <5 @a(z)D%u(z) le développement de P relativement &
des trivialisations de E, F' associées a des reperes orthonormé et a des systemes de
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coordonnées locales sur un ouvert 2 C M. En supposant Supp u N Supp v CC €2,
une intégration de parties donne

(Pu,v)) / Z oy Dy (2)0x(2) y(2) dze, ... dap,

|| <O, A, 1
/ Z ‘ ‘”LL )Da<7(x) aa)\;ﬂ))\(w) d.’l?l, - ,d:]jm
|| <8, 1
B /Q<“’ > (=Dl @) 7D (v(@) @l () dV ().
|| <o

Nous voyons donc que P* existe et qu’il est défini de maniere unique par

(2.7) Pro() = Y (-1l (@) D% (y(2) alw(z)). O

|| <6
La formule (2.7) montre immédiatement que le symbole principal de P* est

(2.8) op-(r,6) = (-1)° Y alg* = (-1)°op(z,)"

|a|=6

Si rang E = rang F', Popérateur P est elliptique si et seulement si op(z,&) est
inversible pour & # 0, lellipticité de P équivaut donc a celle de P*.

3. Résultats fondamentaux sur les opérateurs elliptiques

Nous supposons dans toute cette section que M est une variété compacte
orientée de dimension m et de classe C°°, munie d’une forme volume dV. Soit
E — M un fibré vectoriel hermitien C*° de rang r sur M.

3.A. Espaces de Sobolev

Pour tout nombre réel s, on définit 'espace de Sobolev W*(R™) comme étant
I’espace de Hilbert des distributions tempérées u € 8'(R™) telles que la transformée

de Fourier # soit une fonction LlOC satisfaisant ’estimation

(3.1) 2 = [ @+ IR IEOPANE) < +o.

Si s € N, nous avons

iz ~ [ 3 ID"u(a) Pare)

|| <s

donc W#(R™) est I’espace de Hilbert des fonctions u telles que toutes les dérivées
D%y d’ordre |a| < s sont dans L?(R™).
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Plus généralement, nous notons W*(M, E) 'espace de Sobolev des sections
u: M — E dont les composantes sont localement dans W#*(R™) sur tout ouvert
de carte. De facon précise, choisissons un recouvrement fini (2;) de M par des
ouverts de coordonnées €2; ~ R™ sur lesquels E est trivial. Considérons des
reperes orthonormés (ejx)i1<agr de Eg, et exprimons u par ses composantes,
soit u = )" uj xejx. On pose alors

lall3 = s
i

K

ol (¢;) est un “partition de I'unité” subordonnée a (£2;), telle que Zlﬂ? =1.A
équivalence de normes pres, | ||s est indépendante des choix faits. Nous aurons
besoin des faits fondamentaux suivants, que le lecteur pourra trouver dans la
plupart des ouvrages spécialisés consacrés a la théorie des équations aux dérivées
partielles.

3.2. Lemme de Sobolev. Pour tout entier k € N et tout nombre réel s > k+ '3,
on a W*¢(M,E) C C*(M, E) et I'inclusion est continue. O

Il résulte aussitot du lemme de Sobolev que

(Y W*(M,E) = C™(M, E),

s>0

U we(m,E)=D'(M, E).

s<0

3.3. Lemme de Rellich. Pour tout t > s, I'inclusion
WM, E) — W*(M, E)

est un opérateur linéaire compact. O

3.B. Opérateurs pseudodifférentiels

Si P = ) <5 0a(z)D* est un opérateur différentiel sur R™, la formule
d’inversion de Fourier donne

Pu(x) = /R Z o () (27mi€)*u(€) 2™ E dA(€), Yu € D(R™),

m
la| <6

ot U(&) = [ u(z) e 2™ ¢ d\(z) est la transformée de Fourier de u. Nous disons
que

o(z,8) = Y aq(x)(2mig)”

|| <6
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est le symbole (ou symbole total) de P.

Un opérateur pseudodifférentiel est un opérateur Op, défini par une formule
du type

B4 Op @) = [ o@OUYSTENE,  ue DE™),

ou o appartient a une classe convenable de fonctions sur T3,.. La classe standard
de symboles S°(R™) est définie comme suit : étant donné & € R, S°(R™) est la
classe des fonctions o(x, &) de classe C* sur T3,. telles que pour tout «, 5 € N™
et tout sous-ensemble compact K C R™ on ait une estimation

(3.5) IDSD{o(2,8)| < Cop(1+1£)°717, W(2,6) € K xR™,

ou d € R doit étre considéré comme le “degré” de o. Alors Op, (u) est une fonction
C* bien définie sur R, puisque u appartient a la classe S(R™) des fonctions a
décroissance rapide. Dans la situation plus générale des opérateurs agissant sur un
fibré E et a valeurs dans un fibré F' sur une variété compacte M, nous introduisons
des espaces de symboles S°(M; E, F) analogues. Les éléments de S°(M; E, F) sont
les fonctions

Ty O (x,&) = o(x,€&) € Hom(E,, F,)

satisfaisant la condition (3.5) dans tout systéme de coordonnées. Finalement, nous
prenons un recouvrement fini trivialisant (€2;) de M et une “partition de 1'unité”
(1j) subordonnée a ; telle que ) ¢]2 = 1, et nous définissons

Op,(u) =Y ; Op,(dju),  uwe C™(M,E),

de maniere a réduire les calculs a la situation de R™. Les résultats de base de la
théorie des opérateurs pseudodifférentiels sont résumés ci-dessous.

3.6. Existence de prolongement aux espaces W?*. Si o € 55(M; E,F), alors
Op, s’étend d’une maniere unique en un opérateur linéaire continu

Op, : W*(M,E) — W (M, F). O

En particulier, si ¢ € S™°(M;E,F) = (1S°(M;E,F), alors Op, est
un opérateur envoyant une section distribution arbitraire de D’(M, E) dans
C>®(M,F), et ce de maniere continue. Un tel opérateur est appelé opérateur
régularisant. Un résultat standard de la théorie des distributions affirme que
la classe R des opérateurs régularisants coincide avec la classe des opérateurs
définis au moyen d’un noyau K(z,y) € Hom(E,, F,) de classe C*, c’est-a-dire
les opérateurs de la forme

R:D'(M,E)— C>(M,F), u — Ru, Ru(x) :/MK(x,y)-u(y) av(y).
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Inversement, si dV (y) = v(y)dyi - - - dym, sur Q; et si on écrit Ru = ) R(f;u) avec
une partition de I'unité (6;), 'opérateur R(f;e) est 'opérateur pseudodifférentiel
associé au symbole ¢ défini comme la transformée de Fourier partielle

o(2,8) = (VW) K (2.9))) (,6), o€ S (M;E,F).

Quand on travaille avec des opérateurs pseudodiftérentiels, il est habituel de tra-
vailler seulement modulo les opérateurs régularisants et d’autoriser des opérateurs
plus généraux de la forme Op, +R ol R € R est un opérateur régularisant arbi-
traire.

3.7. Composition. Si o € S°(M;E,F) et o' € S‘S/(M; F,G), 4,0 € R, il existe
un symbole o’ o o € S°+° (M; E, G) tel que Op,, o Op, = Op,,, mod R. De plus

o' oo —0o -oeS8T M E,G).

3.8. Définition. Un opérateur pseudodifférentiel Op, de degré ¢ est dit elliptique
s’il peut étre défini par un symbole o € S°(M, E, F) tel que

lo(z, &) -ul >c|éul,  Y(z,€) €Ty, VYuckE,
pour |£| assez grand, I’estimation étant uniforme pour x € M.

Si E et F ont le méme rang, la condition d’ellipticité implique que o(zx,§) est

inversible pour £ grand. En prenant une fonction tronquante convenable 0(¢) égale
a 1 pour £ grand, on voit que la fonction o’ (x, £) = 0(&)o(x, €)1 définit un symbole
dans 'espace S~°(M; F, F), et d’apres (3.8) nous avons Op,, o Op, = Id +Op,,
p € STYM;E,FE). Choisissons un symbole 7 asymptotiquement équivalent &
I'infini au développement Id —p+p®2+---+(—1)7p% +- ... Il est clair qu’on obtient
alors un inverse Op.,, de Op, modulo R. Un corollaire facile de ces observations
est le suivant :
3.9. Inégalité de Garding. Soit P : C*°(M,E) — C*(M,F) un opérateur
différentiel elliptique de degré o, ou rang E = rang F' = r, et soit P lextension
de P aux sections a coefficients distributions. Pour tout v € W°(M, E) tel que
Pu e W5(M,F), on a alors u € Ws+(M, E) et

[ulls+5 < Cs([[Pulls + [[ullo),
ot Cy est une constante positive ne dépendant que de s.

Preuve. Comme P est elliptique, il existe un symbole o € S~%(M; F, E) tel que
Op,oP =1d+R, R € R. Alors || Op,(v)]|s+s < Cljv||s grace a (3.6). Par suite, en
posant v = Pu, nous voyons que u = Op, (Pu) — Ru satisfait I’estimation désirée.
O
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3.C. Théoreme de finitude

Nous concluons cette section par la preuve du théoreme de finitude fondamen-
tal suivant, qui est le point de départ de la théorie de Hodge L?.

3.10. Théoréme de finitude. Soient E, F' des fibrés vectoriels hermitiens sur
une variété compacte M, tels que rang F = rang F' = r, et soit P : C*°(M, E) —
C>° (M, F) un opérateur différentiel elliptique de degré §. Alors :

i) Ker P est de dimension finie.

ii) P(COO(M, E)) est fermé et de codimension finie dans C°° (M, F'); de plus, si
P* est I’adjoint formel de P, il existe une décomposition

C™(M,F)=P(C>®(M,E)) ® Ker P*

comme somme directe orthogonale dans W°(M, F) = L?(M, F).

Preuve. (i) L’inégalité de Garding montre que ||ul|s1s < Csllullo pour tout
u € Ker P. Grace au lemme de Sobolev, ceci implique que Ker P est fermé dans
WO(M, E). De plus, la || |[o-boule unité fermée de Ker P est contenue dans la
|| |ls-boule de rayon Cj, donc elle est compacte d’apres le lemme de Rellich. Le
théoreme de Riesz implique que dim Ker P < 4oc.

(ii) Nous montrons d’abord que le prolongement
P:W*t(M,E) — W*(M, F)

a une image fermée pour tout s. Pour tout € > 0, il existe un nombre fini d’éléments
v, ..., oy € WST(M, F), N = N(¢), tels que

N
(3.11) lullo < ellullsys + > [{u, v Dol ;
j=1
en effet ’ensemble
N
Ky = {u e WHOLE) 5 ellullors + D 1w 0ol <1}
j=1

est relativement compact dans WO(M, F) et ﬂ(vj)F(vj) = {0}. Il s’ensuit qu’il
existe des éléments (v;) tels que ?(Uj) soit contenu dans la boule unité de

WOY(M, E), ce qu’il fallait démontrer. Substituons la majoration ||u|o donnée par
(3.11) dans I'inégalité de Garding ; nous obtenons

(1= Ceo)lulloss < Ce(1Pulls + 3 1w vs)al).
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Définissons T' = {u € W*T*(M, E) ; u L vj, 1 < j < n} et posons e = 1/2C,. 1l
vient
[ullsts < 2Cs|[Pulls,  VueT.

Ceci implique que ﬁ(T) est fermé. Par conséquent

P(W*t(M, E)) = P(T) + Vect(P(v1), ..., P(ox))

est fermé dans W*(M, E). Prenons en particulier s = 0. Puisque C*°(M, E) est
dense dans W (M, E), nous voyons que dans W°(M, E) = L?>(M,E) on a

~ 1L 1 —
(PW* (M, E)))" = (P(C™(M,E))) = Ker P~
Nous avons ainsi prouvé que
(3.12) WO(M,E) = P(W*(M, E)) ® Ker P*

Puisque P* est également elliptique, il s’ensuit que Ker P* est de dimension finie et
que Ker P* = Ker P* est contenu dans C*° (M, F). Grace a I'inégalité de Garding,
la formule de décomposition (3.12) donne

(3.13) W*(M, E) = P(W*+(M, E)) & Ker P*,

(3.14) C>(M,E) = P(C*(M,E)) @ Ker P*.

Nous terminons cette section par la construction de l'opérateur de Green
associé a un opérateur elliptique auto-adjoint.

3.15. Théoreme. Soient E un fibré vectoriel hermitien de rang r sur une variété
compacte M, et P : C*°(M,E) — C>®(M, E) un opérateur différentiel elliptique
autoadjoint de degré . Alors si H désigne l'opérateur de projection orthogonale
H :C>(M,E) — Ker P, il existe un unique opérateur G sur C*°(M, E) tel que

PG+ H=GP+H=1d,

de plus G est un opérateur pseudo-différentiel de degré —§, appelé opérateur de
Green associé a P.

Preuve. D’apres le Théoreme 3.10, Ker P = Ker P* est de dimension finie, et
Im P = (Ker P). Il en résulte que la restriction de P & (Ker P)* est un opérateur
bijectif. On définit G' comme étant égal & 0 P~! relativement & la décomposition
orthogonale C*° (M, E) = Ker P® (Ker P)*. Les relations PG+H = GP+H = 1d
sont alors évidentes, de méme que 'unicité de G. De plus, G est continu pour la
topologie d’espace de Fréchet de C°(M, E) d’apres le théoreme de Banach. On
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sait également qu’il existe un opérateur pseudodifférentiel () d’ordre —d qui est un
inverse de P modulo R, i.e., PQ) =Id+R, R € R. Il vient alors

Q=(GP+H)Q=G(Id+R)+ HQ =G+ GR+ HQ,

ou GR et HQ sont régularisants (H est un opérateur régularisant de rang fini
défini par le noyau Y ¢s(z) ® ¢=(y), si (¢s) est une base de fonctions propres
de Ker P C C*°(M, FE)). Par suite G = @ mod R et G est bien un opérateur
pseudo-différentiel d’ordre —4. O

3.16. Corollaire. Sous les hypothéses du th. 3.15, les valeurs propres de P
constituent une suite de réels \j tels que limy_, 1 | Ar| = +00, les espaces propres
Vi, de P sont de dimension finie, et on a une somme directe hilbertienne

L*(M,E) = @kvxk.

Pour tout entier m € N, un élément u =, uy € L*>(M, E) est dans W™°(X, E)
si et seulement si Y | Ak |*™||uk||? < +oc.

Preuve. L’opérateur de Green s’étend en un opérateur autoadjoint
G:L*(M,E) — L*(M,E)

se factorisant & travers WP (M, E), et donc compact. Cet opérateur définit un
inverse de P : W%(M,E) — L2(M,E) sur (Ker P)‘. La théorie spectrale
des opérateurs compacts autoadjoints montre que les valeurs propres puj de G
forment une suite de réels py tendant vers 0 et que L?(M, E) est somme directe
hilbertienne des espaces propres. Les valeurs propres correspondantes de P sont
A = ,u,zl si ur # 0, et d’apres lellipticité de P — A\ Id, les espaces propres
Vi, = Ker(P — A\ Id) sont de dimension finie et contenus dans C*° (M, E). Enfin,
siu=>,u, € L>(M, E), I'inégalité de Garding montre que u € W™ (M, E) si
et seulement si P™u € L2(M,E) = WO(M, E), ce qui donne bien la condition
ST IR P Jug||? < 4oo. O

4. Théorie de Hodge des variétés riemanniennes compactes

La théorie de Hodge a été batie de toutes pieces par W.V.D. Hodge pendant
la décade 1930-1940 (voir [Hod41], [DR55]). Le but principal de la théorie est
de décrire 'algebre de cohomologie de De Rham d’une variété riemannienne en
termes de ses formes harmoniques. Le résultat principal est que toute classe de
cohomologie possede un unique représentant harmonique.

4.A. Structure euclidienne de I’algebre extérieure

Soit (M, g) une variété riemannienne orientée de classe C*°, dimg M = m,
et soit £ — M un fibré vectoriel hermitien de rang r sur M. Nous notons
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respectivement (&1, ...,&,) et (e1, ...,e.) des reperes orthonormés de Ty, et
de E sur une carte Q@ C M, et soient (&7, ...,&r), (€7, ... ,er) les reperes
duaux correspondants de T;, E*. Soit dV I’élément de volume riemannien sur M.

L’algebre extérieure A*T5, possede un produit scalaire naturel (e, ), tel que
(4.1) (Uup Av Aup,v1 A= Avp) = det((ug, ve) ) 1< k<ps sy Vi € Ty

pour tout p, avec A*Ty, = @ APT}, comme somme directe orthogonale. Alors la
famille de covecteurs 7 =& A--- NE i < g < e <, définit une base
orthonormée de A®T},. On notera (e,) le produit scalaire correspondant sur
ATy @ E.

4.2. Opérateur étoile de Hodge. L'opérateur x de Hodge-Poincaré-De Rham
est 'endomorphisme de A*T}, défini par la collection d’applications linéaires telles
que

*: NPTy — A PTy,, uN *v = (u,v)dV, Vu,v € APTy;.
L’existence et 1'unicité de cet opérateur se voient aisément en utilisant 1’accou-
plement de dualité

APT}, x A™PT}, — R

(4.3) (u,v)n—)u/\v/dV:ZS(I,EI)ung,
ou u = Zmzpu]f}*, v o= Z|J|:m_pvJ§}, et ou e(I,CI) est la signature
de la permutation (1,2,...,m) ~ (I,CI) définie par I suivi du multi-indice
complémentaire (ordonné) CI. De 14, nous déduisons
(4.4) xv= > e(I,CNvr&g,.

|I|=p

Plus généralement, I’accouplement sesquilinéaire {e, o} défini par (1.6) induit un
opérateur x sur les formes a valeurs vectorielles, tel que

(4.5) * NPTy, Q@ E— A" PTY, @ F, {s, ¥t} = (s,t)dV,
(4.6) xt= Y e(I,LD)t; & ®en,  Vs,t€ APTH ®E,
[T]=p,X

pour t = > t7 &F @ey. Puisque e(1,C1)e(CI, I) = (—1)P(m=P) = (—1)P(m=1) nous
obtenons immédiatement

(4.7) *x t=(=1)Pm=Yt  sur APTY, Q E.

I est clair que * est une isométrie de A*T; ® E. Nous aurons besoin aussi d’une
variante de 'opérateur x, a savoir I'opérateur antilinéaire

#: NPTy, QFE — A" PTy, Q@ E*
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défini par s A #t = (s,t)dV, ou le produit extérieur A est combiné avec
I’accouplement canonique E x E* — C. Nous avons

(4.8) #t= > e(I,CD)E & @ e}

[I|=p,A

4.9. Contraction par un champ de vecteurs. Etant donné un vecteur tangent
0 € Ty et une forme u € APTy;, la contraction 6 1 u € AP~1T%, est définie par

01 u(m,...,np—1) =u(@,m,....,np—1), n; €Tn.

En termes de la base (£;), o 1 o est 'opérateur bilinéaire caractérisé par
J p p

. . 0 si l¢{21,,l },
Tk tp )

i1

Cette formule est en fait valide méme quand (§;) est non orthonormé. Un calcul
facile montre que 6 J e est une dérivation de 1’algebre extérieure, i.e. que

01 (uAv)=(0Ju)Av+(=1)%E"uA (61 v).
De plus, si 0 = (o,0) € T}y,, Vopérateur € I o est I'adjoint de o N o, ie.,
(4.10) (0 3 u,v) = (u,0 Av), Yu,ve AT
En effet, cette propriété est immédiate quand 0 = §;, u = &7, v = &7.

4.B. Opérateurs de Laplace-Beltrami

Soit E un fibré vectoriel hermitien sur M, et soit Dg une connexion hermiti-
enne sur E. Nous considérons I'espace de Hilbert L*(M, APT;; ® E) des p-formes
s sur M & valeurs dans F, muni du produit scalaire L?

{(s,t) = /M<s,t> av

déja considéré en (2.5). Ici (s,t) est le produit scalaire ponctuel sur APT}, @ E
associé au produit scalaire riemannien sur APT}, et au produit scalaire hermitien
sur I,

4.11. Théoréme. L’adjoint formel de D agissant sur C*°(M,APT}, @ E) est
donné par
Dy = (=)™ % Dp .
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Preuve. Si s € C°(M,APTy; @ E) et t € C°(M,APT'T}, ® E) sont a support
compact, nous avons

(Des.t) = |

M

_ /M d{s, wt} — (~1)P{s, Dy %t} = (—1)P*! /M{S,DE t)

<DES,t>dV:/ {DES,*t}

grace a la formule de Stokes. Par conséquent (4.5) et (4.7) impliquent
(Dgs,t) = (—1)p+1(—1)p(m_1)/ {s,%x Dt} = (—1)"PT1({(s,xDp x t)).
M

La formule désirée s’ensuit. O

4.12. Remarque. Dans le cas de la connexion triviale d sur E = M x C, la
formule devient d* = (—1)™%! xdx. Si m est pair, ces formules se réduisent a

d* =—%dx, Dy =—%xDg*.

4.13. Définition. L’opérateur de Laplace-Beltrami est 'opérateur différentiel du
second ordre agissant sur les fibrés APT}, ® E, tel que

Ag = DD} + D% Dg.

En particulier, I'opérateur de Laplace-Beltrami agissant sur APTy, est A =
dd*+d*d. Ce dernier opérateur ne dépend que de la structure riemannienne (M, g).

Il est clair que le Laplacien A est formellement auto-adjoint, i.e. (Ags,t)) =
(s, Agt)) chaque fois que les formes s, ¢ sont de classe C*° et que I'une d’elles est
a support compact.

4.14. Calcul du symbole. Pour toute fonction f de classe C*°, la regle de
Leibnitz donne e */ Dg(e!/s) = tdf A s + Dgs. Par définition du symbole, nous
trouvons donc

opg(x,€)-s=&Ns, Ve e Ty, VseANTy®E.

Grace a la formule (2.8) nous obtenons op: = —(op,)*, donc
opy(z,§) s = ~{ s

ou Ee T est le vecteur tangent adjoint de £. L’égalité on, = op, op: +0D: 0Dy
implique

oap(1,6) s=—EAN(ELs)—E (ENs)=—(£]8)s,
soit

O-AE('%.?é) 5= _|§‘25‘
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En particulier, Ag est toujours un opérateur elliptique. Dans le cas particulier ou
M est une partie ouverte de R™ munie de la métrique constante g = >\, dx?,
tous les opérateurs d, d*, A sont a coefficients constants. Ils sont completement
déterminés par leur symbole principal (aucun terme d’ordre plus bas ne peut

apparaitre). Nous trouvons alors aisément

s = Z sydxy, ds= Z ai]_dxj/\dxj,

[I|=p |1|=p,j

Par suite, A a la méme expression que l'opérateur de Laplace élémentaire, au signe
moins pres.

4.C. Formes harmoniques et isomorphisme de Hodge

Soit F un fibré vectoriel hermitien sur une variété riemannienne compacte
(M, g). Nous supposons que E posséde une connexion hermitienne Dg telle que
O(Dg) = D% = 0. Une telle connexion est dite intégrable ou plate. 1l est
bien connu que ceci équivaut a ce que E soit donné par une représentation
w1 (M) — U(r) ; un tel fibré est appelé fibré plat ou systéme local de coefficients.
Un exemple fondamental est bien stur le fibré trivial E = M x C avec sa connexion
évidente Dg = d. Grace a cette hypothese, D définit un complexe de De Rham
généralisé

C(M,E) 22 C®(M,A'T}; @ B) — -+ — C®(M,APT}; @ B) 25 ...

Les groupes de cohomologie de ce complexe seront notés Hp) (M, E).

L’espace des formes harmoniques de degré p relativement a 'opérateur de
Laplace-Beltrami Agp = D D3, + D}, Dg est défini par

(4.15) HP(M,E)={s € C®°(M,A\’T3; ® E) ; Ags=0}.

Comme {(Aps,s) = ||Dgs||*> + ||D%s||?, nous voyons que s € HP(M, E) si et
seulement si Dgs = D},s = 0.

4.16. Théoreme. Pour tout p, il existe une décomposition orthogonale
C®(M,ANPT};, @ E) = HP(M,E) ® Im D ® Im D,

ol
ImDp = D (C®(M,AP"'T}; @ E)),
Im Dy, = Dy (C®(M,APT' Ty, @ E)).
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Preuve. 1l est immédiat que HP (M, F) est orthogonal aux deux sous-espaces Im Dg
et Im D7,. L’orthogonalité de ces deux sous-espaces est elle aussi évidente, grace a
I’hypothese D% =0 :

(Dps, Dit) = (Dps, t) =0.

Nous appliquons maintenant le th. 3.10 a I’opérateur elliptique A = A%, agissant
sur les p-formes, i.e. 'opérateur Ag : C°(M, F) — C*°(M, F') agissant sur le fibré
F = APT}, ® E. Nous obtenons

C®(M,N°T}; ® E) = HP(M,E) ® Ag(C®(M,A\"Tr; @ E)),
ImAg =Im(DgDy + DypDg) C Im Di + Im D,.

D’autre part, comme Im Dy et Im D7}, sont orthogonaux a H? (M, E), ces espaces
sont contenus dans Im Ag. O

4.17. Théoreme d’isomorphisme de Hodge. Les groupes de cohomologie de
De Rham HY,,(M, E) sont de dimension finie et HY, ,(M, E) ~ H?(M, E).

Preuve. Grace a la décomposition (4.16), nous obtenons

Bpr(M, E) = Dp(C%(M,AP™'Ty; @ E)),
Z8%n(M,E) =Ker Dp = (Im D},)* = HP(M, E) ® Im Dg.

Ceci montre que toute classe de cohomologie de De Rham contient un unique
représentant harmonique. O

4.18. Dualité de Poincaré. L’accouplement
HY (M, E) x HI-P(M,E*) — C,  (5,8) s / st
M

est une forme bilinéaire non dégénérée, et définit donc une dualité entre H}, (M, E)
et Hpp" (M, E*).

Preuve. Notons d’abord qu’il existe une connexion plate D g+ naturellement définie
telle que pour tout s € C°(M, AT}, @ E), t € C°(M,A*T}; ® E*) on ait

(4.19) d(s Nt) = (Dgs) At + (—=1)485s A Dp.t.

Il résulte alors de la formule de Stokes que I’application bilinéaire (s,t) — f u SAL
peut se factoriser aux groupes de cohomologie. Soit s € C*>° (M, APT}; ® E). Nous
laissons au lecteur le soin de prouver les formules suivantes (utiliser (4.19) de fagon
analogue a ce qui a été fait pour la preuve du th. 4.11) :

(4.20)

Dp+(#5) = (=1)P# D%s, (Dps)*(#5) = (=1)P" 4 Dps, Ap-(#5s) = # Aps,
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Par conséquent #s € H™P(M, E*) si et seulement si s € HP(M, E). Puisque

[ sngs= [ wsav=s|e,
M M

nous voyons que l’accouplement de Poincaré a un noyau trivial dans le facteur de
gauche HP(M, E) ~ H}, (M, E). Par symétrie, il a aussi un noyau trivial & droite.
La preuve est achevée. O

5. Variétés hermitiennes et kahlériennes

Soit X une variété complexe de dimension n. Une métrique hermitienne sur X
est une forme hermitienne définie positive de classe C'*° sur Tx ; dans un systeme
de coordonnées (z1, ..., z,), une telle forme peut s’écrire

hz)= > hjr(z)dz; @ dzy,

1<,k <n

ou (hj) est une matrice hermitienne positive a coefficients C*°. La (1, 1)-forme
fondamentale associée a h est

i _ .
w:—Imh:§Zhjkdzj/\dzk, 1<j,k<n.

5.1. Définition.

a) Une variété hermitienne est un couple (X,w) ot w est une (1,1)-forme C*°
définie positive sur X.

b) La métrique w est dite kdhlérienne si dw = 0.
c) X est appelée variété kihlérienne si X posséde au moins une métrique

kahlérienne.

Puisque w est réelle, les conditions dw = 0, dw = 0, d"w = 0 sont toutes
équivalentes. En coordonnées locales, on voit que d’'w = 0 si et seulement si

6hjk - 8hlk

82!1 - 82’]‘ ’

1<,k 1l <n.

Un calcul simple donne

2o = det(hy) N\ (%dzj Adz;) = det(hy) day Adys A+ A da A dy,

n!
1<j<n
ou z, = &, + iy,. Par conséquent la (n,n)-forme

1 n
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est positive et coincide avec 1’élément de volume hermitien de X. Si X est
compacte, alors fX w™ = n! Vol,(X) > 0. Cette remarque simple implique
déja qu’une variété kahlérienne compacte doit satisfaire certaines conditions
topologiques restrictives :

5.3. Conséquence.

a) Si(X,w) est kdhlérienne compacte et si {w} désigne la classe de cohomologie
de w dans H?(X,R), alors {w}™ # 0.

b) Si X est kihlérienne compacte, alors H**(X,R) # 0 pour 0 < k < n. En effet,
{w}k est une classe non nulle de H**(X,R).

5.4. Exemple. L’espace projectif complexe P™ possede une métrique kahlérienne
w naturelle, appelée métrique de Fubini-Study, définie par

1
p'w = g-d'd"log (|Gol” + [GiI* + -+ [¢ul?)

ott (o, (1, ---,Cn sont les coordonnées de C**! et ott p: C*1\ {0} — P” est la
projection. Soit z = (¢1/Co, - .- ,(n/Co) les coordonnées non homogenes de la carte
C™ C P". Un calcul montre que

i i
= —d'd"log(1 ?)=—0(0(1 "=1.
w=o-dd"log(1+ ) = —0(0(1), | w
Comme les seuls groupes de cohomologie entiére non nuls de P™ sont H?P(P, Z) ~ Z
pour 0 < p < n, nous voyons que h = {w} € H?*(P",Z) est un générateur de
'anneau de cohomologie H*(P",Z). En d’autres termes, H*(P",Z) ~ Z[h]/(h"*1)
comme anneau.

5.5. Exemple. Un tore complexe est un quotient X = C"/T" de C™ par un réseau
I' de rang 2n. C’est donc une variété complexe compacte. Toute forme hermitienne
définie positive w = 1) h;rdz; A dZi a coefficients constants sur C™ définit une
métrique kahlérienne sur X.

5.6. Exemple. Toute sous-variété complexe X d’une variété kdahlérienne (Y, w’)
est kahlérienne pour la métrique induite w = w’r y- En particulier, toute variété
projective est k&hlérienne (par définition, une variété projective est une sous-
variété fermée X C P™ d’un espace projectif); dans ce cas, si w’ désigne la
métrique de Fubini-Study sur P", nous avons la propriété supplémentaire que
la classe {w} = {W'};x € H3r(X,R) est enticre, i.e., est 'image d’une classe
entiere de H?(X,Z). Une métrique kéhlérienne w de classe de cohomologie entiere
est appelée métrique de Hodge.

5.7. Exemple. Considérons la surface complexe

X =(Cc*\{o})/T



28 J.-P. Demailly, Partie I : Théorie de Hodge L2

onI' ={\"; n€Z} A €]0,1], est vu comme groupe d’homothéties. Puisque
C? \ {0} est difféomorphe & R* X S?, nous avons X ~ S' x S3. Par conséquent
H?(X,R) = 0 grace & la formule de Kiinneth, et la propriété 5.3 b) montre que
X n’est pas kahlérienne. Plus généralement, on peut prendre pour I' un groupe
cyclique infini engendré par des contractions holomorphes de C2, de la forme

Z1 s )\121 res Z1 s )\21
z92 /\2 z92 ’ b z9 )\22 + Zlf ’

ol A\, A1, Ay sont des nombres complexes tels que 0 < [A1| < [Ag] < 1,0 < || < 1,
et p un entier positif. Ces surfaces non kahlériennes sont appelées surfaces de Hopf.
O

Le théoreme suivant montre qu’une métrique hermitienne w sur X est
kahlérienne si et seulement si la métrique w est tangente a 1’ordre 2 a une métrique
hermitienne a coefficients constants en tout point de X.

5.8. Théoréme. Soit w une (1, 1)-forme C*° définie positive sur X. Pour que w
soit kahlérienne, il faut et il suffit qu’en tout point xo € X il existe un systéme de

coordonnées holomorphes (z1, ... ,z,) centré en xg tel que
(5.9) w=1i Y wmda AdZn, W =0m + O(|2]).
1<i,m<n

Si w est kéhlérienne, les coordonnées (z;)1<j<n peuvent en fait étre choisies telles
que

g 0
(5.10) Wim = (a—Zl, (97> = O — Z Cjkim %2j %k + O(|Z|3)7

1<j,k<n

ot (¢jrim) sont les coefficients du tenseur de courbure de Chern

0 \* 0
5.11 O(Tx)ay = i dzi A dZ (_) 9
( ) ( X)ﬂvo ];m Cjkim AZj Zk & 8Zl ® 6Zm
associé a (T'x,w) en xg. Un tel systeme (z;) sera appelé systéme de coordonnées
géodésiques en xy.

Preuve. 1l est clair que (5.9) implique d,,w = 0, par suite la condition est
suffisante. Supposons maintenant que w soit kahlérienne. Alors on peut choisir
des coordonnées locales ({3, ...,(,) telles que (d(i, ... ,d¢,) soit une base w-
orthonormée de T, X. Par conséquent

w=i Y @OmdGAdC,, on

1<I,m<n

(5.12) Gim = 0tm + O(IC) = 0t + Y (@G5 + ;) + O(ICI).

1< <n
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Puisque w est réelle, nous avons a;.lm = @jmi ; d’autre part la condition de
kéhlérianité Owiy, /0C; = Owjm /0¢ en xg implique ajim, = agjm. Posons maintenant

1
Zm:Cm'i'iZlajlijCla I<m<n
7

Alors (zy,) est un systeme de coordonnée locales en zg, et

dZm = de + Z ajlijdClv
7,5l
1Y de ANdZm =1 dGn AdC,, +1 ) ajmdG AdE,

Jlm

+1 Z ajlmzj de A le + O(|€|2)

7,l,m
=1 @im dG A dCm + O(IC]%) = w + O(|2]).
l,m

La condition (5.9) est demontrée. Supposons les coordonnées ((,,) choisies depuis
le début en sorte que (5.9) ait lieu pour ({,,). Poursuivons alors le développement
de Taylor (5.12) a l'ordre deux

(:Dlm - 6lm + O(|<‘2))
(5.13) = Otm + Z (ajkimCiC + @11mCiCr + a;'/klijZk) +O(I¢).
gk
Les nouveaux coefficients introduits satisfont la relation

/ / 12 —/ —
Qikim = Qkjims>  Qjkim = Qjkmiy Qjklm = Qkjml-

La condition de kéhlérianité Owiy,/0(; = Ow;jm/0¢ en ¢ = 0 fournit 1'égalité
a;klm = afkjm; en particulier a;klm est invariant par toute permutation de j, k, [.
Si on pose
1
Zm = Gm + 3 > @ GGG, 1< m<n,
Jrk,l

alors grace a (5.13) on trouve

Az = dGn + Y @ GGG dG, 1< m <,

gkl
w=1 Y dam AdZm +1 Y ajrm G, dG A dC,,, + O(ICP),
1<m<n 7.k, lm
(5.14) w=1 Z dzpm NdZy, +1 Z Qjkim 22k A2 N\ dZp, + O(|z]?).
1<m<n j:kalam

Il est maintenant facile de calculer le tenseur de courbure de Chern ©(Tx),, en
termes des coefficients ajx;,, et de vérifier que ¢jrim = —a;jrim. Nous laissons cette
vérification au lecteur a titre d’exercice. O
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6. Identités fondamentales de la géométrie kahlérienne

6.A. Opérateurs de la géométrie hermitienne

Soit (X,w) une variété hermitienne et soient z; = x; +iy;, 1 < j < n, des
coordonnées C-analytiques en un point a € X, telles que w(a) =1) dz; A dz; soit
diagonalisée en ce point. La forme hermitienne associée est h(a) =2 dz; ® dz;
et sa partie réelle est la métrique euclidienne 2" (dz;)? + (dy;)*. Il s’ensuit que
|dz;| = |dy;| = 1/V/2, |dz;| = |dz;| = 1, et que (8/0z1, ... ,0/Dz,) est une base
orthonormée de (T X,w). La formule (4.1) pour u;, v, dans la somme orthogonale
(C®Tx)* =T% ®T% définit un produit scalaire naturel sur I’algebre extérieure
A*(C ® Tx)*. La norme d’une forme

u=>Y ursdz Adz; € A*(C® Tx)*
1,J

au point a est alors donnée par

(6.1) u(@P =) Jurs(@).
1,J

L’opérateur x de Hodge (4.2) peut étre étendu aux formes a valeurs complexes par
la formule

(6.2) u A% = (u,v) dV.
Il s’ensuit que x est une isométrie C-linéaire
* o APATS — AMTONTPTE.

Les opérateurs usuels de la géométrie hermitienne sont les opérateurs d, § = —xd %,
le laplacien A = dd + dd déja définis, et leurs analogues complexes

d=d +d"
(6.3) 6 — d/* _|_ d//*, d/* — (d/)* — _ *d//*, d//* — (d//)* —_ _ *d/*,
A/ — d/d/* _|_ d/*d/ A// — d//d//* + d//*d//.

On dira qu'un opérateur est de degré pur r s’il transforme une forme de degré k
en une forme de degré k +r, et de méme, un opérateur de bidegré pur (s,t) est un
opérateur qui transforme les (p, ¢)-formes en formes de bidegré (p + s,q + t) (son
degré total est alors bien entendu r = s+t). Ainsi d’, d”, d™*, d'"*, A’, A” sont de
bidegrés respectifs (1,0), (0,1), (—=1,0), (0,—1), (0,0), (0,0). Un autre opérateur
important est 'opérateur L de bidegré (1,1) défini par

(6.4) Lu=wAu,
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et son adjoint A = L* = x~ 1L« de bidegré (-1, 1) :
(6.5) (u, Av) = (Lu, v).

Observons que le groupe unitaire U(Tx) ~ U(n) possede une action naturelle sur
lespace des (p, ¢)-formes, donnée par

U(n) x APITY > (g,v) — (97 )*v.

Cette action fait de AP9T% une représentation unitaire de U(n). Comme la
métrique w est invariante, il est clair que L et A commutent a l'action de U(n).

6.B. Identités de commutation

Si A, B sont des endomorphismes (de degré pur) du module gradué M*® =
C®(X,A*°T%), leur commutateur gradué (ou crochet de Lie gradué) est défini
par

(6.6) [A,B] = AB — (—1)*BA

ol a, b sont les degrés de A et B respectivement. Si C' est un autre endomorphisme
de degré c, on a l'identité de Jacobi purement formelle suivante :

67)  (=D)*[A[B.C] + (-1)*[B,[C. A]] + (-1)*[C, [A, B]] = 0.

Pour tout a € AP9T%, nous désignerons encore par o I’endomorphisme associé de
type (p, q), opérant sur A**T% par la formule u — a A u.

Soit v € AbMT% une (1,1)-forme réelle. Il existe une base w-orthogonale
((1,Ca, ..., () de Tx qui diagonalise les deux formes w et v simultanément :

. % . =X . % . T*
w=1 Y A, v=i Y AL, v ER

1<5<n 1<5<n

6.8. Proposition. Pour toute forme u =) ujx (5 A Z;, on a

[, AJu= (Z%‘ ) - > Vj)UJ,KC§AZ;(~

JK jeJ JjeEK 1<i<n

Preuve. Si u est de type (p, q), un calcul brutal donne

Au=i(=1)" Y usx (GI G AG I Ck), 1<I<n,
J K,

. —x —x
yAu=1i(—1)P Z’meJ’KC:n/\C;/\Cm/\CK, 1<m<n,
J,K,m
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oA =" i (G A G ) A (G A C I Ti))

J,K,l,m
— (Gn (G A A G I (G A T)))
= 3 mttse (G A (G d €5 AT

J,K,m
+ G5 AT A G I i) = G A )

:Z(Z%“LZ%”_ Z %n)UJ,KC}/\Z;« O

JK “med meK 1<m<n

6.9. Corollaire. Pour tout u € APIT%, on a [L,AJlu= (p+q— n)u.

Preuve. En effet, si v = w, les valeurs propres de v sont y; = -+ =, = 1. O

Introduisons l'opérateur B = [L, A] tel que Bu = (p + ¢ — n)u pour u de
bidegré (p,q). Comme L est de degré 2, on obtient aussitot [B, L] = 2L, et de
méme [B, A] = —2A. Ceci suggere d’introduire 'algebre de Lie s[(2,C) (matrices
de trace nulle, avec le crochet de commutation usuel [a, 8] = af—Sa des matrices),
dont les 3 matrices de base

o (D) () -G

vérifient les relations de commutation

6N =b,  [b0=20,  [b )] =—2\

6.11. Corollaire. On a une action naturelle de I’algébre de Lie sl(2, C) sur I’espace
vectorie]l A**T%, i.e. un morphisme d’algébres de Lie p : s((2,C) — End(A®**T%),
tel que p(£) = L, p(A) = A, p(b) = B.

Nous allons maintenant expliciter d’autres identités de commutation tres
importantes. Supposons d’abord que X = Q C C" soit un ouvert de C™ et que w
soit la métrique kahlérienne standard,

w=1 Z de /\d?j.

Isisn
Pour toute forme u € C*°(Q, AP9T%) on a

8UI7J

(6.12') du=>_ dzi Ndzp NdZ g,
1.7,k Oz,
" "o 8UI,J — —
(6.12") d'u=">" =dz N dzp A dz.
Zk

1,0k
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Comme le produit scalaire global L? est donné par

«U,U /ZUI J?J]Jdv
Q

1,J

des calculs faciles analogues a ceux de ’exemple 4.12 montrent que

aUIJ 0 —
13 d*u=— = — d
(6.13") u IEM 97 0o (dzy NdzZy),
a'LL]J 0
1 12 /1% — —J d d
(6 3) d"™u IEJk aZk 8Zk (Z]/\ ZJ)

Nous énongons d’abord un lemme dt a Akizuki et Nakano [AN54].
6.14. Lemme. Dans C", on a [d"*,L] =id'.

Preuve. La formule (6.13”) peut se récrire plus brievement

A" = Zazk (321)

Nous obtenons alors
0 0 0 Ju
d™, Llu = — —J(—wAu)+wA —J(—)
. . . ou )
Puisque w est a coefficients constants, on a — (wAu) = wA Do et par conséquent

2k %k

ou 0 ou

[d"*,L]u:‘;(a%J (1 55) o (5, 3716))

0
Or, il est clair que — 1 w = —idzg, donc
8zk

[d"*, L u—lzdzk/\a—%—ldl O

Nous sommes maintenant préts pour établir les relations de commutation de
base dans le cas d’une variété kiahlérienne arbitraire (X, w).
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6.15. Théoreme. Si (X,w) est kdhlérienne, alors

", L= id,  [d* L= —id",
A, d") = —id*, [Ad]= id"™.

Preuve. 1l suffit de vérifier la premiere relation, car la seconde est la conjuguée
de la premiere, et les relations de la deuxieme ligne sont adjointes de celles de
la premiere ligne. Si (z;) est un systeme de coordonnées géodesiques en un point
xo € X, alors pour toutes (p, q)-formes u, v a support compact dans un voisinage
de zg, (5.9) implique

(u,v) = /M (Z urjvry + Z arJKL UIJWKL) dv,

I,J I,J,K,L

avec arsjrr(z) = O(]z]?) en xy. Une intégration de parties analogue a celle
pratiquée pour obtenir (4.12) et (6.13”) donne

0 0
d*u=— Z gl’JaTJ (dZ[/\dEJ)—F Z brykrurydzg Ndzp,
Ik 9%k 0%k 1,J,K,L

ou les coefficients by jx, sont obtenus par dérivation des ajji . Par conséquent

nous avons bryir = O(|z|). Puisque Ow/0zr = O(|z]), la démonstration du
lemme 6.14 implique ici [d"*, Lju = id'u + O(|z|), en particulier les deux termes
coincident au point xy € X fixé d’avance. O

6.16. Corollaire. Si (X,w) est kdhlérienne, les opérateurs de Laplace-Beltrami

complexes sont tels que

A=A = tA
2

Preuve. Montrons d’abord que A” = A’. On a
A" = [d",d"™] = —i[d",[A, d]].
Puisque [d,d"] = 0, I'identité de Jacobi (6.7) implique
[ [ d] + [ 0" A]] =0,
donc A" = [d', —i[d",A]] = [d’,d"*] = A’. D’autre part
A=[d+d"d*+d™*| =N +A"+[d,d"™]+ [d",d"].

Il suffit donc de prouver :

6.17. Lemme. [d',d"*] = 0, [d",d"*] = 0.
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Preuve. Nous avons [d',d"*] = —i[d', [A, d']] et (6.7) implique
_[d’, [A,d’H + [A, [d',d']] + [d', [d',AH =0,

donc —2[d’,[A,d']] = 0 et [d',d"*] = 0. La deuxieme relation [d”,d"*] = 0 est
I’adjointe de la premiere. O

6.18. Théoréme. Si (X,w) est kdhlérienne, A commute avec tous les opérateurs
* d/ d// d/* d//* L A

Preuve. Les identités [d', A'] = [d™*,A'] =0, [d",A”] = [d"*,A"] =0 et [A,x] =0
sont immédiates. De plus, 1’égalité [d', L] = d’'w = 0 combinée avec 'identité de
Jacobi implique

(L, A = [L,[d',d"]] = —[d, [d*, L]] =i[d’,d"] = 0.
Par adjonction, nous obtenons [A’, A] = 0. O

6.C. Eléments primitifs et isomorphisme de Lefschetz

Pour établir le théoreme de Lefschetz, il est commode d’utiliser la repré-
sentation de sl(2,C) exhibée au Cor. 6.11. Rappelons d’abord que si g est une
sous-algebre de Lie (réelle ou complexe) de l'algebre de Lie sl(r,C) = End(C")
des matrices complexes et si G = exp(g) C GL(r,C) est le groupe de Lie associé,
une représentation p: g — End(V) de 'algebre de Lie dans un espace vectoriel
complexe V' induit par exponentiation une représentation p : G — GL(V)
du groupe G. Inversement, une représentation p : G — GL(V) induit par
différentiation une représentation p : g — End (V) de 'algebre de Lie; il y a donc
identité entre les deux notions. Si G est compact, un lemme classique de H. Weyl
montre que toute représentation de g se scinde en somme directe de représentations
irréductibles (on dit alors que g est réductive) : la mesure de Haar de G permet
en effet de construire une métrique hermitienne invariante sur V, et on exploite
le fait que 'orthogonal d’une sous-représentation est une sous-représentation. En
particulier 1’algebre de Lie su(r) du groupe compact SU(r) est réductive. Il en est
de méme de sl(r, C) qui est la complexifiée de su(r). Nous aurons besoin du lemme
suivant bien connu en théorie des représentations.

6.19. Lemme. Soit p : 5[(2,C) — End(V') une représentation de I’algébre de Lie
5[(2,C) sur un espace vectoriel complexe de dimension finie V', et soient

L=p), A=p(\), B=p(b) € End(V)

les endomorphismes de V' associés aux éléments de base de sl(2,C). Alors:

a) V = @uez V,, est somme directe (finie) des espaces propres de B, dont les
valeurs propres p sont des entiers. Un élément v € V), est dit élément de poids

pur f.
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b) L et A sont nilpotents, tels que L(V,,) C V42, A(V,,) C V,,_o pour tout p € Z.

¢) On note P =Ker A ={v e V; Av =0}, qui est appelé ensemble des éléments
primitifs. On a alors une décomposition en somme directe

V=L(P).

reN

d) V est isomorphe & une somme directe finie @, . S(m)®*m de représentations
irréductibles, ott S(m) ~ S™(C?) est la représentation de sl(2, C) induite par la
puissance symétrique m-iéme de la représentation naturelle de SL(2, C) sur C2,
et ay, = dim P, est la multiplicité de la composante isotypique S(m).

e) Si P, = PNV, alors P, = 0 pour p > 0 et P = @uez,ugopu'
L’endomorphisme L" : P_,, — V40, est injectif pour r < m et nul pour
r > m.

f) V,= @ L"(P,—2r), ol L": P, 9, — L"(P,_2,) est bijectif.

reN,r>p

g) Pour tout r € N, 'endomorphisme L" : V_,. — V,. est bijectitf.

Preuve. On fait d’abord ’observation suivante : si v € V), alors Lv est de poids
pur i+ 2 et Av de poids pur p — 2. En effet, on a

BLv=LBv+ [B,Llv= L(uv) + 2Lv = (. + 2) Lv,
BAv = ABv+ [B,Alv = A(pv) — 2Av = (pn — 2)Aw.

Supposons maintenant V' # 0 et soit v € V), un vecteur propre non nul. Si les
vecteurs (A*v)en étaient tous non nuls, on aurait une infinité de vecteurs propres
de B de valeurs propres u — 2k distinctes, ce qui est impossible. Donc il existe un
entier r > 0 tel que A"v # 0 et A*v = 0 pour k > 7, par suite A"v est un élément
primitif non nul de poids pur p/ = g — 2r. Soit maintenant w € P un élément
non nul de poids pur p (on vient de voir qu’il en existe pour au moins un p € C).
Le méme raisonnement que ci-dessus appliqué aux puissances LFw montre qu’il
existe un entier m > 0 tel que L™w # 0 et L™ 1w = 0. L’espace vectoriel W de
dimension m + 1 engendré par w, = L*w, 0 < k < m est stable par I'action de
5[(2,C). On a en effet Bwy = (1 + 2k)wy, Lwy, = wiy1 par définition, tandis que

Awp = ALMw =LFAw— )~ LFI7YL A Lw

0<y<k—1
=0-) LFV ' Bw=— > (u+2j)L" 'w
0<i<k—1
= k(—/l, —k + 1)wk_1.
En appliquant cette relation a l'indice K = m + 1 pour lequel w,,+1 = 0, on

voit qu’on doit avoir nécessairement = —m < 0. On remarque que By
q I
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est diagonalisable (les vecteurs propres étant les vecteurs wy, de poids entiers
2k —m), et que les éléments primitifs de W se réduisent a la droite Cw, telle que
W = @ L"(Cw). Les propriétés (a,b,c,d) annoncées s’obtiennent alors facilement
par récurrence sur dim V. En considérant la représentation quotient V/W on voit
en effet aussitot par récurrence que les valeurs propres de B sont des entiers et que
L, A sont nilpotents. 1l est facile de vérifier que W ~ S§™(C?) comme représentation
de SL(2,C) (si e, ez sont les deux vecteurs de base de C2, I’ isomorphisme envoie
w = wp sur e et wy sur LFe™ =m(m —1)---(m —k + 1)6162 *). Le fait qu’on
ait une somme directe de représentations V = V' @ W (avec V' = W+ C V pour
une certaine métrique SU(2, C)-invariante) entraine par récurrence sur dim V que
B est diagonalisable, ainsi que la formule V' = € L"(P) et la décomposition d).

e) La relation [B, A] = —2A montre que P = Ker A est stable par B, par suite

P=PPnVv,) = P.

Les calculs faits plus haut montrent que les éléments primitifs purs non nuls w
sont de poids —m < 0, de sorte que P, = 0 si p > 0. La derniere assertion de e)
résulte du fait que pour 0 # w € P_,,, on a L"w # 0 si et seulement si r < m.

f) Conséquence immédiate de e) et de la décomposition V' = P, .y L"(P), si I'on
se restreint aux seuls éléments de poids pur yu ; on ne peut avoir L"(P,_2,) # 0
que sir <m = —(u—2r), soit r > pu.

g) 11 suffit de vérifier I'assertion dans le cas d’une représentation irréductible
V ~ 8™ (C?). Dans ce cas, le résultat est clair, puisque les poids 2k—m, 0 < k < m,
se répartissent symétriquement dans U'intervalle [—m, m] et que V est engendré par
(L*w)o<k<m pour tout vecteur non nul w de V_,. O

Nous retraduisons maintenant ces résultats dans le cas de la représentation de
s[(2,C) sur V = A**T%. La composante A*(C®Tx)* = D, = APITx s’identifie
alors a ’espace propre V,, de B de poids 4 = k —n = p + ¢ — n (par définition
méme de B, voir (6.9)).

6.20. Définition. Une forme homogéne u € A¥(C ® Tx)* est appelée primitive si
Au = 0. L’espace des formes primitives de degré total k sera noté

Prim" T% = @ Prim”?T%.
p+q=k

Puisque l'opérateur A commute avec 'action de U(Tx) ~ U(n) sur 'algebre
extérieure, il est clair que Prim”?T% C AP9T% est un sous-espace U(n)-invariant.
On verra plus loin (prop. 6.24) que Prim”?T% est en fait une représentation
irréductible de U(n). Les propriétés (6.19 e, f, g) impliquent successivement

6.21. Proposition. On a Prim” T% = 0 pour k > n. De plus, si u € Prim"® T%,
k < n, alors L"u =0 pourr > n — k.
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6.22. Formule de décomposition primitive. Pour tout u € A*(C ® Tx)*, il
existe une décomposition unique

U= E L™ up—op,  Up_op € PrimF=2" Tx%.
r2(k—n)y

Par conséquent, on obtient une décomposition en somme directe de représentations
de U(n)
M(CeTx)*= @ L Prim* > T},
rz(k—n)+
ATy = @ L7 Prim” " TX.
r>(p+q—n)+

6.23. Isomorphisme de Lefschetz. Les opérateurs linéaires

LR AN CoTx) — A" H(C o Tx)",
LM P~ APATY — A" 9T PTY

sont des isomorphismes pour tous les entiers k < n et (p,q) tels que p+ q < n.

6.24. Proposition. Pour tout (p,q) € N? tel que p + q < n, Prim”?T% est
une représentation irréductible de U(n); plus précisément, c’est la représentation
irréductible associée au plus haut poids €1 + -+ 4+ €4 — (€n—pt1 + -+ + €p), OU
(¢j) est la base canonique des caractéres du sous-groupe commutatif maximal
U(1)™ C U(n). La décomposition primitive de AP4T% ou de A*(C ® Tx)* n’est
autre que la décomposition en composantes irréductibles sous I'action de U(n).

Preuve. On observe d’abord que Prim”?T% # 0, puisqu’on a par exemple
dzi A Ndzy NdZpy1 A -+ A dZpy, € PrimPd T
La décomposition primitive donne par ailleurs

D,qx r s D—T,q—T %
ATy = @ L7 Prim” "' T
or<m

avec m = min(p, ¢), ce qui montre que le U(n)-module AP9T% possede au moins
m+ 1 composantes irréductibles non triviales, a savoir celles de chacun des termes
PrimP™"97"T%, 0 < r < m. Pour voir que ceux-ci sont irréductibles, il suffit
donc de montrer que le U(n)-module AP9T% possede au plus (m+ 1) composantes
irréductibles. Or, par complexification de la représentation de U(n), on obtient
une représentation isomorphe a celle de GL(n,C) sur APT% ® A4Tx donnée par
g-(u®é) = (g7 H*u®g,€. La théorie des représentations du groupe linéaire montre
que les composantes irréductibles d’une représentation sont en correspondance
biunivoque avec les vecteurs propres pour l'action du sous-groupe de Borel B,
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des matrices triangulaires supérieures. Un calcul laissé au lecteur montre que ces
vecteurs propres correspondent précisément aux (p, q)-formes

L™ (dzn—pirs1 N+ Ndzp NdZ1 N -+ - NdZg—r), 0<r<m,
dont le poids sous 'action de U(1)™ est 1 + -+ +¢e4—r — (En—ptrs1 + -+ ). O

7. Groupes HP?(X, E) et dualité de Serre

Nous arrivons maintenant aux aspects spécifiquement holomorphes de la
théorie de Hodge. Une grande partie de cette théorie a été developpée par
K. Kodaira, S. Lefschetz et A. Weil. Le lecteur pourra consulter avec profit les

(Euvres Completes de Kodaira [Kod75] et le livre de A. Weil [Wei57] ; voir aussi
[Wel80] pour un exposé plus récent.

Soit (X, w) une variété hermitienne compacte et E un fibré vectoriel holomor-
phe hermitien de rang r sur X. Nous noterons Dg la connexion de Chern de F,
D% = — x D+ 'adjoint formel de Dg, et D%, D% les composantes de D%, de
type (—1,0) et (0, —1). Un calcul similaire & ceux faits en 4.14 montre que

UD%(maf)‘Szfo’l/\S, gERT)*( :HomR(TX7R>7 SGE.TH

ott (01 est la partie de type (0,1) de la 1-forme réelle £. Par conséquent, nous
voyons que la partie principale de Vopérateur AL = DLD'2r + D2 DY, est

1
oay(r,6) s = — €% Ps = —[¢l’s,

et on a bien sur un résultat semblable pour A’;. En particulier oar = opn =

%O’A » et AL est un opérateur elliptique auto-adjoint sur chacun des espaces
C>™(X,AP9T% ® E). Puisque D2 = 0, le résultat suivant se démontre de la méme
facon que ceux obtenus au §4.C.

7.1. Théoréme. Pour tout bidegré (p, q), il existe une décomposition orthogonale
C®(X,A\PT% @ E) = HPY(X, E) ® Im D}, ® Im D}

ot HP9(X, E) est 'espace des formes A'f-harmoniques de C*° (X, AP9T% @ E).

La décomposition ci-dessus montre que le sous-espace des g-cocycles du
complexe (C°°(X,AP*T% ®E),d") est HP?(X, E)&Im DY,. De 14, nous déduisons
le

7.2. Théoreme d’isomorphisme de Hodge. Les groupes de cohomologie de
Dolbeault HP1(X, E) sont de dimension finie, et il y a un isomorphisme

HP(X,E) ~ HP(X, E). 0
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Une autre conséquence intéressante est une preuve du théoreme de dualité
de Serre pour les variétés complexes compactes. Voir Serre [Ser55] pour une
démonstration dans un contexte quelque peu plus général.

7.3. Théoreme de dualité de Serre. L’accouplement bilinéaire
HPUX, E)x H" P" 94X E*) — C, (s,t)|—>/ sAt
M

est une dualité non dégénérée.

Preuve. Soient s1 € C°(X, APITY QFE), s5 € C°(X, A" P97 1Ty @ E). Puisque
s1 A\ s9 est de bidegré (n,n — 1), nous avons

(7.4) d(s1 Asg) =d"(s1 Asg) =d"s; Nsy+ (=1)PT9s; Adss.

La formule de Stokes implique que ’accouplement bilinéaire ci-dessus peut étre
factorisé au travers des groupes de cohomologie de Dolbeault. L’opérateur # défini
au §4.A est tel que

4 OF(X,APIT, @ B) — C®(X, A" Pn=9T% @ B*).
De plus, (4.20) implique

Dig.(#5) = (-1)"*°# (Df)*s, (D) (#5) = (~1)*8*T1# Difs,
ZJ* (#s) = #A%‘S?
ou Dpg+ est la connexion de Chern de E*. Par conséquent, s € HP9(X, F) si et

seulement si #s € H" P 9(X, E*). Le théoreme 7.3 est alors une conséquence
du fait que lintégrale ||s||* = [, s A # s ne s’annule pas si s # 0. O

8. Cohomologie des variétés kahlériennes compactes

8.A. Groupes de cohomologie de Bott-Chern

Soit X une variété complexe, non nécessairement compacte pour le mo-
ment. Les “groupes de cohomologie” suivants sont utiles pour décrire certains
aspects de la théorie de Hodge des variétés complexes compactes qui ne sont pas
nécessairement kahlériennes.

8.1. Définition. On définit les groupes de cohomologie de Bott-Chern de X
comme étant les groupes

HEA(X,C) = (C°(X,AP9T%) NKerd) /d'd"C>°(X, AP~ H471T%).

Alors Hy (X, C) a une structure d’algébre bigraduée, que nous appellerons algébre
de cohomologie de Bott-Chern de X.
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Comme le groupe d'd”"C°(X,AP~1971T%) est contenu aussi bien dans le
groupe des cobords d”"C>(X,AP47'T%) du complexe de Dolbeault que des
cobords du complexe de De Rham dC> (X, APT4~1(C ® Tx)*), il y a des mor-
phismes canoniques

(82) ngg(X? (C) — Hp’q<X7 (C)7
Hﬁé(‘xv (C) — H]g_lz%Xv (C)v

de la cohomologie de Bott-Chern dans la cohomologie de Dolbeault ou de De
Rham. Ces morphismes sont des homomorphismes de C-algebres. 11 est également
clair & partir de la définition que nous avons la propriété de symétrie HLE (X, C) =
HEA(X, C). On peut montrer & partir de la suite spectrale de Hodge-Frélicher (voir
§10) que HR4(X, C) est toujours de dimension finie si X est compacte.

8.B. Théoréme de décomposition de Hodge

On suppose a partir de maintenant que (X,w) est une variété kahlérienne
compacte. L’égalité A = 2A” montre que A est homogene par rapport au bidegré
et qu’il y a une décomposition orthogonale

(8.4) HH(X,C)= @ H"(X,C).

p+q=Fk

Comme A” = A’ = A" on a également H4P(X,C) = HP4(X,C). En utilisant
le théoreme d’isomorphisme de Hodge pour la cohomologie de De Rham et la
cohomologie de Dolbeault, on obtient :

8.5. Théoréeme de Décomposition de Hodge. Sur une variété kahlérienne
compacte, il y a des isomorphismes canoniques

HER(X,C) =~ @ HP(X,C) (décomposition de Hodge),
pt+a=k
H??(X,C) ~ HP(X,C) (symétrie de Hodge).

Le seul point qui n’est pas a priori completement clair est que ces isomor-
phismes soient indépendants de la métrique kahlérienne choisie. Pour montrer que
c’est bien le cas, on peut utiliser le lemme suivant, qui va nous permettre de
comparer les trois types de groupes de cohomologie considérés au §8.A.

8.6. Lemme. Soit u une (p,q)-forme d-fermée. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

a) u est d-exacte;
b’) u est d'-exacte;

b") u est d’-exacte;
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c) wu est d'd’-exacte, i.e. u peut s’écrire u = d'd"v.
d) wu est orthogonale a H?4(X,C).

Preuve. 11 est évident que c¢) implique a), b’), b”), et que a) ou b’) ou b”’) implique
d). 11 suffit donc de prouver que d) implique ¢). Comme du = 0, nous avons
du = d"u = 0, et comme u est supposée orthogonale & HP4(X,C), le th. 7.1
implique u = d"s, s € C*°(X, AP471T%). Le théoreme analogue au th. 7.1 pour
d’ (qui s’en déduit d’ailleurs par conjugaison) montre qu'on a s = h + d'v + d*w,
avec h € HP4 (X, C), v € C°(X, AP~ H971T%) et w € C°(X, APTL971T%). Par
conséquent
U = d//dlv +d//d/*w — _d/d//v _ d/*d//w

grace au lemme 6.16. Comme d'u = 0, la composante d"*d”w orthogonale a Ker d’
doit étre nulle. O

Du lemme 8.6 nous déduisons le corollaire suivant, qui a son tour implique que
la décomposition de Hodge ne dépend pas de la métrique kahlérienne choisie.

8.7. Corollaire. Soit X une variété kidhlérienne compacte. Alors les morphismes
naturels

HBY(X,C) — HP(X,C), P HEL(X,C) — Hfr(X,C)
p+q=k

sont des isomorphismes.

Preuve. La surjectivité de HEA(X,C) — HP9(X,C) vient du fait que toute
classe de H?4(X, C) peut étre représentée par une (p, g)-forme harmonique, donc
par une (p,q)-forme d-fermée; la propriété d’injectivité n’est rien d’autre que
’équivalence (8.5b”) < (8.5¢). Donc HRA(X,C) ~ HP(X,C) ~ HP(X,C),
et I'isomorphisme

P HEAX.C) — Hfp(X,C)

ptq=k
se déduit de (8.4). O

Mentionnons maintenant deux conséquences simples de la théorie de Hodge.
La premiere concerne le calcul des groupes de cohomologie de Dolbeault de P™.
Comme HP'P(P™ C) contient la classe non nulle {w?} et comme H%%(P”, C)=C,
la formule de décomposition de Hodge implique :

8.8. Conséquence. Les groupes de cohomologie de Dolbeault de P" sont

HPP(P" C)=C pour0<p<n, HP4(P",C)=0 pourp #q. O

8.9. Proposition. Toute p-forme holomorphe sur une variété kahlérienne com-
pacte X est d-fermée.
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Preuve. Si u est une forme holomorphe de type (p,0) alors d’u = 0. De plus
d"*u est de type (p, —1), donc d"*u = 0. Par conséquent Au = 2A"u = 0, ce qui
implique du = 0. O

8.10. Exemple. Considérons le groupe de Heisenberg G C Gl3(C), défini comme
le sous-groupe des matrices

1 T z
M={(0 1 y , (z,y,2) € C.
0 0 1

Soit I' le sous-groupe discret des matrices ayant leurs coefficients x,y, z dans
Panneau Z[i] (ou plus généralement dans un anneau d’entiers quadratiques imagi-
naires). Alors X = G//T est une variété complexe compacte de dimension 3, connue
sous le nom de variété d’Iwasawa. 1’égalité

0 dr dz—axdy
M YdM=10 0 dy
0 O 0

montre que dz, dy, dz — xdy sont des 1-formes holomorphes invariantes a gauche
sur GG. Ces formes induisent des 1-formes holomorphes sur le quotient X = G/T".
Puisque dz — xzdy n’est pas d-fermée, on voit que X ne peut pas étre kahlérienne.

8.11. Remarque. Nous avons travaillé ici avec des coefficients constants pour
simplifier les notations, mais le lecteur pourra vérifier qu’on a des résultats tout a
fait analogues pour la cohomologie a valeurs dans un systeme local de coefficients £
(fibré hermitien plat), comme au §4.C. Il suffit de remplacer partout dans les
démonstrations 'opérateur d = d’ + d"” par Dy = D’ + D', et d’observer qu’on a
encore Al = A%, = LAg (preuve identique & celle du Cor. (6.15)). On en déduit
alors l'existence d’isomorphismes

HEY(X,E) — HPY(X,E), P HELX.E) — HER(X,E)
pHq=k

et d’une décomposition canonique

Hip(X,E)= @ H"(X,E).
p+q=k

Dans ce contexte, la propriété de symétrie de Hodge devient
HP4(X,E)~ H"P (X, E™),

via l'opérateur antilinéaire # considéré aux §4 et §7. Ces observations sont utiles
pour ’étude des variations de structure de Hodge.
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8.C. Décomposition primitive et théoréme de Lefschetz difficile

Nous introduisons d’abord quelques notations standard. Les nombres de Betti
et les nombres de Hodge de X sont par définition

(8.12) by = dime H*(X,C), hP? = dime HPY(X,C).
D’apres la décomposition de Hodge, ces nombres satisfont les relations

(8.13) b= Y BP7 KO =P,
pt+q=k

En conséquence, les nombres de Betti bsgy; d’une variété kahlérienne com-
pacte sont pairs. Noter que le théoreme de dualité de Serre donne la relation
supplémentaire h?¢ = h™~P"~4 vyraie des que X est compacte. Comme on va le
voir, I’existence de la décomposition primitive implique beaucoup d’autres pro-
priétés caractéristiques intéressantes de 1’algebre de cohomologie d’une variété
kahlérienne compacte.

8.14. Lemme. Si u = ZT>(k_n)+ L"u, est la décomposition primitive d’une k-
forme harmonique u, alors toutes les composantes u, sont harmoniques.

Preuve. Comme [A,L] = 0, on obtient 0 = Au = ) L"Au,, donc Au, = 0
d’apres 'unicité de la décomposition. O
Notons Hf, (X, C) = @, i, Fiids (X, C) Tespace des k-formes harmoni-

prim prim
p,q

ques primitives et soit f;,, la dimension de la composante de bidegré (p,q). Le

lemme (8.14) donne
(8.15) H(X,C)= @ L'H(X,0),
r2(ptg—n)4

(8.16) W= )" RELATT

prim
r2(p+q—n) 4

La Formule (8.16) peut se récrire

if p+qg<n, h»d=pr9 4 pp-ba-ty

(816/) prim prim X X
if ptq=n, W9 =h PP 4 poCATTPT

prim prim

8.17. Corollaire. Les nombres de Hodge et de Betti satisfont les inégalités
suivantes.

a) Sik=p+q<mn,alors hP? > hp~1a71 p h—2,
P > k2 O

b) Sik=p+gq

VoWV

b
hp+1,q+1’ b b

n, alors h?4 k

Un autre résultat important de la théorie de Hodge (qui est en fait une
conséquence directe du Cor. 6.23) est le
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8.18. Théoreme de Lefschetz difficile. Les morphismes de cup produit
Ln=F . H*(X,C) — H™ *(X,C), k<n,
L»r=7 . HPYX C)— H" 9" P(X,C), p+q<n,
sont des isomorphismes. O

Une autre maniere d’énoncer le théoreme de Lefschetz difficile est d’introduire
la forme bilinéaire de Hodge-Riemann sur HE: (X, C), définie par

(8.19) Q(u,v) = (—1>’f<k—1>/2/ uAvAw" ",
X

Le théoreme de Lefschetz difficile combiné avec la dualité de Poincaré nous dit
que Q est non dégénérée. De plus Q est de parité (—1)* (symétrique si k est pair,
alternée si k est impair). Lorsque w est une métrique de Hodge, c’est-a-dire une
métrique kihlérienne telle que {w} € H?(X,Z), il est clair que @Q prend des valeurs
entieres sur le réseau H*(X,7Z)/(torsion). La forme bilinéaire de Hodge-Riemann
satisfait les propriétés supplémentaires suivantes : pour p + q = k,

(8.20")  QHPLHP)=0  si(p,q)# (a.p),

(8.20") Si0#ue HN (X,C), alors iP79Q(u,w) = |lul|* > 0.
En fait (8.20") est clair, et (8.20") sera démontré si nous vérifions que toute (p, q)-
forme primitive u satisfait

(—1)kk=D/2ip=a =k A7 = 4.

Puisque Prim?? T est une représentation irréductible de U(n), il suffit de vérifier
la formule pour une (p,q)-forme u bien choisie. On peut prendre par exemple
u=dz N---Ndzp NdZp41 N - -+ N dZpyq dans une base orthonormale pour w. La
vérification effective est laissée au lecteur a titre d’exercice.

8.D. Description du groupe de Picard

Un autre application importante de la théorie de Hodge est une description du
groupe de Picard H (X, 0*) d’une variété kiihlérienne compacte. Nous supposons
ici que X est connexe. La suite exacte exponentielle 0 - Z — O — O* — 1 donne
(8.21)

0 — HY(X,Z) — H'(X,0) — HY(X,0%) 25 H*(X,7) — H*(X,0),

si I'on tient compte du fait que lapplication exp(2mie) : HY(X,0) = C —
H%(X,0*) = C* est surjective. On a H'(X,0) ~ H%(X, C) par I'isomorphisme
de Dolbeault. La dimension de ce groupe est appelée irrégularité de X et elle est
habituellement notée

(8.22) q=q(X)=hn"=hnt"
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Par conséquent nous avons by = 2q et

(8.23) HY(X,0)~C? H"X,Q%) =H"X,C)~C1

8.24. Lemme. L’image de H'(X,Z) dans H'(X, ) est un réseau.

Preuve. Considérons le morphisme
HY(X,Z) — H'(X,R) — H*(X,C) — H'(X,0)

induit par les inclusions Z C R € C C O. Comme les groupes de cohomologie
de Cech & valeurs dans Z ou R peuvent se calculer par des recouvrements finis
constitués d’ouverts difféomorphes a des ouverts convexes, de méme que toutes
leurs intersections mutuelles, il est clair que H'(X,Z) est un Z-module de type
fini et que l'image de H'(X,Z) dans H'(X,R) est un réseau. Il suffit donc de
vérifier que l'application H*(X,R) — H(X,0) est un isomorphisme. Or, le
diagramme commutatif

0—C—s A° L5 Al L5 42 ...

Lol l l

d// d//
0—0O0—A%0 =A% 5402 ...

montre que I'application H'(X,R) — H!(X, O) correspond, pour la cohomologie
de De Rham et de Dolbeault, a ’application composée

Hll)R(Xv R) C Hll)R(Xv C) — HO,l(Xv C)

Puisque H'°(X,C) et H%!(X,C) sont des sous-espaces complexes conjugués
dans le complexifié¢ H}x(X,C) de HhHz(X,R), nous en déduisons bien que
H}p(X,R) — H%1(X,C) est un isomorphisme. O

Comme conséquence de ce lemme, H!(X,Z) est de rang 2q, i.e., H (X, Z) ~
Z24. Le tore complexe de dimension ¢

(8.25) Jac(X) = H'(X,0)/H (X, Z)

est appelé variété jacobienne de X. Il est isomorphe au sous-groupe de H' (X, O*)
correspondant aux fibrés en droites de premiere classe de Chern nulle. D’autre
part, le noyau de la fleche

HQ(X7 Z) — HQ(Xv O) = HO,Q(Xv C)a

qui est constitué par définition des classes de cohomologie entieres de type (1,1),
est égal & 'image du morphisme c; (o) dans H?(X,Z). Ce sous-groupe est appelé
groupe de Néron-Severi de X, noté NS(X) ; son rang p(X) est appelé nombre de
Picard de X.
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La suite exacte (8.21) donne alors

C1

(8.26) 0 — Jac(X) — HY(X,0%) 25 NS(X) — 0.

Le groupe de Picard H!(X, 0*) est donc une extension du tore complexe Jac(X)
par le Z-module de type fini NS(X).

8.27. Corollaire. Le groupe de Picard de P™ est H'(P",0*) ~ Z avec O(1)
comme générateur, i.e. tout fibré en droites sur P" est isomorphe a I'un des fibrés
en droites O(k), k € Z.

Preuve. Nous avons H¥(P" O) = HO*([P" C) = 0 pour k > 1 grace a la
conséq. 8.8, donc Jac(P™) = 0 et NS(P™) = H?(P",Z) ~ Z. De plus, ¢; (0(1)) est
un générateur de H?(P",Z). O

9. Suite spectrale de Hodge-Frolicher

Soit X une variété complexe quelconque (i.e. non nécessairement compacte)
de dimension n. Nous considérons le complexe double K79 = C°(X, AP4T% ) avec
sa différentielle totale d = d’ 4+ d”’. La suite spectrale de Hodge-Frélicher (ou suite
spectrale de Hodge vers De Rham) est par définition la suite spectrale associée a
ce complexe double.

Rappelons d’abord la machinerie algébrique des suites spectrales, qui s’appli-
que a un complexe double arbitraire (K?? d" + d”) de modules sur un anneau.
Nous supposons ici pour simplifier que KP4 =0 si p < 0 ou ¢ < 0. On associe
d’abord & K** le complexe total (K*®, d) tel que K! = @p+q:l KP4 muni de la
différentielle totale d = d’ +d”. Alors K*® admet une filtration décroissante formée
des sous-complexes FPK*® tels que

(9.1) FPK'= @ K.

P<I<!

On obtient une filtration induite sur les groupes de cohomologie H'(K*®) du
complexe total en posant

(9.2) FPHYK®) :=Im (H(FPK*) — H'(K*)),

et on note GPH'(K®) = FPHY(K®*)/FPTH!(K®) le module gradué associé. La
théorie des suites spectrales (voir par exemple [God57]) nous dit qu’il existe une
suite de complexes doubles E*®, r > 1, munis de différentielles d, : EP? —
Eptma=r+l de bidegré (r,—r + 1), telle que E,,; = H®(E,) se calcule par
récurrence comme la cohomologie du complexe (E2*°,d,), et telle que la limite
EP1 = lim,_, | o, EP9 s’identifie avec le module gradué G®* H*(K*), de fagon précise
EP:1 = GPHPTI(K*®). Les termes E; sont définis comme les groupes de cohomologie
du complexe partiel d’ : KP4 — KP9+! par rapport & la deuxieme différentielle,
c’est-a-dire

(9.4) EPY = HI((KP*,d")),
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et la différenticlle dy : E? — EPT19 est induite par la premidre différentielle d’
(9.5) d : HI((KP*,d")) — HI((KPTh*,d")).

En fait, on a E?? = 0 sauf si p,q > 0, et la limite E, = lim E, est stationnaire,
plus précisément

EP9=EP =...=ER?  lorsque r > max(p+1,q + 2),

comme on le voit en considérant les indices en lesquels d,. peut étre non nulle. On
dit que la suite spectrale converge vers le gradué du module filtré H®(K*®), et on
symbolise habituellement cette situation par la notation

EV? = GPHPTI(K®).
Un examen soigneux des termes de petit degré conduit a la suite exacte
(9.6) 0— B — HY(K*) — E' 25 E20 _ g2(K®).

On dit que la suite spectrale dégénére en E,, si d, = 0 pour tout r > r¢ et pour

tout bidegré (p,q). On a alors bien stur En® = EV% ) =--- = E3°.

Dans le cas de la suite spectrale de Hodge-Frolicher, les termes F; sont les
groupes de cohomologie de Dolbeault E{"? = HP-4(X,C), et la cohomologie du
complexe total n’est autre que la cohomologie de De Rham H) (X, C). On obtient
donc une suite spectrale

(9.7) EP? = gP(X,C) = GPHELY(X, C)

de la cohomologie de Dolbeault vers la cohomologie de De Rham. La filtration

correspondnate F' pHI’%R(X ,C) des groupes de cohomologie est appelée filtration
de Hodge (-Frolicher).

Supposons maintenant X compacte. Tous les termes E?'? sont alors des espaces
vectoriels de dimension finie. Puisque E,;; = H*(E,), les dimensions dim EP:4
décroissent (ou stationnent) avec r, donc dim E%? < dim EP'9, et I'égalité a lieu
si et seulement si la suite spectrale dégénere en F,. En particulier, les nombres
de Betti b = dim H!(X,C) et les nombres de Hodge h?¢ = dim ET"? satisfont
I'inégalité

(9.8) b= Y dimERI< Y dmEPI= Y WP,
ptq=l p+q=l p+q=l

et 1’égalité équivaut a la dégénérescence de la suite spectrale en E7. Comme
conséquence, nous avons le

9.9. Théoréme. Si X est une variété complexe compacte, les propriétés suivantes
sont équivalentes:
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a) La suite spectrale de Hodge-Frolicher dégénére en EY.
b) On al'égalité by =3 . _, h*? pour tout I.
c) Il existe un isomorphisme GpHgEq(X, C) ~ HP1(X,C) pour tous p, q.

Si une de ces conditions est satisfaite, I'isomorphisme c) est défini de maniére
canonique.

Nous pouvons maintenant retraduire les résultats du §8.B comme suit.

9.10. Théoréme. Si X est une variété kiahlérienne compacte, la suite spectrale
de Hodge-Frolicher dégénére en F et il y a une décomposition canonique

Hhp(X,C)= € HP(X,C),  H?P(X,C)=Hr4(X,C).
p+q=l

En termes de cette décomposition, la filtration FP Hyy (X, C) est donnée par

FPHpr(X,C) = P H' (X, C).

jzp

En particulier, la filtration conjuguée F‘H]ZDR est opposée a la filtration F‘H]ZDR,
ie.,

HLg(X,C) = FPHLR(X,C) @ FI-pt1HL L (X, C).

9.11. Définition. Si X est une variété complexe compacte, nous disons que
X admet une décomposition de Hodge si la suite spectrale de Hodge-Frolicher

dégénére en F, et si la filtration conjuguée F'Hll)PL est opposée a F‘HER, ie.,
Hbp = FPHLR @ FI-pH1HL L pour tout p.

Si X admet une décomposition de Hodge au sens de la déf. 9.11 et si p+q =1,
on voit immédiatement a partir de 1’égalité Hll)R = Fp“H]l)R S5 FqH]l)PL que

FPHpg = FP™ Hiyg @ (FP Hhg N FYHbR),
donc on obtient un isomorphisme canonique
(9.12) HP9(X,C) ~ FPHhg /FPH HYp ~ FPHY, N FIHL L C Hhg.
Nous déduisons de la qu’il y a bien des isomorphismes canoniques

Hfr(X,C)= € HP(X),  H""(X,C)=Hr4(X,C),
p+q=l

comme attendu. Notons que (9.12) fournit une autre démonstration du fait que
la décomposition de Hodge d’une variété kahlérienne compacte ne dépend pas de
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la métrique kéhlérienne choisie (tous les groupes et morphismes mis en jeu dans
(9.12) sont intrinseques). En fait, nous avons montré qu’une variété kahlérienne
compacte satisfait une propriété encore plus forte, qu’il sera commode d’appeler
décomposition de Hodge forte, puisque celle-ci implique trivialement 1’existence
d’une décomposition de Hodge au sens de la Définition 9.11.

9.13. Définition. Si X est une variété complexe compacte, nous disons que X
admet une décomposition de Hodge forte si tous les morphismes

Hyg (X, C) — HP(X, C), D HRA(X,C) = Hip(X,C)

ptaq=l

sont des isomorphismes.

9.14. Remarque. Deligne [Del68, 72| a donné un critéere permettant de vérifier
la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge dans un contexte plus algébrique,
incluant le cas de situations relatives. Plus récemment, Deligne et Illusie [Del87] ont
donné une preuve de la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge qui n’utilise
pas les méthodes analytiques (leur idée est de travailler en caractéristique p et de
relever le résultat en caractéristique 0). Il faut observer que la dégénérescence
de la suite spectrale de Hodge-Frolicher n’implique pas automatiquement la
propriété de symétrie de Hodge H?P(X,C) ~ HP:4(X,C) ni l'existence d’une
décomposition canonique des groupes de De Rham. En fait, il n’est pas difficile de
montrer que la suite spectrale de Hodge-Frolicher d’une surface complexe compacte
dégénere toujours en FEj; cependant, si X n’est pas kahlérienne, alors b; est
impair, et on peut montrer en utilisant le théoreme de l'indice de Hirzebruch
que h%' = R + 1 et by = 2hy o + 1 (voir [BPV84]). On peut montrer que
Iexistence d’'une décomposition de Hodge (resp. de Hodge forte) est préservée
par des morphismes de contraction (remplacement de X par X' si p: X — X’
est une modification); c’est une conséquence facile de 'existence d’un foncteur
image directe pu, agissant sur tous les groupes de cohomologie mis en jeu, tel que
wept* = 1d ; dans le contexte analytique, u, se construit aisément en calculant
la cohomologie a 'aide des courants, puisqu’on dispose sur ceux-ci d’'un foncteur
image directe naturel. Comme toute variété de Moishezon admet une modification
algébrique projective, nous en déduisons que les variétés de Moishezon admettent
également une décomposition de Hodge forte. Il serait intéressant de savoir s’il
existe des exemples de variétés complexes compactes possédant une décomposition
de Hodge sans avoir une décomposition de Hodge forte (il y a en effet des exemples
immédiats de complexes doubles abstraits ayant cette propriété). O

En général, quand X n’est pas kdhlérienne, un certain nombre d’informations
intéressantes peuvent se déduire de la suite spectrale. Par exemple, (9.6) implique

(915) b1 > dim E21’O + (dlm ngl — dim E§,0>+.
Par ailleurs, E% 0 ost le groupe de cohomologie défini par la suite

dy=d:EY — E° — EX°,
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et comme E? 0 est I’espace des fonctions holomorphes globales sur X, la premiere
fleche dy est zéro (par le principe du maximum, les fonctions holomorphes sont
constantes sur chaque composante connexe de X). Donc dim E21’0 > b0 —p29 De
méme, Ey'' est le noyau d'une application EY"' — E}'', donc dim Ey' > hO1—pb1,
De (9.15) nous déduisons

(9.16) by > (W10 — h20), 4 (RO1 — pl1 — p20Y, .

Une autre relation intéressante concerne la caractéristique d’Euler-Poincaré topo-
logique
Xtop(X> =bg — by + -+ —bap—1 + bon.

Nous utiliserons le lemme simple suivant.

9.17. Lemme. Soit (C*®,d) un complexe borné d’espaces vectoriels de dimension
finie sur un corps. Alors, la caractéristique d’Euler

X(C®) =) (~1)¢dim C*
est égale a la caractéristique d’Euler X(H' (C")) du module de cohomologie.
Preuve. Posons
cqg =dimC?, z,=dimZ9(C*), b, =dimBYC*), hy=dimHY(C"*).

Alors
Cq = Zg + bgt1, hg = 24 — bg.

Par conséquent nous trouvons

D (D)Teq = (-1)T2 = > (=1)7bg =Y (=1)7hq. O

En particulier, si le terme E? de la suite spectrale du complexe filtré K* est
un complexe borné de dimension finie, on a

X(E?) = x(EYy) =+ = x(ES) = x(H*(K*))

car B2, = H*(E?) et dim B!, = dim H'(K*). Dans la suite spectrale de Hodge-
Frolicher on a par ailleurs dim B! = Zp+q:l h?-4  donc :

9.18. Théoreme. Pour toute variété complexe compacte X, la caractéristique
d’Euler topologique peut s’écrire

Xtop(X> = Z (—1>lbl = Z (_1)p+th,q_

0<k<2n 0<p,g<n

Nous allons maintenant réinterpréter la suite spectrale de Hodge-Frolicher
en termes de la suite spectrale d’hypercohomologie associée au complexe de De
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Rham holomorphe. Expliquons d’abord brievement en quoi consiste cette suite
spectrale. Etant donné un complexe borné de faisceaux de groupes abéliens A®
sur un espace topologique X, les groupes d’hypercohomologie de A® sont définis
comme les groupes

HF (X, A%) .= H¥(T(X,L*)),

ou L£*® est un complexe de faisceaux acycliques (faisceaux flasques ou faisceaux
de €*° modules par exemple) choisi de sorte qu’on ait un quasi-isomorphisme
A® — L°® (morphisme de complexes de faisceaux induisant un isomorphisme
HF(A®) — HF(L®) pour les faisceaux de cohomologie). Il est aisé de voir que
I’hypercohomologie ne dépend pas a isomorphisme pres du complexe de faisceaux
acycliques L£°® choisi. L’hypercohomologie est un foncteur de la catégorie des
complexes de faisceaux de groupes abéliens vers la catégorie des groupes gradués;
par définition, si A®* — B® est un quasi-isomorphisme, alors HF(X,A®) —
HF(X,B*) est un isomorphisme; de plus, I'hypercohomologie se réduit a la
cohomologie usuelle H*(X, &) du faisceau € pour un complexe A® réduit & un
seul terme A = €. Supposons qu’on ait pour chaque terme AP du complexe
A® une résolution AP — LP* par des faisceaux LP'9 acycliques, donnant lieu a
un complexe double de faisceaux (£LP'%,d" + d"”). Alors le complexe total associé
(L*,d) est un complexe acyclique quasi-isomorphe a A®, et on a donc

H* (X, A%) = H*(T'(X, L*)).

Mais par ailleurs, le complexe double K79 = I'(X, LP*9) définit une suite spectrale
telle que
EP? = HI(KP* d") = HI(X,AP),

convergeant vers le gradué associé & la cohomologie du complexe total H*(K*®) =
H*(X,.A*). On obtient donc une suite spectrale dite suite spectrale d’hypercoho-
mologie

(9.19) EV? = HY(X,AP) = GPHPTI(X, A®).

La filtration FP des groupes d’hypercohomologie est obtenue par définition en
prenant I'image du morphisme

H*(X, FPA®) — H* (X, A*),
ou FPA® désigne le complexe tronqué a gauche
i3 00— AP s AP AN
Considérons maintenant le cas ou X est une variété complexe quelconque et ou
A® = Q% est le complexe de De Rham holomorphe (avec la différentielle extérieure

usuelle). Le lemme de Poincaré holomorphe montre que Q% est une résolution du
faisceau constant Cx, i.e., on a un quasi-isomorphisme de complexes de faisceaux
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Cx — Q%, ou Cx désigne le complexe réduit a un seul terme en degré 0. Par
définition de I’hypercohomologie on a donc

(9.20) H*(X,Cx) = HM(X,Q%),
et la suite exacte d’hypercohomologie du complexe (2% fournit une suite spectrale
(9.21) EV?=HYX,0%) = G'H"*1(X,Cx).

Or les groupes H* (X, Q%) peuvent étre calculés en utilisant la résolution de Q8% par
le complexe de Dolbeault £LP7 = C>°(AP9T% ) (ces faisceaux sont bien acycliques !).
On voit alors que la suite spectrale d’hypercohomologie (9.21) n’est autre que la
suite spectrale de Hodge-Frolicher précédemment définie.

10. Déformations et théoremes de semi-continuité

L’objet de ce paragraphe est d’étudier la dépendance des groupes HP9(X,, C)
ou plus généralement des groupes de cohomologie H%(Xy, F;), lorsque la paire
(X4, Et) dépend holomorphiquement d’un parametre ¢ dans un certain espace
complexe S. Nous aborderons ces résultats en adoptant le point de vue original de
Kodaira-Spencer, tel qu’il est développé dans leurs travaux originaux sur la théorie
des déformations (voir par exemple les Oeuvres Completes de Kodaira [Kod75]).
La méthode de Kodaira-Spencer exploite les propriétés de continuité ou de semi-
continuité des espaces propres des Laplaciens en fonction du parametre ¢. Une
autre approche fournissant des résultats plus précis consiste a utiliser le théoreme
des images directes de Grauert [Gra60)].

10.1. Définition. Une déformation de variétés complexes compactes est par
définition un morphisme analytique propre o : X — S d’espaces complexes
connexes, dont toutes les fibres X; = o~ 1(t) sont des variétés lisses de méme
dimension n, et satisfaisant I’hypothese locale suivante :

Tout point ( € X admet un voisinage U tel qu’il existe un biholomor-
(H) phisme ¢ : U x V. — U ot U est un ouvert de C" et V' un voisinage
de t = 0((), vérifiant c o = pry : U x V. — V (seconde projection).

On dit alors que (X)ies est une famille holomorphe de déformations de I'une
quelconque des fibres X;,, et que S est la base de la déformation. Une famille
holomorphe de fibrés vectoriels (resp. de faisceaux) Fy — X; est par définition une
famille de fibrés (resp. faisceaux) obtenus & partir d’un fibré (resp. faisceau) global
€ — X, par restriction aux différentes fibres X;.

Si S est lisse, 'hypothese (H) équivaut a supposer que o est une submersion
holomorphe, en vertu du théoreme du rang constant. Il y a néanmoins des
situations ol ’on doit nécessairement considérer aussi le cas de bases S singulieres
(par exemple lorqu’on cherche a construire la “déformation universelle” d’une
variété). Dans un cadre topologique (différentiable et lisse), nous avons le lemme
suivant, connu sous le nom de lemme d’Ehresmann.
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10.2. Lemme d’Ehresmann. Soit ¢ : X — S une submersion différentiable
propre et lisse.

a) SiS est contractile, alors pour tout tg € S, il existe un diagramme commutatif

X gXtOXS

pri N\ o
S

ou ¢ est un difféomorphisme.

b) Pour une base S quelconque, X — S est un fibré (différentiablement) lo-
calement trivial. En particulier, si S est connexe, les fibres sont toutes
difféomorphes.

Preuve. a) Soit H : S x [0, 1] — S une homotopie différentiable entre H(e,0) = Idg
et h(e,1) = application constante S — {to}. Le produit fibré

X ={(x,s,t) e X xS x[0,1]; o(x) = H(s,t)}

muni de la projection ¢ = pry X pry : X — S x [0, 1] est encore une submersion
différentiable, comme on le vérifie aisément. On en déduit qu’il existe un champ de
vecteurs ¢ sur X qui releve le champ de vecteurs % sur S x [0, 1], i.e. 0,& = % (il
existe localement des relevements par la propriété de submersivité, et on recolle ces
relevements au moyen d’une partition de 1'unité). Soit ¢; le flot de ce relevement :

alors, si (,5,0) € X;5xf0y = X, on a par construction ¢¢(z,s,0) = (?,s,t), donc
® = ¢; définit un difféomorphisme de X;gx {0y =~ X sur Xjgxq1y = X X S,
commutant avec la projection sur S.

b) se déduit immédiatement de a). O

Il résulte de b) que le fibré t — H¥(X;,C) est un fibré localement trivial
en C-espaces vectoriels de dimension finie. On a par ailleurs dans chaque fibre
un sous-groupe abélien libre Im H*(X;,Z) c H*(X,,C) de rang by qui engendre
H*(X;,C) comme C-espace vectoriel. Les matrices de transition de ce systéme
localement constant sont dans SLj, (Z). Comme les matrices de transition sont
localement constantes, le fibré t — H*(X;, C) peut étre muni d’une connexion D
telle que D? = 0 : cette connexion est appelée connexion de Gauss-Manin. Le
lemme suivant nous sera utile.

10.3. Lemme. Soit 0 : X — S une submersion différentiable propre et lisse et £ un
fibré vectoriel de classe C'°° au dessus de X. Considérons une famille d’opérateurs
elliptiques

pt : Coo(Xt,Et) — COO(Xt,Et)

de degré 6. On suppose que P; est autoadjoint semipositif relativement a une
métrique h; sur Fy; et a une forme volume dV; sur X;, et tel que les coefficients de
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P, hy et dV; sont de classe C°° sur X. Alors les valeurs propres de P, comptées
avec multiplicité, se rangent en une suite

Ao(t) S Ai(t) < -+ - < Ag(t) = o0,

ot la k-ieme valeur propre Ai(t) est une fonction continue de t. De plus, si A
n’est pas dans le spectre {\(to) }ken de Py, la somme directe Wy, C C°(Xy, Ey)
des espaces propres de P, de valeurs propres A\, (t) < A définit un fibré vectoriel
t — Wy de classe C*° dans un voisinage de ty.

Preuve. Comme les résultats sont locaux au dessus de S, on peut supposer
que X = X;, x S et € = priE;, ont leurs fibres X; et E; indépendantes
de t (mais les formes dV; sur X; et les métriques h; sur E; vont en général
dépendre de t). Soit IIy; l'opérateur de projection orthogonale sur W), dans
L?(Xy, Ey) ~ L*(Xy,, Ey,). Si T'(0,)\) désigne le cercle de centre 0 et de rayon A
dans le plan complexe, la formule de Cauchy donne

1
My, = — (z1d —P;) " dz,
27 r'(0,))

ou l'intégrale est vue comme une intégrale a valeurs vectorielles dans 1’espace des
opérateurs bornés sur L?(M,,, E;,) (il suffit de vérifier la formule sur les vecteurs
propres de P;, ce qui est élémentaire). Les démonstrations faites au §3 montrent
qu’il existe une famille d’opérateurs pseudo-différentiels @); d’ordre —§, dont le
symbole dépend de maniere C° de t (et avec uniformité des estimations par
dérivation en t), tels que P;Q; = Id +R; pour des opérateurs régularisants R; dont
le noyau dépend aussi de maniere C*° de t. Comme @Q); est une famille d’opérateurs
compacts sur L?(X;, E;) qui dépend de manieére C* de t, les valeurs propres
de @; dépendent contintiment de ¢. Quitte a changer (), sur un sous-espace de
dimension finie, on peut supposer que Q;, est un isomorphisme de L?(Xy,, F,)
sur Wo(X;,, Fs,). Il en sera alors de méme pour @Q; dans un voisinage de g, et
par suite zId —P; est inversible si et seulement si (z1d —P;)Q; = Id+R; + 2Q+
est inversible. Si A n’est pas dans le spectre de P;,, on voit donc que pour tout
z € T(0,\) l'inverse (21d—P;)~t = Q;(Id+R; + 2Q;)~* dépend de fagon C*°
de t comme opérateur L?(X;, E;) — W5(Xt,Et), par suite ¢ — Il ; est C° au
voisinage de t. Ceci entraine que t — W; ) est une fibration localement triviale de
classe C'*° au voisinage de to. La continuité de la valeur propre Ag(t) de P; résulte
de la constance du rang de Wy ; au voisinage de to, pour A = Ag (o) £ €. O

10.4. Théoréme de semi-continuité (Kodaira-Spencer). Si X — S est un mor-
phisme C-analytique propre et lisse et si € est un faisceau localement libre sur X, les
dimensions hi(t) = h%(Xy, ;) sont des fonctions semi-continues supérieurement.
Plus précisément, les sommes alternées

he(t) — RTH(t) + -+ (=1)7h0 (1), 0<g<n=dimX;

sont des fonctions semi-continues supérieurement.
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Preuve. Soit FE,; le fibré vectoriel holomorphe associé a &;. Munissons & et X
de métriques hermitiennes arbitraires. D’apres l'isomorphisme de Hodge pour
la d”-cohomologie, on peut interpréter H%(X;, &;) comme lespace des formes
harmoniques pour le Laplacien A? agissant sur C> (Xt,AO’qT)*(t ® E). Fixons
un point tg € S et un réel A > 0 qui n’appartient pas au spectre des opérateurs
A;/Oq, 0 < g <n=dimX;. Alors

Wi = Wy, = somme directe des espaces propres de A;’q de valeurs propres < A

définit un fibré W7 de classe C'* au voisinage de (. De plus la différentielle d} com-
mute avec A} et envoie donc les espaces propres de A;’q dans les espaces propres de
quﬂ associés aux mémes valeurs propres. Ceci montre que (W, d}) est un sous-
complexe de dimension finie du complexe de Dolbeault (C>° (X, AYITY ®F,),df ).
La cohomologie de ce sous-complexe coincide avec H9( Xy, F;) puisque la relation
dyd}* + dj/*d} = A} montre que %kd;’ * est un opérateur d’homotopie sur le sous-
complexe formé des espaces propres de valeur propre A lorsque A\ # 0. Si Z}
désigne le noyau du morphisme d¢ : W& — Wt alors 29(t) := dim Z¢ est
une fonction semi-continue supérieurement pour la topologie de Zariski, comme
on le voit aisément en regardant le rang des mineurs de la matrice définissant le
morphisme d”’? : W? — W3t!, Le complexe tronqué

0=W2 W= . swit 52150
ayant pour cohomologie les groupes H’ (X}, E;) d’indices 0 < j < ¢, on obtient
RA(t) —h97 () + -+ (=1)RO () = 29(t) —wt +wT 2 4 4 (—1) %,

ou w? désigne le rang de W9. La semi-continuité supérieure du membre de gauche
en résulte, et celle de h9(t) est alors immédiate par récurrence sur q. O

10.5. Invariance des nombres de Hodge. Soit X — S un morphisme
C-analytique propre et lisse. On suppose que les fibres X; sont des variétés
kéhlériennes. Alors les nombres de Hodge hP*9(X;) sont constants. De plus, dans
la décomposition
H"(X,,C)= € H"(X,,C),
pHq=k

les fibrations t — HP9(X,, C) définissent des sous-fibrés de classe C*° (en général
non holomorphes) de t — H*(X;,C).

Preuve. Le lemme 10.2 entraine que les nombres de Betti b, = dim H*(X;, C) sont
constants. Comme hP9(X;,C) = h(Xy, Q) est semi-continue supérieurement
d’apres le th. 10.4 et

hP(X,) = by — > AT (Xy),
r+s=k, (T’,S)#(p,q)
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ces fonctions sont en fait aussi semi-continues inférieurement. Par suite elles sont
continues et donc constantes. Un théoreme de Kodaira [Kod75] montre que si
une fibre X, est kahlérienne, alors les fibres voisines X; sont kéhlériennes et les
métriques kahlériennes w; peuvent étre choisies de sorte qu’elles dépendent de
maniere C* de t. Les espaces de (p, q)-formes harmoniques dépendent alors de
maniere C*° de t d’apres le le th. 10.4, et on en déduit que t — HP?( X, C) est
un sous-fibré de classe C°° de H*(X;, C). O

On peut en fait obtenir des résultats plus précis et plus généraux au moyen
du théoreme des images directes de Grauert [Gra60]. Rappelons qu’étant donné
une application continue f : X — Y entre espaces topologiques et un faisceau
€ de groupes abéliens sur X, on définit le faisceau image directe RFf,& sur Y
comme étant le faisceau associé au préfaisceau U +— H¥(f~1(U), &), pour tout
ouvert U de Y. Plus généralement, étant donné un complexe de faisceaux A°®,
nous avons des faisceaux images directes R? f, A®, obtenus a partir des préfaisceaux
d’hypercohomologie

U HF(fH(U), A®).

La démonstration du théoreme des images directes proposée par [FoKT71] et
[KiV71] (voir aussi [DoV72]) fournit les résultats fondamentaux suivants que nous
admettrons.

10.6. Théoreme des images directes. Soit 0 : X — S un morphisme propre
d’espaces analytiques complexes et A® un complexe borné de faisceaux cohérents
de Oyx-modules. Alors

a) Les faisceaux images directes R¥o, A* sont des faisceaux cohérents sur S.

b) Tout point de S admet un voisinage U C S sur lequel il existe un complexe
borné W* de faisceaux de Og-modules localement libres dont les faisceaux de
cohomologie H*(W?*) sont isomorphes aux faisceaux Rfo, A®.

c) Sio est a fibres équidimensionnelles ( “morphisme géométriquement plat”),
I’hypercohomologie de la fibre X; = o~ 1(t) a valeurs dans A} = A® ®¢, Ox,
(o Ox, = Ox/o*mg), est donnée par

Hk(Xtv‘A;) = Hk(Wt.)7

ot1 (W) est le complexe d’espaces de dimension finie W}F = Wk®os’t Os,¢/mg ;.

d) Sous I’hypothése du c), si les espaces d’hypercohomologie HF (X, A?) des fibres
sont de dimension constante, les faisceaux R*o, A® sont localement libres sur S.

Les mémes résultats sont vrais en particulier pour les images directes R¥o,& d’un
faisceau cohérent € sur X, et les groupes de cohomologie H* (X, &;) des fibres.

On notera que la propriété d) est en fait une conséquence formelle de c),
car ’hypothese garantit que les matrices holomorphes définissant les morphismes
WF — WE+1 sont de rang constant en chaque point ¢ € S. De (10.6b) on déduit
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alors le résultat suivant di & H. Flenner [Fle81], avec une démonstration identique
a celle du th. 10.4.

10.7. Théoreme de semi-continuité. Si X — S est un morphisme analytique
propre a fibres équidimensionnelles et si € est un faisceau cohérent sur X, les
sommes alternées

RU(t) — h9H(t) + -+ (—=1)2h° (1),

des dimensions h*(t) = h*(X;, &;) sont des fonctions semi-continues supérieu-
rement de t dans la topologie de Zariski analytique (topologie dont les fermés sont
les ensembles analytiques).

Soit o : X — S une submersion C-analytique propre et lisse. On suppose que
la suite spectrale de Hodge des fibres X; dégéneére en F; pour tour ¢t € S (d’apres
(10.7) c’est en fait une propriété ouverte pour la topologie de Zariski analytique
sur S). Si U C S est un ouvert contractile, alors 0~ *(U) ~ X; x U pour toute
fibre au dessus de t € U. Si Zy, Cx désignent les faisceaux localement constants
de base X et de fibres Z, C, on obtient

(U, R¥0,Zx) = H* (o7 (U),Z) = H*(X,,Z),
I'(U, R*0,Cx) = H*(c7}(U),C) = H*(X,,C),

de sorte que RFo,Zy et R*o,Cx sont des faisceaux localement constants sur S,
de fibres H*(X;,7Z) et H*(X;,C). Le fibré t — H*(X;,C), muni de sa connexion
plate D (connexion de Gauss-Manin), possede une structure holomorphe canonique
induite par la composante D%! de la connexion de Gauss-Manin. Le fibré plat

@, H*(X,,C) est appelé fibré de Hodge de la fibration X — S.
Considérons maintenant le complexe de De Rham relatif (2 /8" dy/s) de la

fibration X — S. Ce complexe fournit une résolution du faisceau o ~'Og (image
inverse “purement faisceautique” de Og), par suite

(10.8) R*0,Q% /s = R*o.(07'0s) = (R*0,.Cx) &c Os.

La derniere égalité s’obtient par un argument immédiat de Og(U) linéarité
pour la cohomologie calculée sur les ouverts o~ (U) (la structure complexe de
o~ Y(U) n’intervenant pas ici). En d’autres termes, Rka*Q;C/S est le Og-module

localement libre associé au fibré plat ¢ — H?(X;,C). On a une suite spectrale
d’hypercohomologie relative

EP? = Rlo, QY ¢ = GPRMM0,Q0% g = GPRM0,Cx

(la suite spectrale relative est obtenue simplement en “faisceautisant” la suite
spectrale d’hypercohomologie absolue (9.19) du complexe €% /g sur les ouverts

o~ H(U)). Comme la cohomologie de Q5. /5 sur les fibres X; n’est autre que I'espace
de rang constant H q(Xt,Qf;(t), le th. 10.6 d) montre que les faisceaux images
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directes R0, Q% /5 sont localement libres. Par ailleurs, la filtration FPH*(X;,C) C

H*(X;,C) est obtenue au niveau des Og-modules localement libres associés en
prenant I'image du morphisme Og-linéaire

R*o, FPQY g — R0, 0%/,

c’est donc un sous-faisceau cohérent (et méme un sous-faisceau localement libre,
d’apres la propriété de constance du rang sur les fibres X;). De la et de (10.8) on
déduit le

10.9. Théoréme (holomorphie de la filtration de Hodge). La filtration
de Hodge FPH*(X,,C) C H*(X;,C) est constituée de sous-fibrés vectoriels
holomorphes relativement a la structure holomorphe définie par la connexion de
Gauss-Manin.

On voit qu’en général H?4(X,,C) = FPH*(X;,C)N F1H*(X;,C) n’a aucune
raison d’étre un sous-fibré holomorphe de H*(X;,C) pour p + ¢ = k quelconques,
bien que HP1(X,, C) possede une structure naturelle de fibré holomorphe (obtenue
a partir du faisceau cohérent R0, Q. /5> Ou comme quotient des FPH F( Xy, C)).
Autrement dit, c’est la décomposition de Hodge qui n’est pas holomorphe.

10.10. Exemple. Soit S = {r € C;Im7 > 0} le demi-plan supérieur, et
X — S la famille “universelle” des courbes elliptiques au-dessus de S, définie
par X, = C/(Z + Z7). Les deux éléments de base du fibré de Hodge H!(X,,C),
duaux de la base (1,7) du réseau des périodes, sont a = dr — Re7/Im7dy et
B = (Im7)"'dy (2 = z + iy € C désignant la coordonnée sur X, ). Ces éléments
vérifient donc Da = DS = 0 et définissent la structure holomorphe du fibré
de Hodge; le sous-fibré HY9(X ., C) engendré par la 1-forme dz = o + 703 est
bien holomorphe (comme il se doit !), cependant on voit que les composantes
B0 = —I(Im7)dz et %! = 1(Im7)~'dZ ne sont pas holomorphes en 7.
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Partie 11 :

Estimations L? et théorémes d’annulation

11. Concepts de pseudoconvexité et de positivité

Les énoncés et démonstrations des théoremes d’annulation mettent en jeu
plusieurs notions de pseudoconvexité et de positivité. Nous présentons d’abord
un résumé synthétique des concepts de base qui nous seront nécessaires.

11.A. Fonctions plurisousharmoniques

Les fonctions plurisousharmoniques ont été introduites indépendamment par
Lelong et Oka en 1942 en vue de 1’étude de la convexité holomorphe. Nous
renvoyons a [Lel67, 69] pour plus de détails.

11.1. Définition. Une fonction u :  — [—00, +00[ définie sur un ouvert 2 C C"
est dite plurisousharmonique (psh en abrégé) si

a) wu est semi-continue supérieurement ;

b) pour toute droite complexe L C C", ujonr, est sous-harmonique sur QN L,
c’est-a-dire, pour tous a € Q et £ € C" tels que |¢| < d(a,(), Ia fonction u
satisfait I'inégalité de moyenne

1 2 .
u(a) < %/0 u(a+ €% ¢)do.

L’ensemble des fonctions psh sur € sera noté Psh(2).

Nous donnons ci-dessous une liste de quelques propriétés fondamentales sat-
isfaites par les fonctions psh. Ces propriétés découlent toutes facilement de la
définition.

11.2. Propriétés fondamentales.

a) Toute fonction u € Psh(2) est sous-harmonique en ses 2n variables réelles, i.e.
satisfait I'inégalité de valeur moyenne sur les boules (ou spheres) euclidiennes :

1
< )
ﬂ-nTQn/n! /l;(a,r) U(Z) <Z)

pour tout a € et tout r < d(a,CQ. Dans ce cas, on a ou bien u = —oo ou

bien u € LlloC sur tout composante connexe de 2.

u(a)

b) Pour toute suite décroissante de fonctions psh uy € Psh(€2), la limite u = lim uy
est psh sur €.
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c) Soit u € Psh(Q) telle que u Z —oo sur toute composante connexe de . Si (p.)
est une famille de noyaux régularisants, alors u x p. est C"*° et psh sur

Q. = {z € Q; d(z,0Q) > ¢},

la famille (u % p.) est croissante en € et lim._,ou * p. = u.

d) Soient wi, ...,u, € Psh(Q2) et x : RP — R une fonction convexe telle que
X(t1, ... ,tp) est croissante en chaque variable t;. Alors x(u1, ... ,up) est psh
sur 2. En particulier uq + - - - + up, max{ui, ... ,up}, log(e"* +---+e"?) sont
psh sur €. O

11.3. Lemme. Une fonction u € C?(Q,R) est psh sur § si et seulement si la

forme hermitienne Hu(a)(&) = 5. 0%u/0z;0zx(a) ;€ est semi-positive en
1<g,k<n
tout point a € €.

Preuve. C’est une conséquence facile de la formule standard suivante

3 | et 9w =2 G [ Hula+c0© Q)

i tJicl<t

ol dA est la mesure de Lebesgue sur C. Le lemme 11.3 suggere fortement que la
plurisousharmonicité est ’analogue complexe naturel de la propriété de convexité
linéaire dans le cas réel. O

Pour des fonctions non régulieres, on obtient une caractérisation analogue de
la plurisousharmonicité au moyen d’un procédé de régularisation.

11.4. Théoréme. Si u € Psh(Q2) avec u # —oo sur toute composante connexe de
Q, alors pour tout £ € C™

est une mesure positive. Inversement, si v € D'(2) est telle que Hv(&) est une
mesure positive pour tout & € C™, il existe une unique fonction u € Psh(Q) qui
soit localement intégrable sur () et telle que v est la distribution associée a u. [

En vue de dégager une meilleure compréhension géométrique de la notion
de plurisousharmonicité, nous supposons plus généralement que la fonction u vit
sur une variété complexe X de dimension n. Si ® : X — Y est une application
holomorphe et si v € C%(Y,R), nous avons d'd"” (v o ®) = ®*d’d"v, donc

H(vo®)(a,§) = Hv(®(a),®'(a).£).

En particulier Hu, vue comme forme hermitienne sur 7y, ne dépend pas du choix
des coordonnées (z1, ..., z,). Par conséquent, la notion de fonction psh a bien un
sens sur toute variété complexe. Plus généralement, nous avons
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11.5. Proposition. Si ® : X — Y est une application holomorphe et v € Psh(Y),
alors v o ® € Psh(X). O

11.6. Exemple. Il est bien connu que log |z| est psh (i.e. sous-harmonique) sur
C. Donc log|f| € Psh(X) pour toute fonction holomorphe f € H°(X,Ox). Plus
généralement

log (|f1]* + -+ +1fq|"?) € Psh(X)

pour tout choix de fonctions f; € HO(X,0x) et de réels a; > 0 (appliquer la pro-
priété 11.2d avec u; = «; log|f;|). Nous nous intéresserons plus particulierement
aux singularités de cette fonction le long de la variété des zéros f1 = --- = f, =0,
lorsque les o; sont des nombres rationnels. O

11.7. Définition. On dira qu’une fonction psh u € Psh(X) a des singularités
analytiques (resp. algébriques) si u peut s’écrire localement sous la forme

«
u=glog (Ifif*+---+ |/nf) + o,

avec des fonctions holomorphes (resp. algébriques) f;, « € Ry (resp. o € Q4 ), et
oll v est une fonction bornée.

Nous introduisons alors l'idéal J = J(u/«) des germes de fonctions holomor-
phes A telles qu'’il existe une constante C' > 0 pour laquelle |h| < Ce™/®, i.e.

| < C(Ifil+ -+ 1 fn]).

On obtient ainsi un faisceau d’idéaux globalement défini sur X, égal localement a
la cloture intégrale J du faisceau d’idéaux J = (f1, ..., fn), par suite J est cohérent
sur X. Si (g1, ... ,gn’) sont des générateurs locaux de g, nous avons encore

Q 2 2
u=glog (lgnf* +---+ lgn[?) + O(1).
D’un point de vue algébrique, les singularités de u sont en correspondance bijective
avec les “données algébriques” (d, «). Nous verrons plus loin une autre méthode
encore plus importante pour associer un faisceau d’idéaux a une fonction psh.

11.B. Courants positifs

La théorie des courants a été fondée par G. De Rham [DR55]. Nous rappelons
ici seulement les définitions les plus fondamentales. Le lecteur pourra consulter
[Fed69] pour un exposé beaucoup plus complet de cette théorie. Dans la situation
complexe, la notion spécifique importante de courant positif a été dégagée et
étudiée par P. Lelong [Lel57, 69].

Un courant de degré ¢ sur une variété différentiable M n’est rien d’autre
qu’une ¢-forme différentielle © a coefficients distributions. L’espace des courants
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de degré ¢ sur M sera noté D'?(M). Alternativement, on peut considérer les
courants de degré ¢ comme les éléments © du dual D (M) := (DP(M ))/ de ’espace
DP(M) des formes différentielles C* de degré p = dim M — ¢ a support compact;
I’accouplement de dualité est donné par

(11.8) (0,a) = /M ONa, «oecDP(M).

Un exemple fondamental est le courant d’intégration [S]| sur une sous-variété S
orientée et compacte (éventuellement a bord) de M :

(11.9) ([S], ) = /Sa, dega = p = dimg S.

Alors [S] est un courant a coefficients mesures, et la formule de Stokes montre
que d[S] = (=1)771[dS], en particulier d[S] = 0 si et seulement si S est une
sous-variété sans bord. En raison de cet exemple, ’entier p est appelé dimension
de © € D, (M). On dit que le courant © est fermé si d© = 0.

Sur une variété complexe X, nous avons des notions analogues de bidegré et
de bidimension; comme dans le cas réel, nous notons

/D, o / o .
DPUX) =D n—g(X), n = dim X,
l’espace des courants de bidegré (p, q) et bidimension (n —p,n —¢q) sur X. Suivant
[Lel57], un courant © de bidimension (p, p) est dit (faiblement) positif si pour tout
choix de (1, 0)-formes a1, ... ,a, de classe C* sur X la distribution

(11.10) © Niag Aay A--- ANy, A, est une mesure positive.

11.11. Exercice. Si © est positif, montrer que les coefficients O ; de © sont
des mesures complexes, et qu’ils sont majorés a des constantes pres par la mesure
trace

1 i i
vo=ON =273 Ors  oh f= SAd'|2P =5 % dz ndz,

1<j<n

qui est une mesure positive.

Indication. Observer que Y Oy ; est invariant par des changements de coordonnées
unitaires et que les (p, p)-formes io; Ay A- - - Aoy, A, engendrent APPT, comme
C-espace vectoriel. O

On voit facilement qu’un courant © = iz1gj,k<n O;rdz; N dzZ), de bidegré
(1,1) est positif si et seulement si la mesure complexe >" AjA\;O;; est une mesure
positive pour tout n-uplet (A1, ..., \,) € C™.
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11.12. Exemple. Si u est une fonction psh (non identiquement —oo) sur X, on
peut associer & v un courant positif fermé © = i09u de bidegré (1, 1). Inversement,
tout courant positif fermé de bidegré (1, 1) peut s’écrire sous cette forme sur tout
sous-ensemble ouvert Q C X tel que H% p(Q,R) = H'(Q,0) = 0, par exemple sur
des ouverts de coordonnées biholomorphes a des boules (exercice pour le lecteur).
|

Il n’est pas difficile de montrer quun produit ©; A --- A ©, de courants
positifs de bidegré (1,1) est positif chaque fois que le produit est bien défini
(c’est certainement le cas si tous ©; sauf un au plus sont de classe C*°); d’autres
conditions beaucoup plus fines existent, mais nous laisserons ce sujet de coté ici.

Nous discutons maintenant un autre exemple tres important de courant positif
fermé. A tout ensemble analytique A fermé dans X, de dimension pure p, on associe
un courant d’intégration

(11.13) ([A], o) = /A a, aeDPP(X),

reg

obtenu en intégrant « sur l’ensemble des points réguliers de A. En vue de
montrer que (11.13) donne bien une définition légitime d'un courant sur X, il
faut montrer que A,cg est localement d’aire finie dans un voisinage de tout point
de Aging. Ce résultat, di a [Lel57] peut se montrer comme suit. Supposons (apres
translation des coordonnées) que 0 € Agjng. Du théoreme de paramétrisation locale
pour les ensembles analytiques, on déduit qu’il existe un changement linéaire de
coordonnées sur C" tel que toutes les projections

i (21, oo 20) = (Zigs s 2iy)

définissent des revétements ramifiés finis de 'intersection ANA; de A avec un petit
polydisque A; = A} x A de C™ = CP x C"P, sur le polydisque A’ de CP. Soit
ny le nombre de feuillets de chacun de ces revétements. Alors, si A = [ Ay, laire
p-dimensionnelle de A N A est majorée par la somme des aires de ses projections
comptées avec multiplicités, i.e.

Aire(ANA) < Z nrVol(A%).

Le fait que [A] soit positif est facile. En fait, en termes de coordonnées locales
(w1, ..., wp) sur Aseg, on a

iy A@y A Alay A@, = | det(ayy) [P iwg ATy A -+ Adw, AT,

si aj = ) ajpdwy. Ceci montre qu'un tel produit de formes est > 0 par rapport a
I’orientation canonique définie par iw; Aw; A- - -Aiw, Aw,,. Un résultat plus profond,
également démontré par P. Lelong [Lel57], est que [A] est un courant d-fermé
sur X, en d’autres termes, I’ensemble Aging (qui est de dimension réelle < 2p — 2)
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ne fournit aucune contribution au courant bord d[A]. Finalement, en liaison avec
I’exemple 11.12, nous avons l'importante

11.14. Equation de Lelong-Poincaré. Soit f € H°(X,0x) une fonction
holomorphe non nulle, Zy = > m;Z;, m; € N, le diviseur des zéros de f, et
[(Zf] = > m;[Z;] le courant d’intégration associé. Alors

i
;Gﬁlog\f\ = [Z4].

Preuve (abrégée). 11 est clair que id'd”log|f| = 0 au voisinage de tout point
x ¢ Supp(Zy) = JZ;, par suite il suffit de vérifier I’équation au voisinage de
tout point de Supp(Zy). Soit A I'ensemble des points singuliers de Supp(Zy), i.e.
la réunion des intersections Z; N Zj, et des lieux singuliers Z; ging; nous avons
alors dim A < n — 2. Au voisinage de tout point x € Supp(Zy) \ A il existe des
coordonnées locales (z1, ..., z,) telles que f(z) = 2, olt m; est la multiplicité
de f le long de la composante Z; qui contient x, et ol 2; = 0 est une équation
locale de Z; prés de . Comme d’d”log |z| = mesure de Dirac § dans C, nous
trouvons +d'd” log |21 | = [hyperplan z; = 0], donc

Ld'd" log |f| = mj—d'd" log|z1| = m;[Z;]
T T

au voisinage de x. Ceci montre que 1’équation est bien vérifiée sur X ~\ A. Par
suite la différence 2d’d” log|f|—[Z] est un courant fermé de degré 2 & coefficients
mesures, dont le support est contenu dans A. Ce courant est nécessairement nul
car A est de dimension trop petite pour pouvoir porter son support (A est stratifié
en sous-variétés de codimension réelle > 4, alors que le courant lui-méme est de
codimension réelle 2). O

Pour conclure ce paragraphe, nous abordons maintenant les notions de co-
homologie de De Rham et de Dolbeault dans le contexte de la théorie des
courants. Une observation de base est que les lemmes de Poincaré et de Dolbeault-
Grothendieck sont encore valables pour les courants. De fagon précise, si (D2, d) et
(D' (F)P1,d") désignent les complexes de faisceaux des courants de degré ¢ (resp.
des courants de bidegrés (p, q) a valeurs dans un fibré vectoriel holomorphe F'), on
a encore des résolutions de De Rham et de Dolbeault faisceautiques

0—>R— D, 0— Q% ® O(F) = D' (F)P°.
De la il résulte des isomorphismes canoniques
(11.15) H{n(M,R) = HI((I'(M, D), d)),
HP9(X,F)= H1Y ((F(X, D'(F)P*), d”)).

En d’autres termes, on peut attacher une classe de cohomologie {©} € H{ . (M,R)
a tout courant fermé © de degré ¢, resp. une classe de cohomologie {©} €
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HP1(X, F) a tout courant d”-fermé de bidegré (p, ¢). En remplacant si nécessaire
les courants mis en jeu par des représentants C°>° de méme classe de cohomologie,
on voit qu’il existe un accouplement de cup produit bien défini, donné par le
produit extérieur des formes différentielles

H?(M,R) x - x Ho (M,R) —s HOT (M R),
{O1}, ... . {01}) — {01} A+ A {0}

En particulier, si M est une variété compacte orientée et si ¢; +- - -+ ¢, = dim M,
on obtient un nombre d’intersection bien défini

{01} (@2} - (O} = /M{el}A-~-A{em}.

Notons cependant que le produit ponctuel ©; A --- A ©,, n’existe pas en général.

11.C. Fibrés vectoriels positifs

Soit (E, h) un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur une variété complexe X.
Son tenseur de courbure de Chern

O(F) = Z Cikapdzj NdZy @ €} @ e,,.

1<g ksn, IS, usr

peut s’identifier a une forme hermitienne sur Tx ® E, a savoir,

(11.16)  O(E)( @) = > Cikan€i€rVATu, ik = Chjui-
1<g,k<n, IS, pusr

Ceci conduit d’une maniere naturelle aux concepts de positivité, en suivant des
définitions introduites par Kodaira [Kod53], Nakano [Nakb5] et Griffiths [Gri66].

11.17. Définition. Le fibré vectoriel holomorphe hermitien E est dit

a) positif au sens de Nakano si:
O©(F)(1) > 0 pour tout tenseur non nul 7 =) 7;30/0z; ey € Tx ® E.

b) positif au sens de Griffiths si:
O(E)(§ ® v) > 0 pour tout tenseur décomposable non nul £ @ v € Tx @ E';

Les concepts de semi-positivité correspondants sont définis en relachant les
inégalités strictes en des inégalités larges.

11.18. Cas particulier des fibrés de rang 1. Supposons que E soit un
fibré en droites. La matrice hermitienne H = (hy1) associée a une trivialisation
7 : Ejqg ~ Q x C est alors simplement une fonction positive, et il sera commode
de la noter e=2%, p € C°(,R). Dans ce cas, la forme de courbure O(E) peut
s’identifier a la (1, 1)-forme 2d’'d” p, et

L OE) = %d’d”cp —dd¢  on d°=

i
2 s

(d// _ d/>
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est une (1,1)-forme réelle. Donc E est semi-positif (au sens de Nakano ou au
sens de Griffiths) si et seulement si ¢ est psh, resp. positif si et seulement si
@ est strictement psh. Dans ce contexte, I’équation de Lelong-Poincaré peut se
généraliser comme suit : soit ¢ € H°(X, F) une section holomorphe non nulle.
Alors

(11.19) dd®log ||o|| = [Z,] — i@(E).

La Formule (11.19) est immédiate si on écrit ||o|| = |7(o)|e™¥ et si on applique
I’équation de Lelong-Poincaré a la fonction holomorphe f = 7(o). Comme nous le
verrons plus tard, il est important pour les applications de considérer aussi le cas
de métriques hermitiennes singulieres (cf. [Dem90b]).

11.20. Définition. Une métrique (hermitienne) singuliére sur un fibré en droites
E' est une métrique donnée dans toute trivialisation 7 : Fq =5 Q x C par

€l =m(©)e *™), zeQ, £€E,
oup € Llloc(Q) est une fonction arbitraire, appelée poids de la métrique par rapport
a la trivialisation T.

Si 7' Eyg — ' x C est une autre trivialisation, ¢’ le poids associé et
g € 0*(Q2N Q) la fonction de transition, alors 7/(§) = g(z) 7(£) pour tout £ € E,,
donc ¢’ = ¢ + log|g| sur 2 N Q. La forme de courbure de F est alors donnée
formellement par le courant de bidegré (1,1) 2O(F) = ddyp sur Q ; I'hypothese
¢ € Li (Q) garantit que O(E) existe au sens des distributions. Comme dans le cas
C*, la forme %@(E) est globalement définie sur X et indépendante du choix des
trivialisations, et sa classe de cohomologie de De Rham est 'image de la premiere
classe de Chern ¢;(E) € H*(X,Z) dans H} »(X,R). Avant d’aller plus loin, nous

discutons deux exemples fondamentaux.

11.21. Exemple. Soit D = ) «a;D; un diviseur & coefficients o; € Z et soit
E = O(D) le faisceau inversible associé, défini comme le faisceau des fonctions
méromorphes u telles que div(u) + D > 0 ; le fibré en droites correspondant peut
alors étre muni de la métrique singuliere définie par ||u|| = |u| (module de la
fonction méromorphe u). Si g; est un générateur de l'idéal de D; sur un ouvert
Q C X, alors 7(u) = u[] g;” définit une trivialisation de O(D) sur Q, donc notre
métrique singuliere est associée au poids ¢ = ) «a;log|g;|. L’équation de Lelong-
Poincaré implique

i C
Lo (0(D)) = dip = D],
ou [D] =) «;[D;] désigne le courant d’'intégration sur D. O

11.22. Exemple. Supposons que o1, ...,o0n soient des sections holomorphes
non nulles de E. On peut alors définir un métrique hermitienne naturelle
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(éventuellement singuliére) sur E*, en posant

2= Y |¢nos(x)|”  pour € € EL.

1<j<n

La métrique duale de F est donnée par

()
[(a1(@)]? + -+ |7(on (@)

lel* =

par rapport a toute trivialisation locale 7. La fonction poids associée est donc
donnée par p(x) = log (ElgjgN |7'(0j(m))|2)1/2. Dans ce cas ¢ est une fonction
psh, donc i O(F) est un courant positif fermé. Notons ¥ le systéme linéaire défini
par o1, ...,0ny et By = ﬂaj_l(O) son ensemble base. On a une application
méromorphe

dy: X \ By — PN L x— [o1(z) : o2(x) i -t on(x)].

Avec ces notations, la courbure ﬁ@(E) restreinte a X \ By s’identifie a I'image-
inverse par @y, de la métrique de Fubini-Study wys = 5=d'd" log(|z1]2+- - -+ |2n |?)

sur PV~1. Elle est donc semi-positive. O

11.23. Fibrés en droites amples et tres amples. Un fibré en droites holomor-
phe E sur une variété complexe compacte X est dit

a) tres ample si l'application ®p : X — PN—1 associée au systéme linéaire
complet |E| =P(H®(X, E)) est un plongement régulier (ceci sous-entend en
particulier que I’ensemble base est vide, i.e. B|g| = 0).

b) ample s’il existe un multiple mE, m > 0, qui soit trés ample.

Nous utilisons ici une notation additive pour Pic(X) = H! (X, 0%), le symbole
mE désigne donc le fibré en droites E®™. Grace a I'exemple 11.22, tout fibré
en droites ample F a une métrique hermitienne de classe C'*° ayant une forme
de courbure définie positive; en effet, si le systéeme linéaire |mE| donne un
plongement dans l’espace projectif, alors on obtient une métrique hermitienne
de classe C*® sur E®™, et la racine m-itme donne une métrique sur E telle
que ﬁ@(E) = %q)l*m B|WFS- Inversement, le théoreme de plongement de Kodaira
[Kod54] nous dit que tout fibré en droites positif E est ample (voir I’exercice 15.11
pour une preuve analytique directe de ce théoreme fondamental).

12. Théorie de Hodge des variétés kahlériennes completes

Le but de cette section est essentiellement d’étendre au cas des variétés
kahlériennes completes les résultats de théorie de Hodge déja démontrés dans le
cas compact.
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12.A. Variétés riemanniennes completes

Avant de traiter de la situation complexe, nous aurons besoin de quelques
considérations générales sur la théorie de Hodge des variétés riemanniennes
completes. Rappelons qu’une variété riemannienne (M, g) est dite compléte si la
distance géodésique 6, est complete, ou, ce qui revient au méme (lemme de Hopf-
Rinow ci-dessous), si les boules géodésiques fermées sont toutes compactes. Nous
aurons besoin plus précisément de la caractérisation suivante.

12.1. Lemme (Hopf-Rinow). Les propriétés suivantes sont équivalentes:

a) (M,g) est compleéte;

o

) les boules géodésiques fermées B(a,r) sont compactes;

) il existe une fonction exhaustive p € C>°(M,R) telle que |dy|, < 1;

o

o,

) il existe dans M une suite exhaustive (K,),cn de compacts et des fonctions
0, € C*(M,R) telles que

0, =1 sur un voisinage de K,,, Supp 0, C K,

0<6,<1 et |df,|, <27

Preuve. a) = b). Le point x étant fixé, on note ro = ro(x) le sup des réels r > 0
tels que Eg(a,r) soit compacte. Supposons ry < +oo. Etant donné une suite de
points (z,) dans By (a, 7o) et € > 0, on choisit une suite de points z,, . € B(a,rg—¢)
telle que &4(z,, 2,,) < 2¢. Par compacité de B, (a,r9—¢), on peut extraire de (z,
une sous-suite convergente pour chaque € > 0. Grace a un procédé diagonal, on voit
facilement qu’on peut extraire de (z,) une sous-suite de Cauchy. Par conséquent
cette suite converge et Eg(a, ro) est compacte. La locale compacité de M implique
que Fg(a,ro + 1) est encore compacte pour > 0 assez petit, ce qui est une
contradiction si rg < +o00.

b) = c¢). Supposons M connexe. Choisissons un point =g € M et posons
Yo(z) = 56(zo,x). Alors by est exhaustive, et c’est une fonction lipschitzienne
de rapport %, donc vy est différentiable presque partout sur M. On obtient la
fonction v cherchée par régularisation.

¢) = d). Soit ¢ comme dans a) et soit p € C°°(R,R) une fonction telle que p =1
sur | — 00, 1.1], p = 0 sur [1.99, +o00] and 0 < p’ < 2 sur [1,2]. Alors

K, ={zeM; ¢(x) <2}, 0,(2) = p(27 "0(2))
vérifient les propriétés annoncées.
d) = ¢). Poser v = > 2711 -4,).

¢) = b). L'inégalité |dy|, < 1 implique [¢(z) — ¥(y)| < &4(z,y) pour tous
z,y € M, donc la boule géodésique By(a,r) C {x € M ; §y(z,a) < ¢(a) + r} est
relativement compacte.
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b) = a). C’est évident! O
Soit (M, g) une variété riemannienne, non nécessairement complete pour
I'instant, et E un fibré vectoriel hermitien sur M muni d’une connexion hermi-
tienne D. On considére 'opérateur non borné entre espaces de Hilbert encore
noté D
D: L*(M,APT}; @ E) — L*(M,APY'T}, @ E),

dont le domaine Dom D est défini comme suit : une section u € L? est dite étre
dans Dom D si Du calculé au sens des distributions est encore dans L?. Le domaine
ainsi défini est toujours dense dans L?, car Dom D contient I’espace D(M, APT}, )
des sections C*° & support compact, qui est lui-méme dense dans L?. De plus,
I'opérateur D ainsi défini, bien que non borné, est fermé, c’est-a-dire que que son
graphe est fermé; cela résulte aussitot du fait que les opérateurs différentiels sont
continus pour la topologie faible des distributions. L’adjoint formel D* admet de
méme une extension en un opérateur fermé

D*: LA(M,APT'T}, @ E) — L*(M,APT}; ® E).

Des résultats élémentaires bien connus de théorie spectrale diis a Von Neumann
garantissent par ailleurs ’existence d’un opérateur D7, fermé a domaine dense, ap-
pelé adjoint hilbertien de D, défini comme suit : un élément v € L2(M, APT1T, @
E) est dans Dom D3, si la forme linéaire L? — C, u — ((Du, v)) est continue; elle
s’écrit alors u — (u, w)) pour un unique élément w € L?(M, APTy; ® E). On pose
D3.v = w, de sorte que D7, est défini par la relation habituelle d’adjonction

(Du,v) = {u, Djcv) Vu € Dom D.

(Noter que l'adjoint formel D*, lui, est défini en exigeant seulement la validité
de cette relation pour u € D(M,APT}, ® E)). 1l est clair qu’on a toujours
Dom D%, C Dom D* et que D3, = D* sur Dom D} ; en général, néanmoins,
les domaines sont distincts (c’est le cas par exemple si M =|0,1[, g = dz?,
D = d/dz!). Une observation fondamentale est que ce phénomene ne peut se
produire si la métrique riemannienne g est complete.

12.2. Proposition. Si la variété (M, g) est compléte, alors :

a) L’espace D(M,A*T}E) est dense dans Dom D, Dom D* et Dom D N Dom D*
respectivement, pour les normes des graphes

wr flull +{[Dull, = full + 1Dl w = fluf + [ Dul| + [ D]

b) Dj. = D* (i.e. les deux domaines coincident), et D} = D** = D.

c) Soit A = DD* 4+ D*D le laplacien calculé au sens des distributions. Pour
tout u € Dom A C L3*(M,A*TyE), on a (u, Au) = ||Dul|®> + ||[D*u||*> . En
particulier

Dom A € Dom D N Dom D*, Ker A = Ker D N Ker D*,
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et A est auto-adjoint.
d) Si D? =0, il y a une décomposition orthogonale
L*(M, AT}, E) = H3>(M, E) ®Tm D @ Tm D*,
Ker D = H%.(M,E) ®Im D,

ot H3,(M,E) = {u € L*(M,A*T}; ® E); Au = 0} est I'espace des formes
harmoniques L? sur M.

Preuve. a) Il faut montrer par exemple que tout élément u € Dom D peut
étre approximé pour la norme du graphe de D par des formes C'* a support
compact. Par hypothese, u et Du sont dans L2. Soit (#,) une suite de fonctions
tronquantes comme dans le lemme 12.1 d). Alors 6, u — u dans L?(M,A*T},; ® E)
et D(0,u) = 60,Du+ df, Au ou

1d6, A u| < |db,] [u] < 277 ul.

Par suite df, A u — 0 et D(0,u) — Du. Apres avoir remplacé u par 6,u,
on peut supposer que u est a support compact, et a 'aide d’'une partition de
I’unité, on se ramene au cas ou Supp u est contenu dans une carte de coordonnées
de M sur laquelle E est trivial. Soit (p.) une famille de noyaux régularisants.
Un lemme classique en théorie des EDP (lemme de Friedrichs), montre que
pour tout opérateur différentiel P d’ordre 1 & coefficients de classe C! on a
| P(pe *u) — pe Pul| 2 — 0 lorsque ¢ tend vers 0 (u étant une section L? & support
compact dans la carte considérée). En appliquant ce lemme & P = D, P = D*
respectivement, on déduit les propriétés de densité voulues.

b) est équivalent au fait que
(Du,v)) = (u, D*v)), Vu € DomD, Vv e DomD*.
Or, d’apres a), on peut trouver u,, v, € D(M, AT}, ® E) tels que
u, = u, v, —v, Du,—Du et D%, = D% dans L*(M,\°T}, ® E).
L’égalité cherchée est alors la limite des égalités (Du,,v,)) = (u,, D*v,)).

c) Soit u € DomA. Comme Au € L? et que A est un opérateur elliptique
d’ordre 2, on obtient u € W2, grace a la version locale de I'inégalité de Garding.

En particulier Du, D*u € VVI})C C Ll2oc et nous pouvons effectuer toutes les

intégrations par parties que nous voulons apres avoir multiplié les formes mises en
jeu par des fonctions C'*° a support compact 6,.. Des calculs simples donnent alors

16, Dul|* + (|6, D*u||* =
= (02 Du, Du) + (u, D(6;D*u))
(D(02u), Du)) + (u, 02DD*u)) — 2(0,d0, A u, Du)) + 2{u, 0,d0, A D*u)
(02, Au)) — 2(db,, Au,0,Du)) + 2((u,dd, A (6,D*u)))
(O7u, Auw)) + 277 (2(16, Dul| ||ull + 2(16, D*ul| [Jul])
(02w, Au) + 277 (|6, Dul|* + |6, D*ul|? + 2[ul|?).

NN
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Par conséquent

e (02, A 2 ).

16, Dul* + 16, D*ul|* < 5

En faisant tendre v vers +o0o, on obtient || Du||*+ || D*ul|? < {(u, Au)), en particulier
Du, D*u sont dans L?. Ceci implique

{(u, Av)) = (Du, Dv) + (D*u, D*v)), Yu,v € Dom A,

parce que l’égalité a lieu pour 6,u et v, et parce que nous avons 6,u — u,
D(0,u) — Du et D*(6,u) — D*u dans L?. 1l en résulte que A est auto-adjoint.

d) Si P est un opérateur fermé a domaine dense sur un espace de Hilbert H, alors
Ker P et fermé et Ker P* = (Im P)L. Par suite (Ker P*)* = (Im P)*+ = Im P.
Comme Ker P* est lui aussi fermé il vient

H = Ker P* @ (Ker P*)* = Ker P* @ Tm P.
Ce résultat appliqué a P = A donne
H32(M,E) = Ker A @ Tm A,
et il est clair d’apres (12.2 ¢) que Im A C Im D @ Im D*. Mais par ailleurs, on voit

facilement que Ker A, Im D et Im D* sont deux a deux orthogonaux en utilisant
(12.2 a,c). La propriété d) s’ensuit comme dans le cas o M est compacte. O

12.3. Définition. Etant donné une variété riemannienne (M, g) et un fibré

hermitien E muni d’une connexion hermitienne plate D, on note H]Z:))R r2(M,E)

les groupes de cohomologie de De Rham L?, & savoir les groupes de cohomologie
du complexe (K*®, D) défini par

K? ={ue L*(M,A\’T}; ® E); Du € L*}.

En d’autres termes, on a H{p ;.(M,E) = Ker D/Im D ot D est I'extension
L? de la connexion, calculée au sens des distributions. Comme H?,(M,E) =

Ker D/Im D d’apres (12.2 d), il s’ensuit :

12.4. Proposition. On a un isomorphisme canonique

HY (M, E) ~ H]%R,m

(M, E)sep
entre H", (M, E) et I'espace séparé associé a la cohomologie de De Rham L2

En général 'espace H]%R 12(M, E) n’est pas toujours séparé, mais il 'est dans
le cas important ot la cohomologie L? est de dimension finie :
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12.5. Corollaire. Si (M, g) est compléte et si Hf . ;,(M,E) est de dimension
finie, alors cet espace est séparé et on a un isomorphisme canonique

HY (M, E) ~ H]f’:’)R’ 2

(M, E).

Preuve. L’espace KP peut étre considéré comme un espace de Hilbert pour la
norme u — (||lul|z2 + || Dul|z2)'/2. 1l s’agit de voir que Im D = D(KP~!) est fermé
dans Ker D, Ker D étant lui-méme fermé dans KP. Or D : KP~! — Ker D est
continu et son image est de codimension finie par hypothese. Le fait que I'image
soit fermée est alors une conséquence directe du théoreme de Banach. O

12.6. Remarque. Pour la cohomologie de De Rham L?, on peut observer qu’on
obtient des groupes de cohomologie identiques en travaillant avec le sous-complexe
des formes C'™ globalement L?, c’est-a-dire

K? = {ue C®°(M,A’T}; ® E); u € L* et Du e L*} C K.

Pour cela, il suffit de construire un opérateur K* - K* qui soit un inverse
homotopique de l'inclusion ; ceci peut se faire en utilisant une régularisation par
des flots de champs de vecteurs tendant vers 0 suffisamment vite & I’infini. O

12.B. Cas des variétés hermitiennes et kahlériennes completes

Les résultats précédents admettent bien entendu des analogues complexes,
avec des démonstrations quasiment identiques (les détails seront donc laissés au
lecteur). On dira qu’une variété hermitienne ou k&hlérienne (X, w) est compléte si
la variété riemannienne sous-jacente est complete.

12.7. Proposition. Soit (X,w) une variété hermitienne compléte et E un fibré
holomorphe hermitien sur X. Il y a un isomorphisme canonique

HYI (M, E) ~ H 3 (M, E)sep

entre I’espace des formes harmoniques L? et le groupe de cohomologie de Dolbeault
L? séparé, ce dernier espace étant Iui-méme égal a H?J (M, E) si la cohomologie
de Dolbeault est de dimension finie.

12.8. Corollaire. Soit (X, w) une variété kdhlérienne et E un fibré hermitien plat
sur X.

a) Sans autre hypotheése, on a pour tout k une décomposition orthogonale

Hy2(M,E)= @ #04(M,E),  HPI(M,E) =HiP (M, E*).
p+q=k

b) Si de plus (X,w) est compléte, il y a des isomorphismes canoniques

Hf>(M,E)sep ~ €D HY(M,E)sep,  HVF (M, E)gep ~ HEF (M, E*)gep.
p+q=Fk
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c) Si(X,w) est complete, et si les groupes de cohomologie de De Rham et de
Dolbeault L? sont de dimension finie, on a des isomorphismes canoniques

Hp»(M,E)~ € HYH(M,E),  HYI(M,E)~H}P (M, E*).
p+q=Fk

12.C. Théorie de Hodge des variétés kihlériennes faiblement pseudo-
convexes

Les variétés kahlériennes faiblement pseudoconvexes fournissent un exemple
important de variétés kahlériennes completes.

12.9. Définition. Une variété complexe X est dite faiblement pseudoconvexe s’il
existe une fonction d’exhaustion psh 1 de classe C*° sur X (rappelons qu’une
fonction 1) est dite exhaustive si pour tout ¢ > 0 Il’ensemble de sous-niveau
. = ¥~ Y(c) est relativement compact, i.e. 1(z) tend vers +oo quand z tend
vers l'infini suivant le filtre des complémentaires de parties compactes de X).

En particulier, les variétés complexes compactes X sont faiblement pseudo-
convexes (prendre ¢ = 0), de méme que les variétés de Stein, par exemple les
sous-variétés algébriques affines de CV (prendre (z) = |z|?), les boules ouvertes
X = B(z,r) (prendre 1(z) = 1/(r — |z — z[?)), les ouverts convexes, etc. Une
observation de base est la suivante :

12.10. Proposition. Toute variété kihlérienne (X, w) faiblement pseudoconvexe
posséde une métrique kahlérienne compléte .

Preuve. Pour toute fonction convexe croissante x € C°°(R,R), nous considérons
(1, 1)-forme fermée

wy =w+id'd" (x oY) =w+ X' (W) id'd"y+ X" () id'y Ad"p.

Comme les trois termes sont positifs ou nuls, c’est une métrique kahlérienne. La
présence du troisiéme terme implique que la norme de x”(1))'/2ds) par rapport &
w,, est inférieure ou égale & 1, donc si p est une primitive de (x”)'/? nous avons
|d(po)|w, <1.Dapres (12.1 c), wy sera complete des que p o9 est exhaustive,
c’est-a-dire des que lim; o p(t) = +00. On obtient donc la condition suffisante

+oo
/ X”(t)l/th:-i—oo
to

qui est réalisée par exemple pour le choix x(t) =t? ou x(t) =t —logt, t > 1. O

Nous allons maintenant établir un théoreme de décomposition de Hodge
pour des variétés kahlériennes faiblement pseudoconvexes ayant “suffisamment de
directions strictement pseudoconvexes”. Suivant Andreotti-Grauert [AG62], nous
introduisons la :
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12.11. Définition. Une variété complexe X sera dite {-convexe (resp. absolument
¢-convexe) si X possede une fonction d’exhaustion (resp. une fonction d’exhaustion
psh) ¥ qui est fortement ¢-convexe sur le complémentaire X \ K d’une partie
compacte, i.e. telle que id'd" a au moins n — £ + 1 valeurs propres positives en
tout point de X ~\ K, oti n = dim¢ X.

12.12. Exemple. Soit X une variété projective lisse telle qu’il existe un mor-
phisme surjectif F' : X — Y sur une autre variété projective lisse Y. Soit D un
diviseur de Y et soient X = X ~ F~1(D), Y =Y ~.D. On suppose que F induit
une submersion X \ F~}(D) — Y \ D et que O(D)p est ample. Alors X est ab-
solument /-convexe pour £ = dim X —dim Y 4 1. En effet, 'hypothese d’amplitude
de O(D);p entraine qu’il existe une métrique hermitienne sur O(D) dont la cour-
bure est définie positive au voisinage de D, c’est-a-dire sur un ouvert de la forme
Y \ K’ ott K’ est une partie compacte de Y ~\. D. Soit 0 € H°(Y, 9(D)) la section
canonique de diviseur D. Alors — log |o|? est fortement psh sur Y ~\ K’, par suite
1 = —log|o o F|? est psh et fortement f-convexe sur X \ K, ou K = F~}(K’).
Par ailleurs, v définit clairement une exhaustion de X. On ne sait rien de ¢ sur K,
mais il suffit de tronquer 1 en prenant un maximum régularisé ¢ = max. (¢, C')
avec une constante C' > supy 1 pour obtenir une fonction ¢ partout psh sur X.
]

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme de décomposition de Hodge
pour les variétés absolument /-convexes. Ce résultat est di a T. Ohsawa
[Ohs81, 87]; nous en présentons ici une démonstration simplifiée décrite dans
[Dem90a]. Une approche purement algébrique de ces résultats a été proposée par
Bauer-Kosarew [BaKo89, 91] et [Kos91].

12.13. Théoréme (Ohsawa [Ohs81, 87|, [OT88]). Soit (X,w) une variété
kéahlérienne et n = dim¢ X. On suppose que X est absolument ¢-convexe. Alors,
en des degrés convenables, il y a décomposition et symétrie de Hodge:

Hfp(X,C)~ @ HM(X,C), HP4(X,C)~HI"(X,C), k>n+!,
pt+q=Fk
Hfp (X,C)~ @ HPY(X,C), HPYX,C)~HI?(X,C), k<n-{
pt+a=k

tous ces groupes étant de dimension finie. (Hf)i (X, C) et H?%(X,C) désignent
ici les groupes de cohomologie a support compact). De plus, on a un isomorphisme
de Lefschetz

w" P Ne + HPY(X,C) — H" " P(X,C), pH+g<n—L

Preuve. La finitude des groupes de cohomologie de De Rham mis en jeu s’obtient
facilement au moyen de la théorie de Morse. Rappelons brievement I’argument :
une petite perturbation convenable d’une exhaustion fortement /-convexe donne
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une fonction de Morse 1 qui est encore fortement /-convexe sur le complémentaire
X ~ K d’un compact; le Hessien réel D%t de 1) en un point critique induit une
forme hermitienne sur ’espace tangent complexifié C ® T'x, et sa restriction a
T)l(’O s’identifie au Hessien complexe id'd”vy ; comme le Hessien complexe a par
hypothese au moins n — £+ 1 valeurs propres positives sur X \ K, il en résulte que
D21 a au plus 2n— (n—£+1) = n+£—1 valeurs propres négatives sur X \ K, sans
quoi les espaces propres positifs et négatifs de D?1) auraient une intersection non
triviale. Par suite tous les points critiques d’indice > n + £ sont situés dans K et
leur nombre est fini. Ceci entraine que les groupes HI%R(X ,C) de degré k > n + /¢
sont de dimension finie. La finitude des groupes de cohomologie de Dolbeault
HP1(X,C) = H1(X, Q%) résulte quant & elle du théoreme d’Andreotti-Grauert
[AG62] (tous les groupes de cohomologie de degré supérieur a £ a valeurs dans un
faisceau cohérent quelconque sont séparés et de dimension finie si la variété est (-
convexe). On notera toutefois que la ¢-convexité, bien que suffisante pour assurer
la finitude des différents groupes mis en jeu, ne suffit pas a garantir l'existence
d’une décomposition de Hodge, ni méme la symétrie de Hodge; le lecteur trouvera
un contre-exemple simple dans Grauert-Riemenschneider [GR70].

Soit maintenant w une métrique kahlérienne sur X et @ une fonction
d’exhaustion psh fortement ¢-convexe sur X ~\ K. Comme on va le voir, I'existence
d’une décomposition de Hodge résulte directement du fait qu’on a une telle
décomposition pour les formes harmoniques L?. Le point-clé réside dans 1'obser-
vation que toute forme L2  de degré k > n + ¢ devient globalement L? pour un
choix convenable de métrique w, = w + id'd”"(x o ®) ; les groupes HER(X,C)
et HP9(X,C) pourront alors étre considérés comme des limites inductives de
groupes de cohomologie L?. Dans la suite, on désignera par des notations telles
que LEJX (X, AP9T%), 9{}2’3’ o (X,C) les espaces de formes (resp. de formes har-

moniques) L? relativement & w,. Puisque w, est kdhlérienne, on a

(12.14) Hj., (M,C)= ) Hyy,, (M,C), 3, (M,C)=%}7, (M,C),
p+q=Fk

avec un isomorphisme H%, wX(Mv C) ~ HY, X(M, C)sep des lors que w, est
complete. Dans la suite, on supposera toujours que w, est complete, il suffit

d’imposer par exemple x”(t) > 1 sur [0, +00].

W

12.15. Lemme. Soit u une forme de bidegré (p,q) & coefficients L2 sur X. Si

loc

p+q=n+{, alorsu € LEJX (X, AP9T%) dés que x croit suffisamment vite a infini.

Preuve. En un point z € X fixé, il existe une base orthogonale (0/0z1, ... ,0/0zy)
de T'x , dans laquelle

1<ysn 1<isn

ou A\; < --- < A, sont les valeurs propres de w, par rapport a w. Alors les éléments
de volume dV,, = w"/2"n! et dV,, = wQ/Q”n! sont liés par la relation

AV, = A1+ Ay dV,
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et pour une (p, q)-forme u =Y, ;ur ydz; A dZ; on trouve

wlZ, = > (H il )\k>_1|UI,J

|I|=p,|J|=q k€&l keJ

2

Il en résulte en particulier

Api1- An

YREED W
Ul Ve < 577 = lulZdVe, =

2
ul|=dV,,.
AL Ap AL )y AL Ny Juli

D’autre part, on a des majorations
N <1I+O (), 1<j<n—1, X <140 (%) + X" (¥)

olt C1(x) est la plus grande valeur propre de id'd"y(x) et Ca(x) = |0¢(x)|?; pour
obtenir les n —1 premieres inégalités, on a seulement besoin d’appliquer le principe
du minimax sur le noyau de 9. Comme id'd"v a au plus £ — 1 valeurs propres
nulles sur X ~ K, le principe du minimax donne aussi des minorations

Azl 1<i<e-1, N2 l+exX'(¥), £<j<n,

ou ¢(x) > 0 est la f-ieme valeur propre de id'd"¢(x) et c(x) > 0 sur X \ K. Si
nous supposons X’ > 1, nous en déduisons aisément

U2, Vo, _ (L))" (14 Cox' (1) + Cax"(4)

‘UL%de ~ (1 N CX/(¢>)q—E+1
<Oy (X/(¢)n+€_p_q_1 + X”(w)xl(w)”H_p_q_Q) sur X ~ K.

Pour p+ q > n + £, ceci est inférieur ou égal a

Cs(X () + X" (W)X (¥)7?),

et il est facile de montrer que cette quantité peut étre rendue arbitrairement petite
a I'infini sur X quand y croit suffisamment vite a infini sur R. O

Preuve du théoréme (12.13), fin. Un résultat bien connu de Andreotti-Grauert
[AG62] garantit que la topologie naturelle des groupes de cohomologie H(X, J)
d’un faisceau cohérent quelconque J sur une variété f-convexe sont séparés pour
g =0 SiF = O(F) est le faisceau des sections d’un fibré vectoriel holomorphe,
les groupes H?(X, O(E)) sont algébriquement et topologiquement isomorphes aux
groupes de cohomologie du complexe de Dolbeault des formes de type (0,q) a
coefficients LZ . dont la d”’-differentielle est & coefficients L2 _, muni de la topologie

de Fréchet définie par les semi-normes u — ||u|2(x)+||d"u|| 2 (k). Pour le voir, on
peut reprendre mot & mot la démonstration du théoreme (1.3), en observant que le
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complexe LZ _ fournit encore une résolution de O(F) par des faisceaux (acycliques)
de C*°-modules. Il résulte de ce qui précede que le morphisme

L? (X, AP9T) D Ker D] — HP(X,C) = HI(X, Q%)

est continu et de noyau fermé. Par conséquent ce noyau contient 1’adhérence
Im D} , et nous obtenons une factorisation

HEY(X, ) = Ker D, /In D — HP*(X, C).

La démonstration de la proposition (12.2) montre d’ailleurs que Im DLZX coincide
avec l'adhérence de D”(D(X,AP1T%)) dans LiX(X, AP9T% ). Considérons le
morphisme limite

(12.16) lim 32(X, C) — H(X, C),
X

ou la limite inductive est étendue a ’ensemble des fonctions convexes croissantes
x de classe C*° telles que x”(t) > 1 sur [0, +o0[, avec la relation d’ordre

X1 S X2 &= Xx1 < X2 et Lim (X, APITS) C Lim (X, APT%) pour k=p-+q;

il est facile de voir que cet ordre est filtrant en reprenant les arguments utilisés
pour le lemme (12.15). Il est bien connu par ailleurs que les groupes de cohomologie
de De Rham sont toujours séparés pour la topologie induite par la topologie de
Fréchet sur les espaces de formes, par suite on a un morphisme limite

(12.16)pr lim 35 (X,C) — Hfp(X,C)
X

analogue a (12.16). La formule de décomposition du théoreme (12.13) se déduit
maintenant de (12.14) et du lemme élémentaire suivant.

12.17. Lemme. Les morphismes limites (12.16), (12.16)pr sont bijectifs pour
E=p+qg=n+L.

Preuve. Traitons par exemple le cas du morphisme (12.16). Soit u une forme L2 _
d"-fermée de bidegré (p, q), p+q = n+£. Alors il existe un choix de x pour lequel
u € LE}X, donc u € Ker D] et (12.16) est surjectif. Si une classe {u} € HEd (X, C)
est envoyée sur zéro dans HP'9(X,C), on peut écrire u = d’’v pour une certaine
forme v & coefficients LZ _ et de bidegré (p,q — 1). Dans le cas p+ ¢ > n + ¢,
nous aurons v € L2 pour x = Xo assez grand, donc la classe de u = D”

dans HE (X, C) est nulle et (12. 16) est injectif. Quand p+q¢=n+/, la forme v
n’appartient plus nécessairement & un des espaces L2, , mais il suffit de montrer que
u = d"v est dans I'adhérence de Im D” pour x assez grand. Soit § € C*(R, R)
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une fonction tronquante telle que 6(¢) = 1 pour ¢t < 1/2, 6(t) = 0 pour t > 1 et
|0'] < 3. Alors

d"(8(e)v) = 0(ep)d"v + &b (e)d"p A v.
D’apres la preuve du lemme (12.15), il existe une fonction continue C'(z) > 0 telle

que [v]2, dV,, < C(1+x"(%)/x' (4))[v[2dV.., alors que [d" ]2, < 1/x" () d'aprés
la définition méme de w,,. Nous voyons donc que 'intégrale

/X 0/ (e0)d" A2 dVi, < / CL/X" (@) + 1/x () o]2dV

X

est finie pour y assez grand, et par convergence dominée d” (0 (5¢)U) converge vers
d"v = u dans LE,X (X, APIT%). O
La dualité de Poincaré et de Serre montre que les espaces H II%R, (X,C)

et HP(X,C) & support compact sont duaux des espaces Hpp "(X,C) et
H"»Pn=9(X C) des lors que ces derniers sont séparés de de dimension finie, ce
qui est bien le cas si k = p+ ¢ < n—£. Nous obtenons donc une décomposition de
Hodge duale

(12.18) HN}(X,C)~ P HPX,C), HPYX,C)~ H!*(X,C), k<n-—L.
p+q=k

Il est par ailleurs facile de prouver que I’'isomorphisme de Lefschetz

(12.19) WITPTI N e HEI(X, C) — HLTP(X, C)

donne a la limite un isomorphisme entre la cohomologie a support compact et
la cohomologie sans supports (ce résultat est dii & Ohsawa [Ohs81]). En effet, si
p+ q <n— /£, le morphisme naturel

(12.20) HP(X,C) = Ker DY,/ Im D, — Ker D" /Im D!’ ~ HP4(X)
X X X

est dual du morphisme H7 7" 4(X, C) — H""P"71(X, C), qui est surjectif pour
x assez grand d’apres le lemme (12.17) et la finitude du groupe H" P"~9(X, C).
Donc (12.20) est injectif pour x grand, et aprés composition avec I'isomorphisme
de Lefschetz (12.19) nous obtenons une injection

WP = WP N HP(X,C) — Hpp (X, C)aep ~ HITH (X, C)

(I'égalité w" P79 Ao = wl™P79 A e résulte du fait que w, a méme classe de
cohomologie que w). En prenant la limite inductive sur y et en combinant avec
Iisomorphisme limite (12.16), on obtient une application injective

(12.21)  Ww"P79ANe : HPIX,C)— H"9"P(X,C), p+qg<n-—L~L
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Comme les deux membres ont la méme dimension par le théoreme de dualité de
Serre et la symétrie de Hodge, cette application est nécessairement un isomor-
phisme. O

12.22. Remarque. Puisque I'isomorphisme de Lefschetz (12.21) peut se factoriser
a travers HP9(X,C) ou a travers H}~ 2" P(X C), on déduit de celui-ci que les
morphismes naturels

HPY(X,C) — H"I(X,C)

sont injectifs pour p + g < n — £ et surjectifs pour p + ¢ > n + £. Bien entendu,
on a des propriétés entierement analogues pour les groupes de cohomologie de De
Rham.

13. Technique de Bochner et théorémes d’annulation

Soit X une variété complexe munie d’une métrique kahlérienne w = ) w;rdz; A
dZj. Soit (E,h) un fibré vectoriel holomorphe hermitien sur X. Nous notons
D = D’ + D" sa connexion de Chern et ©(F) le tenseur de courbure associé.

13.1. Relations de commutation de base. Soit L l'opérateur Lu = w A u
agissant sur les formes a valeurs vectorielles et soit A = L* son adjoint. Alors

(D" L) =id, (D™, L] = —id",
[A, D] = —id*, (A, D] =id".

Preuve (abrégée). C’est une conséquence assez simple de la relation de commuta-
tion (6.14) déja démontrée pour la connexion triviale d = d' + d” sur E = X x C.
En effet, pour tout point zp € X, il existe un repere holomorphe local (ex)1<a<r
de E tel que

{exseu) = oau + O(J2%).

(La preuve est entierement similaire & celle du théoreme 5.8). Pour s = > sy ® ey
avec sy € C°(X,APT% ), nous obtenons

D"s = Zd”sA ®ex + O(|z]), D" s = Zd"*sA ®ex + O(|z]).

Les relations annoncées s’ensuivent aisément. O

13.2. Identité de Bochner-Kodaira-Nakano. Si (X,w) est une variété kahlé-
rienne, les laplaciens complexes A" et A" agissant sur les formes a valeurs dans E

satisfont I'identité
A" = AN +[i0(F), Al

Preuve. La derniere égalité (13.1) donne D"* = —i[A, D’], donc

A// — [D//,D//*] — —i[D//, [A, D/H
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L’identité de Jacobi implique
[D",[A, D']] = [A,[D, D"]| + [D',[D", A]] = [A, O(E)] +i[D’, D”],

si lon tient compte du fait que [D’, D"] = D? = O(F). L’identité annoncée
s’ensuit. 0

Supposons que X soit compacte et soit u € C(X,AP9T% ® E) une (p,q)-
forme arbitraire. Une intégration par parties donne

(A, u) = || D'ul|* + | D™ ul|* > 0,

et on a une égalité analogue pour A”. De l'identité de Bochner-Kodaira-Nakano,
on déduit I'inégalité a priori

(13.3) ||D“u||2+||D"*u||2>/ ([[O(E), Alu, w)dV,.
X

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Bochner-Kodaira-Nakano
(voir [Boc48], [Kod53], [Nak55]). Lorsque u est A”-harmonique, on obtient

/ (1O(F), Alu,u) dV < 0.

Si 'opérateur hermitien [i ©(E), A] est positif sur chaque fibre de APIT% ® E, on
voit que u est nécessairement nulle, donc

HP4(X,E) = HP(X,E) =0

d’apres la théorie de Hodge. Dans cette approche, le point essentiel est de savoir
calculer la forme de courbure O(E) et de trouver des conditions suffisantes pour
que l'opérateur [i ©(F), A] soit défini positif. Des calculs élémentaires (quelque peu
pénibles) donnent la formule suivante : si la courbure de E' est écrite sous la forme
(11.16) et si

w=> usxadz AdZ;® ey, [ =p [Kl=¢, 1<A<r
est une (p, ¢)-forme a valeurs dans E, alors
(13.4) (1O(E), Alu,u) = > Crantisgsa Tiks

gk A, J,8

+ E: CikAp UkR,K,\ UWjR,K,u
j7k7A7/’1/7R7K

o Z C]]Ay‘ U/‘]’K7)\ uJaKa.L”
j7>\7M7J7K
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ou les sommations sont étendues a tous les indices 1 < j,k <n, 1 < A\,u < ret
tous les multi-indices |J| = p, |K| = ¢, |R| =p—1, |S| = ¢ — 1 (ici la notation
u s ) s’applique a des multi-indices non nécessairement croissants, on convient que
le signe de ce coefficient est alterné sous l’action des permutations). Compte tenu
de la complexité du terme de courbure (13.4), le signe de ce terme est en général
difficile a élucider, sauf dans quelques cas tres particuliers.

Le cas le plus simple est le cas p = n. Tous les termes de la deuxieme sommation
figurant dans (13.4) sont alors tels que j = ket R = {1,...,n} ~ {j}, par
conséquent les deuxiemes et troisiemes sommations sont égales. Il s’ensuit que

((O(E), Alu,u) = Y Cjkap s UikSp
gk, J,S

est positive sur les (n, g)-formes, sous I’hypothese que E est positif au sens de
Nakano. Dans ce cas, X est automatiquement kahlérienne puisque

w=Trg(O(E)) =1 ) ¢jrardz; A dzp = 16(det E)
a3k,
définit alors une métrique kahlérienne.

13.5. Théoréme d’annulation de Nakano (1955). Soit X une variété complexe
compacte et soit E/ un fibré vectoriel positif au sens de Nakano sur X. Alors

H"(X,F)=HYX,Kx®FE)=0 pour tout ¢ > 1. O

Un autre cas abordable est le cas ot E est un fibré en droites (r = 1). En effet,
en chaque point * € X, nous pouvons alors choisir un systéme de coordonnées
qui diagonalise simultanément les formes hermitiennes w(x) et ©(F)(x), de telle
maniere que

wa)=1 Y dzAdz,  OE)(w) =i Y vdz Adz

1<jsn 1<jsn

avec 71 < - -+ < 7¥p,. Les valeurs propres de courbure 7; = v;(z) sont alors définies
de maniere unique et dépendent contintiment de x. Dans les notations antérieures,
nous avons vy; = ¢;;11 €t tous les autres coefficients Cjkap SONE nuls. Pour toute
(p,q)-forme u = > uyxdz; N dZk ® ey, ceci donne

GOE)Auuy = > (Y u+Y w- > )l

|[J|=p, |K|=q J&J JeEK 1<jsn
(136) 2 (71 +"'+7q_'yn—p—|—1 - _’Yn)|u‘2
Supposons que i O(F) soit positive. Il est alors naturel de munir X de la métrique
kéhlérienne particuliere w = 1©(F). Alors 75 = 1 pour j = 1,2, ... ,n et on
obtient

([10(E), Alu,u) = (p+q —n)|ul”.
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Par conséquent :

13.7. Théoréme d’annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano ([AN54]). Si E
est un fibré en droites positif sur une variété complexe compacte X, alors

HP(X,E)=HY(X,0%, @ E)=0  pour p+q>n+1. 0

Plus généralement, si E est un fibré vectoriel positif au sens de Griffiths (ou
ample), de rang r > 1, Le Potier [LP75] a démontré que H?%(X, FE) = 0 pour
p+ q = n + r. La preuve n’est pas une conséquence directe de la technique
de Bochner. Une preuve assez simple a été obtenue par M. Schneider [Sch74],
en utilisant la suite spectrale de Leray associée a la projection sur X du fibré
projectivisé P(E) — X.

13.8. Exercice. Il est important pour diverses applications de disposer de
théoremes d’annulation qui soient également valables dans le cas de fibrés en
droites semi-positifs. On a par exemple le résultat suivant da a J. Girbau [Gir76] :
soit (X,w) une variété kdahlérienne compacte; supposons que F soit un fibré en
droites et que iO(E) > 0 ait au moins n — k valeurs propres positives en chaque
point, pour un certain entier k > 0; alors H?9(X, E) =0 pour p+q¢=>n+k+ 1.
Indication : utiliser la métrique kahlérienne w, = 1O(F) + cw avec € > 0 petit.

Une version plus naturelle et plus puissante de ce résultat a été obtenue par
A. Sommese [Som78, ShS085] : suivant ces auteurs, on dira que E est k-ample si
un certain multiple mFE est tel que 'application canonique

(I)|mE\ X N B|mE\ — ]PN_l

a toutes ses fibres de dimension < k et dim B, < k ; si X est projective et si F/
est k-ample, alors HP9(X,E) =0 pour p+q > n+k+ 1.

Indication : prouver le résultat dual, & savoir que HP4(X,E~!) = 0 pour
p+q < n—k—1, par récurrence sur k. Montrer d’abord que E est 0-ample

si et seulement si E' est positif; utiliser alors des sections hyperplanes Y C X pour
démontrer I’étape de récurrence, en considérant les suites exactes

0— Q@B '@0(-Y) =R @E — (X ®E™) , —0,
0—>Q§—1®E;Y1—>(Q§(®E—1)FY—>QI;®E;Y1—>0. 0

14. Estimations L? et théorémes d’existence

Le point de départ est le théoréme d’existence L? suivant, qui est dii essen-
tiellement & Hormander [Hor65, 66], et Andreotti-Vesentini [AV65]. Nous en es-
quisserons seulement les idées principales, en renvoyant par exemple a [Dem82]
pour un exposé détaillé de la situation technique considérée ici.
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14.1. Théoréme. Soit (X,w) une variété kdhlérienne compléte. Soit E un fibré
vectoriel hermitien de rang r sur X, tel que 'opérateur de courbure A = A%i?w =
[1O(F),A,] soit semi-positif sur toutes les fibres de APT% ® E, q > 1. Soit

g € L3*(X,AP9T% ® E) une forme telle que
D'g=0 et / (A71g, g)dV, < +o0
X

(aux points o1 A n’est pas défini positif, on suppose qu’un antécédent A~!g existe
presque partout; on choisit alors I'antécédent A~'g de norme minimale, orthogonal
aKer A). Alors il existe f € L*(X,AP971T% @ E) telle que

D'f=g et / \f\Qdeé/ (A 1g, g)dV,,.
X X

Preuve. Soit u € L?(X, AP9T% ® E) une forme telle que D"u € L? et D"*u € L? au
sens des distributions. Le lemme (12.2a) montre (sous ’hypothese indispensable
que w est complete) que u est limite d’une suite de formes u, de classe C* et a
support compact, de telle maniere que u,, — u, D"u, — D"u et D"*u, — D"*u
dans L2. 1l s’ensuit que I'inégalité a priori (13.3) s’étend & des formes arbitraires
u telles que u, D"u, D'*u € L?. Maintenant, comme Ker D" est faiblement (et

donc fortement) fermé, on obtient une décomposition orthogonale de I’espace de
Hilbert L2(X, AP9T% ® E), & savoir

L*(X,APT% @ E) = Ker D" @ (Ker D")*.
Soit v = v1 + vy la décomposition correspondante d’une forme v € DP1(X, F) de
classe C*° a support compact (en général, v, v ne sont pas & support compact !).

Puisque (Ker D”)* = Im D> C Ker D"* par dualité et g,v; € Ker D" par
hypothese, nous obtenons D"*vy = 0 et

\<g,v>|2=\<g,v1>\2</

(A~'g,g)dV, / (Avy,v1) AV,
X

X

grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz. L’inégalité a priori (13.3) appliquée a u = vy
donne

/ (Avi,v1) AV, < [|D"vi[|* + [ D01 ||* = || D" vy ||* = [ D"*v|%.
X

En combinant les deux inégalités, nous trouvons

g0l < ([ (4 tg.gav) D ol?
X

pour toute (p, q)-forme v de classe C*° a support compact. Ceci montre qu’on a
une forme linéaire bien définie

w=D""vr— (v,g), L*X,AP""'T% @ E) > D"*(DP(E)) — C
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sur 'image de D"*. Cette forme linéaire est continue par rapport a la norme L?,
et sa norme est < C avec

C= (/X<A—1g,g> de)m.

D’apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe un élément f € L*(X, AP 97 T{QF)
tel que ||f|] < C et (v,g) = (D"*v, f) pour tout v, par suite D" f = g au sens
des distributions. L’inégalité || f|| < C est équivalente a la derniére estimation du
théoreme. O

Le théoréme d’existence L? précédent peut étre appliqué dans le con-
texte général des variétés kahlériennes faiblement pseudoconvexes (voir définition
(12.9)), et ce méme si la métrique kéhlérienne considérée w n’est pas complete.
En effet, d’apres la proposition (12.10), on obtient des métriques kahlériennes
completes en posant

we =w+eidd"Pp? =w+2e2ipd'd"p +idp Ad"p)

avec une fonction d’exhaustion C°° psh ¢ > 0. Par conséquent, le théoreme
d’existence L? (14.1) s’applique a chaque métrique kihlérienne w.. On vérifie par
ailleurs (les calculs sont laissés au lecteur, cf. [Dem82]) que les quantités |g|2 dV,
et ((A%?)71g, g). dV,, sont fonctions décroissantes de w lorsque p = n = dim¢ X.
Pour une forme D"-fermée g de bidegré (n,q) on obtient donc des solutions f. de
Iéquation D" f. = g telles que

/ 2 dVe, < / (AL ) 1g. g)er Vi, < / (A9 g, ) VL.
X X X

Ces solutions f. étant bornées uniformément en norme L? sur tout compact, on
peut en extraire une sous-suite faiblement convergente dans L?. La limite f est
solution de D" f = g et satisfait I’estimation L? voulue relativement & la métrique
w initialement donnée (qui, répétons-le, n’est pas nécessairement complete). Un
cas particulier important est le suivant :

14.2. Théoréme. Soit (X, w) une variété kdhlérienne, dim X = n. Supposons que
X soit faiblement pseudoconvexe. Soit E un fibré en droites hermitien et soient

(@) <o < Tl2)
les valeurs propres de courbure (i.e. les valeurs propres de i©(FE) par rapport a

la métrique w) en tout point. Supposons que la courbure soit semi-positive, i.e.
v1 = 0 partout. Alors pour toute forme g € L*(X,A™9T% ® E) telle que

Dig=0 et / <(71+"‘+’Yq>_1|9|2de < 00,
X
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(on suppose donc g(x) = 0 presque partout aux points ot y1(x) +- - - +74(x) = 0),
il existe f € L*(X,A™971T% ® F) telle que

D'f=g et 2/ IfIQdeé/(71+---+7q)_1|9|2de-
X X

Preuve. En effet, pour p = n, la formule (13.6) montre que
(Au,u) = (114 -+ yg)ul?,

donc (A7 u,u) = (v + -+ 7)) Hul O

Une observation importante est que le théoreme ci-dessus s’applique encore
quand la métrique hermitienne de E est une métrique singuliere a courbure positive
au sens des courants. En effet, par les techniques standard de régularisation
(convolution des fonctions psh par des noyaux régularisants), la métrique peut
étre rendue C'™ et les solutions obtenues au moyen des théoremes (14.1) ou (14.2)
pour les métriques régularisées ont des limites satisfaisant les estimations désirées.
En particulier, nous obtenons le corollaire suivant.

14.3. Corollaire. Soit (X,w) une variété kahlérienne, dim X = n. Supposons que
X soit faiblement pseudoconvexe. Soit E un fibré en droites holomorphe muni

d’une métrique singuliere dont le poids local est noté ¢ € Li . Supposons que

19(F) =2id'd"¢p > ew

pour un certain € > 0. Alors pour toute forme g € L*(X,A™1T% @ E) telle que
D"g =0, il existe f € L*(X,AP77'T% @ E) telle que D" f = g et

1
/ |f|2e_2‘pde<—/ lg|?e™2? dV,,. O
X qc Jx

Nous avons noté ici de facon quelque peu incorrecte la métrique sous la forme
|f|?e=2¢, comme si le poids ¢ était globalement défini sur X (bien siir, ceci n’est
possible que si E est globalement trivial). Par abus d’écriture, nous utiliserons
quand méme cette notation car elle souligne clairement la dépendance de la norme
L? en fonction du poids psh.

15. Théoremes d’annulation de Nadel et Kawamata-Viehweg

Nous introduisons d’abord le concept de faisceau d’idéaux multiplicateurs,
suivant A. Nadel [Nad89]. L’idée principale remonte en fait aux travaux fonda-
mentaux de E. Bombieri [Bom70] et H. Skoda [Sko72].

15.1. Définition. Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert 2 C X ; on associe a ¢ le
faisceau d’idéaux J(¢) C Oq, formé des germes de fonctions holomorphes f € Oq ,
telles que |f|?e=2% soit intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue dans
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des coordonnées locales quelconques prés de x. Ce faisceau sera appelé faisceau
d’idéaux multiplicateurs associé au poids .

La variété des zéros V(J(¢)) est donc 'ensemble des points au voisinage
desquels e~2¢ est non intégrable. Bien entendu, de tel points ne peuvent apparaitre
que la ol ¢ a des poles logarithmiques. La formulation précise est la suivante.

15.2. Définition. On dira qu’une fonction psh ¢ a un pole logarithmique de
coefficient v en un point x € X si le nombre de Lelong

v(ip, x) == lim inf _vle)
z—T lOg |Z _ .’13‘

est non nul et si v(p,z) = .

15.3. Lemme (Skoda [SkoT72]). Soit ¢ une fonction psh sur un ouvert @ C C" et
soit x € 2.

a) Si v(p,x) < 1, alors e=2¢ est intégrable au voisinage de x, en particulier
j((p)x = OQ’:E.

b) Siv(p,z) = n+ s pour un certain entier s > 0, alors e=2¢ > C|z — x| 727728
s+1

au voisinage de x et J(p), C mg", ol mq , désigne I'idéal maximal de Ogq ,.
Preuve. La démonstration repose sur des estimations classiques de théorie du
potentiel complexe, voir H. Skoda [Sko72]. O

15.4. Proposition ([Nad89]). Pour toute fonction psh ¢ sur  C X, le faisceau
J(¢) est un faisceau cohérent d’idéaux sur 2.

Preuve. Puisque le résultat est local, nous pouvons supposons que 2 est la boule
unité de C™. Soit H,(£2) l'ensemble des fonctions f holomorphes sur €2 telles
que fQ |f|?e72% d\ < +o0o. D’apres la propriété noethérienne forte des faisceaux
cohérents, I’ensemble H,(€2) engendre un faisceau d’idéaux cohérent J C Og.
Il est clair que J C J(p); pour démontrer ’égalité, il suffit de vérifier que
Je + () NmETL = I(p), pour tout entier s, en vertu du lemme de Krull.
Soit f € I(¢)x un germe défini sur un voisinage V de z et soit 6 une fonction
tronquante a support dans V, telle que § = 1 au voisinage de x. On résout
I'équation d”’u = g := d”(0f) au moyen des estimations L? de Hérmander (14.3),
ou F est le fibré en droites trivial €2 x C muni du poids strictement psh

P(2) = p(2) + (n + s)log |z — x| + |2]*.

Nous obtenons une solution u telle que [, [u[?e™2?|z — z|~2("*$)d\ < oo, donc
F = 0f — u est holomorphe, F' € H,(Q) et f, — Fy = uy € I(@)g N m?fxl Ceci
démontre notre affirmation. O

Les faisceaux d’idéaux multiplicateurs satisfont la propriété essentielle suivante
de fonctorialité, relativement aux images directes de faisceaux par des modifica-
tions.
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15.5. Proposition. Soit y : X’ — X une modification de variétés complexes non
singuliéres (i.e. une application holomorphe propre génériquement 1 : 1), et soit ¢
une fonction psh sur X. Alors

1 (O(Kx) @ I(p o ) = O(Kx) @ I().

Preuve. Soit n = dim X = dim X’ et soit S C X un sous-ensemble analytique tel
que p: X'~ 5" — X S soit un biholomorphisme. Par définition des faisceaux
d’idéaux multiplicateurs, O(Kx) ® J(¢) s’identifie au faisceau des n-formes holo-
morphes f sur un ouvert quelconque U C X, telles que i’ fAfe 29 ¢ Llloc(U ).
Puisque ¢ est localement majorée, nous pouvons méme considérer des formes f
qui sont a priori définies seulement sur U \ S, car f est dans L _(U) et s’étend
donc automatiquement a travers S. La formule de changement de variables donne

[imsagere= [ wtep e,
U

p=H(U)

donc f € T(U, O(K x)®I()) si et seulement si p*f € T(u=1(U), O(Kx/)@I(pou)).
La prop. 15.5 est démontrée. O

15.6. Remarque. Si ¢ a des singularités algébriques ou analytiques (cf. définition
11.7), le calcul de J(¢p) se réduit a un probléme purement algébrique.

Le premiere observation est que J(¢) se calcule aisément si ¢ = ) o log|g;|
ouD; = gj_l(()) sont des diviseurs irréductible lisses a croisements normaux. Alors
I(p) est le faisceau des fonctions holomorphes h sur les ouverts U C X, telles que

/ B> T lgil 29 dV < +oc.
U

Puisque les g; peuvent étre prises comme fonctions coordonnées dans des systemes
de coordonnées locales convenables (21, ... , z,), la condition d’intégrabilité est que
h soit divisible par Hg}n", ou mj — a; > —1 pour chaque j, i.e. m; > |oj] (| |
désigne la partie entiere). Par suite

I(p) = O(=D]) = 0(= > _la;]D;)

ou | D] est la partie entiere du Q-diviseur D =) o; D;.
Maintenant, considérons le cas général de singularités algébriques ou analy-
tiques, et supposons que

o
o~ 5104‘% (1A +- -+ fn])

au voisinage des poles. D’apres la remarque énoncée apres la déf. 11.7, nous pou-
vons supposer que les (f;) sont des générateurs du faisceau d’idéaux intégralement
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clos § = J(¢/a), défini comme le faisceau des fonctions holomorphes h telles que
|h| < Cexp(p/a). Dans ce cas, le calcul se fait comme suit.

Choisissons d’abord une modification lisse u : X = X de X telle que p*d
soit un faisceau inversible O(—D) associé & un diviseur a croisements normaux
D = Y X\;Dj;, ou (Dj) sont les composantes du diviseur exceptionnel de X
(considérer 1’éclatement X’ de X par rapport a 'idéal J, de sorte que 'image
inverse de J sur X’ devienne un faisceau inversible O(—D’), puis éclater de nouveau
X' de maniere & rendre X’ lisse et D’ & croisements normaux, en invoquant
Hironaka [Hi64]). Nous avons alors K = p*Kx + R ot R = ) p;D; est le
diviseur des zéros du jacobien J,, de l'application d’éclatement. De la formule
d’image directe 15.5, nous déduisons

I(p) = 1 (O(K 5 — " Kx) @ I(p o p)) = px (O(R) @ I(p 0 ).
Maintenant, les (f; o ) sont des générateurs de I'idéal O(—D), donc
pop~a)y Aloglgl
ou les g; sont des générateurs locaux de O(—D;). Nous sommes donc ramenés a

calculer le faisceau d’idéaux multiplicateurs dans le cas ou les poles sont donnés

par un Q-diviseur a croisements normaux ) a);D;. Nous obtenons J(p o ) =
O(—>_|aA;|D;), donc

1(p) = 05 (D (ps — LaX;])Dy). -

15.7. Exercice. Calculer le faisceau d’idéaux multiplicateurs J(¢) associé a la
fonction psh ¢ = log(|z1|** + - + |2,|*?), pour des nombres réels arbitraires

o5 > 0.

Indication : en utilisant la formule de Parseval et des coordonnées polaires
zj = rjelej, montrer que le probleme est équivalent a déterminer pour quels
p-uplets (81, ..., [Bp) € NP I'intégrale

/ r?ﬂl . ~r;,2)ﬂp ridry - -rpdr, / t§51+”/°‘1 -~-t§)ﬂp+1)/a” L dt;
[0,1]7 r [0,1]P

%a1_|_..._|_r12)ap t1+"'+tp j:12aj tj

est convergente. Déduire de 1a que J(p) est engendré par les monémes 27" - - -25”
tels que Y (Bp + 1)/, > 1. (Cet exercice montre que la définition analytique de
J(¢) est parfois aussi tres commode pour les calculs). O

Soit E un fibré en droites sur X muni d’'une métrique singuliere h de courant
de courbure O(F). Si ¢ est le poids représentant la métrique h sur un ouvert
) C X, le faisceau d’idéaux J(¢) est indépendant du choix de la trivialisation. Il
est donc la restriction a €2 d’un faisceau cohérent global sur X que nous noterons
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indifféremment J(h) = J(p) par abus de notation. Dans ce contexte, nous avons le
théoreme d’annulation fondamental suivant, qui est probablement un des résultats
les plus centraux de la géométrie algébrique ou analytique (comme nous le verrons
plus tard, ce théoreme contient le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg
comme cas particulier).

15.8. Théoréme d’annulation de Nadel ([Nad89], [Dem93b]). Soit (X,w)
une variété kahlérienne faiblement pseudoconvexe, et soit E un fibré en droites
holomorphe sur X muni d’une métrique hermitienne h singuliere de poids .
Supposons qu’il existe une fonction continue positive € sur X telle que iO(F) >
ew. Alors

HY(X,0(Kx+ E)®IJ(h)) =0  pour tout g > 1.

Preuve. Soit £9 le faisceau des germes de (n,q)-formes u a valeurs dans F et a
coefficients mesurables, telles que & la fois |u|?e 2% et |d"u|?e 2% soient localement
intégrables. L’opérateur d’ définit un complexe de faisceaux (£°,d"”) qui est une
résolution du faisceau O(K x+FE)®I(¢p) : en effet, le noyau de d” en degré 0 consiste
en les germes de n-formes holomorphes a valeurs dans E qui satisfont la condition
d’intégrabilité ; donc la fonction coefficient appartient a J() ; 'exactitude en degré
q = 1 découle du corollaire 14.3 appliqué a des boules arbitrairement petites.
Comme chaque faisceau £9 est un C*°-module, £® est une résolution par des
faisceaux acycliques. Soit ¥ une fonction d’exhaustion psh de classe C*° sur X.
Appliquons le corollaire 14.3 globalement sur X, avec la métrique initiale de
E multipliée par le facteur e X°¥ oll x est une fonction convexe croissante de
croissance arbitrairement rapide a I'infini. Ce facteur peut étre utilisé pour assurer
la convergence des intégrales a I'infini. Du corollaire 14.3, nous déduisons alors que
H4 (F(X, L')) = 0 pour ¢ > 1. Le théoreme s’ensuit grace a I'isomorphisme de De
Rham-Weil (1.2). O

15.9. Corollaire. Soit (X,w), FE et ¢ comme dans le théoréme 15.8 et soient
Z1, ...,xN des points isolés de la variété des zéros V(I(y)). Alors il existe une
application surjective

HY(X,0(Kx + E)) — @ 0(Kx +E)., ® (0x/I(¢))

1<G<N

Zj

Preuve. Considérons la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte
courte 0 — J(p) = Ox — Ox/I(¢) — 0, tordue par O(Kx + E), et appliquons le
théoréme 15.8 pour obtenir 'annulation du premier groupe H'. La propriété de
surjectivité annoncée s’ensuit. O

15.10. Corollaire. Soit (X,w), E et ¢ comme dans le théoreme 15.8. Supposons
que la fonction poids ¢ soit telle que v(p,x) > n+ s en un certain point x € X
tel que v(p,y) < 1 pour y # x assez voisin de x. Alors H°(X, Kx + E) engendre
tous les s-jets de sections au point x.
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Preuve. Le lemme de Skoda 15.3 b) montre que e 2% est intégrable au voisinage
de tout point y # x suffisamment proche de z, donc J(¢), = Ox,, alors que
I(p)s C m?:; d’apres 15.3 a). Le corollaire 15.10 est donc un cas particulier de
15.9. O

La philosophie de ces résultats (qui peuvent étre considérés comme des généra-
lisations du théoréme de Hérmander-Bombieri-Skoda [Bom70], [Sko72, 75]) est que
le probléeme de construire des sections holomorphes de Kx + E peut se résoudre
en construisant des métriques hermitiennes convenables sur E telles que le poids
¢ ait des poles logarithmiques isolés en des points donnés z;.

15.11. Exercice. Supposons que X soit compacte et que L soit un fibré en
droites positif sur X. Soit {z1, ... ,xx} un ensemble fini. Montrer qu’il existe
des constantes a,b > 0 dépendant seulement de L et N telles que pour tout
s € N le groupe H'(X,0(mL)) engendre les jets d’ordre s en tout point x; pour
m > as + b.

Indication : Appliquer le corollaire 15.9 a £ = —Kx + mL, avec une métrique
singuliere sur L de la forme h = hge™¢¥, ou hg est de classe C* & courbure
positive, ¢ > 0 petit, et 1(z) ~ log|z — ;| au voisinage de z;. Déduire de la le
théoreme de plongement de Kodaira :

15.12. Théoreme de plongement de Kodaira. Si L est un fibré en droites sur
une variété complexe compacte, L est ample si et seulement si L est positif. O

Une facon équivalente d’énoncer le théoreme de plongement de Kodaira est la
suivante :

15.13. Critere de projectivité de Kodaira. Une variété complexe compacte
X est algébrique projective si et seulement si X possede une métrique de Hodge,
c’est-a-dire une métrique kahlérienne de classe de cohomologie entiere.

Preuve. Si X C PV est algébrique projective, alors la restriction de la métrique
de Fubini-Study a X est une métrique de Hodge. Inversement, si X possede une
métrique de Hodge w, la classe de cohomologie représentant {w} dans H?(X,Z)
définit un fibré en droites complexe topologique (i.e. de classe C*°), soit L. Comme
w est de type (1,1), la suite exacte exponentielle (8.20)

HY(X,0%) = H*(X,Z) — H*(X,0) = H"*(X,C)

montre qu’on peut représenter le fibré en droites L par un cocycle de H'(X, 0%),
en d’autres termes, L peut étre muni d’une structure holomorphe. De plus, il existe
une métrique hermitienne h sur L telle que ﬁ@h(L) = w. Par conséquent L est
ample et X est projective. O

15.14. Exercice (conditions de Riemann caractérisant les variétés abéliennes).
Un tore complexe X = C"/T" est appelé variété abélienne si X est algébrique
projective. Montrer en utilisant (15.13) qu’un tore X est une variété abélienne si
et seulement si il existe une forme hermitienne définie positive H sur C" telle que
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Im H(v1,72) € Z pour tous 71,72 dans le réseau I'.

Indication : utiliser un procédé de moyennisation pour réduire la démonstration
au cas de métriques kahlériennes invariantes par translations. Observer que les
tores réels Z~y; + Z~y5 définissent un systeme de générateurs du groupe d’homologie

Hy(X,7Z) et que fZMJFZW w = w(71,72)-

15.15. Exercice (solution du probleme de Levi). Montrer que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes.

a) X est fortement pseudoconvexe, i.e. X admet une fonction d’exhaustion
fortement psh.

b) X est de Stein, i.e. les fonctions holomorphes globales séparent les points, four-
nissent des systemes de coordonnées locales en tout point, et X est holomor-
phiquement convexe (par définition, ceci signifie que pour toute suite discrete
(2,) dans X il existe une fonction f € H°(X,Ox) telle que |f(2,)] — o0). O

15.16. Remarque. Tant que l'on s’intéresse seulement au cas des formes de
bidegré (n,q), n = dim X, les estimations L? s’étendent aux espaces complexes
possédant des singularités arbitraires. En effet, si X est un espace complexe et ¢
une fonction poids psh sur X, on peut encore définir un faisceau Kx () sur X, tel
que les sections de K x (¢) sur un ouvert U sont les n-formes holomorphes f sur la
partie réguliere U N X, satisfaisant la condition d’intégrabilité in* fAfe 22 ¢

L1100<U ). Dans ce contexte, la propriété de fonctorialité 15.5 s’écrit

N*(KX’(QO o /1/)) = Kx(@),

et elle est valable pour des espaces complexes X, X' arbitraires, u : X' — X
étant une modification. Si X est non singulier, on a Kx(¢) = O(Kx) ® I(¢),
cependant, si X est singulier, le symboles Kx et J(y) ne doivent pas étre dissociés.
L’énoncé du théoreme d’annulation de Nadel devient H7(X, O(F) ® Kx(¢)) =0
pour g > 1, sous les mémes hypotheses (X ké&hlérien et faiblement pseudoconvexe,
courbure de £ > ew). La preuve s’obtient en restreignant toute la situation
a Xicg. Bien qu’en général X,., ne soit pas faiblement pseudoconvexe (une
condition nécessaire pour qu’il le soit est que codim Xgjng = 1), Xyeg €st toujours
kéhlérien complet (le complémentaire d’un sous-ensemble analytique dans un
espace kahlérien faiblement pseudoconvexe est kahlérien complet, voir par exemple
[Dem82]). Par conséquent, le théoreme d’annulation de Nadel est essentiellement
insensible a la présence de singularités. O

Nous déduisons maintenant une version algébrique du théoreme d’annulation
de Nadel obtenue indépendamment par Kawamata [Kaw82] et Viehweg [Vie82]
(la preuve originale reposait sur une méthode différente, utilisant des revétements
cycliques pour ramener la situation au cas du théoreme de Kodaira usuel). Avant
d’énoncer le théoreme, nous avons besoin d’une définition.
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15.17. Définition. Un fibré en droites L sur une variété complexe compacte est
dit gros si sa dimension de Kodaira est égale a n = dim X, c’est-a-dire, s’il existe
une constante ¢ > 0 telle que

H°(X,0(kL)) > ck™ k> ko.

15.18. Définition. Un fibré en droites L sur une variété algébrique projective est
dit numériquement effectif (nef en abrégé) si L satisfait I'une des trois propriétés
équivalentes qui suivent :

a) Pour toute courbe algébrique irréductible C C X, ona L-C = [, c1(L) > 0.
b) Si A est un fibré en droites ample, alors kL + A est ample pour tout k > 0.

c) Pour tout € > 0, il existe une métrique hermitienne h. de classe C*> sur L
telle que iOy_(L) > —ew, oll w est une métrique hermitienne fixée sur X.

L’équivalence des propriétés 15.18 a) et b) est bien connue et nous I’admettrons
ici (voir par exemple Hartshorne [Har70] pour la démonstration). Il est clair d’autre
part que 15.18 ¢) implique 15.18 a), tandis que 15.18 b) implique 15.18 c); en effet

siw = 5-O(A) est la courbure d’une métrique de A a courbure positive, et si hy, est

une métrique sur L induisant une métrique a courbure positive sur kL + A, il vient
k-O(L) + =0(A) > 0, d'out 5-O(L) > —+w. Maintenant, si D = > a;D; > 0
est un Q-diviseur effectif, nous définissons le faisceau d’idéaux multiplicateurs J(D)
comme étant le faisceau J(p) associé a la fonction psh ¢ = ) a; log|g;| définie par
des générateurs g; de O(—D;) ; d’apres la remarque 15.6, le calcul de J(D) peut se
faire algébriquement en utilisant des désingularisations p : X — X telles que p*D

devienne un diviseur a croisements normaux sur X.

15.19. Théoréeme d’annulation de Kawamata-Viehweg. Soit X une variété
algébrique projective lisse et soit F' un fibré en droites sur X tel que F posséde
un multiple mF' s’écrivant sous la forme mF = L+ D ot L est un fibré en droites
nef et gros, et D un diviseur effectif. Alors

HY(X,0(Kx +F)®I(m™'D)) =0 pour q>1.

15.20. Corollaire. Si F est nef et gros, alors H1(X, O(Kx + F)) = 0 pour ¢ > 1.

Preuve. Soit A un diviseur tres ample non singulier. On a une suite exacte
0— H°(X,0(kL — A)) — H°(X,0(kL)) — H°(A,0(kL)a),

et dim HY(A, O(kL);4) < C k™! pour une certaine constante C' > 0. Comme L est
gros, il existe un entier kg > 0 tel que O(koL — A) possede une section non triviale.
Si E est le diviseur de cette section, on obtient O(koL—A) ~ O(FE), donc O(koL) ~
O(A + E). Maintenant, pour k > ko, il vient O(kL) = O((k — ko)L + A+ E).
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D’apres 15.18 b), le fibré en droites O((k — ko)L + A) est ample, donc il peut
étre muni d’une métrique hermitienne hy = e~¥* de classe C° et de forme de
courbure définie positive wy = 5=O((k — ko)L + A). Soit ¢p = > a;loglg;| le
poids de la métrique singuliere sur O(D) décrite dans 'exemple 11.21, telle que
+0(0(D)) = [D], et de facon analogue, soit ¢ le poids tel que 5-O(O(E)) = [E].
On définit une métrique singuliere sur O(kL) = O((k— ko)L + A+ E) au moyen du
poids ¢ + ¢g, et on obtient alors une métrique singuliere sur O(mF') = O(L + D)
en considérant le poids 1 (¢x + ¢g) + ¢p. Finalement, on obtient une métrique

sur F' de poids
1

1
Pr =0 (or + vE) + —¥D.
m m

La forme de courbure correspondante est

i 1 1 1
_O(F) = — + |E|)+ —|D| > — .

De plus ¢ a des singularités algébriques, et en prenant k assez grand il vient

I(pp) = J(LE + iD) - J(iD).
km m m
En effet, J(¢F) se calcule en prenant la partie entiere d’'un Q-diviseur a croisements
normaux, obtenu au moyen d’une modification adéquate (comme il a été expliqué
a la remarque 15.6). Le diviseur ﬁE + %D fournit donc la méme partie entiere
que %D lorsque k est grand. Le théoreme de Nadel implique alors le résultat

d’annulation désiré pour tout ¢ > 1. O

16. Sur la conjecture de Fujita

Etant donné un fibré en droites L ample, une question fondamentale est
de déterminer un entier effectif mg tel que mL soit tres ample pour m > my.
L’exemple ot X est une courbe hyperelliptique de genre g et ou L = O(p) est
associé a un des 2g + 2 points de Weierstrass montre que m( doit étre au moins
égal a 2g+1 (on vérifie par ailleurs assez facilement que my = 2g+1 répond toujours
a la question pour une courbe). Il en résulte que mg doit nécessairement dépendre
de la géométrie de X, et ne peut pas dépendre seulement de la dimension de X.
Cependant, lorsque mL est remplacé par le fibré en droites “adjoint” Kx + mL,
une réponse universelle simple semble pouvoir se dégager.

16.1. Conjecture de Fujita ([Fuj87]). Si L est un fibré en droites ample sur une
variété projective de dimension n, alors

i) Kx + (n+ 1)L est engendré par ses sections globales;
ii) Kx + (n+2)L est tres ample.

Les bornes prédites par la conjecture sont optimales pour (X, L) = (P™, 0(1)),
puisqu’on a alors Kx = O(—n — 1). La conjecture est facile a vérifier dans le cas
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des courbes (exercice !), et I. Reider [Rei88] a résolu la conjecture par I'affirmative
dans le cas n = 2. Ein-Lazarsfeld [EL93] et Fujita [Fuj93] sont parvenus a établir la
partie i) en dimension 3, et un raffinement trés poussé de leur technique a permis
4 Kawamata [Kaw95] d’atteindre aussi le cas de la dimension 4!. Les autres cas
de la conjecture, & savoir i) pour n > 5 et ii) pour n > 3, restent pour l'instant
non résolus. Le premier pas en direction de la conjecture pour la dimension n
quelconque a été réalisé en 1991 (travail paru 2 ans plus tard dans [Dem93]),
au moyen d’une méthode analytique reposant sur la résolution d’une équation de
Monge-Ampere. D’autres résultats similaires ont été obtenus par Kollar [Kol92] par
des méthodes entierement algébriques; nous renvoyons a [Laz93] pour un excellent
article de synthese consacré a ces développements, ainsi qu’a [Dem94| pour le
versant analytique de la théorie.

Ce paragraphe est consacré a la démonstration de quelques résultats liés a la
conjecture de Fujita en dimension arbitraire. Les idées principales mises en jeu ici
sont inspirées d’un travail récent de Y.T. Siu [Siu96]. La méthode de Siu, qui est
de nature algébrique et relativement élémentaire, consiste a combiner la formule
de Riemann-Roch avec le théoreme d’annulation de Kawamata-Viehweg (il sera
cependant beaucoup plus commode d’utiliser ce théoreme dans la formulation
de Nadel faisant intervenir le faisceau d’idéaux multiplicateurs). Dans toute la
suite, X désigne une variété projective algébrique de dimension n. La premiere
observation utile est la conséquence classique suivante de la formule de Riemann-
Roch :

16.2. Cas particulier de la formule de Riemann-Roch. Soit § C Ox
un faisceau d’idéaux cohérent sur X tel que la variété des zéros V(J) soit de
dimension d (avec éventuellement des composantes de dimension plus basse). Soit
Y =Y \;Y; le cycle algébrique effectif de dimension d associé aux composantes
de dimension d de V(J) (les multiplicités \; prennent en compte les multiplicités
de l'idéal J le long de chaque composante). Alors, pour tout fibré en droites E,
la caractéristique d’Euler x(X,O(E+mL)® Ox/0(d)) est un polynéme P(m) de
degré d et de coefficient directeur L% -Y/d! O

Le deuxieme fait utile est un lemme élémentaire concernant les polynomes
numériques (polynémes a coefficients rationnels, définissant une application de Z
dans Z).

16.3. Lemme. Soit P(m) un polynéme numérique de degré d > 0 et de coefficient
directeur ag4/d!, aq € Z, ag > 0. On suppose que P(m) > 0 pour tout m > my.
Alors

a) Pour tout N > 0, il existe m € [mg, mo + Nd] tel que P(m) > N.

b) Pour tout k € N, il existe m € [mq, mg + kd) tel que P(m) > aqk?®/2¢71,

1 La technique de Fujita [Fujo3] et Kawamata [Kaw95] vient d’étre considérablement simplifiée
et clarifiée par S. Helmke [Hel96].
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¢) Pour tout N > 2d?, il existe m € [mq, mg + N| tel que P(m) > N.

Preuve. a) Chacune des N équations P(m) = 0, P(m) =1, ..., P(m) = N — 1
a au plus d racines, donc il y a nécessiarement un entier m € [mg, mg + dN| qui
n’est pas une racine de ces équations.

b) Gréce a la formule de Newton pour les différences itérées AP(m) = P(m+1) —
P(m), nous obtenons

AYP(m) = Z (—1)7 (d) Pim+d—j) = aq, Vm € Z.

1<5<d J

Par suite, si j € {0,2,4, ... ,2[d/2]} C [0,d] est I'entier pair réalisant le maximum
de P(mgo + d — j) sur cet ensemble fini, nous obtenons

297 P(mg +d — j) = <(g) + (g) +) P(mo +d —j) > aq,

d’on l'existence d’un entier m € [mg, mg + d] avec P(m) > aq/2%"'. Le résultat
est donc démontré pour k£ = 1. Dans le cas général, nous appliquons ce résultat
particulier au polynéme Q(m) = P(km — (k — 1)my), dont le coefficient directeur
est aqk?/d!

c) Si d = 1, la partie a) donne déja le résultat. Si d = 2, un coup d’oeil a la
parabole montre que

asN?/8 si N est pair,
me[n?;i}fo+N] P(m) = {CLQ(N2 —1)/8 si N est impair;

donc max, e(mg,mo+nN] P(m) = N chaque fois que N > 8. Sid > 3, nous appliquons
b) avec k égal au plus petit entier tel que k%/2%71 > N, i.e. k = [2(N/2)Y/?], ou
[x]| € Z désigne I'entier arrondi par exces. Alors

kd < (2(N/2)Y44+1)d < N

des que N > 2d?, comme on le voit apres un bref calcul. O

Nous appliquons maintenant le théoreme d’annulation de Nadel d’une maniere
analogue a celle de Siu [Siu96], avec quelques simplifications dans la technique et
quelques améliorations pour les bornes. Notre méthode donne simultanément une
preuve simple d’un résultat fondamental classique di a Fujita.

16.4. Théoreme (Fujita). Si L est un fibré en droites ample sur une variété
projective X de dimension n, alors Kx + (n+ 1)L est nef.

En utilisant la théorie de Mori et le “base point free theorem” ([Mor82],
[Kaw84]), on peut montrer en fait que Kx + (n + 1)L est semi-ample, c’est-a-
dire qu’il existe un entier positif m tel que m(Kx + (n + 1)L) soit engendré par
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ses sections (voir [Kaw85] et [Fuj87]). La preuve repose sur I'observation que n+ 1
est la longueur maximale des rayons extrémaux de variétés projectives lisses de
dimension n. Notre démonstration de (16.4) est différente et s’obtient en méme
temps que la démonstration du th. (16.5) ci-dessous.

16.5. Théoreme. Soit L un fibré en droites ample et soit G un fibré en droites nef
sur une variété projective X de dimension n. On a alors les propriétés suivantes.

a) 2Kx + mL + G engendre les jets simultanés d’ordre si, ... ,s, € N en des
points arbitraires x1, ... ,x, € X, i.e., il existe une application surjective

HO(X,02Kx + mL + G)) —» @) 0@2Kx +mL+G) @ Ox., /my 1,

1<g<p
3n+2s; —1
de > ! :
es quem = 2+ Z ( n )
1<isp
3n+1
En particulier 2K x +mL + G est trés ample pour m > 2 + .
n
b) 2Kx + (n+ 1)L + G engendre les jets simultanés d’ordre si, ... ,s, en des
points arbitraires x1, ... ,x, € X dés que les nombres d’intersection LYY de

L sur tous les sous-ensembles algébriques Y de X de dimension d sont tels que

2d—1 3n+2s; — 1
d j
L4y > n7dl dZ( )

1<5<p

Preuve. Les démonstrations de (16.4) et (16.5a,b) sont tout a fait paralleles, c’est
pourquoi nous les présenterons simultanément (dans le cas de (16.4), on convient
simplement que {x1, ... ,x,} = ). L’idée est de trouver un entier (ou un rationnel)
mo et une métrique hermitienne singuliere hg sur Kx + moL dont le courant de
courbure est strictement positif, iy, > cw, telle que V' (J(hg)) soit de dimension 0
et telle que le poids ¢g de hg satisfasse v (o, z;) = n + s; pour tout j. Comme L
et G sont nefs, 15.18 ¢) implique que (m — mg)L + G possede pour tout m > my
une métrique A’ dont la courbure i, a une partie négative arbitrairement petite,
disons iOy > —5sw. Alors i0, + 10, > Sw est positive définie. Une application
du Cor. 159aF Kx +mL+ G = (Kx +moL) + ((m — mgp)L + G) muni de
la métrique hg ® h’ garantit I'existence des sections de Ky +F = 2Kx +mL+ G
réalisant les jets désirés pour m > my.

Fixons un plongement @, : X — PN, 1 > 0, donné par des sections
Aoy -, AN € HY(X,pulL), et soit hz la métrique associée sur L, de forme de
courbure définie positive w = ©O(L). Pour obtenir la métrique désirée hy sur
Kx +mgL, on fixe un entier a € N* et on utilise une procédé de récurrence double
pour construire des métriques singulieres (hg ), >1 sur aK x + by L, pour une suite
décroissante (au sens large) d’entiers positifs by > by > -+ > by = ---. Une telle
suite est nécessairement stationnaire et mg sera précisément la limite stationnaire
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mo = limby/a. Les métriques hy, sont choisies de sorte qu’elles satisfassent les
propriétés suivantes :

a) hyg,, est une métrique “algébrique” de la forme

|7 (6]

(a+D)p, _ap (a4+1)by,—am;
( 1§i§v,0§j§N‘Tk (0 A )

Iz, =

2)1/(a+1)u’

définie par des sections o; € H°(X,0((a + 1)Kx + m;L)), m; < 2lpy,
1 <i< v, oul— 7,(€) est une trivialisation locale arbitraire de a K x + by L ;

ap )\(_a—|—1)bk—ami
J

notons que o; est une section de

ap((a+ 1D)Kx +m; L)+ ((a+ 1)by, — am;)uL = (a + 1)pu(aK x + by L).

B) ordg,(o;) = (a+1)(n + s;) pour tout 4,7 ;

v) I(hkp+1) DO I(hgy) et I(hk 1) # I(hi,) tant que la variété des zéros
V(I(hg,)) est de dimension positive.

i 1 1)by, —am;
Le p01ds Pk,v = m logz ‘7-]2“4' )M(O.ELM . )‘g'(H— )b —am )
harmonique et la condition m; < aTku implique (a + 1)by, — am; > 1, donc la

différence ¢y, — m log >~ |7(\j)|* est aussi plurisousharmonique. Par suite

2 .
de hy,, est plurisous-

ﬁ@hk,y(aKX + b L) = Ld'd" oy, > ﬁw. De plus, la condition £) implique
clairement v(pg ., x;) > a(n + s;). Finalement, la condition ) combinée avec la
propriété noethérienne forte des faisceaux cohérents garantit que la suite (hg )y >1
va finalement produire un sous-schéma V' (J(hy . )) de dimension 0. On convient que
la suite (hx,,),>1 s’arréte a ce point, et on note hy = hy,, la métrique finale ainsi
atteinte, telle que dim V' (J(hy)) = 0.

Pour k = 1, il est clair que les métriques désirées (hi,),>1 existent si by est
choisi assez grand (disons tel que (a + 1)K x + (by — 1)L engendre les jets d’ordre
(a+1)(n+maxs;) en tout point; alors les sections oy, ..., 0, peuvent étre choisie
telles que my = --- =m, = by — 1). Supposons que les métriques (hg ), >1 et hg
alent déja été construites et procédons a la construction de (hgy1 ), >1. On utilise
de nouveau une récurrence sur v, en supposant que hyy1, est déja construite et
que dim V(I(hg41,)) > 0. Nous commencerons en fait la récurrence par v = 0,
et convenons dans ce cas que J(hgy1,0) = 0 (ceci correspondrait & une métrique
infinie de poids identiquement égal a —oo). Grace au théoreme d’annulation de
Nadel appliqué a F,, = aKx +mL = (aKx + b L) 4+ (m — b)) L pour la métrique
hi @ (hr)®™ =% nous obtenons

HY(X,0((a+1)Kx +mL)®I(h)) =0 pour ¢ = 1, m > by.

Comme V(JI(hy)) est de dimension 0, le faisceau Ox /I(hy) est un faisceau gratte-
ciel, et la suite exacte 0 — J(hx) = Ox — Ox/I(hx) — 0 tordue par le faisceau
inversible O((a + 1) Kx + mL) montre que

HYX,0((a+1)Kx +mL))=0 pour ¢ > 1, m > by.
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De maniere analogue, nous trouvons
HI(X,0((a+ 1)Kx +mL) @ I(hsnn)) =0 pour g >1,m > b
(c’est aussi vrai pour v = 0, puisque J(hx11,0) = 0), et lorsque
m > max(bg, bp11) = bg,
la suite exacte 0 = J(hg+1,.) = Ox = Ox/I(hg41,v) — 0 implique
HI(X,0((a+ 1)Kx +mL) @ Ox /I(his1,)) =0 pour ¢ > 1, m > by,

En particulier, puisque le groupe H!' ci-dessus s’annule, toute section ' de
(a + 1)Kx + mL sur le sous-schéma V' (J(hr41,,)) possede une extension u a X.
Fixons une base uf, ... ,u)y des sections de ce faisceau sur V(J(hj+1,,)) et prenons
des extensions arbitraires wuq, ... ,uy a X. Considérons l'application linéaire
attribuant a chaque section u sur X la collection des jets d’ordre (a+1)(n+s;)—1
aux points x;, soit

u= Z a;u; — EB J£?+1)(”+Sj)_1(u).
1< <N

n+s

n

5= Z (n+(a+1)7in+sj)—1).

Puisque le rang du fibré des s-jets est ( ), I’espace cible est de dimension

1<g<p
Pour obtenir une section 0,41 = wu satisfaisant la condition f) et ayant une
restriction non triviale o}, ; & V(J(hg41,.)), nous avons besoin d’au moins N =
d + 1 sections indépendantes uj, ... ,u’y. Cette condition va étre réalisée en

appliquant le lemme (16.3) au polynéme numérique

P(m) = x(X,0((a+1)Kx +mL) ® Ox /I(hk41,0))
=h(X,0((a+1)Kx +mL) ® Ox/I(hgs1,)) =0, m > by.

Le polynome P est de degré d = dimV(J(hg+1,)) > 0. Nous obtenons donc
lexistence d’un entier m € [by, by, + 1] tel que N = P(m) > § + 1, pour un certain
entier explicite n € N (par exemple n = n(d+ 1) convient toujours d’apres (16.3 a),
mais il sera également important d’utiliser les autres possibilités pour optimiser les
choix). Nous trouvons alors une section 0,11 € H°(X, (a+1)Kx +mL) ayant une
restriction non triviale o, ; & V(J(hy41,,)), s’annulant & un ordre > (a+1)(n+s;)
en chaque point x;. On pose alors m, 41 = m, et la condition m, 1 < aT“ka est

réalisée si by + 1 < ajl‘l bi+1. Ceci montre qu’on peut choisir par récurrence

a
b = | ——7(b 1.
k-1 Lb_i_l(k‘H?)J"'
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Par définition, hgt1,,41 < hgt1,0, donc I(hgt1,041) O I(hgt1,0). On a nécessai-
rement J(hgy1,41) # J(hrt1,), car J(hgt1,41) contient le faisceau d’idéaux
associé au diviseur des zéros de 0,41, alors que 0,41 ne s’annule pas identiquement
sur V(J(hg+1,0)). Maintenant, un calcul facile montre que la suite itérée by =
| o541 (bk +n)] + 1 stationne a la valeur limite by = a(n+ 1) + 1, pour toute valeur
initiale by supérieure a cette limite. De cette maniere, on obtient une métrique ho
a courbure définie positive sur aKx + (a(n+1)+ 1)L, telle que dim V(I(he)) =0
et (Yoo, ;) = a(n + s;) en chaque point ;.

Preuve de (16.4). Dans ce cas, 'ensemble {z;} est pris égal a ’ensemble vide, donc
d = 0. Grace a (16.3a), la condition P(m) > 1 est réalisée pour au moins un entier
m € [bg,br + n], donc on peut prendre n = n. Comme pL est trés ample, pL
possede une métrique ayant un pole logarithmique isolé de nombre de Lelong 1 en
tout point zy donné (par exemple, la métrique algébrique définie par les sections
de pL s’annulant en xg). Donc

F!=aKx + (a(n+1)+ 1)L + nuL

possede une métrique h., tel que V(J(h.,)) soit de dimension zéro et contienne {xg}.
Grace au Cor. (15.9), on conclut que

Kx+F,=(a+1)Kx + (a(n+1)+1+nu)L
est engendré par ses sections, en particulier Kx + WI—/ est nef. Lorsque
a tend vers +o0o, on en déduit que Kx + (n + 1)L est nef. O

Preuve de (16.5a). 11 suffit ici de choisir a = 1. Alors

3n+2s: —1
§ = Z( n] )

1<y<p

Sif{z;} #0,onad+1> (> +1> 2n? pour n > 2. Le lemme (16.3¢)
montre que P(m) > § + 1 pour au moins un m € [bg, b + 1] avec n = 6 + 1. On
peut commencer la procédure de récurrence k — k+ 1 avec by =n+1 =0 + 2,
parce que la seule propriété nécessaire pour 1’étape de récurrence est la propriété

d’annulation
HY(X,2Kx +mL) =0 pour ¢ = 1, m > by,
qui est réalisée d’apres le théoreme d’annulation de Kodaira et la propriété

d’amplitude de K x +b; L (on utilise ici le résultat de Fujita (16.4), en observant que
by > n+1). La formule récursive by = L%(bm—n)J—i—l donne alors by, = n+1 = §+2

pour tout k, et (16.5a) s’ensuit. O
Preuve de (16.5b). Tout a fait similaire a (16.5a), sauf que nous choisissons
n =mn,a =1¢et by = n+ 1 pour tout k. Grace au lemme (16.3b), nous

avons P(m) > agk?/2%7! pour au moins un entier m € [mg,mo + kd], ol
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ag > 0 est le coefficient de plus haut degré de P. Grace au lemme (16.2), on
a aq > infgimy=q L?-Y. Prenons k = |n/d]. La condition P(m) > §+1 peut alors
étre réalisée pour un entier m € [mg, mg + kd| C [mg, mg + n|, pourvu que

: d d jod—1
dinllr%/f:dL Y |n/d|?/297" >,

ce qui est équivalent a la condition donnée en (16.5b). O

L’inconvénient de la technique décrite plus haut est qu’on doit nécessairement
faire intervenir des multiples de L pour éviter les zéros du polynome de Hilbert,
en particulier il n’est pas possible d’obtenir directement un critere de grande
amplitude pour 2K x + L dans I’énoncé de (16.5b). Un tel critére peut néanmoins
étre obtenu a 'aide du lemme élémentaire suivant.

16.6. Lemme. Supposons qu’il existe un entier n € N* tel que uF engendre
simultanément tous les jets d’ordre pu(n + s;) + 1 en tout point x; d’un sous-
ensemble {x1, ... ,x,} C X. Alors Kx + F engendre simultanément tous les jets
d’ordre s; aux points x;.

Preuve. Choisissons la métrique algébrique sur F' définie par une base o1, ... ,on
de l'espace des sections de pF' qui s’annuler a lordre p(n + s;) + 1 en tout
point z;. Puisque nous sommes encore libres de choisir le terme homogene de
degré pu(n+s;)+1 dans le développement de Taylor de ces sections aux points z;,
nous voyons que i, ... , T, sont des zéros isolés de [ aj_l(()). Si @ est le poids de

o . 1
la métrique de F' pres de z;, nous avons donc ¢(z) ~ (n+s; + ;) log [z — x| dans
des coordonnées convenables. Remplacons ¢ au voisinage de x; par

¢'(z) = max (p(z), 2)> = O+ (n + s;) log|z — x]\)

et laissons ¢ inchangée partout ailleurs (c’est possible en prenant C' > 0 suffisam-
ment grand). Alors ¢’'(z) = |2|* — C + (n + s;) log|z — ;| au voisinage de z;, en
particulier ¢ est strictement plurisousharmonique pres de zj. De cette maniere,
nous obtenons une métrique A’ sur F' a courbure semi-positive partout sur X, et a
courbure définie positive sur un voisinage de {z1, ..., x,}. La conclusion résulte
alors d’une application directe des estimations L? (14.2). O

16.7. Théoreme. Soient X une variété projective de dimension n et L un
fibré en droites ample sur X. Alors 2K x + L engendre simultanément les jets
d’ordre s1, ... ,s, en des points arbitraires x1, ... ,x, € X dés que les nombres
d’intersection LY - Y de L sur tous les sous-ensembles algébriques Y C X de
dimension d sont tels que

LYYy > ——

2d-1 ((n +1)(4n+2s; 4+ 1) — 2
d
Ln/dj 1<ysp

), 1<d<n.
n

Preuve. Le lemme (16.6) appliqué avec F' = Kx + L et u = n + 1 montre que la
propriété désirée pour les jets de 2K x + L a lieu si (n+1)(K x+ L) engendre les jets
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d’ordre (n+1)(n+ s;) + 1 aux points z;. Le lemme (16.6) appliqué de nouveau
avec F'=pKx + (n+ 1)L et p = 1 montre par récurrence descendante sur p qu’il
suffit que F' engendre tous les jets d’ordre (n+1)(n+s;) +1+(n+1—p)(n+1)
aux points z;. En particulier, pour 2K x + (n + 1)L il suffit d’obtenir tous les jets
d’ordre (n+1)(2n+s; —1) + 1. Le th. (16.5b) donne alors la condition désirée. O

Mentionnons pour terminer quelques conséquences immédiates du th. 16.5,
obtenues en prenant L = +Kx.

16.8. Corollaire. Soit X une variété projective de type général, avec K x ample
et dim X = n. Alors mK x est trés ample pour m > mg = (3”:1) + 4.

16.9. Corollaire. Soit X une variété de Fano (c’est-a-dire une variété projective
telle que —Kx soit ample), de dimension n. Alors —mKx est trés ample pour

17. Une version effective du grand théoreme de Matsusaka

Nous abordons ici le probleme de trouver un entier explicite mq tel que mL
soit tres ample pour m > myg. L’existence d'une telle borne mg ne dépendant que
de la dimension et des coefficients du polynome de Hilbert de L a été démontrée
dans un premier temps par Matsusaka [Mat72], puis Kollar et Matsusaka [KoM83]
ont montré qu’on pouvait trouvait trouver une borne mg = mg(n, L™, Kx - L™ 1)
dépendant seulement de n = dim X et des deux premiers coefficients. Récemment,
Siu [Siu93] a obtenu une version effective du méme résultat fournissant une borne
explicite mg “raisonnable” (bien que cette borne soit malheureusement encore loin
d’étre optimale). Nous nous proposons ici d’expliquer la méthode de Siu, a partir
des simplifications et améliorations suggérées dans [Dem96]. Le point de départ
est le lemme suivant.

17.1. Lemme. Soient F et G des fibrés en droites nefs sur X. Si F™* > nF"~1.G,
tout multiple positif k(F — G) admet une section non triviale pour k > ko assez
grand.

Preuve. Le lemme peut se démontrer comme cas particulier des inégalités de Morse
holomorphes (voir [Dem85], [Tra95], [Siu93], [Ang95]). Nous en donnons ici une
preuve simple, suivant une suggestion de F. Catanese. On peut supposer que F
et G sont tres amples (sinon, il suffit de remplacer F et G par F' = pF + A et
G’ = pG + A avec A tres ample et suffisamment positif pour entrainer la grande
amplitude de toute somme avec un fibré nef, puis de choisir p > 0 assez grand
pour que F’ et G’ satisfassent la méme hypotheése numérique que F et GG). Alors
O(k(F—GQG)) ~ O(kF —G1—---—Gy) pour des éléments arbitraires G1, ... , Gy du
systeme linéaire |G|. Si on choisit de tels éléments G; en position générale, le lemme
résulte de la formule de Riemann-Roch appliquée au morphisme de restriction
H°(X,0(kF)) %@HO(Gj,O(kFFGj). O

17.2. Corollaire. Soient F' et G des fibrés en droites nefs sur X . Si I’ est gros et si
m >nF"1.G/F", alors O(mF — G) peut étre muni d’une métrique hermitienne
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h (peut étre singuliére), ayant une forme courbure définie positive, i.e. telle que
Op(mF — G) > ew, € > 0, pour une métrique kdhlérienne w.

Preuve. En fait, si A est ample et € € Q4 est assez petit, le lemme (17.1) implique
qu'un certain multiple k(mF — G — €A) admet une section. Soit F le diviseur de
cette section et soit w = O(A) € ¢1(A) une métrique kdhlérienne représentant la
forme de courbure de A. Alors mF —G =cA+ %E peut étre muni d’une métrique
singuliere h de forme de courbure ©),(mF — G) = O(A) + 1 [E] > ew. O

Nous considérons maintenant le probleme d’obtenir une section non triviale de
mL. 1idée de [Siu93] est d’obtenir plus généralement un critere pour ’amplitude
de mL — B quand B est nef. De cette maniéere, on pourra soustraire de mL tout
multiple non désiré de Kx qui se trouverait sinon ajouté a L par application du
théoreme d’annulation de Nadel (pour cela, on remplace simplement B par B plus
un multiple de Kx + (n+ 1)L).

17.3. Proposition. Soit L un fibré en droite ample sur une variété X projective
de dimension n, et soit B un fibré en droites nef sur X. Alors K x +mL — B admet
une section non nulle pour un entier m tel que

n—1
m<n I +n+ 1.
Preuve. Soit mg le plus petit entier > n Ln;L'B. Alors mgL — B peut étre équipé
d’une métrique hermitienne singuliere h de courbure définie positive. Grace au
théoreme d’annulation de Nadel, on obtient

HY(X,0(Kx+mL—-B)®I(h))=0 for g > 1,

donc P(m) = h%(X,0(Kx + mL — B) ® J(h)) est un polyndéme pour m > my.
Puisque P est un polynoéme de degré n qui n’est pas identiquement nul, il existe
un entier m € [mg, mg + n] qui n’en est pas racine. Donc il existe une section non
triviale de

H°(X,0(Kx +mL — B)) D H*(X,0(Kx + mL — B)®IJ(h))

pour un certain m € [mg, mg + n], comme annoncé. O

17.4. Corollaire. Si L est ample et B est nef, mL — B posséde une section non
nulle pour au moins un entier

L' B+ L Kx
Ln

m<n< +n+1>.

Preuve. D’apres le résultat de Fujita (16.4), Kx + (n+ 1)L est nef. Nous pouvons
donc remplacer B par B + Kx + (n + 1)L dans le résultat de la prop. (17.3). Le
corollaire (17.4) s’ensuit. O
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17.5. Remarque. Nous ne savons pas si la borne obtenue dans le corollaire
ci-dessus est optimale, mais elle n’est certainement pas tres loin de 1’étre. En
effet, méme pour B = 0, le facteur multiplicatif n ne peut étre remplacée
par un nombre plus petit que n/2 : pour le voir, prenons par exemple pour
X un produit €7 x --- x C,, de courbes C; de genre g; assez grand, et L =
O(a1[p1]) ® -+ - ® O(an[pn]), B = 0. Notre condition suffisante pour que |mL| # ()
devient dans ce cas m < ) (2g; — 2)/a; + n(n + 1), tandis que pour un choix
générique des p; le fibré mL n’admet de sections que si ma; > g; pour tout j.
L’imprécision de notre inégalité joue donc au plus sur un facteur multiplicatif 2
quand a1 = --- = a, = l et g1 > go > -+ > g, — +oo. D’autre part, la
constante additive n + 1 est déja la meilleure possible lorsque B =0et X =P". O

Jusqu’a ce point, la méthode n’était pas réellement sensible a la présence de
singularités (le lemme (17.1) est encore vrai dans le cas singulier comme on le
voit aisément en utilisant une désingularisation de X). De méme, comme on l'a
observé a la remarque (15.16), le théoreme d’annulation de Nadel reste encore
essentiellement valable. La prop. (17.3) peut alors étre généralisée comme suit :

17.6. Proposition. Soit L un fibré en droites ample sur une variété X projective
de dimension n, et soit B un fibré en droites nef sur X. Pour tout sous-variété
algébrique (réduite) Y de X de dimension p, il existe un entier

B
mx
tel que le faisceau wy ® Oy (mL — B) ait une section non nulle. O

Grace a un procédé de récurrence adéquat reposant sur les résultats ci-dessus,
nous pouvons maintenant améliorer la borne effective obtenue par Siu [Siu93] pour
le grand théoreme de Matsusaka. Notre énoncé dépendra du choix d'une constante
An telle que m(Kx + (n+2)L) + G est tres ample pour m > A, et tout fibré en
droites nef G. La méthode de preuve du théoreme (16.5) donne assez aisément que
An < (3”+1) 2n (un argument plus élaboré mettant en Jeu les résultats récents de
Angehrn-Siu [AS94] permet en fait de voir que A, < n® —n? —n —1 pour n > 2).
Bien entendu, on s’attend a ce que A\,, = 1 pour tout n, si on veut bien croire a la
conjecture de Fujita.

17.7. Version effective du grand théoréme de Matsusaka. Soient L et B
des fibrés en droites nefs sur une variété X projective de dimension n. Supposons
que L soit ample et soit H = \,(Kx + (n+ 2)L). Alors mL — B est trés ample
pour

n—1. (B + H))(B"*1+1)/2(Ln—1 _H>3”*2(n/2—3/4)—1/4
(L7)3"2(n/2=1/4)+1/4 :

m > (Qn)(B"’l—l)/Z (

En particulier mL est tres ample pour
-1 ,KX)3W2(H/2+3/4)+1/4

m>C, (L") <n +2+ =,
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n—1 n—2
avec Cy, = (2n)B3" =D/2()\,)3" " (0/243/49)+1/4

Preuve. Nous utilisons le th. (3.1) et la prop. (17.6) pour construire par récurrence
une suite de sous-variétés algébriques (non nécessairement irréductibles) X =Y,, D
Y1 D--- DYy DY telleque ), = Uj Y, ; est de dimension p, Y,,_; étant obtenu
pour chaque p > 2 comme la réunion des ensembles de zéros des sections

UPJGH(Y J?OY (mPJL B))

pour des entiers convenables m, ; > 1. Nous procédons par récurrence sur les
valeurs décroissantes de la dimension p, et cherchons a obtenir a chaque pas une
borne supérieure m, pour les entiers m,, ;.

Grace au Cor. (17.4), on peut trouver un entier m,, tel que que m,L — B
admettte une section o, non triviale pour

Lt (B+Kx+ (n+1)L) <nL”—1-(B+H)
Ln = Ln '

My <N

Maintenant supposons que les sections oy, .. ., op41,; aient déja été construites. On
obtient alors par récurrence un p-cycle Y, = > 1, Y} ; deﬁ~nl par Y, = somme des

diviseurs des zéros des sections o1 ; sur les composantes Y, 1 j, ott la multiplicité
tp,; de Yy, ; C Y,11 est obtenue en multipliant la multiplicité correspondante
tp+1,k par ordre d’annulation de opy1 1 le long de Y, ;. On obtient I’égalité de
classes de cohomologie

Yp = Z(mlﬂ‘l:kl’ = B) - (ppr1.kYpr1.k) <mppi L Y;?—H

Par récurrence, nous obtenons alors 'inégalité numérique

Y, <mpy1---my L7,

Maintenant, pour chaque composante Y, ;, la prop. (17.6) montre qu’il existe une
section de wy, ; ® Oy, ,(my ;L — B) pour un certain entier

LP=" - B-Y,;
My <P I 4 p+ 1< pmpyr - mn L'V B4 p+ 1.
Lp. Y;? j
Nous avons utilisé ici la minoration évidente LP~1 .Y, ; > 1 (cette minoration est

d’ailleurs sans doute un des points faibles de la methode .). Le degré de Y} ; par
rapport a H admet la majoration

Opj :=HP Y, ; <mpqpq---m, H? - L"7P,

5]

L’inégalité de concavité de Hovanski-Teissier donne

(L7 HP)3 (L)% < L' H
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([Hov79], [Tei79, 82|, voir aussi [Dem93]), ce qui permet d’exprimer nos bornes en
termes des seuls nombres d’intersection L™ et L™! - H. On obtient alors

(Ln—l A H)p
Op,j < Mpy1 - 'm”W

Nous avons besoin du lemme suivant, qui sera démontré ultérieurement.

17.8. Lemme. Soit H un fibré en droites tres ample sur une variété algébrique
projective X, et soit Y C X une sous-variété algébrique irréductible de di-
mension p. Si 6 = HP -Y est le degré de Y par rapport a H, le faisceau
Hom (wy, Oy ((6 —p—2)H)) posseéde une section non triviale.

Grace au lemme (17.8), il existe une section non triviale de
’Hom (wa,J” pr,j ((5p,j —P— 2>H>) .

En combinant cette section avec la section de wy, ; ® Oy, ;(m, ;L — B) déja cons-
truite, nous obtenons une section de Oy, . (mp ;L — B + (0pj —p —2)H) sur Yy, ;.
On ne veut pas que H apparaisse a ce niveau, c’est pourquoi on va remplacer B
par B + (0, ; —p — 2)H. On obtient alors une section o, ; de Oy, ;(m, ;L — B)
pour un certain entier m,, ; tel que

Mp.j < PMpy1 - My L (B4 (0p,5 —p — 2)H) +p+ 1
SPMpy1 - My Opj L""'-(B+H)
n—1
2 (L ) H)p n—1

<p(mpgr--ma) WL (B +H).
Par conséquent, en posant M = nL""!. (B + H), on obtient la relation de
récurrence descendante

Ln—l . H)P
mp<Mﬁ(mp+1---mn)2 pour 2<p<n-—1,

partant de la valeur initiale m,, < M/L™. Soient (7,) la suite des nombre obtenus
par cette formule de récurrence en remplacant les inégalités par des égalités. Il
vient m, < m, avec m,_1; = M3(L"~1 - H)"~1/(L™)" et

n
My = ———— M2, ;i
P In-1.H p+1""p+1

pour 2 < p < n — 2. On trouve alors par récurrence

gn—p (L1 .H)S"_p_l(n—3/2)+1/2
(L7)3" 7~ 1 (n=1/2)+1/2

my, <my =M
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Montrons maintenant que moL — B est nef pour
— n—1
mo—max(mg,mg,...,mn,mg---an -B).

En effet, soit C C X une courbe irréductible arbitraire. Ou bien C' = Y; ; pour
un certain j, ou bien il existe un entier p = 2, ... ,n tel que C soit contenu dans
Y,\Y,_1.51 C CY,;\Y,_1, alors 0, ; ne s’annule pas identiquement sur C.
Donc (my ;L — B)c est de degré positif ou nul et

(mOL—B)C’Z(mpJL—B)C>O
D’autre part, si C =Y ;, alors
(mOL—B)-C’ZmO—B-ﬁZmo—mg---an”_l-B>0.

D’apres la définition de A, (et la preuve qu’une telle constante existe, cf. Th. 16.5),
H + G est tres ample pour tout fibré en droites nef G, en particulier H +myL — B
est tres ample. On remplace de nouveau B par B 4+ H. Cette substitution a pour
effet de remplacer M par la nouvelle constante M = n (L”_1 (B + 2H)) et mo
par

mo = max (my, , My_1, ... , Mo, Mg+ m, L" " (B+ H)).

Le dernier terme étant le plus grand, ’estimation de m, implique
- "2 _1)(n— n— n—
NGB -2 (L™ H)G D(n=3/2)/2+(n=2)/2([»=1 . (B 4 H))
(L") 3" =2=1)(n=1/2)/2+(n-2)/2+1

n—1 (B + H))(B"*1+1)/2(Ln—1 _H>3”*2(n/2—3/4)—1/4
(Ln)B"*Q(n/2—1/4)—|—1/4

mo <

< (Qn)(S"_l—l)/Q (L

O

Preuve du lemme (17.8). Soit X C PV le plongement donné par H, de sorte que
H = Ox(1). 1l existe une projection linéaire P* -~ PPT1 dont la restriction
7:Y — PPTL 4Y est un morphisme fini et birationnel de Y sur une hypersurface
algébrique Y’ de degré § dans PPl Soit s € HO(PPTL O(d)) le polynome de
degré ¢ définissant Y’. Nous affirmons que pour tout petit ouvert de Stein
W C PP*! et toute p-forme holomorphe L? u sur Y/ N W, il existe une (p + 1)-
forme holomorphe L? & sur W, & valeurs dans O(6), telle que Uy qw = u A ds.
En fait, c’est précisément lae conclusion du théoréme d’extension L? d’Ohsawa-
Takegoshi [OT87], [Ohs88] (voir aussi [Man93] pour une version plus générale de
ce résultat) ; on peut également invoquer des arguments standards d’algebre locale
(voir Hartshorne [Har77], th. I1I-7.11). Comme Kpp+1 = O(—p—2), la forme u peut
étre considérée comme une section de O(d —p—2) sur W, par suite le morphisme de
faisceaux u — u A ds s’étend en une section globale de Hom (wy/, Oy (§ —p— 2))
L’image inverse par m* fournit une section de Hom (7m*wy+, Oy ((6 — p — 2)H)).
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Puisque 7 est fini et génériquement 1 : 1, il est facile de voir que m*wy = wy. Le
lemme s’ensuit. O

17.9. Remarque. Dans le cas des surfaces (n = 2), on peut prendre A\, = 1
d’apres le résultat de I. Reider [Rei88|, et les arguments développés ci-dessus
donnent mL tres ample pour

(L (Kx +4L))?
L? ’
Si on reprend en détail la démonstration avec plus de soin, on peut voir que le
facteur multiplicatif 4 peut étre remplacé par 2. En fait, Fernandez del Busto a
montré récemment que mL est tres ample pour
1[(L-(Kx+4L)+1)?

> - 3
m=y 12 N

m >4

et un exemple de G. Xiao montre que cette borne est essentiellement optimale

(voir [FdB94)).

Le grand théoreme de Matsusaka entraine un certain nombre d’autres résultats
importants de finitude. Un des prototypes de ces résultats est ’énoncé suivant.

17.10. Corollaire. II existe seulement un nombre fini de familles de déformations
de variétés projectives polarisées (X, L) de dimension n, ot L est un fibré en droites
ample dont les nombres d’intersection L™ et Kx - L™ ~! sont fixés.

Preuve. En effet, comme L" et Kx - L™ ! sont fixés, il existe un entier mg effec-

tivement calculable tel que mgL soit tres ample. On obtient alors un plongement
P =D 0 X = PN tel que P*O(1) = +mpL. L'image Y = (X)) est de degré

deg(Y) :/Ycl((‘)(l))n = /Xcl(imoL)n =mg L".

Ceci entraine que Y est un point d’une des composantes du schéma de Chow
des sous-variétés algébriques Y de dimension et de degré donnés dans PV pour
lesquelles O(1);y est divisible par mg, plus précisément un point de l'ouvert
correspondant aux sous-variétés non singulieres. Comme 1’ouvert en question est un
ouvert de Zariski, il ne peut avoir qu'un nombre fini de composantes irréductibles,
d’ou le corollaire. O

On peut démontrer aussi a partir du théoreme de Matsusaka (ou méme
directement a partir du Cor. (16.9)) qu’il n’existe qu'un nombre fini de familles
de déformation de variétés de Fano de dimension n donnée. On utilise pour
cela un résultat fondamental obtenu indépendamment par Kollar-Miyaoka-Mori
[KoMM92] et Campana [Cam92], montrant que le discriminant K% est borné par
une constante C,, ne dépendant que de n. Les bornes effectives obtenues pour
les fibrés tres amples fournissent alors (au prix de quelques efforts!) une borne
effective pour le nombre de familles de variétés de Fano.
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18. Théoreme de Lefschetz difficile pour la cohomologie a
valeurs dans un fibré en droites pseudo-effectif

18.A. Enoncé du théoréme de Lefschetz généralisé

Dans cette section, nous énongons un résultat de [DPS01] qui généralise le
théoreme 8.18 dans le cas de groupes de cohomologie a valeurs dans un fibré en
droites hermitien L, sous une hypothese de courbure semi-positive pour L.

18.1. Theorem. Let (L, h) be a pseudo-effective line bundle on a compact Kéhler
manifold (X, w) of dimension n, let ©r, ;, > 0 be its curvature current and J(h) the
associated multiplier ideal sheaf. Then, the wedge multiplication operator w9 A e
induces a surjective morphism

ol H'(X, Q% '@ L®I(h)) — HY(X, Q0% @ L ® I(h)).

The special case when L is nef is due to Takegoshi [Tak97]. An even more
special case is when L is semipositive, i.e. L possesses a smooth metric with
semipositive curvature. In that case the multiple ideal sheaf J(h) coincides with
Ox and we get the following consequence already observed by Enoki [Eno93] and
Mourougane [Mou95].

18.2. Corollary. Let (L,h) be a semipositive line bundle on a compact Kéhler
manifold (X,w) of dimension n. Then, the wedge multiplication operator w? A e
induces a surjective morphism

®1: HY (X, 0% "® L) — HY(X, 0% ® L).

It should be observed that although all objects involved in Theorem 18.1 are
algebraic when X is a projective manifold, there is no known algebraic proof of
the statement !

18.B. A variant of the Bochner formula

We first recall a variation of the Bochner formula that is required in the proof of
the Hard Lefschetz Theorem with values in a positively curved (and therefore non
flat) line bundle L equipped with a hermitian metric written locally as h = e~ %.
Here the base manifold is a Kéhler (non necessarily compact) manifold (Y, w). We
denote by | | =| |u,n the pointwise Hermitian norm on APTy ® L associated
with w and h, and by || || = [lw.» the global L? norm

n

||,U“||2 = |U|2de Where de = w—
Y n!

We consider the d” operator acting on (p, ¢)-forms with values in L, its adjoint d}*
with respect to h and the complex Laplace-Beltrami operator A} = d"d)* +d;*d".
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Let v be a smooth (n — ¢,0)-form with compact support in Y. Then u = w? A v
satisfies

(18.3) ld"ul® + [|dy ul* = lld"v]|* + /Z ZA \uIJI2

JjeJ
where A\ < --- < A, are the curvature eigenvalues of ©p j expressed in an
orthonormal frame (0/0z,...,0/0z,) (at some fixed point o € Y), in such a

way that

Woo =1 Y dzi AdZj,  (Opp)s =ddpa, =1 Y Ndz; Adz;.

Isisn 1I<isn
Formula (18.3) follows from the more or less straightforward identity
/1% 311 11 q11* /1% 31! _ O I 1 —1
(dy"d" +d"d, ) (v Aw?) — (d," d"v) ANw? = qid'd"p ANw?™" Aw,

by taking the inner product with u = w? A v and integrating by parts in the left
hand side (we leave the easy details to the reader). Our formula is thus established
when v is smooth and compactly supported. In general, we have :

18.4. Proposition. Let (Y,w) be a complete Kédhler manifold and (L, h) a smooth
Hermitian line bundle such that the curvature possesses a uniform lower bound
Orn = —Cw. For every measurable (n — q,0)-form v with L* coefficients and
values in L such that uw = w9 A v has differentials d"u, d"*u also in L?, we have

ld"u))? + lldyul) = d"ol* + [ > ZA)IUM

Y rJ jeJ

(here, all differentials are computed in the sense of distributions).

Preuve. Since (Y,w) is assumed to be complete, there exists a sequence of smooth
forms v, with compact support in Y (obtained by truncating v and taking the
convolution with a regularizing kernel) such that v, — v in L? and such that
u, = w9 Av, satisfies u, — u, d’u, — d"u, d"*u, — d"*u in L?. By the curvature
assumption, the final integral in the right hand side of (18.3) must be under control
(i.e. the integrand becomes nonnegative if we add a term C|lul|?> on both sides,
C > 0). We thus get the equality by passing to the limit and using Lebesgue’s
monotone convergence theorem. O

18.C. Proof of Theorem 18.1 in the special case where (L, h) is Hermi-
tian semipositive (and smooth)

To fix the ideas, we first indicate the proof in the much simpler case when
(L, h) has a smooth metric h (so that J(h) = Ox), and then treat the general
case. Let {f} € H1(X,Q% ® L) be an arbitrary cohomology class. By standard
L? Hodge theory, {3} can be represented by a smooth harmonic (0,q)-form j
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with values in Q% ® L. We can also view § as a (n, ¢)-form with values in L. The
pointwise Lefschetz isomorphism produces a unique (n — ¢,0)-form « such that
B = w? A a. Proposition 18.4 then yields

'l + [ S0 ( 00 lansf? = 187 + 15”511 =,
YrJ jeJ

and the curvature eigenvalues A; are nonnegative by our assumption. Hence
d’"a =0 and {a} € H(X,Q% Y ® L) is mapped to {8} by ! , =w? .

18.D. Proof of Theorem 18.1 in the general case

The main difficulty is that the metric h = e~% is not necessarily smooth, and
in that case we cannot directly represent cohomology classes by harmonic forms.
We circumvent this problem by regularizing the metric on an (analytic) Zariski
open subset, and then avoid the remaining poles by working on this noncompact
set, equipped with a complete K&hler metric. We refer to [DPS01] or [Dem13] for
a proof of the following

18.5. Lemma. Let T = « + id'd"¢ be a closed (1,1)-current on a compact
Hermitian manifold (X,w), where « is a smooth closed (1, 1)-form and ¢ a quasi-
psh function. Let vy be a continuous real (1,1)-form such that T' > =. Then one
can write ¢ = lim,_, | ¢, where

a) @, is smooth in the complement X \ Z, of an analytic set Z,, C X ;

b) {p,} is a non-increasing sequence, and Z,, C Z, 1, for all v;

c) [yle ¥ — e_g")de is finite for every m and converges to 0 as m — 400 ;
d) (“equisingularity”) 3(p,) = I(p) for all m ;
e) T, =a+ dd°p, satisfies T, > vy — €,w, where lim,, 1 &, = 0. O

The application of Lemma 18.5 requires careful estimates in order to take the
error terms into account. To avoid multiple subscripts, write € = ¢, and h, = e~ ¥
the approximation of h, so that h. is smooth on X \ Z. (Z. = Z, being an analytic
subset of X), Op 5. > —ew, h. < h and J(h.) = I(h). Now, we can find a family

wes =w+6(id'd" Y. + w), J>0

of complete Kahler metrics on X \ Z., where 1. is a quasi-psh function on X with
e = —00 on Z., 1. smooth on X \ Z. and id'd"¢. + w > 0 (see e.g. [Dem82,
Théoreme 1.5]). By construction, w. 5 > w and lims_,ow. s = w. We look at the
L? Dolbeault complex K? 5 of (n,e)-forms on X \ Z., where the L* norms are
induced by w, s on differential forms and by h. on elements in L. Specifically K g’ s
is the sel of elements u : X \ Z.—A™T% @ L such that

/X\Z (|u|?\n7w£,5®hg + |duu|3\nvq+1wg,5®h5)deE,s < 0.
5
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Let ng’ s be the corresponding sheaf of germs of locally L? sections on X (the local
L? condition should hold on X, not only on X ~\ Z.!). Then, for all € > 0 and
0 >0, (X 5,d") is a resolution of the sheaf Q% ® L ®I(h.) = Q% ® L ®@J(h). This
is because L? estimates hold locally on small Stein open sets, and the L? condition
on X \ Z. forces holomorphic sections to extend across Z. ([Dem82, Lemma 6.9]).

Let {#} € HI(X,Q% ® L ® J(h)) be a cohomology class represented by a
smooth form with values in Q% ® L®J(h) (one can use a Cech cocycle and convert
it to an element in the C* Dolbeault complex by means of a partition of unity,
thanks to the usual De Rham-Weil isomorphism, see also [DPS01] and [Dem13]
for more details). Then

18125 < 18]17 = /X 18 aondVes < +00.

The reason is that | 6|/2\n,qw®hde decreases as w increases. This is just an easy
calculation, shown by comparing two metrics w, w’ which are expressed in diagonal
form in suitable coordinates; the norm \Bﬁmqw@ ;, turns out to decrease faster than
the volume dV,, increases; see e.g. [Dem82, Lemma 3.2]; a special case is ¢ = 0,
then |B|2neuendVe = i B A B with the identification L ® L ~ C given by the
metric h, hence the integrand is even independent of w in that case.

By the proof of the De Rham-Weil isomorphism, the map a — {a} from the
cocycle space Z9(X? 5) equipped with its L? topology, into H4(X, Q% @ L®@I(h))
equipped with its finite vector space topology, is continuous. Also, Banach’s
open mapping theorem implies that the coboundary space B?( 2 s) is closed in
Z9(X2 5). This is true for all § > 0 (the limit case § = 0 yields the strongest L?
topology in bidegree (n, q)). Now, (3 is a d”-closed form in the Hilbert space defined
by we s on X \ Z., so there is a w, s-harmonic form u. s in the same cohomology
class as 3, such that

(18.6) |ue,s

‘6,5 < Hﬁ

Let v. 5 be the unique (n — ¢,0)-form such that u. 5 = v. s Aw? 5 (ve,5 exists by
the pointwise Lefschetz isomorphism). Then

es < IBlles < 11BI-

As Zjej Aj = —qe by the assumption on Oy j_, the Bochner formula yields

€,0-

HU€,5 e, — ”ue,(S

26 < allsl*.

These uniform bounds imply that there are subsequences u.s, and v, s, with
6, — 0, possessing weak-L? limits ue = lim, o0 ue 5, and ve = lim, 400 Ve s, -
The limit v, = lim, ;o Ve 5, is with respect to L?(w) = L?*(we,0). To check this,
notice that in bidegree (n — ¢, 0), the space L?(w) has the weakest topology of all
spaces L?(w. 5); indeed, an easy calculation made in ([Dem82, Lemma 3.2]) yields

I [Rn-a00en@Ve <[fRn-aow ;endVe. s  if fis of type (n — g,0).

ld"ve 6112 5 < gellucs
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On the other hand, the limit u. = lim, _, ;o u. s, takes place in all spaces L?(w. s),
§ > 0, since the topology gets stronger and stronger as ¢ | 0 [possibly not in L?(w),
though, because in bidegree (n, ¢) the topology of L?(w) might be strictly stronger
than that of all spaces L?(w. s)]. The above estimates yield

loell2o = /X 020 AV < (1612,

ld"vellZ o < gl B2 o,

ue =wiANv. = in H1(X,0% ® L®I(he)).

Again, by arguing in a given Hilbert space L?(h.,), we find L? convergent
subsequences u. — u, v. — v as € — 0, and in this way get d’v = 0 and

loll® < 1811%,
u=wliANv=p in H{(X,Q% @ L®I(h)).

Theorem 18.1 is proved. Notice that the equisingularity property J(h.) = JI(h)
is crucial in the above proof, otherwise we could not infer that « = § from the
fact that u. = f. This is true only because all cohomology classes {u.} lie in the
same fixed cohomology group H?(X,Q% ® L ® J(h)), whose topology is induced
by the topology of L?(w) on d”’-closed forms (e.g. through the De Rham-Weil
isomorphism). O

18.7. Remark. In (18.6), the existence of a harmonic representative holds true
only for w, 5, § > 0, because we need to have a complete Kahler metric on X \ Z..
The trick of employing w. s instead of a fixed metric w, however, is not needed
when Z. is (or can be taken to be) empty. This is the case if (L,h) is such
that J(h) = Ox and L is nef. Indeed, by definition, L is nef iff there exists a
sequence of smooth metrics h, such that i©r, 5, > —e,w, so we can take the ¢,’s
to be everywhere smooth in Lemma 18.5. However, multiplier ideal sheaves are
needed in the surjectivity statement even in case L is nef, as it may happen that
J(hmin) # Ox even then, and h := limh, is anyway always more singular than
humin- Let us recall a standard example (see [DPS94], [DPS01]). Let B be an elliptic
curve and let V' be the rank 2 vector bundle over B which is defined as the (unique)
non split extension
0—=-0p—=V—=0p—0.

In particular, the bundle V' is numerically flat, i.e. ¢1(V) = 0, c2(V) = 0. We
consider the ruled surface X = P(V). On that surface there is a unique section
C =P(Op) C X with C? =0 and

Ox(C) = Opvy(1)

is a nef line bundle. One can check that L = Op(y)(3) leads to a zero Lefschetz
map
whe: HYX O\ ®L)— HY(X,Kx ®L)~C,
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so this is a counterexample to Corollary 18.2 in the nef case. Incidentally, this also
shows (in a somewhat sophisticated way) that Op(y)(1) is nef but not semipositive,
a fact that was first observed in [DPS94].
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Frobenius et dégénérescence de Hodge
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Dans [D-I], le théoréme de dégénérescence de Hodge et le théoréme d’annulation de Kodaira-
Akizuki-Nakano pour les variétés projectives lisses sur un corps de caractéristique nulle sont
démontrés par des méthodes de géométrie algébrique de caractéristique p > 0. Les présentes notes
se veulent une introduction & ce texte, a I'intention du non spécialiste (qui pourra consulter aussi
I’exposé d’Oesterlé [O]). Nous ne supposerons donc connus du lecteur que quelques rudiments de
la théorie des schémas (EGA I 1-4, [H2] II 2-3). Par contre, nous demanderons de lui une certaine
familiarité avec ’algébre homologique. Les résultats de [D-I] s’expriment simplement dans le
langage des catégories dérivées. Bien qu’il soit possible d’y éviter le recours, voir par exemple
[E-V], nous avons préféré nous placer dans ce cadre, qui nous parait plus naturel. Toutefois, pour
aider le débutant, nous rappelons au n° 4 les définitions de base et quelques points essentiels.*

0. Introduction

Soit X une variété analytique complexe. Par le lemme de Poincaré, le complexe
de De Rham Qf. des formes holomorphes sur X est une résolution du faisceau
constant C. L’augmentation C — 2%. définit donc, pour tout 7, un isomorphisme

(0.1) H™(X,C) = HBr(X) = H"(X,Q%),

ou le second membre, appelé cohomologie de De Rham de X (en degré n), est le
n-iéme groupe d’hypercohomologie de X a valeurs dans €25.. La cohomologie de De
Rham de X est 'aboutissement de la premiere suite spectrale d’hypercohomologie

(0.2) EYY = HI(X, Q) = Hpp! (X),

dite suite spectrale de Hodge vers De Rham (ou de Hodge-Frélicher) (cf. [De]
n°9). Supposons X compacte. Alors, par le théoréme de finitude de Cartan-Serre,
les H1(X, Q%.), et donc tous les termes de la suite spectrale (0.2) sont des C-espaces
vectoriels de dimension finie. Si I’on pose

by = dim H2p (X) = dim H™ (X, C)
(n-itme nombre de Betti de X) et

hP? = dim HY(X, Q%)

* L’auteur tient & remercier Matthieu Rambaud et Zhangchi Chen qui lui ont indiqué une
grande partie des erreurs typographiques corrigées dans cette deuxieme édition.
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(nombre de Hodge), on a donc

(0.3) bn < Y AP,

p+g=n

avec égalité pour tout n si et seulement si (0.2) dégéneére en F;. Supposons de plus
X kahlérienne. Alors, par la théorie de Hodge, la suite spectrale de Hodge de X
dégénere en F; : c’est le théoréeme de dégénérescence de Hodge ([De] 9.9). Notons

la filtration aboutissement de la suite spectrale de Hodge (filtration de Hodge);
par la dégénérescence, on a donc un isomorphisme canonique

(0.4) EYY = HI(X,Q%) ~ E?Y = FP/FPTL,
Posons
HP? = FP O F7,

ot la barre désigne la conjugaison complexe sur Hp}p (X), définie au moyen de (0.1)
et de I'isomorphisme H"(X,C) ~ H"(X,R) ® C ; on a donc

HPY =H""
La théorie de Hodge fournit en outre les résultats suivants ([De] 9.10) :

(a) 'homomorphisme composé
HP? — FPHBN(X) —» FP/FPT

est un isomorphisme (i.e. HP ¢ est un supplémentaire de FP*! dans FP); d’ol, par
composition avec (0.4), un isomorphisme

(0.5) HP9 ~ HI(X, Q%) ;
(b) on a, pour tout n,

(0.6) Hpp(X)= € H"Y,

ptg=n

(décomposition de Hodge). Ces résultats s’appliquent notamment a la variété
analytique complexe X associée a un schéma projectif lisse X sur C. A la différence
de (a) et (b), qui sont de nature transcendante, faisant intervenir de maniere
essentielle la conjugaison complexe, la dégénérescence de Hodge peut, dans ce
cas, se formuler de maniere purement algébrique. Le complexe de De Rham de
X est en effet le complexe de faisceaux analytiques associé au complexe de De
Rham algébrique 2% de X sur C (un complexe de faisceaux pour la topologie de
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Zariski, dont les composantes sont des faisceaux cohérents localement libres). Le
morphisme canonique (d’espaces annelés) X — X induit des homomorphismes
sur les cohomologies de Hodge et de De Rham

HI(X, Q%) — HI(X,QF%),
Hpgr(X) — Hpr(X),

ou Hjg (X) = H™(X, Q%). On dispose en fait d’une suite spectrale de Hodge vers
De Rham algébrique

(0.9) EYY = HY(X,0%) = HAE(X),

et d'un morphisme de (0.9) dans (0.2) induisant (0.7) et (0.8) respectivement sur
les termes initiaux et 'aboutissement. Par le théoreme de comparaison de Serre
[GAGA], (0.7) est un isomorphisme. Il en est donc de méme de (0.8). Par suite, la
dégénérescence en E; de (0.2) équivaut a celle de (0.9), en d’autres termes, si 'on
pose

WPU(X) = dim HY(X,Q%),  h™(X) = dim HRg (X),

le théoreme de dégénérescence de Hodge pour X s’exprime par les relations
(purement algébriques)

(0.10) hN(X) = ) hPYUX).

ptq=n

Plus généralement, si X est un schéma propre et lisse sur un corps k, on peut
considérer le complexe de De Rham Q% Ik de X sur k, et I'on dispose encore d’une
suite spectrale de Hodge vers De Rham

(0.11) EYY = HI(X, 0% ) = HpR"(X/k)

(ot Hpg (X/k) = H"(X, Q%)) formée de k-espaces vectoriels de dimension finie.
Si k est de caractéristique nulle, le théoreme de dégénérescence de Hodge entraine
la dégénérescence de (0.11) en E; : des techniques standard (cf. n°6) permettent
en effet de se ramener d’abord a k = C, puis a 'aide du lemme de Chow et de
la résolution des singularités on réduit le cas propre au cas projectif ([D0]). On a
longtemps cherché une démonstration purement algébrique de la dégénérescence
de (0.11) en E; pour k de caractéristique nulle. Faltings [Fal] fut le premier a en

donner une preuve indépendante de la théorie de Hodge!. Une simplification de

! Les démonstrations des théorémes de comparaison p-adiques dans [Fal] et [Fa2] ont une
lacune concernant le lemme de presque pureté, que Faltings a comblée dans [Fa3]. Voir [Fo] pour
une mise a jour, utilisant la théorie de P. Scholze des espaces perfectoides. Noter aussi que la
preuve de la dégénérescence de (0.11) qui en résulte nest pas entierement algébrique, car elle
utilise le théoréme dArtin-Grothendieck de comparaison entre cohomologie étale et cohomologie
de Betti pour les variétés propres et lisses sur C.
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techniques cristallines dues a Ogus [Ogl], Fontaine-Messing [F-M] et Kato [Kal]
conduisit, peu de temps apres, a la démonstration élémentaire présentée dans
[D-I]. Nous renvoyons & l'introduction de [D-I] et & [O] pour un apergu de ses
grandes lignes. Indiquons seulement que la dégénérescence de (0.11) (pour k de car-
actéristique nulle) se prouve par réduction au cas ou k est de caractéristique > 0,
ou, pourtant, il peut arriver que la dégénérescence soit en défaut ! Celle-ci vaut
cependant moyennant certaines hypotheses supplémentaires sur X (majoration de
la dimension, relevabilité), qui suffisent (voir 5.6 pour un énoncé précis). Nous
expliquons au n° 6 la technique bien connue permettant de remonter de la car-
actéristique > 0 a la caractéristique nulle. Le théoreme de dégénérescence en
caractéristique > 0 auquel nous venons de faire allusion résulte lui-méme d’un
théoreme de décomposition (5.1), reposant sur des propriétés classiques du cal-
cul différentiel en caractéristique > 0 (endomorphisme de Frobenius et isomor-
phisme de Cartier), que nous rappelons au n° 3, apreés avoir résumé, aux n°1 et
2, le formalisme des différentielles et de la lissité sur les schémas. Le théoreme de
décomposition précédent fournit en méme temps une démonstration algébrique du
théoreme d’annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano pour les variétés projectives
lisses sur un corps de caractéristique nulle (6.10 et [De] 11.7). Les deux derniers
numéros sont de nature plus technique : nous esquissons 1’évolution du sujet depuis
la parution de [D-I], et, en appendice, donnons quelques compléments relatifs &
des résultats de Mehta-Srinivas [Me-Sr| et Nakkajima [Na].

1. Schémas : différentielles, complexe de De Rham

Nous rappelons ici les définitions et propriétés de base du calcul différentiel
sur les schémas. Le lecteur trouvera un exposé complet dans (EGA IV 16.1-16.6) ;
voir aussi [B-L-R] 2.1 et [H2] II 8 pour une introduction.

1.1. On dit qu’un morphisme de schémas ¢ : Ty — T est un épaississement
d’ordre 1 (ou, par abus, que T est un épaississement d’ordre 1 de Tj) si i est une
immersion fermée définie par un idéal de Op de carré nul. Si T et T sont affines,
d’anneaux A et Ay, un tel morphisme correspond a un homomorphisme surjectif
A — Ag dont le noyau est un idéal de carré nul. Les schémas T et T, ont méme
espace sous-jacent, et I'idéal a de i, annulé par a, est un Op, ( = Op/a)-module
quasi-cohérent.

Soit j : X — Z une immersion, d’idéal I (par définition, j est un isomor-
phisme de X sur un sous-schéma fermé j(X) d’un plus grand ouvert U de Z, et [
est le faisceau quasi-cohérent d’idéaux de U définissant j(X) dans U, (EGA I 4.1,
4.2)). Soit Z; le sous-schéma? de Z, de méme espace sous-jacent que X, défini par
I'idéal I2. Alors j se factorise (de maniere unique) en

X gz Mz

2 . . . . ,
On se permettra ’abus de confondre “immersion” (resp. “immersion fermée”) et “sous-
schéma” (resp. “sous-schéma fermé”); cela revient ici & négliger 'isomorphisme de X sur j(X).
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olt hy est une immersion, et j; est un épaississement d’ordre 1, d’idéal I/I? ; on
dit que (ji1, h1), ou plus simplement Z; , est le premier voisinage infinitésimal de j
(ou de X dans Z). L’idéal I/I? (qui est un Ox-module quasi-cohérent) s’appelle
le faisceau conormal de j (ou de X dans Z). On le note Nx .

1.2. Soit f: X — Y un morphisme de schémas. Soit A : X — 7 := X Xy X
le morphisme diagonal. C’est une immersion (fermée si et seulement si X est
séparé sur Y) (EGA I 5.3). Le faisceau conormal de A s’appelle faisceau des
1-différentielles de Kéhler de f (ou de X sur Y) et se note Q% /y > on écrit parfois

Q}(/A au lieu de Qk/y si Y est affine d’anneau A. C’est donc un O x-module
quasi-cohérent, défini par

(1.2.1) Oy = 1/17,

ot I est lidéal de A. Soit X 24 7y — Z le premier voisinage infinitésimal

de A. Les deux projections de Z = X Xy X sur X induisent, par composition
avec 41 — /Z, deux Y-morphismes pi,ps : Z; — X, qui rétractent A;. Le
faisceau d’anneaux du schéma Z7, qui a méme espace sous-jacent que X, s’appelle
faisceau des parties principales d’ordre 1 de X sur Y, et se note ﬂ’ﬁ( Iy On a par
construction une suite exacte de faisceaux abéliens

(1.2.2) 0— Qk/y — Px/y — Ox —0,

scindée par chacun des homomorphismes d’anneaux ji,js : Ox — ﬂ)ﬁ( /Y déduits
de p1, po. La différence jo — j; est un homomorphisme de faisceaux abéliens de O x
dans Q% RE qu’on appelle différentielle, et qu’on note

(1.2.3) dxyy (oud): Ox — Qx )y

Si M est un Ox-module, on appelle Y-dérivation de Ox dans M tout homo-
morphisme de faisceaux de f~!(Oy)-modules D : Ox — M (ou f~! désigne le
foncteur image inverse pour les faisceaux abéliens) tel que

D(ab) = aDb+ bDa

pour toutes sections locales a, b de Ox. On note Dery (Ox, M) Iensemble des
Y -dérivations de Ox dans M, qui est de maniere naturelle un groupe abélien. La
différentielle dx/y est une Y-dérivation de Ox dans Qﬁ( /v On montre qu’elle est
universelle, dans le sens que pour toute Y-dérivation D de Ox dans un O x-module
M (non nécessairement quasi-cohérent), il existe un unique homomorphisme de
Ox-modules w : Qﬁ(/y — M tel que uodx/y = D, i.e. 'homomorphisme

(1.2.4) Hom(Qﬁ(/Y,M) — Dery (Ox, M), ur——uodx/y
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est un isomorphisme. Le faisceau Hom(Qﬁ( /v Ox) s’appelle faisceau tangent de f
(ou de X sur Y), et se note

(1.2.5) Tx/y

(ou parfois ©x/y). Pour tout ouvert U de X, (1.2.4) donne un isomorphisme
I'(U,Tx;y) ~ Dery(Oy,Oy). Rappelons qu’on appelle Y-point de X un Y-
morphisme T' — X. Par définition, X xy X “parametre” I’ensemble des couples
de Y-points de X (i.e. représente le foncteur correspondant sur la catégorie des
Y-schémas). La signification géométrique du premier voisinage infinitésimal 7
de la diagonale de X sur Y est qu’il parameétre les couples de Y -points de X
voisins d’ordre 1 (i.e. congrus modulo un idéal de carré nul) : plus précisément,
si1: Ty — T est un épaississement d’ordre 1, d’idéal a, ou 71" est un Y-schéma,
et si t1,to : T — X sont deux Y-points de X qui coincident modulo a (i.e.
tels que t1i = toi = to : Ty — X), alors il existe un unique Y-morphisme
h:T — Zy tel que pth = t; et poh = to; de plus, si t], t5 : Ox — t0.Op 3
sont les homomorphismes de faisceaux d’anneaux associés a ti et to, t5 — t7 est
une Y-dérivation de Ox a valeurs dans #g.a, telle que

(1.2.6) (t5 — t5)(s) = h*(ds)

pour toute section locale s de Ox, ou h* : Qﬁ(/y — tpa est ’homomophisme
de Ox-modules induit par h (sur les faisceaux conormaux correspondants, de X
dans Z; et Ty dans T'). Si f est un morphisme de schémas affines, correspondant
a un homomorphisme d’anneaux A — B, alors Z = Spec B®4 B, A correspond
a I’homomorphisme d’anneaux envoyant by ® by sur bibe, de noyau J = I'(Z, I).
On a I'(X, Py ,y) = (B®a B)/J?, et 'on pose

(1.2.7) T(X, % /y) = Qg4

Le B-module Q}B =4/ J?, dont le faisceau quasi-cohérent associé est Q%/Y,

s’appelle module des 1-différentielles de Kahler de B sur A. L’application
dp/a = I'(X,dx/y) : B — QE/A est une A-dérivation, vérifiant une propriété
universelle qu’on laisse au lecteur le soin de formuler. Les homomorphismes
J1,72 1 B — (B®4B)/J? de 1.1 sont donnés par j1b = classe de b®1, job = classe
de 1 ®b. Comme J est engendré parles 1 ®b—-b® 1, Q}B/A est engendré, comme
B-module, par I'image de d. Il en résulte que si f est un morphisme de schémas
quelconques, Qﬁ( /vy est engendré, comme O x-module, par 'image de d.

1.3. Tout carré commutatif

x Jix
(1.3.1) 'l Lf
v Iy

3 rappelons que T' et T ont méme espace sous-jacent
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définit de fagon naturelle un homomorphisme de O x/-modules
(1.3.2) 9" Uy — Uxryyrs
dit canonique, envoyant 1 ® g~ (dx/ys) sur dx/ vy (1 ® g~*(s)) (si E est un Ox-
module, par définition ¢*E = Ox/ ®,-1(0x) 9~ *(E)). Cest un isomorphisme

si le carré (1.3.1) est cartésien, i.e. si le morphisme X’ — Y’ xy X est un
isomorphisme. En outre, dans ce cas, ’lhomomorphisme canonique

(1.3.3) Qv y © 9" )y — Uy )y
est un isomorphisme.

1.4. Soient

x Loy 9,5

des morphismes de schémas. Alors la suite d’homorphismes canoniques

(1.4.1) FQy s — Qx5 — QUx )y — 0
est exacte.
1.5. Soit _
X Y7
fl Vo
Y

un triangle commutatif, ou ¢ est une immersion, d’idéal I. La différentielle dz,y
induit un homomorphisme d : Nx,7 — i*le/Y, et la suite

(1.5.1) Nxsz — i*Qyy — Qx)y — 0

est exacte.

1.6. Soit X = A} =Y|[Ty, ... ,T,] lespace affine de dimension n sur Y. Le Ox-
module Qﬁ(/y est libre, de base les dT; (1 < i < n). SiY est affine, d’anneau A, et
sise ATy, ..., T,],ds = > (0s/0T;)dT;, ou les 0s/OT; sont les dérivées partielles
usuelles.

Les propriétés 1.3 a 1.6, dont la vérification est du reste triviale, sont fonda-
mentales. C’est grace a elles qu’on peut “calculer” les modules de différentielles.
Pour plus de détails, voir les références indiquées supra.

1.7. Soit f: X — Y un morphisme de schémas. Pour ¢ € N, on note

Qé{/y = AiQE{/Y
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o . 40 1 - 0o _
la i-ieme puissance extérieure du O x-module €2y (on convient que Q% sy =0 X)-
i+1

On montre qu’il existe une unique famille d’applications d : Qg( y QY Iy

vérifiant les conditions suivantes :

(a) d est une Y-anti-dérivation de l’algébre extérieure P Qé{/% i.e. dest f71(Oy)-
linéaire et d(ab) = da ANb+ (—1)"a A db pour a homogene de degré 1,

(b) d* =0,
(c) da = dx;y(a) pour a de degré zéro.

Le complexe correspondant se nomme complexe de De Rham de X sur Y et se
note

1.7.1) Yy

(
(ou Q% /A si Y est affine d’anneau A). I1 dépend fonctoriellement de f : un carré
(

1.3.1) donne un homomorphisme de complexes (qui est aussi un homomorphisme
d’algebres)

(1.7.2) %)y — 0:Qxr/y.

Prendre garde cependant que, s’il est vrai que, pour chaque ¢, ’homomorphisme
Q}/Y — g*Q},/Y, est adjoint d’'un homomorphisme g*Qg(/Y — Q},/Y,, on ne
peut en général définir un complexe g* QS Iy dont la différentielle soit une Y’-anti-
dérivation compatible a celle de Q% Sy

2. Lissité et reléevements

Il y a bien des fagons d’exposer la théorie des morphismes lisses. Nous suivons
(ou plutot, résumons) ici la présentation des EGA, ou la lissité est définie par
I'existence locale de relevements infinitésimaux (EGA IV 17). Outre son élégance,
cette définition a ’avantage de se transposer a d’autres contextes, par exemple
celui de la géométrie logarithmique (cf. [I6]). D’autres points de vue sont adoptés
dans (SGA 1 IT et III), ou 'accent est mis sur la notion de morphisme étale, et
[B-L-R] 2.2, ot ¢’est le critere jacobien (cf. 2.8) qui est pris comme point de départ.

2.1. Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On dit que f est localement
de type fini (resp. localement de présentation finie) si, pour tout point x de X,
il existe un voisinage ouvert affine U de = et un voisinage ouvert affine V' de
y = f(x) tels que f(U) C V et que 'homomorphisme d’anneaux A — B associé
a U — V fasse de B une A-algebre de type fini (i.e. quotient d’une algebre de
polynémes Aftq, ... ,t,]) (resp. de présentation finie (i.e. quotient d’une algebre de
polynémes Altq, ... ,t,] par un idéal de type fini)). Si Y est localement noethérien,
“localement de type fini” équivaut a “localement de présentation finie”, et s’il en
est ainsi, X est alors localement noethérien.

Si f: X — Y est localement de type fini (resp. de présentation finie), le
O x-module O /y est de type fini (resp. de présentation finie).
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2.2. Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On dit que f est lisse (resp.
net (ou non ramifié), resp. étale) si f est localement de présentation finie et si la
condition suivante est vérifiée :

Pour tout diagramme commutatif

X
(2.2.1) M lf

Ty 25T —Y

ou i est un épaississement d’ordre 1 (1.1), il existe, localement pour la topologie de
Zariski sur T, un (resp. au plus un, resp. un unique) Y-morphisme g : T' — X tel
que gi = gg. Il résulte aussitot de la définition que le composé de deux morphismes
lisses (resp. nets, resp. étales) est lisse (resp. net, resp. étale), et quesi f: X — Y
est lisse (resp. net, resp. étale), il en est de méme du morphisme f’: X' — Y’
déduit par un changement de base Y/ — Y. Sipouri=1,2, f; : X; — Y est
lisse (resp. net, resp. étale), le produit fibré f = fi; Xy fo : X1 Xy Xo — Y est
donc lisse (resp. net, resp. étale). Il est immédiat d’autre part que la projection
de la droite affine Al = Y[t] — Y est lisse, et il en est donc de méme de la
projection de l’espace affine Ay — Y.

Remarques 2.3. (a) A cause de l'unicité, qui permet un recollement, on peut,
dans la définition d’étale omettre localement pour la topologie de Zariski. Par
contre, on ne peut le faire dans la définition de lisse : il existe une obstruction
cohomologique, qu’on précisera plus loin, a I'existence d’un prolongement global g
de gg.

(b) Si n est un entier > 1, on dit qu'un morphisme de schémas i : Ty — T est
un épaississement d’ordre n si i est une immersion fermée définie par un idéal I
tel que It = 0. Si Tj,, désigne le sous-schéma fermé de T défini par I™*!, i se
factorise en une suite d’épaississements d’ordre 1 :

o — Ty — - — Ty — Ty — - — 1.

Dans la définition 2.2, on peut donc remplacer épaississement d’ordre 1 par épais-
sissement d’ordre n.

La proposition suivante résume les propriétés différentielles essentielles des
morphismes lisses (resp. nets, resp. étales).

Proposition 2.4. (a) si f : X — Y est lisse (resp. net), le O x-module Qﬁ(/y est
localement libre de type fini (resp. nul).

(b) Dans la situation de 1.4, si f est lisse, la suite (1.4.1) prolongée par un zéro a
gauche

(2.4.1) 0— f*Qy 5 — Qxjs — Vx)y — 0
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est exacte et localement scindée. En particulier, si f est étale, I’lhomomor-
phisme canonique f*Q%,/S — Q%{/S est un isomorphisme.

(¢) Dans la situation de 1.5, si f est lisse, la suite (1.5.1) prolongée par un zéro a
gauche

(2.4.2) 0 — Nxjz — i"Qy )y — Qx/y — 0

est exacte et localement scindée. En particulier, si f est étale, I’lhomomor-
phisme canonique Ny, 7 — Z*le /y est un isomorphisme.

2.5. La vérification de 2.4 n’est pas difficile (EGA IV 17.2.3), mais malheureuse-
ment quelque peu éparpillée dans (EGA Oy 20). En voici une esquisse.

L’ingrédient clé est le suivant. Si f : X — Y est un morphisme de schémas
et I un Ox-module quasi-cohérent, on appelle Y-extension de X par I un Y-
morphisme 7 : X — X’ qui est un épaississement d’ordre 1 d’idéal I. Deux
Y-extensions 71 : X — X7 et io : X — X5 de X par [ sont dites équivalentes
s’il existe un Y-isomorphisme g de X; sur Xs tel que gi; = i2 et que g induise
I’identité sur I. Une construction analogue a celle de la “somme de Baer” pour les
extensions de modules sur un anneau munit ’ensemble

Exty (X, 1)

des classes d’équivalence de Y-extensions de X par I d’une structure de groupe
abélien, d’élément neutre l'extension triviale définie par l’algebre des nombres
duaux Ox @ 1.

L’assertion (c) découle immédiatement de la définition : la lissité de f implique
en effet que le premier voisinage infinitésimal ¢; de i se rétracte localement sur X,
et le choix d’une rétraction r permet de scinder (2.4.2) (par la dérivation associée
aldy, —i;or, cf. (1.2.6)).

Supposons f lisse. Si I est un Ox-module quasi-cohérent et i : X — Z est
une Y-extension de X par I, la suite (2.4.2) est donc une extension de O x-modules
e(i) de Qﬁ(/y par . On vérifie que i — e(i) donne un isomorphisme

(2.5.1) Exty (X, 1) = Extg (Q,y, 1)

(cf. [I1] I, chap. II, 1.1.9 : on définit un inverse de (2.5.1) en associant & une
extension M de Qﬁ( sy bar I la Y-extension Z de X définie de la maniere
suivante : identifions, grace a ji, le faisceau des parties principales iPﬁ( /Y(1.2.2)
a 'anneau des nombres duaux Ox @ Qk/y, et notons F = Ox @& M l'anneau
des nombres duaux sur M ; l'extension M fait de F une f~1(Oy)-extension de
T}(/Y par I; soit £ = F Xfp%(/y Ox le “pull-back” de F' par 'homomorphisme
J2 = j1 +dx;y : Ox — f]%(/y : E est une f~!(Oy)-extension de Ox par I,
qui définit la Y-extension 7). Comme f est lisse, toute Y-extension de X par
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I est localement triviale, et donc, grace a (2.5.1), il en résulte que le faisceau
m%‘)x (Q}(/w I) (associé au préfaisceau U — EX’C%QU (QlU/Y7 I)7)) est nul, et donc
aussi que MéU(QlU/Y,J) = 0 pour tout ouvert U de X et tout Oy-module
quasi-cohérent J. Comme Qﬁ( vy est de type fini (2.1), il s’ensuit que Qﬁ( y est
localement libre de type fini, ce qui prouve la partie de (a) relative au cas lisse (la
partie relative au cas net est immédiate : pour tout Y-schéma X,sii: X — Z
est la Y-extension triviale de X par un Ox-module quasi-cohérent I, I’ensemble
des Y-rétractions de Z sur X s’identifie a Hom(Qﬁ(/Y,I) par r — 7 — 70, Ol
ro correspond a l'injection naturelle de Ox dans Ox @ I, cf. (1.2.6)). Il résulte
notamment de (a) et (2.5.1) que, si X est un schéma affine et est lisse sur Y, on a
Exty (X, I) = 0 pour tout Ox-module quasi-cohérent . On en déduit finalement

(b), en utilisant, pour X, Y, S affines, et f quelconque, la suite exacte naturelle
(EGA 0Oy 20.2.3)

(2.5.2) 0 — Dery (Ox,I) — Derg(Ox, ) — Derg(Oy, f.l) —
2 Bxty (X, I) — Extg(X,I) — BExtg(Y, f.),

ou les fleches autres que 0 sont les fleches de fonctorialité évidentes, et 9 associe a
une S-dérivation D : Oy — f.I la Y-extension définie par I’anneau des nombres
duaux Ox @ I et 'homomorphisme a — f*a + Da de Oy dans f,(Ox @ I).

Observons que si f : X — Y est un morphisme localement de présentation
finie de schémas affines (i.e. correspondant & un homomorphisme d’anneaux
A — B faisant de B une A-algebre de présentation finie), alors, pour que f
soit lisse, il faut et il suffit que, pour tout Ox-module quasi-cohérent I, on ait
Exty (X, I) = 0 (la suffisance découle de la définition, et la nécessité a déja été
notée plus haut).

Les assertions 2.4 (b) et (c) ont des réciproques, qui fournissent des criteres

de lissité tres commodes. Leur vérification est facile a partir des considérations
précédentes.

Proposition 2.6. (a) Dans la situation de 1.4, supposons g f lisse. Alors, si la suite
(2.4.1) est exacte et localement scindée, f est lisse. Si ’homomorphisme canonique
f*Q%,/S — Qk/s est un isomorphisme, f est étale.

(b) Dans la situation de 1.5, supposons g lisse. Alors, si la suite (2.4.2) est exacte et
localement scindée, f est lisse. Si ’lhomomorphisme canonique N,z — i*Q Y
est un isomorphisme, f est étale.

2.7. Soit f : X — Y un morphisme lisse, et soit z un point de X, notons k(z)
le corps résiduel de I’anneau local Ox .. Soient sq, ..., s, des sections de Ox au
voisinage de x dont les différentielles forment une base de Qﬁ( Jy enz, i.e., au choix,

telles que les images (ds;), des ds; dans Q}( 1Y forment une base de ce module
sur Ox 5, ou telles que les images (ds;)(x) des ds; dans Qﬁ(/y ® k(z) forment une
base de cet espace vectoriel sur k(z). Comme QY y est localement libre de type
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fini, il existe un voisinage ouvert U de x tel que les s; soient définies sur U et que
les ds; forment une base de Q}( Iy U Les s; définissent alors un Y-morphisme de
U dans l'espace affine de dimension n sur Y :

S$=(81,...y80) : U — AL =YTt1, ..., tp].

D’apres 1.6 et 2.6 (a), s est étale. On dit que les s; forment un systéeme de
coordonnées locales de X sur Y au-dessus de U (ou, si U n’est pas précisé, en
x). Un morphisme lisse est donc localement composé d’un morphisme étale et de
la projection d’un espace affine standard.

2.8. Plagons-nous dans la situation de 1.5, en supposant g lisse, et soit z un point de
X.D’apres 2.4 (c) et 2.6 (b), pour que f soit lisse au voisinage de z, il faut et il suffit
qu’il existe des sections s1, ... ,s, de I au voisinage de z, engendrant I, et telles
que les (ds;)(z) soient linéairement indépendants dans v (@) = Q) 1y ® k()
(ot k(x) est le corps résiduel de Oz, qui est aussi celui de Ox ). Pour cette
raison, 2.6 (b) porte le nom de critére jacobien.

Supposons f lisse au voisinage de = (ou en z, comme on dit parfois), et
soient $1, ..., s, des sections de I engendrant I au voisinage de x. Alors, pour
que les s; définissent un systéme minimal de générateurs de I, (i.e. induisent
une base de I ® k(z) = I/myI,, ou encore forment une base de I/1? = Ny,
dans un voisinage de x), il faut et il suffit que les (ds;)(x) soient linéairement
indépendants dans le/y(a:)4. Lorsqu’il en est ainsi, si I’on complete les s; par des
sections s; (r+1 < j < r+n) de Oz au voisinage de x telles que les (ds;)(z)
(1 < i < r+n) forment une base de le/y(a:), alors les s; (1 < ¢ < r+n)
définissent un Y-morphisme étale s d’un voisinage ouvert U de x dans Z dans
I’espace affine Ag”, tel que U N X soit I'image inverse du sous-espace linéaire
d’équations t1 =---=t, =0

UnX — U

l ls

n n4+r
Ay — Ay

En géométrie algébrique, cet énoncé joue le role d’un théoréme des fonctions
implicites.

2.9. Soit k£ un corps et soit f : X — Y = Speck un morphisme. Supposons f
lisse; alors X est régulier (i.e. pour tout point x de X, I'anneau local Ox , est
régulier, i.e. son idéal maximal m, peut étre engendré par une suite réguliere de
parametres) ; de plus, si x est un point fermé, k(z) est une extension finie séparable
de k, et la dimension de Ox , est égale a la dimension dim, X de la composante

4 ou encore que la suite (s;) soit O z-réguliére en z, i.e. que le complexe de Koszul correspon-
dant soit une résolution de O x au voisinage de z (cf. (SGA 6 VII 1.4) et (EGA IV 17.12.1)).
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irréductible de X contenant z et au rang de Qﬁ( Jy €n . Inversement, si k est
parfait, et si X est régulier, f est lisse.

Plus généralement, on a le critere suivant, de vérification facile a partir de 2.7
et 2.8 :

Proposition 2.10. Soit f : X — Y un morphisme localement de présentation
finie (2.1). Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) f est lisse;
(ii) f est plat et les fibres géométriques de f sont des schémas réguliers.

(On dit que f est plat si, pour tout point z de X, Ox , est un module
plat sur Oy ¢(;). Une fibre géométrique de f est le schéma déduit d'une fibre
X, = X Xy Speck(y) de f en un point y par une extension des scalaires a une
cloture algébrique de k(y).) Si f : X — Y est lisse, et = est un point de X, I’entier

dimg (f) := dimyy) Qﬁ(/y ® k(z) =180, , Qﬁ(/y’x

s’appelle dimension relative de f en z. Par la théorie classique de la dimension
(EGA 1V 17.10.2), c’est la dimension de la composante irréductible de la fibre X ¢,
contenant z. Comme Q3 ,, est localement libre de type fini, c’est une fonction
localement constante de z. Elle est nulle si et seulement si f est étale, en d’autres
termes, f est étale si et seulement si f est localement de présentation finie, plat
et net (c’est ce critére qui est pris comme définition d’un morphisme étale dans

(SGA 11)).

Si f est lisse et purement de dimension relative r, i.e. de dimension relative
constante égale a I'entier 7, alors le complexe de De Rham Q% - (1.7.1) est nul
en degré > r, et Qg( /vy est localement libre de rang (:) ; en particulier, 2% Jy est
un O x-module inversible.

Les morphismes lisses donnent lieu a une excellente théorie de déformations
infinitésimales. Les deux propositions qui suivent la résument. Elles sont toutefois
de nature plus technique que les énoncés précédents, et comme elles ne serviront
que dans la démonstration de 5.1, nous conseillons au lecteur de ne s’y reporter
qu’a ce moment-la.

Proposition 2.11. Soit un diagramme (2.2.1), avec f lisse. Soit I I'idéal de i.

(a) II existe une obstruction

c(g0) € Ext (g5 v, 1)

dont I’annulation est nécessaire et suffisante a I'existence d’un Y -morphisme
(global) g : T — X prolongeant go (i.e. tel que gi = go).

(b) Si ¢(go) = 0, I'ensemble des prolongements g de gg est un espace affine sous

Hom(gg‘ﬂﬁ(/y,l).
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. Comme O Jy est localement libre de type fini, on a un isomorphisme cano-
nique

(2.11.1) Ext' (g5Q/y. 1) ~ H' (To, Hom(ggQ /v, 1))

(et ’Hom(gf)“Q&/Y,I) ~ goTx/y @ I, ou Tx/y est le faisceau tangent (1.2.5)).
Posons G = Hom(g§ Q}(/YJ). D’apres (1.2.6), si U est un ouvert de 7' de trace
Up sur Ty, deux prolongements de gy, & U “different” par une section de G sur
Up (et un prolongement étant donné, on peut le modifier en lui “ajoutant” une
section de G). Comme gy se prolonge localement par définition de la lissité de f,
on en conclut que le faisceau P sur Tj associant a Uy I’ensemble des prolongements
de go|Up & U est un torseur sous G. Les assertions (a) et (b) en résultent : ¢(go)
est la classe de ce torseur. Plus concretement, si (U;);cg est un recouvrement
ouvert de T" et g; un prolongement de go sur U;, alors, sur U; NUj, g; — g; est une
Y-dérivation D;; de Ox a valeurs dans go (I, nU; ), i.e. un homomorphisme de
QX/Y dans go«(I|v,nv, ), i-e. finalement une section de G sur Ui NUj, et les (gi5)

forment un cocycle, dont la classe est ¢(go).

Noter que si T' (ou ce qui revient au méme 7Ty) est affine, alors
H'(Ty, Hom(g5Qxy 1)) =0,

et par suite gy admet un prolongement global a T

Proposition 2.12. Soient i : Yy — Y un épaississement d’ordre 1 d’idéal I, et
fo : Xo — Yy un morphisme lisse.

(a) II existe une obstruction

w(fo) € Ext?*(Q X/Y,fo I)

dont 'annulation est nécessaire et suffisante a l’existence d’un relévement
lisse de X sur Y, i.e. par définition, d’'un Y -schéma lisse X muni d’un Y-
isomorphisme Yy xy X ~ X, °

(b) Si w(fy) =0, I'ensemble des c]asses d’isomorphie de relevements de Xg sur'Y
est un espace affine sous Ext'(Q} Xo/vo J01) (ot par définition, si Xy et X2 sont
des relevements de Xg, un 1somorph1sme de X, sur X5 est un Y -isomorphisme
de Xy sur X5 induisant 'identité sur Xj).

(¢c) Si X est un relevement de Xy sur Y, le groupe des automorphismes de
X (i.e. des Y-automorphismes de X induisant l'identité sur Xg) s’identifie
naturellement a Hom(Q}(O/YO, fiI).

5 . N . . .
Dans la suite, quand nous parlerons de relevement d’un Yp-schéma lisse, il sera sous-entendu,
sauf mention du contraire, qu’il s’agit d’un relévement lisse.
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Comme Qﬁ(o /v, €st localement libre de type fini, on a, pour tout ¢ € Z, un
isomorphisme canonique

(2.12.1) Ext'(Qx, /vy fo 1) = H' (Xo, Hom(Qx, /v, f31))

(et Hom(Qﬁ(O/YO,f{)“I) ~ Tx,/v, ® foI). Si Xq est affine, le second membre de
(2.12.1) est nul pour ¢ > 1, et par suite il existe un relevement de Xy sur Y, et
deux tels relevements sont isomorphes.

2.13. Voici une esquisse de démonstration de 2.12. La donnée d'un relevement X
équivaut a celle d’un carré cartésien

X, 15 x

fol Lr

Yo Y,

avec f lisse. Soit J 'idéal de I’épaississement j. La platitude de f (2.10) implique
que 'homomorphisme fiI — J déduit de ce carré est un isomorphisme (il est
d’ailleurs facile de vérifier qu’inversement, si X est une Y-extension de Xy par J
telle que I’homomorphisme correspondant fjI — J soit un isomorphisme, alors X
est automatiquement un relevement de Xy). L’assertion (c) est donc cas particulier
de 2.11 (b), I'identification consistant a associer a un automorphisme u de X la
“dérivation” u—Idx. De méme, si X et X, sont deux relevements de X, 2.11 (a)
entraine que X; et X5 sont isomorphes si X est affine, et que ’ensemble des
isomorphismes de X; sur X, est alors un espace affine sous Hom(Qﬁ(0 1vor Jod ).
Les assertions (a) et (b) en découlent formellement. La vérification de (b) est
analogue a celle de 2.11 : si X et X5 sont deux relevements de Xy, la “différence”
de leurs classes d’isomorphie est la classe du torseur sous ’Hom(Qﬁ(O /Y f3I) des

isomorphismes locaux de X7 sur X5 (on peut aussi observer que les classes des
Y-extensions X; et Xy de Xy par fj/ different par une unique Yj-extension
de Xy par fiI et invoquer (2.5.1)). Enfin, indiquons rapidement la construction
de lobstruction w(fp), en supposant pour simplifier Xy séparé. Tout d’abord,
par le critere jacobien (2.8), l'existence d’un relévement global est assurée dans
le cas ou Xy et Yy sont affines, et fy associé a un homomorphisme d’anneaux
Ay — By, ou By est quotient d'une Ap-algebre de polynomes Aglty, ... ,t,]
par 'idéal engendré par une suite d’éléments (g1, ..., g,) telle que les dg; soient
linéairement indépendants en tout point z de Xy (relever arbitrairement les g;).
Comme (toujours d’apres (2.8)) fo est localement de la forme précédente, on peut
choisir un recouvrement ouvert affine U = ((U;)0)ice de Xo, et pour chaque
i, un relevement U; de (U;)p sur Y. Comme Xy a été supposé séparé, chaque
intersection (Uij)o = (U;)o N (U)o est affine, et par suite, on peut choisir un

isomorphisme de relevements w;; de U;v,,), sur Ujjw,,),- Sur une intersection
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triple (U)o = (Ui)o N (Uj)o N (Ug)o, V'automorphisme u;;;, = ul;ilujkuij de
Ui|(Uy;1)o differe de I'identité par une section

*

du faisceau ’Hom(Qﬁ(0 svor Jo ). On vérifie que (c;5x) est un 2-cocycle de U a valeurs
dans ’Hom(Qﬁ(O o) foI), que la classe de ce cocycle dans

H*(Xo, Hom(Qx, /v, o 1))

ne dépend pas des choix, et qu’elle s’annule si et seulement si 'on peut, sur un
recouvrement plus fin, modifier les u;; de maniere a ce qu’ils se recollent sur
les intersections triples, et définissent ainsi un relevement global X de Xy. C’est
I’obstruction annoncée.

Remarque 2.14. La théorie des gerbes [Gi] et celle du complexe cotangent [I1]
permettent, I'une et 'autre, de se débarrasser de I'hypothese de séparation faite
plus haut, et surtout, de donner une démonstration plus conceptuelle de 2.12.

3. Frobenius et isomorphisme de Cartier

Les références générales pour ce numéro sont (SGA 5 XV 1) pour les définitions
et propriétés de base des morphismes de Frobenius absolus et relatifs, et [K1] 7
pour l'isomorphisme de Cartier (cf. aussi [I12] 0 2 et [D-I] 1).

Dans ce numéro, p désigne un nombre premier fixé.

3.1. On dit qu'un schéma X est de caractéristique p si pOx = 0, i.e. si le
morphisme X — Spec Z se factorise (nécessairement de maniere unique) a travers
SpecF,. Si X est un schéma de caractéristique p, on appelle endomorphisme de
Frobenius absolu de X (ou, simplement endomorphisme de Frobenius, s’il n’y a
pas de confusion a craindre) 'endomorphisme de X qui est 'identité sur ’espace
sous-jacent a X et 1’élévation a la puissance p-ieme sur Ox. On le note F'x. Si
X est affine d’anneau A, F'x correspond a ’endomorphisme de Frobenius F4 de
A,a — aP. Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On a alors un carré
commutatif

X F—X> X
(3.1.1) fl Lr
Fy
Y —Y.

Notons X ®) (ou X', 8'il n’y a pas d’ambiguité) le schéma (Y, Fy') xy X déduit de X
par le changement de base Fy. Le morphisme F'x définit un unique Y-morphisme
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F=Fx;y: X —X ', donnant lieu & un diagramme commutatif

X LX’—>X

(3.1.2) N Lf

YF—Y>Y,

ol le composé supérieur est Fx et le carré est cartésien. On dit que F' est le
Frobenius relatif de X sur Y. Les morphismes de la ligne supérieure induisent
des homéomorphismes sur les espaces sous-jacents (Fy est un “homéomorphisme
universel”, i.e un homéomorphisme et le reste apres tout changement de base). Si Y’
est affine d’anneau A, et X est l'espace affine A}, = Spec B, ou B = Alty, ... ,ty],
alors X' = AL® et les morphismes F : X — X’ et X’ — X correspondent
respectivement aux homomorphismes t; — tf et at; — aPt; (a € A).

Proposition 3.2. Soient Y un schéma de caractéristique p, et f : X — Y
un morphisme lisse, purement de dimension relative n (2.10). Alors le Frobenius
relatif F' : X — X' est un morphisme fini et plat, et la Ox/-algébre F,Ox est
localement libre de rang p™. En particulier, si f est étale, F' est un isomorphisme,
i.e. le carré (3.1.1) est cartésien.

On traite d’abord le cas ou n = 0, qui demande un peu d’algebre commutative :
le point est que F est étale, car, d’apres 2.6 (a), un Y-morphisme entre Y-schémas
étales est automatiquement étale, et qu'un morphisme qui est a la fois étale et
radiciel” est une immersion ouverte ((SGA 115.1) ou (EGA IV 17.9.1)). Ensuite, le
cas ou X est 'espace affine A}, est immédiat : les monoémes [[ ¢, avec 0 < m; < p
forment une base de F,Ox sur Ox-. Le cas général s’en déduit grace a 2.7.

Remarques 3.3. (a) Comme, d’apres 2.10, Q’X Jy est localement libre sur O x de

rang (?), il résulte de 3.2 que F.Q% Jy est localement libre sur O x, de rang p" (7;)

(b) L’énoncé 3.2 relatif & n = 0 admet une réciproque : si Y est de caractéristique
p et si X est un Y-schéma tel que le Frobenius relatif F’x/y soit un isomorphisme,
alors X est étale sur Y (SGA 5 XV 1 Prop. 2). Quand Y est le spectre d’un corps,
c’est le “critere de Mac Lane”.

3.4. Soient Y un schéma de caractéristique p et f : X — Y un morphisme. Posons
d = dx;y(1.2.3). Si s est une section locale de Ox, on a d(s?) = psP~tds = 0.
Comme d(s?) = Fx(ds) = F*(1 ®ds), il s’ensuit que

6 11 nlest pas vrai en général que X et X’ soient isomorphes en tant que Y-schémas, c’est le
cas ici exceptionnellement.

7 Un morphisme g : T' — S est dit radiciel si g est injectif et, pour tout point ¢t de T', d’image
s dans S, ’extension résiduelle k(s) — k(t) est radicielle.
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(a) les homomorphismes canoniques (1.3.2) associés a (Fx, Fy) et F,
FxQk/y — Qv F*Q% )y — Q% )y

sont nuls;

(b) la différentielle du complexe F,Q% sy est Ox/-linéaire; en particulier, les
faisceaux de cycles Z¢, de bords B? et de cohomologie H* = Z¢/B* du complexe
F.Q% /y sont des O x/-modules, et le produit extérieur fait du O x/-module gradué

&P ZiF*QB(/Y (resp. @J{iF*Q;(/Y) une algebre graduée anti-commutative.
Ces faits sont a la source des miracles du calcul différentiel de caractéristique
p. Le résultat principal est le théoréme suivant, du a Cartier [C] :

Théoreme 3.5. Soient Y un schéma de caractéristique p et f : X — Y un
morphisme.

(a) II existe un unique homomorphisme de O x/-algébres graduées

vérifiant les deux conditions suivantes :
(i) pouri =0, v est donné par ’homomorphisme F* : Ox: — F,Ox ;

(ii) pour i = 1, v envoie 1 ® ds sur la classe de sP"1ds dans J{lF*Q;(/Y (ot1
1 ® ds désigne I'image de la section ds de Qﬁ(/y dans Qﬁ(,/y.

(b) Si f est lisse, v est un isomorphisme.

Dans le cas (b), v s’appelle I'isomorphisme de Cartier, et se note C~!. Son
inverse, ou le composé

Pz r.oy,, — P,y

de son inverse avec la projection de @ Z° sur @ H*, ou Z* désigne le faisceau des
cycles de F,QS% /y en degré i, se note C' : c’est ce dernier homomorphisme qui a
été initialement défini par Cartier, et qu’on appelle parfois I'opération de Cartier.
La présentation adoptée dans 3.5 est due & Grothendieck (notes manuscrites), et
détaillée dans [K1] 7.

Quand Y est un schéma parfait, i.e. tel que Fy soit un automorphisme, par
exemple si Y est le spectre d’un corps parfait, I’'un des cas les plus importants pour
les applications, alors si f est lisse, C~! donne par composition avec I’isomorphisme

EB Qé{/y — @(FY)X *Qé(’/Y

(ou (Fy)x : X’ — X est I'isomorphisme déduit de Fy par changement de base)
un isomorphisme

Co : P )y — PHFx.Q%)y
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qu’on appelle isomorphisme de Cartier absolu.

Corollaire 3.6. Soient Y un schéma de caractéristique p et f : X — Y
un morphisme lisse. Alors, pour tout i, les faisceaux de O x:-modules F*Qé(/y,

ZiF*QS(/Y, BiF*QS(/Y, inF*QS(/Y sont localement libres de type fini (ot 7' resp.

B désigne le faisceau de cycles resp. bords en degré i).

Compte tenu de 3.3 (a) et de 'exactitude de Fi, il suffit d’appliquer 3.5 (b),
en procédant par récurrence descendante sur 1.

Indiquons rapidement la démonstration de 3.5, d’apres [K1] 7. Pour (a), il
revient au méme, compte tenu de (1.3.2), de construire le composé de vy avec
I’homomorphisme € Qé(/y — P(Fy)x *Qé(,/y, i.e. un homomorphisme de O x-
algebres graduées

Yabs + D Uy — DI Fx . %y
vérifiant les conditions analogues a (i) et (ii), i.e. donné en degré zéro par

F%, et en degré 1 envoyant ds sur la classe de sP~'ds. Or l'application de
Ox dans HlFX*QE( Iy envoyant une section locale s de Ox sur la classe

de sP7lds est une Y-dérivation (cela résulte de lidentité p~'((X + Y)P —
XP = YP) = >hich pr(®)XPTY" dans Z[X,Y]). Par (1.2.4), elle définit
’homomorphisme (Vabs)! désiré. Comme ’algebre extérieure @ % Jy est stricte-
ment anti-commutative (“strictement” voulant dire que les éléments de degré im-
pair sont de carré nul), il en est de méme de son sous-quotient @ H*Fx 0% v et
par suite il existe un unique homomorphisme d’algebres graduées v,1,s prolongeant
les homomorphismes (Vaps)? = F et (7aps)'. Pour (b), on peut supposer, d’apres
2.7, que f se factorise en

X Lar My,

ou h est la projection canonique et g est étale. Le carré (3.1.1) relatif a g étant
cartésien d’apres 3.2, il en est de méme du carré analogue avec les Frobenius relatifs
ayY

x 5 x
(3.6.1) gl lg'
z L7
ou l'on a posé A} = Z pour abréger. D’apres 2.4 (b), I'homomorphisme

g*QiZ/Y — Q&/Y est un isomorphisme. Le carré (3.6.1) étant cartésien et F'
fini, il fournit un isomorphisme de complexes de O x/-modules

Comme ¢’ est étale, donc plat, ’homomorphisme

(3.6.3) 9 H QY )y — HROY )y
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déduit de (3.6.2) est un isomorphisme. Comme d’autre part g'*Q7, ,, — Q. y
est un isomorphisme (g’ étant étale), il s’ensuit (par fonctorialité de «) qu’il suffit
de prouver (b) pour Z. Par des arguments analogues (extension des scalaires et
Kiinneth) on se ramene facilement & Y = SpecF, et n = 1, i.e. Z = SpecF,[t].
Alors Z' = Z, les monoémes 1,t, ... ,tP~! forment une base de F,Oz sur Oy, et
comme la différentielle d : F,07 — F.QL = (F.0z)dt envoie t* sur it~ ldt,
on constate que j{OF*Q.z/Fp (resp. leF*Q°Z/]Fp) est libre sur Oz de base 1 (resp.
tP=1dt), et donc que 7 est un isomorphisme.

3.7. Il existe un lien étroit entre isomorphisme de Cartier et relevements de Frobe-
nius. Il était connu de Cartier, et lui a servi de motivation pour sa construction.
C’est lui qui est a l'origine des théoremes de décomposition et de dégénérescence
de [D-I], voir n° 5. Voici en quoi il consiste.

Soient i : Ty — T un épaississement d’ordre 1 et gg : S — T un morphisme
plat. Par relevement du Ty-schéma Sy sur T on entend un T-schéma plat S muni
d’un Tp-isomorphisme Ty x7 S =~ Sy, i.e. un carré cartésien

Sy 25 8

gol lg

To ~T

avec g plat. Si I (resp. J) est 'idéal de I’ épaississement i (resp. j), la platitude de
¢ implique que I'homomorphisme canonique gjI — J est un isomorphisme (cf.
2.13).

Prenons pour 4 l'épaississement SpeclF, — Spec 7/p*7Z, d’idéal engendré
par p. Soit Yy un schéma de caractéristique p, et soit ¥ un relevement de Y
sur Z/p?Z. 1’idéal de Yy dans Y est donc pOy, et la platitude de Y sur Z/p?Z
entraine que la multiplication par p induit un isomorphisme

(371) p: Oyo L> pOY.

Soit maintenant fy : Xo — Y un morphisme lisse de [F-schémas. Notons
FO : XO — X(/)

le Frobenius de Xy relatif a Y. Supposons donné un relevement (lisse) X (resp.
X') de Xg (resp. X)) sur Y et un Y-morphisme F : X — X' relevant Fyp, i.e. tel
que le carré

XO — X

Fo| |F
X, — X'
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commute. (On a vu qu’il existe des obstructions a l’existence de X, X', et F, cf.
2.11 et 2.12, et que ces objets, quand ils existent, ne sont pas uniques; nous y
reviendrons plus loin.)

Proposition 3.8. Soient fy: Xg — Yy et F : X — X’ donnés comme en 3.7.
Alors :

(a) la multiplication par p induit un isomorphisme

p: Qﬁ(o/yo =5 pQﬁ(/Y ;

(b) I'image de I’homomorphisme canonique

est contenue dans pF*Qk/y ;

(c) Notons
or Qv — Foll v,

I’homomorphisme “déduit de F* par division par p”, i.e. I'unique homomor-
phisme rendant commutatif le carré

F*

| Tp

1 1 .
Q 0/ Yo - FO*QXO/YO )

alors I'image de ¢f est contenue dans le noyau de la différentielle du complexe
de De Rham, i.e. dans le faisceau de cycles ZlFo*QS(O/YO, et le composé de
@ avec la projection sur H' Fy 0%, /v, €st I’isomorphisme de Cartier C~ en

degré 1 (cf. 3.5).

L’assertion (a) est triviale, (b) découle de 3.4 (a), et (c) est immédiat a partir
de (a), (b) et la caractérisation de 'isomorphisme de Cartier : en effet, si a est une
section locale de Ox, de réduction ay modulo p, et a’ releve dans Ox/ I'image aj
de ag dans OX(/), on a

F*a' = aP + pb

pour une section locale b de O x (car la réduction modulo p de F*a’ est Fiaf, = ab),
et par suite
F*(da') = pa?~*da + pdb,

d’ou

(3.8.1) or(day) = ab ™" dag + dby,
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dont (c) résulte aussitot.

3.9. Supposons — c’est, en pratique, I'un des cas les plus importants — que Yj
soit le spectre d'un corps parfait k de caractéristique p. Alors le spectre Y de
'anneau Wa (k) des vecteurs de Witt de longueur 2 sur k releve Yy sur Z/p?Z (c’est
d’ailleurs, a isomorphisme pres, l'unique relevement (plat) de Yy). Rappelons que
W5 (k) est ’ensemble des suites (aj,as) d’éléments de k, muni de I’addition et de
la multiplication données par

(a1,a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, S2(a,b)),

(al, CLQ)(bl, bg) = (albl, PQ(CL, b)),

SQ(CL, b) = Qa3 + bg +p_1(a}f + b}f — (a1 + bl)p),
Ps(a,b) = blas + baal.

L’homomorphisme Wy (k) — k est donné par (aq,az) — ay. Si k = ), alors
Wo (k) ~ Z/p*Z, I'isomorphisme étant donné par (ai, as) — 7(a1) + p7(az), ot
T désigne la section multiplicative de Z/p*Z — F,. (Pour un exposé d’ensemble
de la théorie des vecteurs de Witt, voir [S] II 6, [D-G] V.)

Dans ce cas, si X est un Yp-schéma lisse (i.e. un k-schéma lisse), comme le
Frobenius absolu de Yy est un automorphisme, relever Xy sur Y = Spec Wy (k)
équivaut a relever X|, et, d’apres 2.12, 'obstruction a l'existence d'un tel
relévement se trouve dans Ext*(Q , Ox,) ~ H?(Xo, Tx,) . Si cette obstruction
est nulle, on peut choisir un relevement X’ de X/ et un relevement X de Xy, et
alors I’obstruction & un reléevement F : X — X’ du Frobenius relatif Iy se trouve
dans Ext' (F§QL.,,0x,) ~ Ext' (Q%,, Fo«Ox,) (2.11)°. En tout cas, ces deux ob-
structions sont Il(l)lﬂeS localement, et(:] méme des que X est affine. Le choix d'un
relevement F' fournit alors, d’apres 3.8, une description relativement explicite de
Iisomorphisme de Cartier en degré 1 (et donc en tout degré, par multiplicativité).

4. Catégories dérivées et suites spectrales

Il existe plusieurs textes de référence sur ce sujet, de divers niveaux. Le lecteur
qui souhaiterait se mettre rapidement au courant pourra consulter [I3], qui peut

8 On omet ici, pour abréger, /Yy de la notation des différentielles.

9 On peut montrer ([Me-Sr] Appendix) que l’obstruction & un choix de (X, X’, F) tel que
X’ soit I'image inverse de X par l’automorphisme de Frobenius de Wa(k) se trouve dans
Extl(Qi%,BlF*QB(O); plus précisément, un tel triplet (X, X', F) existe si et seulement si la
classe de ’extension

B'F.O% Z1R.0% 5l 0
0— «Qx, — Q. — X/ —
(cas particulier ¢ = 1 de 'isomorphisme de Cartier 3.5) est nulle. Voir [Sr] pour une application
a une autre démonstration du théoréme principal de [D-I].



4. Catégories dérivées et suites spectrales 141

servir d’introduction et contient une bibliographie étendue. Nous nous bornerons
ici a rappeler quelques points fondamentaux dont nous ferons usage au numéro
suivant.

4.1. Soit A une catégorie abélienne (en pratique, A sera la catégorie des Ox-
modules d’un schéma X). On désigne par C(A) la catégorie des complexes de A,
a différentielle de degré 1. On note L*® (ou L) un tel complexe

NN _>L1+1_>...

On dit que L est a degrés bornés inférieurement (resp. supérieurement, resp. a
degrés bornés) si L' = 0 pour i assez petit (resp. assez grand, resp. hors d’un
intervalle borné de Z). On note Z'L = Kerd : L' — L**! B'L =Imd: L'"1 —
L, H'L = Z'L/B'L respectivement les objets de cycles, bords et cohomologie en
degré i. Si A est la catégorie des O x-modules, on écrit C(X) au lieu de C(A), et
souvent H*L au lieu de H'L pour un objet de C(X) (afin d’indiquer qu’il s’agit
du faisceau de cohomologie en degré ¢, et non du groupe de cohomologie global
HY(X,L)).

Pour n € Z, le tronqué naif LS™ (resp. L?™) d’un complexe L est le quotient
(resp. le sous-complexe) de L qui coincide avec L en degré < n (resp. > n) et
est a composantes nulles ailleurs. Le tronqué canonique 1<, L (resp. 7>,L) est le
sous-complexe (resp. quotient) de L de composantes L° pour i < n, Z'L pour
i =mn et 0 pour i > n (resp. L' pour i > n, L*/B'L pour i = n et 0 pour i < n).
On pose 7, L = 7<;,,—1 L. L’inclusion 7¢,, L — L induit un isomorphisme sur H?
pour i < n. La projection L — 7, L induit un isomorphisme sur H® pour i > n.
Pour n € Z, le translaté L[n] d’'un complexe L est le complexe de composantes
Lln]" = L™ et de différentielle dp,) = (=1)"dr. Un complexe L est dit concentré
en degré r (resp. dans lintervalle [a,b]) si L' = 0 pour i # r (resp. i ¢ [a,b]). Un
objet E de A est souvent considéré comme complexe concentré en degré zéro. Le
complexe E[—n]| est alors concentré en degré n, de composante E en ce degré.

Un homomorphisme de complexes u : L — M est appelé un quasi-
isomorphisme si H'u est un isomorphisme pour tout 7. On dit qu’'un complexe
K est acyclique si H*K = 0 pour tout .

Siw: L — M est un homomorphisme de complexes, le cone N = C(u)
de u est le complexe défini par N* = LTl @ M? de différentielle d(x,y) =
(=dpz,ux + dpy). Pour que u soit un quasi-isomorphisme, il faut et il suffit que
C'(u) soit acyclique.

4.2. Désignons par K(A) la catégorie des complexes de A a homotopie pres,
i.e. la catégorie ayant mémes objets que C(A) mais dont I'ensemble des fleches
de L dans M est ’ensemble des classes d’homotopie de morphismes de L dans
M. La catégorie dérivée de A, notée D(A), est la catégorie déduite de K(A)
en inversant formellement les (classes d’homotopie de) quasi-isomorphismes : les
quasi-isomorphismes de K (A) deviennent des isomorphismes dans D(A) et D(A)
est universelle pour cette propriété. Quand A est la catégorie des O x-modules sur
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une espace annelé X, on écrit D(X) au lieu de D(A). Les catégories K (A) et D(A)
sont des catégories additives, et I’on a des foncteurs additifs canoniques

C(A) — K(A) — D(A).

La catégorie D(A) a mémes objets que C(A). Ses fleches se calculent “par
fractions” & partir de celles de K(A) : une fleche u : L — M de D(A) est
définie par un couple de fleches de C'(A) du type

L s on LM &M,

ou s et t sont des quasi-isomorphismes. Plus précisément, on montre que les
classes d’homotopie de quasi-isomorphismes de source M (resp. but L) forment
une catégorie filtrante!® (resp. 'opposé d’une catégorie filtrante) et que I'on a

Hompay(L, M) = lim Homp(a)(L,M') = lim  Hompga)(L', M)
— —
t: M — M s: L' = L

ou t (resp. s) parcourt la catégorie précédente (resp. son opposée). Si L, M sont
des complexes, on pose, pour i € Z,

Ext’(L, M) = Homp (L, M[i]) = Homp (L[], M).

Les foncteurs H' et les foncteurs de troncation canonique T<;, T>; sur C(A) se
prolongent naturellement & D(A). Par contre, il n’en est pas de méme des foncteurs
de troncation naive.

4.3. On désigne par DT (A) (resp. D~ (A), resp. D?(A)) la sous-catégorie pleine
de D(A) formée des complexes L cohomologiquement bornés inférieurement (resp.
supérieurement, resp. bornés), i.e. tels que H'L = 0 pour i assez petit (resp. assez
grand, resp. hors d’un intervalle borné). Si A possede suffisamment d’injectifs (i.e.
si tout objet de A se plonge dans un injectif), par exemple si A est la catégorie
des Ox-modules sur un schéma X, alors tout objet de DT (A) est isomorphe & un
complexe, & degrés bornés inférieurement, formé d’injectifs, et la catégorie D1 (A)
est équivalente a la sous-catégorie pleine de K(A) formée de tels complexes.

4.4. Les catégories K (A) et D(A) ne sont pas abéliennes en général, mais possedent
une structure de catégorie triangulée, au sens de Verdier [V]. Cette structure est
définie par la famille des triangles distingués. Un triangle est une suite de fleches
T=(L— M — N — L[1]) de K(A) (resp. D(A)). Un morphisme de T' dans
T"= (L — M — N’ — L'[1]) est un triplet (u: L — L', v : M — M’,

10" Une catégorie I est dite filtrante si elle vérife les conditions (a) et (b) suivantes :
(a) pour tout couple de fleches f, g : ¢ — j, il existe une fleche h : j — k telle que hf = hg,
(b) quels que soient les objets i et j, il existe un objet k et des fleches f: ¢ — k, g: 5 — k.
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w: N — N’) tel que les trois carrés formés avec u, v, w, u[l] commutent. Un
triangle est dit distingué s’il est isomorphe a un triangle de la forme

L M 50w 2 L[,

ou C(u) est le cone d’un morphisme de complexes u, et i (resp. p) désigne 'inclusion
(resp. 'opposée de la projection) évidente. Toute suite exacte courte de complexes
0 — E %+ F — G — 0 définit un triangle distingué de D(A), au moyen du

quasi-isomorphisme naturel C'(u) — G, et tout triangle distingué de D(A) est
isomorphe a un triangle distingué de ce type.

Tout triangle distingué T'= (L — M — N — L[1]) de D(A) donne
naissance a des suites exactes longues

o — H'L — H'M — H'N % gL — ..
.. — Ext'(E, L) — BExt"(E, M) — Ext"(E,N) — Ext'""Y(E, L) — - - -,
... — Ext’(N, E) — Ext'(M, E) — Ext'(L, E) — Ext'""Y(N,E) — -- -,

pour E € ob D(A). Si le triangle T' est associé a une suite exacte courte comme
expliqué ci-dessus, 'opérateur d de la premiere de ces suites est ’opérateur bord
usuel (c’est la raison de la convention de signe dans la définition de p).

4.5. Soient L un complexe de A et i € Z. Le quotient 7<;L/7<;_1L s’envoie quasi-

isomorphiquement sur H*L[—i]. On a donc un triangle distingué canonique de
D(A) ‘
Tgi_lL — TSZ'L — HZL[—’L'] — Tgi_lL[l].

On définit de méme un triangle distingué canonique
H7'L[—i+1] — 75 1L — 75, L — H"'L[—i +2].
Enfin,
Tli—1,qL = T>i17<;L = 7¢;75i-1L = (0 — L' /B 'L — Z'L — 0)
définit un triangle distingué
H'"'Ll—i+1] — 7;_14L — H'L[—i] —,
qui fournit un élément canonique
(4.5.1) ¢; € Ext*(H'L, H'7'L).

Le triplet (H*"'L, H'L, ¢;) est un invariant de L dans D(A). Il permet sa
reconstruction a isomorphisme pres si L est cohomologiquement concentré en degré
1—1 et i. On peut montrer que les ¢; réalisent universellement les différentielles d»
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des suites spectrales de foncteurs dérivés appliqués & L (cf. la thése de Verdier!!,
ou [D3]).

4.6. Soit L un objet de D°(A). On dit que L est décomposable si L est isomorphe,
dans D(A), a un complexe a différentielle nulle. Si L est décomposable, et si
uw : L' — L est un isomorphisme de D(A), avec L’ a différentielle nulle, alors
w induit des isomorphismes L'* -+ H'L, en particulier L’ est & degrés bornés et

L' =@ L'[—i] (dans C(A)) (4.1), donc

(4.6.1) L~EPHLI-i

(dans D(A)). Inversement, si L vérifie (4.6.1), L est trivialement décomposable. Si
L est décomposable, on appelle décomposition de L le choix d’un isomorphisme
(4.6.1) induisant I'identité sur H® pour tout 4. Il existe une suite finie d’obstructions
a la décomposabilité de L : les premieres sont les classes ¢; (4.5.1); si les ¢; sont
nulles, il y a des obstructions secondaires dans Ext?’(H ‘L,H*"2L), etc. D’autre
part, si L est décomposable, L admet en général plusieurs décompositions.

Au numéro suivant, on s’intéressera surtout au cas ou L est concentré en degrés
Oet1:L=(L°— L'). Dans ce cas :

(a) la classe ¢; € Ext®*(H'L, HL) est 'obstruction & la décomposabilité de L ;

(b) la donnée d’une décomposition de L équivaut a celle d’'un morphisme
H'L[-1] — L induisant l'identité sur H! ;

(c) L’ensemble des décompositions de L est un espace affine sous Ext' (H*L, H°L)
([D-1] 3.1).

4.7. Nous renvoyons par exemple a [H1], IT pour la définition des foncteurs dérivés

(}%, RHom '2, RHom, Rf., Lf*, RT dans les catégories dérivées D(X), ot X
est un schéma variable, et la description de certaines relations remarquables entre
ces foncteurs. Rappelons seulement que ces foncteurs sont, par rapport a chaque
argument, des foncteurs exacts, i.e. transforment triangles distingués en triangles
distingués, et se “calculent” de la maniere suivante :

(a)pour E€obD(X),F cobD (X), E (}Lb F ~ EQF'si F ~ F’ dans D(X), avec
F' & degrés bornés supérieurement (4.1) et & composantes plates; pour F donné,
il existe un quasi-isomorphisme F’ — F' avec F’ du type précédent, les classes
d’homotopie de tels quasi-isomorphismes forment d’ailleurs un systeme coinitial
(dans la catégorie des classes de quasi-isomorphismes de but F', cf. 4.2);

1 qui devrait paraitre prochainement dans Astérisque

12" Une erreur de signe s’est glissée dans la définition du complexe Hom® (L, M) dans [H1] p. 64 :
pour u € Hom(L%, M#+") il faut lire du = dou + (—1)"ttuod.
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(b) pour E € obD(X), F € obD"(X), si F ~ F’, avec F’ a degrés bornés
inférieurement et & composantes injectives, alors RHom(E,F) ~ Hom*(E, F’)
et RHom(FE, F) ~ Hom®(E, F’); pour F donné, il existe un quasi-isomorphisme
F — F’ avec F’ du type précédent (et les classes d’homotopie de tels quasi-
isomorphismes forment un systéme cofinal);

(¢c)pour f : X — Y et E € obDT(X), si E ~ FE’, avec E' & degrés
bornés inférieurement et a composantes flasques (par exemple, injectives), alors
Rf.E ~ f.E'" et RI'X,E) ~ TI'(X,E’); on écrit simplement H*(X,E) au
liew de H'RI(X,E); on définit plus généralement, de la méme facon, Rf, :
DY (X, f~YOy)) — DT (Y), ot D(X, f~1(Oy)) désigne la catégorie dérivée de
la catégorie des complexes de f~!(Oy)-modules (le complexe de de Rham Q5% Iy
est un tel complexe);

(d)pour f: X —Yet FeEobD (Y), Lf*F ~ f*F'si F ~ F' avec F’ & degrés
bornés supérieurement et a composantes plates.

4.8. Les suites spectrales sont peut-étre I'un des objets a la fois les plus effrayants
et les plus utiles des mathématiques. Les catégories dérivées permettent parfois de
s’en passer, mais elles restent indispensables. Il existe de nombreuses références, la
plus ancienne ([C-E], XV) restant 'une des meilleures. Dans ces notes, nous nous
intéresserons surtout a la suite spectrale dite de Hodge vers De Rham, dont nous
allons rappeler la définition.

Soit T': A — B un foncteur additif entre catégories abéliennes. Supposons
que A possede suffisamment d’injectifs. Alors T" admet un dérivé droit

RT : DY(A) — D*(B),

qui se calcule par RT(K) ~ T(K') si K — K’ est un quasi-isomorphisme
avec K’ a degrés bornés inférieurement et a composantes injectives. Les objets
de cohomologie H' o RT : DT (A) — B sont notés R‘T. Pour K € ob D(A), &
degrés bornés inférieurement, on a une suite spectrale

(4.8.1) E/ = RT(K') = R'T(K),

dite premiére suite spectrale d’hypercohomologie de T'. Elle s’obtient de la fagon
suivante : on choisit une résolution K — L de K par un bicomplexe L, telle que
chaque colonne L**® soit une résolution injective de K*; si sL désigne le complexe
simple associé, 'homomorphisme de complexes K — sL qui s’en déduit est un
quasi-isomorphisme, donc RT(K) ~ T(sL) = sT(L), RT(K") ~ T(L'®), et la
filtration de sT'(L) par le premier degré de L donne naissance a (4.8.1).

Soient k un corps et X un k-schéma. Le groupe (cf. (1.7.1) et 4.7 (¢))
(4.8.2) Hpg(X/k) = H'(X, Q%) = T(Speck, R'f.(Q% 1)

(ou f : X —> Speck est le morphisme structural) s’appelle i-iéme groupe de
cohomologie de De Rham de X /k. C’est un k-espace vectoriel. La suite spectrale
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(4.8.1) relative au foncteur I'( X, o) et au complexe Q;(/k s’appelle suite spectrale
de Hodge vers De Rham de X /k :

(4.8.3) By = H (X, QY ) = Hpp(X/k).

C’est une suite spectrale de k-espaces vectoriels. Les groupes H’(X, Qg( / i)
s’appellent groupes de cohomologie de Hodge de X sur k. Si X est propre sur k
([H2] IT 4) (par exemple, projectif sur k, i.e. sous-schéma fermé d’un espace projec-
tif P}), comme les Q% /i sont des faisceaux cohérents (2.1), le théoreme de finitude

de Serre-Grothendieck ([H2] III 5.2 dans le cas projectif, (EGA III 3) dans le cas
général) implique que les groupes de cohomologie de Hodge de X sur k sont des
k-espaces vectoriels de dimension finie. Par la suite spectrale (4.8.3), il en résulte
que les groupes de cohomologie de de Rham Hp, (X/k) sont aussi de dimension
finie sur k. De plus, pour chaque n, on a

(4.8.4) > dimyg HY (X, Q) > dimy, Hig (X /),

1+i=n

avec égalité pour tout n si et seulement si la suite spectrale de Hodge vers De
Rham de X sur k dégénere en F1, i.e. est de différentielle d,. nulle pour tout » > 1.

5. Théoremes de décomposition, de dégénérescence et
d’annulation en caractéristique p > 0
Dans ce numéro, comme au n° 3, p désigne un nombre premier fixé.

Le résultat principal est le théoréme suivant ([D-1] 2.1, 3.7) :

Théoreme 5.1. Soit S un schéma de caractéristique p. Supposons donné un
relévement (plat) T de S sur Z/p*Z (3.7). Soit X un S-schéma lisse; notons,
comme en 3.1, F' : X — X' le Frobenius relatif de X/S. Alors, si X' admet
un relevement (lisse) sur T, le complexe de O x/-modules T<pFLQ% 5 (4.1) est

décomposable dans la catégorie dérivée D(X') des Ox/-modules (4.6).
5.2. Avant d’aborder la démonstration, notons qu'une décomposition de 7,
F.Q% /s équivaut & la donnée d’une fleche de D(X "

P I F.O% s[—i] — F.OQ%)s

1<p

induisant I'identité sur H* pour tout i < p. D’apres le théoreme de Cartier (3.5),
cette donnée équivaut encore a celle d’une fleche de D(X”)

(5.2.1) o P % sl-i] — F.O%)s

1<p
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induisant C~! sur H* pour tout ¢ < p. La démonstration consiste en fait & associer
canoniquement une telle fleche ¢ & chaque relevement de X’ sur T'. Elle comprend
trois étapes.

Etape A. On commence par traiter le cas ou F' admet un relevement global.

Proposition 5.3. Sous les hypothéses de 5.1, supposons que F : X — X'’
admette un relévement global G : Z — Z', ou Z (resp. Z') reléve X (resp. X')
sur 1T'. Soit

(5.3.1) vo Pk sl — F.O%)s

I’homomorphisme de complexes, de i-iéme composante g, défini de la manicre
suivante:

oL =F*:0x — F.0x; @é:Qk,/SHF*Qk/S

est I’homomorphisme “G*/p” défini en 3.8 (c); pour i > 1, L est composé de
Al et du produit A’F*Qﬁ(/s — F*Q"X/S. Alors pg est un quasi-isomorphisme,

induisant Iisomorphisme de Cartier C~! sur H* pour tout i.
C’est immédiat.

Etape B. C’est I’étape principale. On montre que la donnée d’un relevement
7' de X’ sur T permet de définir une décomposition de T Fi0% /g, e un
homomorphisme

1 1 .

de D(X') (et non C(X’)) induisant C~! sur H!. On a besoin, pour ce faire, de
comparer les homomorphismes ¢}, de (5.3.1) associés a divers relevement de F' de
but Z'.

Lemme 5.4. A tout couple (G : Z1 — Z', Go : Zy — Z') de relévements de
F' est associé canoniquement un homomorphisme

(5.4.1) h(Gl, GQ) : Qﬁ(l/s — F,.Ox

tel que ¢, —¢g, = dh(G1,G2). Si Gy : Zs — Z' est un troisiéme relévement de
F,ona

(5.4.2) h(Gl, GQ) + h(GQ, Gg) = h(Gl, Gg)

Supposons d’abord que Z; et Z, soient isomorphes (au sens de 2.12 (b)).
Choisissons un isomorphisme u : Z; — Z,. Alors Gou et G; relevent F, i.e.

prolongent a Z; le composé X Foxre s 7', donc, d’apres 2.11 (b), different
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par un homomorphisme h, de F' *Qﬁ(, /s dans Ox, ou ce qui revient au méme, de
Qﬁ(, /s dans F,Ox. Si v est un second isomorphisme de Z; sur Zs, alors, compte

tenu de 3.4 (a), il résulte de 2.11 (b) que u et v different par un homomorphisme
“u—v” Qﬁ(/s — Ox, donc Gou et Gav different par le composé de “u — v” et
I’homomorphisme F*Q&,/S — Q%{/S’ qui est nul, donc Gou = Gyv. Donc h,, ne
dépend pas du choix de u. Comme Z; et Z5 sont localement isomorphes d’apres
2.11 (a), on en déduit un homomorphisme (5.4.1) caractérisé par la propriété
que si u est un isomorphisme de Z; sur Zy au dessus d’un ouvert U de X
(rappelons encore que Z1, Z; et X ont méme espace sous-jacent), la restriction de
h(G1,G3) a U est 'homomorphisme h,,, “différence” entre G; et Gou. La formule
&, —¢G, = dh(G1, G2) résulte de la description explicite de ¢¢, donnée en (3.8.1),
et la formule (5.4.2) est immédiate.

Fixons maintenant le relevement Z’ de X’ sur 7. D’apres 2.11 (a) et 2.12 (a),
on peut choisir un recouvrement ouvert U = (U;);c; de X de telle maniére qu’on
ait, pour chaque %, un reléevement Z; de U; sur T et un relevement G; : Z; — 7'
de Fly,. On dispose alors, pour chaque 4, de ’lhomomorphisme de complexes

fi= <Pé:i : Q%{//swi[—l] — F*Qx/swi13
de (5.3.1), et pour chaque couple (i, j), de ’homomorphisme
h” = h(Gz |Usj Gg |Uij) : Q,lX"/S|U¢j — F*OX \Us;
de (5.4.1), out U;; = U; N Uj. Ces données sont reliées par

fj — fz = dh” (SUI‘ Uij),
hij + hji = hi (sur Uy = U; N U; N U).

Elles permettent de définir un homomorphisme de complexes de O x/-modules
0z ey | Yxrsl—1 — C(U, FuQ%/s),

ol é(u, F.Q%,5) est le complexe simple associ¢ au bicomplexe de Cech du
recouvrement U a valeurs dans F,Q% /s Ce complexe a pour composantes

é(u7 F*QB(/S)TL = @ éb(uv F*QC)L(/S>
a+b=n

et pour différentielle d = d; 4+ ds, ou d; est induite par la différentielle du complexe
de De Rham et do est, en bidegré (a,b), égale a (—1)%(>_(—1)?d") (voir [G] 5.2 ou
[H2] IIT 4.2). En particulier,

C(U, Q% s)' = CL(U, F.Ox) ® CO(U, FL.OY ).

13 On identifie les espaces sous-jacents & X et X’ au moyen de F' (3.1).
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Le morphisme cplz, (L, (Gy)) €St défini comme ayant pour composantes (¢1, p2) en
degré 1, avec

(p1w) (i, J) = hij (W), (p2w)(i) = fi(w)u,-

Utilisant le fait que les f; sont des morphismes de complexes et les formules supra
reliant les f; et les h;;, on vérifie que cplz, (U(G1)) ainsi défini est bien un morphisme
de complexes. On dispose d’autre part de 'augmentation naturelle

e: F.Q%/s — €U, F.O%/s),

qui est un quasi-isomorphisme, car, pour tout a, le complexe é(u, F,Q% / g) est une
résolution de F,Q% ¢ (cf. [Go] ou [H2] loc. cit.). On définit alors

(,01Z/ : Q}X'/S[_l] — F*Q;(/S

comme la fleche de D(X') composée de 901Z’,(U,(Gi)) et de l'inverse de € (4.2). Si
(U = (U)ier, (Gi)ier) et (V = (Vj)jers, (Gj);es) sont deux choix de systemes
de relevements de Frobenius, la considération du recouvrement U IT'V, indexé par
I J, formé des U; et des V;, montre que ¢}, ne dépend pas des choix (cf. [D-I]
p. 253). De plus, ¢4, induit C~1 sur H! : la question est en effet locale, donc
on peut supposer qu’on dispose d’un relevement global de F', et ’on applique 5.3.
Ceci acheve I’étape B.

Etape C. On fixe & nouveau un relevement Z' de X’. On montre comment
prolonger la décomposition de 7«1 F.Q% /s définie par ¢%, (i = 0,1) en une
décomposition de 7., F.Q5 /s On utilise pour cela la structure multiplicative du
complexe de De Rham. De ¢, on déduit, pour tout i > 1, une fleche de D(X’)

L L L

. L L . .
(pz)%" =0 @ @ g (U ys[-1)®" — (F.O%s)%".

Comme Q}(,/S est localement libre de type fini, on a (4.7 (a))

L
(%) (Qxrys[=1D)%" = (2xr5)® " [],
et de méme, comme les FL.{5 ¢ sont localement libres de type fini (3.3 (a)),

L

(%) (Fy)s)®" =~ (F0%/5)% "
On définit alors, pour i < p,

Py s Uy sl—i] — F.O%/s



150 L. Tllusie, Frobenius et dégénérescence de Hodge

comme la composée (via (x) et (xx)) de la fleche d’antisymétrisation standard

; . it 1
Oy gl—il — (Qﬁg,/s)® [—i], w1 A Aw;— = E SEN(0)We(1) ® - -+ @ We(s)
i
ceS;

L
(bien définie & cause de I'’hypothese i < p), de la fleche (%, )®?, et de la fleche
de produit (F*QB(/S)@”' — F.0% /5. Comme la fleche d’antisymétrisation est une

section de la projection de (Qﬁp/s)@i

sur %, /s+ la propriété multiplicative de
I'isomorphisme de Cartier entraine que %, induit C~! sur H’, et cela acheve la
démonstration du théoreme.

Compte tenu de 3.9, on en déduit :

Corollaire 5.5. Soit k un corps parfait de caractéristique p, et soit X un schéma
lisse sur S = Speck. Si X se reléeve sur T = Spec Wy(k), alors 7_<pF*QS(/S est
décomposable dans D(X’). Si de plus X est de dimension < p, F*QB(/S est
décomposable.

Remarque 5.5.1. D’apres 5.3, si X est lisse sur Speck et si X et F' se relevent
sur W(k), alors FL.Q% g est décomposable (et ce sans hypothese de dimension sur
X). C’est le cas par exemple si X est affine. Par contre, si X est propre, il est rare
que X admette un relevement sur Ws(k) ou F' se releve. On peut montrer que si
X et F se relévent, alors X est ordinaire, i.e. vérifie H (X, BiQ;( / 5) = 0 pour tout
(,7) (cf. 8.6). La notion de variété ordinaire, qui n’a de sens qu’en caractéristique
non nulle, a d’abord été introduite pour les courbes et les variétés abéliennes. Elle
intervient dans d’assez nombreuses questions de géométrie arithmétique, voir [T4]
pour une introduction et quelques références.

Corollaire 5.6. Soit k un corps parfait de caractéristique p, et soit X un k-schéma
propre et lisse, de dimension < p. Si X se releve sur Ws(k), la suite spectrale de
Hodge vers De Rham (4.8.3) de X sur k

E)) = H/(X, Qg(/k) = Hpr(X/k)
dégénere en F1.

Grace & la compatibilité des Q¢ au changement de base (1.3.2), 'isomorphisme
de Frobenius absolu Fg : S — S (ou S = Speck) induit, pour tout (4,7), un
isomorphisme F%H’ (X, Q’X/k) s HI (X', Qé(,/k), et en particulier, on a

dimy, H7 (X, Q) = dimg HY (X', Q% ).

D’autre part, comme F : X — X’ est un homéomorphisme, on a canoniquement,
pour tout n,

HM(X' P ) o H'(X, Q%)) = Hiyg (X/F).
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Enfin, si X se releve sur Wa(k), une décomposition ¢ : @ QY. g[—i] — F.Q% g

de F.Q5% /s dans D(X’) induit, pour tout n, un isomorphisme
P H(X, Q) T H'(X F.Q% ).
i+i=n
Il en résulte qu’on a, pour tout n,
> dimg HY (X, Q) = dimy, Hig (X /),
1+i=n

et, d’apres 4.8, cela entraine la dégénérescence en F; de la suite spectrale de Hodge
vers De Rham.

5.7. Pour les rappels qui suivent, le lecteur pourra consulter [H2] II, III. Soient k
un anneau et X un k-schéma projectif, i.e. admettant une k-immersion fermée 14
dans un espace projectif standard P = P}, = Proj;[to, ... ,t,]. Soit L un faisceau
inversible sur X. Rappelons qu’on dit que :

(i) L est tres ample si 'on a L ~ i*Op(1) pour une telle immersion fermée i, ce
qui signifie qu’il existe des sections globales s; € I'(X, L)(0 < j < r) définissant
une immersion fermée x — (so(x), ..., s,(z)) de X dans P ;

(ii) L est ample 8’il existe n > 0 tel que L®™ soit tres ample.
Supposons L ample. Alors, d’apres les théorémes de Serre ([H2] 11 5.17, 111 5.2) :

(a) pour tout faisceau cohérent F sur X, il existe un entier ng tel que, pour tout
n > ng, E ® L®"™ soit engendré par un nombre fini de ses sections globales, i.e.
quotient de O% pour N convenable;

(a) pour tout faisceau cohérent F sur X, il existe un entier ng tel que, pour tout
n = ng et tout 7 > 1, on ait

H (X, E®L®") =0.

Le théoreme qui suit est un analogue, en caractéristique p, du théoreme d’annula-
tion de Kodaira-Akizuki-Nakano [KAN], [AkN] :

Théoreme 5.8. Soit k un corps parfait de caractéristique p, et soit X un k-schéma
projectif lisse. Soit L un faisceau inversible ample sur X. Alors, si X est purement
de dimension d < p (cf. 2.10) et se releve sur Wy(k), on a

(5.8.1) HI (X, L®Q%,,) =0  pouri+j>d,

(5.8.2) HI (X, L® '@ Q%) =0  pouri+j<d.

C’est un corollaire de 5.5, di a Raynaud. La démonstration est analogue a
celle de 5.6 a partir de 5.5. Tout d’abord, par le théoreme de dualité de Serre ([H2]
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I 7.7, 7.12), si M est un faisceau inversible sur X, et sii+i = d = j+j', alors les
k-espaces vectoriels de dimension finie H7 (X, M®Q§(/k) et H (X, M®~1 ®Q§(/k)
sont canoniquement duaux. Les formules (5.8.1) et (5.8.2) sont donc équivalentes.

Il sera plus commode de prouver (5.8.2). Par le théoreme d’annulation de Serre

(5.7 (b)), il existe n > 0 tel que H/(X,L®?" ® ) = 0 pour tout j > 0 et
tout i. Par dualité de Serre, il s’ensuit que H7 (X, L®7P" ® QZX/k) = 0 pour tout
j < d et tout i, et en particulier pour tout (,j) tel que i + j < d. Procédant par

récurrence descendante sur n, il suffit donc de prouver ’assertion suivante :

(%) si M est un faisceau inversible sur X tel que H? (X, M®P ® Q’X/k) = 0 pour
tout (i,j) tel que i+ j < d, alors HI(X, M ® QY ) = 0 pour tout (i, ) tel
quei+j <d.

Notons, comme dans 5.1, X’ le schéma déduit de X par le changement de base par
le Frobenius absolu de S = Speck. Si F'x désigne le Frobenius absolu de X, on a
un isomorphisme canonique Fy M ~ M®P? induit par Papplication m — m®? et
donc un isomorphisme F’*M' ~ M®? ou F : X — X' est le Frobenius relatif et
M’ est 'image inverse de M sur X’. On en déduit, pour tout 7, des isomorphismes
de O x/-modules

) M'® Py = F.(F"M' © Qi) = F(M®? © Q).

Considérons la suite spectrale (4.8.1) relative au foncteur T = T'(X’ ) et au

complexe K = M' ® F*Qg(/k :

By = HI(X', M © F.Qy ) = H* (X', M' @ F.Q% /).
L’hypothese et (xx*) impliquent que Eij =0 pour 7 + j < d. Donc
H"(X',M'® F.Q% /) =0 pourn <d.

Mais comme, d’apres 5.5, Fi{2% ;. est décomposable, on a (dans D(X"))

FQ% )y ~ EB Qs =l

donc
HYX' M @ F.Q% ;) ~ @ H (X' M @ Q. ),
1+i=n
et donc ‘ ‘
HJ(X',M'®Q§<,/,€) =0 pouri—+j<d.

La conclusion de () en découle, puisqu’on a

FSH? (X, M @ Q') =~ H/(X', M' ® QY ;)
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(cf. la fin de la démonstration de 5.6).

Remarques 5.9. Le lecteur trouvera dans [D-I] de nombreux compléments aux
résultats exposés ci-dessus. En voici quelques uns.

(1) Placons-nous sous les hypotheses de 5.1. Alors :

(a) X’ sereleve sur T si et seulement si 71 F,. Q% /s st décomposable dans D(X")
(ou, ce qui revient au méme, 7.,F, Q% /s lest). Rappelons qu’il existe une
obstruction w € ExtQ(Qﬁ(,/S, Ox) au relevement de X’ (2.12 (a) et (3.7.1)),
et que, compte tenu de I'isomorphisme de Cartier, c’est dans ce méme groupe
que se trouve l'obstruction ¢; a la décomposabilité de 7<1 F.0%5(4.6(a)) : on

montre qu’avec des conventions de signes convenables, w = ¢;.

(b) Si X’ se releve sur T, ’ensemble des classes d’isomorphie de relevements de
X" est un espace affine sous Extl(Qﬁ(,/S, O0x/)(2.12 (b) et (3.7.1)), et (toujours
compte tenu de I'isomorphisme de Cartier) ’ensemble des décompositions de
T<1Fi Q% /g est un espace affine sous le méme groupe (4.6(c)) : on montre
que 'application Z’ — @/ construite dans la démonstration de 5.1 est une
bijection affine entre ces deux espaces.

(¢) On donne en fait dans [D-I] 3.5 un énoncé coiffant (a) et (b), faisant appel a
la théorie des gerbes de Giraud [Gi].

(2) Le théoreme de dégénérescence 5.6 a une variante relative. Plagons-nous sous
les hypotheses de 5.1, notons f : X — S le morphisme structural. On dispose
alors de la suite spectrale (4.8.1) relative au foncteur f, et au complexe Q% /8"

B = R f.0% s = R* f(%/s),

qu’on appelle suite spectrale de Hodge vers De Rham relative (de X sur S). Alors,
si X est propre et lisse de dimension relative < p, et si X’ se releve sur T, cette
suite spectrale dégénere en E et les faisceaux R f,. €' /g sont localement libres de

type fini ([D-I] 4.1.5).

(3) La derniere assertion de 5.5 et les conclusions de 5.6 et 5.8 restent encore vraies
si I'on suppose seulement X de dimension < p ([D-I] 2.3). C’est une conséquence
de la dualité de Grothendieck pour le morphisme F'.

(4) 11 existe de nombreux exemples de surfaces propres et lisses X sur un corps
algébriquement clos k de caractéristique p pour lesquelles la suite spectrale de
Hodge vers De Rham ne dégénere pas en F; et qui ne vérifient pas la propriété
d’annulation de type Kodaira-Akizuki-Nakano de 5.8 (compte tenu de (3) sip = 2,
ou 5.6 et 5.8 si p > 2, ces surfaces ne se relevent donc pas sur Wa(k)). Voir ([D-I]
2.6 et 2.10) pour une bibliographie sur ce sujet.

(5) Les formules (5.8.1) et (5.8.2) sont encore valables si d = 2 < p, X est relevable
sur Wa(k) et L est seulement supposé numériquement positif, i.e. vérifie L - L > 0
et L-O(D) > 0 pour tout diviseur effectif D, voir [D-I] 2.
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6. De la caractéristique p > 0 a la caractéristique nulle

6.0. Il existe une technique standard, en géométrie algébrique, qui permet de
prouver certains énoncés, de nature géométrique'®, formulés sur un corps de
base de caractéristique nulle, a partir d’énoncés analogues sur un corps de
caractéristique p > 0, voire un corps fini. Elle consiste, grosso modo, a écrire, un
peu brutalement, le corps de base K donné, qui est de caractéristique nulle, comme
limite inductive de ses sous-Z-algebres de type fini A; : les données sur K, pourvu
qu’elles vérifient certaines conditions de finitude, proviennent, par extension des
scalaires, de données analogues sur 'une des A;, disons A;, = B ; il suffit alors de
résoudre le probleme similaire sur 17" = Spec B, ce qui est, en apparence, plus
difficile; ’avantage, cependant, est que les points fermés de 7' sont alors des
spectres de corps finis, et qu’en un sens qu’on peut préciser, il y a beaucoup de
tels points, de sorte qu’il suffit de vérifier I’énoncé posé sur T apres spécialisation
en suffisamment de ces points : on a alors affaire a un probléeme de caractéristique
p > 0, ou l'on dispose de la panoplie des méthodes correspondantes (Frobenius,
isomorphisme de Cartier, etc.); on peut de plus exploiter le fait de pouvoir choisir
la caractéristique assez grande.

Les deux ingrédients de la méthode sont : (a) des résultats de passage a la
limite, exposée en grande généralité dans (EGA IV 8), permettant “d’étendre”
15 certaines données et propriétés sur K en des données et propriétés analogues
sur B ; (b) des propriétés de densité des points fermés de schémas tels que les
schémas de type fini sur un corps ou sur Z (EGA IV 10).

6.1. Soit ((As)ier, uij : A; — Aj (i < j)) un systeme inductif filtrant d’anneaux,
de limite inductive A ; notons u; : A; —> A ’'homomorphisme canonique. Les deux
exemples les plus importants sont : (i) un anneau A écrit comme limite inductive
de ses sous-Z-algebres de type fini; (ii) le localisé A, d’un anneau A en un idéal
premier p écrit comme limite inductive des localisés Ay ( = A[1/f]) pour f ¢ p.

Le prototype des problémes et résultats du type (a) ci-dessus est le suivant.
Soit (E;) = ((Ei)ier, vij : Ei — E;) un systéme inductif de A;-modules, ayant
pour limite inductive le A-module E. Convenons de dire que (F;) est cartésien
si, pour tout ¢ < j, v;; (qui est un homomorphisme A;-linéaire de E; dans E;
considéré comme A;-module via u;;) induit, par adjonction, un isomorphisme (A ;-
linéaire) de uj; By = Aj; ®4, F; dans F;. Dans ce cas, ’homomorphisme canonique
v; : B; — E induit, pour tout 4, un isomorphisme v} E; (= A®4, F;) — E. Soit

((F3); € I,w;j) un second systeme inductif de A;-modules. Si (E;) est cartésien,
les Hom 4, (E;, F;) forment un systéme inductif de A;-modules : I'application de
transition pour ¢ < j associe a f; : E; — F; 'homomorphisme E; — F}
composé de l'inverse de l'isomorphisme de A; ® F; dans E; défini par v;;, de

14 . . .- . . . w N
i.e. stables par extension de la base, par opposition aux énoncés de nature arithmétique, ou

la base joue un roéle essentiel

15 en anglais, “spreading out”
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A;®fi i Aj @ By — Aj ® F, et de I'application de A; ® F; dans F); définie par
w;;. Si F' désigne la limite inductive des Fj, on a des applications analogues de
Homu, (E;, F;) dans Hom 4 (E, F'), qui définissent un homomorphisme

(6.1.1) limind Hom 4, (E;, F;) — Homyu (E, F).
On peut alors se poser les deux questions suivantes :

(1) Etant donné un A-module E, existe-t-il iy € I et un A;,-module E;, tel que
E se déduise de E;, par extension des scalaires de A;, a A (ou, ce qui revient au
meéme, existe-t-il un systeme inductif cartésien (F;), indexé par {i € I|i > ig},
dont la limite soit E) ?

(2) S'il existe ig tel que (E;) et (F;) soient cartésiens pour ¢ > i, 'application
(6.1.1) (ou la limite inductive est prise pour i > i) est-elle un isomorphisme ?

On a une réponse positive aux deux questions moyennant des hypotheses de
présentation finie (rappelons qu’un module est dit de présentation finie s'il est
conoyau d’un homomorphisme entre modules libres de type fini). Plus précisément,
on a I’énoncé suivant, de vérification immédiate :

Lemme 6.1.2. Avec les notations précédentes :

(a) si E est un A-module de présentation finie, il existe iy € I et un A;,-module
de présentation finie E;, tel que u} F;, ~ F;

(b) Soient (E;), (F;) deux systemes inductifs, cartésiens pour i > iy, de limites
inductives respectives E et F'; si E;, est de présentation finie, I’application
(6.1.1) est un isomorphisme.

Il en résulte que, si E est de présentation finie, le F;, dont il provient par
extension des scalaires est essentiellement unique, en ce sens que si E;, est un
autre choix (E;, et F;, étant tous deux de présentation finie), il existe iy avec
io = 11 et i > 19 tel que E;, et E;, deviennent isomorphes par extension des
scalaires a A;,.

Les S; = Spec A; forment un systéeme projectif de schémas dont S = Spec A
est la limite projective. Si (X;,v;; : X; — X;) est un systeme projectif de S;-
schémas, nous dirons que ce syteme est cartésien pour ¢ > ig si, pour ig < ¢ < 7,
la fleche de transition v;; donne un carré cartésien

Xj — Xz
l l
Sj —)SZ

Dans ce cas, le S-schéma déduit de X;, par extension des scalaires a .S est la limite
projective des X;. Si (Y;) est un second systéme projectif de S;-schémas, cartésien
pour i > g, de limite projective Y (= S xg, Yj,), les Homg, (X;,Y;) forment un
systéme inductif, et 'on a une application analogue a (6.1.1) :

(6.1.3) lim ind Homg, (X;, Y;) — Homg(X,Y).
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On peut alors formuler des questions similaires a (1) et (2) ci-dessus. Elles ont des
réponses analogues, a condition de remplacer les hypotheses de présentation finie
pour les modules par des hypotheéses de présentation finie pour les schémas (un
morphisme de schémas X — Y est dit de présentation finie s’il est localement
de présentation finie (2.1) et “quasi-compact et quasi-séparé”, ce qui signifie que
X est réunion finie d’ouverts affines U, au-dessus d’un ouvert affine V,, de Y et
que les intersections U, NUg ont la méme propriété; si Y est noethérien, X est de
présentation finie sur Y si et seulement si X est de type fini sur Y, i.e. localement
de type fini sur Y (2.1) et noethérien) :

Proposition 6.2. (a) Si X est un S-schéma de présentation finie, il existe ig € 1
et un S;,-schéma X, de présentation finie dont X se déduit par changement de
base.

(b) Si (X;), (Yi) sont deux systémes projectifs de S;-schémas, cartésiens pour
i > g, et si X;, et'Y;, sont de présentation finie sur S;,, alors I'application (6.1.3)
est bijective.

Comme précédemment, il en résulte que le X;, de 6.2 (a) est essentiellement
unique (deux tels schémas deviennent S;-isomorphes pour i assez grand). De plus,
les propriétés usuelles d’'un S-schéma de présentation finie (ou d’un morphisme
entre tels) se lisent déja, en quelque sorte, sur S; pour i assez grand. En voici
quelques unes, dont nous nous servirons (le lecteur en trouvera une longue liste

dans (EGA 1V 8, 11.2, 17.7)) :

Proposition 6.3. Soit X un S-schéma de présentation finie. On suppose que X
possede I'une des propriétés P suivantes : projectif, propre, lisse. Alors il existe
to € I et un S;,-schéma X;, de présentation finie, possédant la méme propriété P,
dont X se déduit par changement de base.

Le cas ou P est “projectif” est facile : X est le sous-schéma fermé d’un espace
projectif standard P = P’ défini par un idéal localement de type fini, il suffit de
relever P, puis 'immersion fermée (i.e. le quotient de Op correspondant, cf. 6.11).
Le cas “propre” est moins immédiat mais, en gros, s’y ramene, par un résultat
classique, qu’on appelle le lemme de Chow (cf. EGA IV 8.10.5). Le cas “lisse” est
un peu plus difficile (on utilise le critere 2.10), voir (EGA IV 11.2.6 et 17.7.8). En
ce qui concerne les propriétés de type (b) évoquées en 6.0, nous aurons seulement
besoin du résultat suivant :

Proposition 6.4. Soit S un schéma de type fini sur Z. Alors :
(a) Si x est un point fermé de S, le corps résiduel k(x) est un corps fini;
(b) toute partie localement fermée non vide Z de S contient un point fermé de S.

Nous renvoyons pour la démonstration a (EGA IV 10.4.6, 10.4.7), ou, dans
le cas ou S est affine, auquel on se rameéne d’ailleurs aussitot, a (Bourbaki, Alg.
Com. V| par. 3, n°4) (c’est une conséquence du théoreme des zéros de Hilbert).
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Nous aurons a appliquer 6.4 (b) au cas ou Z est le lieu de lissité de S, S étant
supposé integre!® :

Proposition 6.5. Soit S un schéma integre de type fini sur Z. L’ensemble des
points x de S en lesquels S est lisse sur SpecZ est un ouvert non vide de S. En
particulier, si A est une Z-algeébre de type fini, intégre, il existe s € A, s # 0, tel
que Spec Ay soit lisse sur Z.

L’ouverture de ’ensemble des points de lissité d’un morphisme localement de
présentation finie est un fait général, qui résulte par exemple du critére jacobien
2.6 (a), cf. (EGA IV 12.1.6). Que dans le cas présent cet ouvert soit non vide
découle d’une variante locale de 2.10 et du fait que la fibre générique de S est lisse
sur Q en son point générique, Q étant parfait.

Nous aurons enfin a utiliser des résultats standard de compatibilité des
images directes au changement de base (ou, comme on dit parfois, de propreté
cohomologique). Pour ne pas alourdir l’exposition, nous ne les énoncerons que
dans le cas ot nous aurons a nous en servir, pour la cohomologie de Hodge et la
cohomologie de De Rham.

Proposition 6.6. Soient S un schéma affine'” noethérien intégre et f : X — S
un morphisme propre et lisse.

(a) Les faisceaux RI f*QE( /s et R" f,.Q5% /s sont cohérents. 1l existe un ouvert non

vide U de S tel que, pour tout (i,j) et tout m, les restrictions a U de ces
faisceaux soient localement libres de type fini.

(b) Pour tout i € Z et pour tout morphisme g : S’ — S, si f’ : X’ — S’ désigne
le schéma déduit de X par le changement de base g, les fleches canoniques de
D(S’) (dites de changement de base)

(6.6.1) Lg*Rf.Y% g — RfQy /s
(6.6.2) Lg*Rf.% s — RFQ% /s

sont des isomorphismes.

c) Fixons i € Z, et supposons que, pour tout j, le faisceau R’ f.() soit
X/8

localement libre sur S, de rang constant h'J. Alors, pour tout j, la fléche
de changement de base (déduite de (6.6.1))

(6.6.3) g R £ Q%) — R L% s

est un jsomorphjsme. En particulier, R’ f;Q}, /g st localement libre de
rang h'7.

16 Un schéma est dit intégre s’il est irréductible et réduit.

17 L’hypothese “affine” est inutile, nous ne la faisons que pour faciliter la preuve de (b).
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(d) Supposons que, pour tout n, R”f*QB(/S soit localement libre de rang constant
h™. Alors, pour tout n, la fleche de changement de base (déduite de (6.6.2))

(6.6.4) G R [.0% s — R"[1Q% /s

est un isomorphisme. En particulier, R™fQ%, /g ©st localement libre de
rang h".

Indiquons rapidement la démonstration. Le fait que les R’ f*Qé(/S soient
cohérents est un cas particulier du théoreme de finitude de Grothendieck (EGA
IIT 3) (ou [H2] IIT 8.8 dans le cas projectif). La cohérence des R"f. 0%, en
résulte par la suite spectrale de Hodge vers De Rham relative (5.9(2)). Pour la
deuxiéme assertion de (a), notons A anneau (integre) de S, K son corps des
fractions, qui est donc I'anneau local de S en son point générique 7. Posons pour
abréger ij*Qg(/S = inj,R”f*QB(/S = H". La fibre de H*J (resp. H") en n
est libre de type fini (un K-espace vectoriel de dimension finie), et est la limite
inductive des f]{rl])(s) (resp. HFD(S)), pour s parcourant A, D(s) désignant “’ouvert
d’inversibilité” de s, i.e. Spec A, = X =V (s). Par 6.11 (a) ci-apres, il en résulte qu’il
existe s tel que erlj)(s) (resp. er“D(S)) soit libre de type fini. Pour (b), choisissons
un recouvrement fini U de X par des ouverts affines, notons U le recouvrement
ouvert de X’ déduit de U par changement de base. Comme S est affine et que X
est propre, donc séparé, sur S, les intersections finies d’ouverts de U sont affines,
et de méme les intersections finies d’ouverts de U’ sont (relativement) affines'®
sur S’. Par suite (cf. [H2] IIT 8.7), Rf*Qé(/S (resp. RfiQé(,/S,) est représenté par
f.C(U, Qé{/s) (resp. fLe(W, Qé(,/s,)), otl 'on désigne ici par C(U,s) le complexe
des cochaines alterné. Par la compatibilité des QF au changement de base, on a un
isomorphisme canonique de complexes

g*f*é<u7 QfX/S) L> f;é(l(/, QfX’/S’)

Comme le complexe f*é(u, Q’X / ) est borné et a composantes plates, cet isomor-
phisme réalise I'isomorphisme (6.6.1). De méme, Rf,Q% g (resp. RfiQ;(,/S,)) est
représenté par f,C(U, Q2% g) (resp. fLC(UW, 0%, s)) (ou € désigne cette fois le com-
plexe simple associé au bicomplexe de Cech), et I’on a un isomorphisme canonique
de complexes

g fC(U, Q% /5) = FIC(W, Q% /s0),

qui réalise I'isomorphisme (6.6.2). Les assertions (c) et (d) résultent de (b) et du
lemme suivant, dont nous laissons la vérification au lecteur :

Lemme 6.7. Soient A un anneau noethérien et & un complexe de A-modules tel
que H'(E) soit projectif de type fini pour tout i et nul pour presque tout i. Alors :

18 Un morphisme de schémas est dit affine si I'image inverse de tout ouvert affine est affine.
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(a) E est isomorphe, dans D(A), a un complexe borné a composantes projectives
de type fini;

(b) si E est borné et a composantes projectives de type fini, alors, pour toute
A-algebre B, et pour tout i, ’homomorphisme canonique

B®a H(E) — H'(B®4 E)
est un isomorphisme.

Remarques 6.8. (a) Un complexe de A-modules isomorphe, dans D(A), a un
complexe borné a composantes projectives de type fini est dit parfait. Prendre
garde que, si E est parfait, il n’est pas vrai, en général, que les H*(E) soient
projectifs de type fini. On peut montrer que, sous les hypotheses de 6.6, les
complexes Rf*Qé(/S et Rf*QS(/S sont parfaits sur S (et non seulement sur U). La
notion de complexe parfait joue un role important dans de nombreuses questions
de géométrie algébrique.

(b) Dans les énoncés de 6.6 concernant QfX/S? on peut remplacer Qfx/s par
n’importe quel O x-module F' localement libre de type fini (voire cohérent et plat
relativement & .5) : les conclusions de (a), (b) et (c) sont encore valables, a condition
de remplacer Qg(, o par le faisceau F” image inverse de F' sur X'. De méme, le
complexe Rf,F' est parfait sur S.

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer et de démontrer I'application
promise de 5.6 :

Théoréme 6.9 (théoreme de dégénérescence de Hodge). Soient K un corps de
caractéristique nulle, et X un K-schéma propre et lisse. Alors la suite spectrale de
Hodge de X sur K (4.8.3)

By’ = HI(X, Qé{/K) — Hpp(X/K)

dégéneére en Fj.

Posons dimp HY (X, V) = h'/, dim Hijg (X/K) = h". 1l s’agit de prouver
que, pour tout m, A" = EH_j:n ht7 (cf. (4.8.3)). Ecrivons K comme limite
inductive de la famille (Ay)xer de ses sous-Z-algebres de type fini. D’apres 6.3,
il existe @ € L et un S,-schéma propre et lisse X, (ou S, = Spec 4,) dont X
se déduit par le changement de base Spec K — S,. Quitte a remplacer A, par
Ay[t™ Y] pour un t € A, non nul convenable, on peut supposer, d’apres 6.5, que Sy,
est lisse sur Spec Z. Abrégeons A, en A, S, en S, X, en X, et notons f: X — S
le morphisme structural. Quitte & nouveau a remplacer A par A[t~!], on peut,
d’apres 6.6 (a), supposer que les faisceaux R7 f, QY /s (resp. R" £, Q5 / ) sont libres
de rang constant, nécessairementégal alors & h*7 (resp. h™) d’apres 6.6 (c) et (d).
Comme la dimension relative de X sur S est une fonction localement constante et
que X est quasi-compact, on peut d’autre part choisir un entier d qui majore cette
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dimension en tout point de X et donc la dimension des fibres de X sur S en tout
point de S. Appliquant 6.4 (b) & Z = Spec A[1/N] pour N convenable (disons, le
produit des nombres premiers < d), on peut choisir un point fermé s de S, dont le
corps résiduel k£ = k(s) (un corps fini) est de caractéristique p > d. Comme S est
lisse sur Spec Z, le morphisme canonique Spec k — S (une immersion fermée) se
prolonge (par définition de la lissité (2.2)) en un morphisme g : Spec Wa(k) — S,
ou Wy (k) est 'anneau des vecteurs de Witt de longueur 2 sur k& (3.9). Notons
Y = X, la fibre de X en s = Speck et Y7 le schéma sur Spec Wy (k) déduit de X
par le changement de base g. On a donc des carrés cartésiens :

Y > Y] > X +— X

l l l l

s — Spec Wy (k) I8 Spec K.

Par construction, Y est un k-schéma propre et lisse, de dimension < p, relevé sur
W5(k). Donc, d’apres 5.6, la suite spectrale de Hodge vers De Rham de Y sur k
dégénere en F7. On a donc, pour tout n,

> dimg HI (Y, Q5 ,.) = dimg Hpg (Y/F).

i+i=n
Mais d’apres 6.6 (c) et (d), on a, pour tout (i,j) et pour tout n,
dimy H’(Y, Q%) = h'/, dimy, HiR (Y/k) = h".

hiJ = h™ pour tout n, ce qui achéve la démonstration.

Done 7.,
Théoréme 6.10 (théoreme d’annulation de Kodaira-Akizuki-Nakano [KAN],
[AkN]). Soient K un corps de caractéristique nulle, X un K-schéma projectif
et lisse, purement de dimension d, et L un faisceau inversible ample sur X. Alors
on a:

(6.10.1) HI (X, L@y i) =0 pouri+j>d,
(6.10.2) HI (X, L® ' @ Q% k) =0 pouri+j<d.

On déduit 6.10 de 5.8 comme 6.9 de 5.6. On a besoin pour cela d’un résultat
de passage a la limite pour les modules, généralisant et précisant 6.1.2 (cf. (EGA
IV 8.5, 8.10.5.2)) :

Proposition 6.11. Soit, comme en 6.1, (S;);c; un systéme projectif filtrant de
schémas affines, de limite S. Soient ig € I, X;, un S;,-schéma de présentation
finie, et considérons le systéme projectif cartésien (X;) qui s’en déduit pour i > iy,
de limite X = S Xg, Xj,.
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(a) Si E est un O x-module de présentation finie, il existe i > ig et un O x,-module
FE; de présentation finie dont E se déduit par extension des scalaires. Si F
est localement libre (resp. localement libre de rang r), il existe j > i tel que
Ej = 0x;®oy, Ei soit localement libre (resp. localement Iibre de rang r). Si X
est projectif sur S et E est un Ox-module inversible ample (resp. trés ample)
(5.7), il existe j > i tel que X soit projectif sur S; et E; soit inversible ample
(resp. trés ample).

(b) Soient Ej,, Fj, des Ox, -modules de présentation finie, et considérons les
systémes (F;), (F;) qui s’en déduisent par extension des scalaires sur les X;
pour i = g, ainsi que les modules E et F' qui s’en déduisent par extension des
scalaires sur X. On a alors une application naturelle

limind;>;, Homoe . (E;, F;) — Homo (E, F),

qui est bijective.

La vérification de (b) puis des deux premieres assertions de (a) se ramene a
6.1.2. Pour la derniére de (a), il suffit de traiter le cas ou E est tres ample, i.e.
correspond & une immersion fermée h : X — P = PY telle que h*Op(1) >~ E.
Pour ¢ assez grand, on releve A en un S;-morphisme h; : X; — P, = Pg. et
FE en F; inversible sur X;. Quitte a agrandir i, h; est une immersion fermée et
I'isomorphisme h*Op(1) >~ E provient d’un isomorphisme h;Op,(1) ~ E;, E; est
alors tres ample.

Prouvons 6.10. Procédant comme dans la démonstration de 6.9, et appliquant
en outre 6.11, on peut trouver un sous-anneau A de K de type fini et lisse sur
Z, un morphisme projectif et lisse f : X — S = Spec A, purement de dimension
relative d, dont X — Spec K se déduit par changement de base, et un Ox-
module inversible ample £ dont L se déduit par extension des scalaires. Grace a
6.6 et 6.8 (b), on peut de plus, quitte & remplacer A par A[t~!], supposer que les
faisceaux R f,(M®Q%/S), ou M = £ (resp. LZ1), sont libres de type fini, de rang
constant, nécessairement égal, d’apres 6.8 (b), a h'/(L) = dimpx H? (X, L® QY1)
(resp. h*7 (L) = HY (X, L¥ ' @y 1 )). Choisissons alors g : Spec Wa (k) — S
comme dans la démonstration de 6.9. Le faisceau L image inverse de £ sur
Y = X, est ample. D’apres 6.6 et 6.8 (b), on a dimy H/ (Y, L, ® Qg,/k) = h'I(L),
et dimy HI(Y, L%t ® Q%,/k) = h'J(L®~1). La conclusion résulte alors de 5.8.

Remarque 6.12. De maniere analogue, le théoreme d’annulation de Ramanu-
jam sur les surfaces [Ram| résulte de la variante de 5.8 relative aux faisceaux
numériquement positifs (cf. 5.9 (5)).

7. Développements récents et problemes ouverts

A. Diviseurs a croisements normaux, réduction semi-stable, et struc-
tures logarithmiques
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7.1. Soient S un schéma, X un S-schéma lisse, et D un sous-schéma fermé de
X. On dit que D est un diviseur a croisements normaux relativement a S (ou
simplement, relatif) si, “localement pour la topologie étale sur X", le couple (X, D)
est “isomorphe” au couple formé de l'espace affine standard A% = S[tq, ... ,t,]
et du diviseur V (t; ---t,) d’équation t; ---t, = 0, pour 0 < r < n (lecasr =0
correspondant a ty---t, = 1 et V(t1---t.) = 0). Cela signifie qu’il existe un
recouvrement étale (X;);e; de X (i.e. une famille de morphismes étales X; — X
dont la réunion des images est X) tel que, si D; = X; xx D est le sous-schéma
fermé induit par D sur X;, il existe un morphisme étale X; — A% tel qu’on ait

un carré cartésien

l l

V(ty---t,) — AS

(n et r dépendant de i), en d’autres termes, qu’il existe un systeme de coordonnées
(1, ... ,2y) sur X; au sens de 2.7 (définissant le morphisme étale X; — A%) tel
que D; soit le sous-schéma fermé d’équation xq---z, = 0. Cette définition est
calquée sur la définition analogue en géométrie analytique complexe (cf. [D1]),
ol “localement pour la topologie étale” est remplacé par “localement pour la
topologie classique”, et “morphisme étale” par “isomorphisme local”. Un exemple
standard de diviseur a croisements normaux relativement a S = Speck, k un
corps de caractéristique différente de 2, est la cubique a point double D =
Spec k[z,y]/(y?> — 2?(xz — 1)) dans le plan affine X = Spec k[z,y| (observer, dans
cet exemple, qu’il n’existe pas de systeme de coordonnées (x;) comme ci-dessus
sur un recouvrement ouvert de Zariski de X, une extension étale (extraction d’une
racine carrée de x — 1) étant nécessaire pour faire apparaitre un tel systéme au
voisinage de l'origine).

La notion de diviseur a croisements normaux D — X relativement a S est
stable par localisation étale sur X et par changement de base S — S.

Si D —— X est un diviseur a croisements normaux relatif, et si j : U =
X N D — X est l'inclusion de l'ouvert complémentaire, on définit un sous-
complexe

(7.1.1) Q%5 (log D)

de j*Qz]/S, dit complexe de De Rham de X/S a péles logarithmiques le long de
D, par la condition qu’une section locale w de j*Q’U/S appartient a Q’X/S(log D)
si et seulement si w et dw ont au plus un pole simple le long de D (i.e. sont
telles que, si f est une équation locale de D, fw (resp. f dw) soit section de /s

(resp. Qgg'/ls) (NB. f est nécessairement non diviseur de zéro dans Ox)). On voit

facilement que les Ox-modules Qg( / s(log D) sont localement libres de type fini,

que Q% g(log D) = A'Qy /g
sont des coordonnées sur un X’ étale sur X ou D a pour équation zq - -z, = 0,

Qﬁ(/s(logD) est libre de base (dzi/z1, ... ,dz,/xr, dxryq, ... dzy,).

(log D), et que, si, comme plus haut, (z1, ...,z,)
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Il existe une variante naturelle, en géométrie analytique complexe, de la
construction (7.1.1) (cf. [D1]). Si S = SpecC et D C X est un diviseur a
croisements normaux (algébrique), le complexe de faisceaux analytiques associé
a (7.1.1) sur l'espace analytique X?" associé a X,

Q;(/(C(log D)an — Q;(an/(c(log Dan),

calcule la cohomologie transcendante de U a valeurs dans C : on a un isomorphisme
canonique (dans la catégorie dérivée D(X?", C))

(7.1.2) Rj.C =~ Q% g(log D)™,
et par suite des isomorphismes
(7.1.3) H'(U™,C) ~ H'(X™,Q%/s(log D)™)

(loc. cit.). Quand de plus X est propre sur C, le théoréme de comparaison de Serre
[GAGA] permet de déduire de (7.1.3) des isomorphismes

(7.1.4) H'(U*,C) ~ H'(X,Q%/s(log D)).
En outre, la filtration F' de H*(X,Q%,+(log D)), aboutissement de la premiere

X/8
suite spectrale d’hypercohomologie de X a valeurs dans Q% / s(log D),

(7.1.5) ETY = HI(X, QY ¢(log D) = HPT(X, Q% s(log D))
est la filtration de Hodge de la structure de Hodge mixte naturelle de H*(U*",Z)
définie par Deligne et la suite spectrale (7.1.5) dégénere en Eq ([D2]).

Tout comme dans le cas ot D = ) (6.9), cette dégénérescence peut se démontrer
par réduction a la caractéristique p > 0. On a en effet le résultat suivant, qui
généralise 5.1 et dont la preuve est analogue ([D-I] 4.2.3) :

Théoreme 7.2. Soient S un schéma de caractéristique p > 0, S~ un relévement
plat de S sur Z/p?Z, X un S-schéma lisse et D C X un diviseur & croisements
normaux relatif. Notons F' : X — X' le Frobenius relatif de X/S. Si le
couple (X', D’) admet un relevement (X'~ D'™) sur S~, ou X'~ est lisse et
D'~ c X'~ est un diviseur a croisements normaux relatif, le complexe de O x/-
modules T<pF*QS(/S(log D) est décomposable dans la catégorie dérivée D(X').

Le lecteur trouvera dans [D-1] divers compléments & 7.2 et dans [E-V] une autre
présentation des mémes résultats, et des applications a des théoremes d’amplitude
et d’annulation.

7.3. La théorie qui précede s’étend sans grands changements a une classe de mor-
phismes qui ne sont plus lisses, mais n’en sont pas tres éloignés, les morphismes dits



164 L. Tllusie, Frobenius et dégénérescence de Hodge

“de réduction semi-stable”. Soit T" un schéma. L’exemple type de tels morphismes
est le morphisme

st AL =Ty, ... x,] — AL =TI[t], t— 12, (n>=1);

en d’autres termes, si S = AL, le schéma A%, considéré comme S-schéma par
s, est le sous-S-schéma de AY = Szy, ... ,z,] = T[z1, ... ,2,,t] d’équation
x1---xy = t. Le morphisme s est lisse hors de 0 et sa fibre en 0 est le diviseur D
d’équation (x; ---x, = 0), un diviseur a croisements normaux relativement a 7',
mais non a S (un diviseur “vertical”). Plus généralement, si S est un 7-schéma
lisse de dimension relative 1 et £ C S un diviseur & croisement normaux relatif
(si T est le spectre d'un corps algébriquement clos, E est donc simplement un
ensemble fini de points rationnels de S), on dit quun S-schéma X a réduction
semi-stable le long de E si, localement pour la topologie étale (sur X et sur S) le
morphisme X — S est de la forme s o g, avec g lisse, s étant le morphisme
considéré ci-dessus. Le diviseur D = X xg F C X est alors un diviseur a
croisements normaux relativement & 7' (mais non & S)!%. Un exemple élémentaire
est fourni par la “famille de Legendre” X = Speck[z,y,t]/(y?> — x(z — 1)(a-
t)) au-dessus de S = Speck[t] = Speck, k un corps de caractéristique # 2),
qui a réduction semi-stable en {0} U {1}, la fibre en chacun de ces points étant
isomorphe a la cubique a point double envisagée plus haut. L’intérét de la notion de
réduction semi-stable vient de la conjecture de réduction semi-stable, qui, en gros,
affirme que localement, apres ramification convenable de la base, un morphisme
lisse peut se prolonger en un morphisme a réduction semi-stable, conjecture
établie par Grothendieck-Deligne-Mumford et Artin-Winters ([G], [A-W], [D-M])
en caractéristique quelconque mais dimension relative 1, et Mumford ([M]) en
caractéristique nulle et dimension relative quelconque.

Si f: X — S aréduction semi-stable le long de E, on définit un complexe
de De Rham a poles logarithmiques relatif

(7.3.1) W?(/S = Q;(/S(log D/E),

de composantes wé(/s = Aiw}(/s, ol w}(/s est le quotient de Qﬁ(/T(log D) par
I'image de f*Q /T(log E) et la différentielle est déduite de celle de Q% /T(log D)
par passage au quotient. Ce complexe est a composantes localement libres
de type fini (dans le cas du morphisme s ci-dessus, w}( /s est isomorphe a
(P Oxdx;/z;)/Ox (> dx;/z;) (donc libre de base dx;/x;, i > 2)). Il induit sur
I'ouvert de lissité U de X sur S le complexe de De Rham usuel Q7 /g €t I'on
peut montrer que c’est 'unique prolongement sur X de ce complexe qui soit a
composantes localement libres de type fini. De plus, si I'on pose, pour abréger,
WS = Q}/T(log D), W = Q%7 (log E), on a une suite exacte

(7.3.2) 0— w}g/T ®wk/s[—1] — wk/r — wk/s — 0,

19 On peut méme définir une notion de réduction semi-stable le long de E sans hypothese sur
la dimension relative de S sur T, cf. [I5].
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ou la fleche de gauche est a ® b —— f*a A b. Cette suite exacte joue un role
important dans le théoréme de régularité de la connexion de Gauss-Manin (cf.
[K2] et larticle de Bertin-Peters dans ce volume). Il existe aussi une variante, en
géométrie analytique complexe, de ces constructions. Supposons que T' = Spec C,
que S soit une courbe lisse sur C, E C S le diviseur réduit a un point 0, et que
f X — S soit un morphisme a réduction semi-stable en {0}, de fibre ¥ en 0 (Y
est donc un diviseur a croisement normaux dans X relativement a C). On peut
alors considérer le complexe

(7.3.3) wy = Cioy ®os wi/s,

de composantes les faisceaux localement libres de type fini wi = Oy ®¢ wg( /s
Steenbrink [St] a montré que le complexe analogue wy .. sur Y*" (qui est aussi
le complexe de faisceaux associé a wy sur Y?") incarne le complexe des cycles
proches R¥(C) de f en 0, de sorte que, si de plus f est propre, H*(Y,w},) “calcule”
H* (X, C) pour t “assez voisin” de 0. Steenbrink montre en outre que (sous cette
hypothese supplémentaire) les suites spectrales

(7.3.4) By = Rifwf g = RPfuwy s
et
(7.3.5) BV = HY(Y,w}) = HPT(Y,wy)

dégénerent en E et que les faisceaux RYf,w /g sont localement libres de type fini
et de formation compatible a tout changement de base. Ces résultats font partie
de la construction d'une structure de Hodge mixte limite sur H*(X{",7Z) pour t
tendant vers 0 (loc. cit.). Ils peuvent, eux aussi, se démontrer par réduction a la
caractéristique p > 0 ([I5]). Pour T' de caractéristique p > 0, et f : X — S a
réduction semi-stable le long de E C S, les complexes w$ /s et

(7.3.6) wh = O0p ®os Wy/s

(ou D = E xg X) donnent en effet lieu a des isomorphismes de Cartier (du type
de 3.5), et, sous des hypotheses de relevabilité modulo p? convenables, TepFiw /s
et TpFiwy, se décomposent (dans D(X’)) (voir [I5] 2.2 pour un énoncé précis, qui
généralise 7.2, et divers corollaires (énoncés de dégénérescence et d’annulation)).

7.4. Le complexe wy, ci-dessus ne dépend pas seulement de D, mais de X/S. Il
n’en dépend toutefois que localement (au voisinage de D). En cherchant & élucider
la structure supplémentaire sur D nécessaire pour le définir, J.-M. Fontaine et
I’auteur ont été conduits a introduire la notion de structure logarithmique. Celle-
ci a donné lieu a une théorie, la géométrie logarithmique, extension naturelle de la
théorie des schémas. Largement développée par K. Kato et son école, elle permet
d’unifier les diverses constructions de complexes a poles logarithmiques envisagés



166 L. Tllusie, Frobenius et dégénérescence de Hodge

ci-dessus et de considérer les variétés toriques de Mumford et al. et les morphismes
a réduction semi-stable comme cas particuliers d’une nouvelle notion de lissité, voir
[I6] pour une introduction. Les résultats de décomposition, de dégénérescence et
d’annulation précédents admettent des généralisations dans ce cadre, voir [Ka2] et

[Og2].

B. Dégénérescence mod p" et cristaux

7.5. Le théoreme de décomposition 5.1 a été obtenu initialement comme sous-
produit des travaux d’Ogus [Ogl], Fontaine-Messing [F-M] et Kato [Kal] en
cohomologie cristalline (voir [I14] pour un panorama de cette théorie). Le lien (un
peu technique) entre 5.1 et le point de vue cristallin est expliqué dans [D-I] 2.2
(iv). Bornons-nous a énoncer un résultat de dégénérescence mod p™ ([F-M], [Kal])
analogue a 5.6 :

Théoréme 7.6. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, W = W (k)
Ianneau des vecteurs de Witt sur k, X un W-schéma propre et lisse de dimension
relative < p. Alors, pour tout entier n > 1, la suite spectrale de Hodge vers De
Rham

(7.6.1) By = H) (X, Dy w,) = HEE (X0 /W)

dégéneére en 1, W,, = W, (k) = W/p"W désignant ’anneau des vecteurs de Witt
de longueur n sur k et X,, le schéma sur W, déduit de X par réduction modulo
p" (i.e. par extension des scalaires de W a W,).

7.7. Pour n =1, on a W,, = k et ’on retrouve 1’énoncé 5.6, a cela pres que, dans
7.6, on suppose donné un relevement de X sur W (plutot que sur W), Sous
les hypotheses de 7.6, il n’est pas vrai en général, pour n > 2, que le complexe
de De Rham Q% W (qui est, a priori, seulement un complexe de faisceaux de
W,-modules sur X,, (ou X, X,, et X; ayant le méme espace sous-jacent)) soit
décomposable dans la catégorie dérivée correspondante D (X1, W,,). Toutefois, les
résultats d’Ogus ([Ogl] 8.20) impliquent que, si o désigne I'automorphisme de
Frobenius de W, U*Q;(n /w,, est isomorphe, dans la catégorie dérivée D(X;1, W,,)
des faisceaux de W,-modules sur X7, au complexe QB{n i (p) déduit de QB{n W
en multipliant la différentielle par p (NB. pour n = 1, on a Q;(n/W'n (p) =
Py, sxl—i]). La conclusion de 7.6 en découle aisément, ainsi que diverses pro-
priétés supplémentaires de H{jp (X, /W,,) (structure dite “de Fontaine-Laffaille” —
comprenant notamment le fait que la filtration de Hodge est formée de facteurs
directs), voir [F-M] et [Kal].

20 En fait, Ogus a montré — mais c’est plus difficile — qu’étant donné n > 1 et Z propre et lisse
sur Wy, de dimension < p, alors, si Z admet un relévement (propre et lisse) sur Wy, 11, la suite
spectrale de Hodge vers De Rham de Z/W,, dégénere en F1 ([Og2] 8.2.6); ce résultat généralise
véritablement 5.6.
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7.8. Les résultats de dégénérescence et de décomposition dont nous avons parlé
jusqu’ a présent portent sur des complexes de De Rham de schémas, éventuellement
a poles logarithmiques. On peut, plus généralement, considérer des complexes
de De Rham a coefficients dans des modules a connexion intégrable. Plusieurs
généralisations de ce type ont été obtenues : pour des coefficients de Gauss-Manin
[I5], des faisceaux de modules de Fontaine-Laffaille [Fa2], des T-cristaux [Og2]
(ces derniers objets fournissant d’ailleurs une généralisation commune des deux
précédents).

C. Problémes ouverts

7.9. Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, X un k-schéma lisse, de di-
mension d, X’ le schéma déduit de X par changement de base par I’automorphisme
de Frobenius de k, F': X — X’ le Frobenius relatif (3.1). On a vu en 5.9 (1) (a)
(avec S = Spec k, T' = Spec Wa(k)) que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X’ — ou, ce qui revient au méme ici, X — se releve (en un schéma propre et

lisse) sur Wa(k) ;
(ii) T<1Fi 1% ), est décomposable dans D(X’) (4.6);
(iii) 7<p FL 0%, est décomposable dans D(X").

Nous dirons que X est DR-décomposable si F,Q% /i est décomposable (dans

D(X')). Comme on ’a observé en 5.2, cette condition équivaut, compte tenu de
I'isomorphisme de Cartier (3.5), a I'existence d’un isomorphisme

P i ji[—il > FO%

de D(X’) induisant C~1 sur H'. Les arguments de 5.6 et 5.8 montrent que :

(a) si X est propre sur k et DR-décomposable, la suite spectrale de Hodge vers
De Rham de X/k dégénere en Ej ;

(b) si X est projectif sur k, purement de dimension d, et DR-décomposable, et
si L est un faisceau inversible ample sur X, on a les résultats d’annulation a la
Kodaira-Akizuki-Nakano (5.8.1) et (5.8.2).

En vertu de I’équivalence entre les conditions (i) et (ii) ci-dessus, une condition
nécessaire pour que X soit DR-décomposable est que X se releve sur Wah(k).
D’apres [D-1], elle est suffisante si d < p (5.5 et 5.9 (3)). On ignore si elle lest
en général :

Probleme 7.10. Soit X un k-schéma lisse de dimension d > p, relevable sur
W (k). Est-ce que X est DR-décomposable ?

7.11. Rappelons (5.5.1) que si X et F se relevent sur Wsy(k), X est DR-
décomposable; c’est le cas si X est affine, ou est un espace projectif sur k. Comme
il est signalé dans [D-I] 2.6 (iv), si X est relevable sur W (k) et si, pour tout entier
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n > 1, le morphisme de produit (Qﬁ(/k)‘g’” — 0%, admet une section, X est
DR-décomposable (voir 8.1 pour une démonstration); cette seconde condition est
vérifiée notamment si X est parallélisable, i.e. si Qﬁ( /k est un O x-module libre

(ou, ce qui revient au méme, le fibré tangent T’xj, dual de Qﬁ( /i €st trivial), donc
par exemple si X est une variété abélienne. Par un théoreme de Grothendieck
(cf. [Oo] et [I7] Appendice 1), toute variété abélienne sur k se releve sur Wy (k)
(et méme sur W (k)). Donc toute variété abélienne sur k est DR-décomposable.
Une autre classe intéressante de k-schémas relevables (sur W (k)) est formée des
intersections complétes dans P}, (voir I'exposé de Deligne (SGA 7 XI) pour les
définitions et propriétés de base de ces objets). Mais on ignore si celles-ci sont
DR-décomposables. Le premier cas inconnu est celui d’une quadrique (lisse) de
dimension 3 en caractéristique 2. On ignore également si les grassmanniennes, et
plus généralement, les variétés de drapeaux, qui sont, elles aussi relevables sur
W(k), sont DR-décomposables (le seul exemple connu est ’espace projectif !).

Le probleme 7.10, avec “relevable sur Ws(k)” remplacé par “relevable sur
W(k)”, est tout aussi ouvert. Par contre, on ne peut remplacer “relevable sur
W (k)” par “relevable sur A”, ot A est une extension totalement ramifiée de W (k)
( = anneau de valuation discrete complet, fini et plat sur W (k), de corps résiduel
k, et de degré > 1 sur W (k)) : Lang [L] a en effet construit, en toute caractéristique
p > 0, une k-surface projective lisse X relevable sur un tel anneau A de degré 2
sur W (k) telle que la suite spectrale de Hodge vers De Rham de X/k ne dégénere
pas en Ej.

7.12. Les énoncés de décomposition auxquels on a fait allusion a la fin de 7.3
s’appliquent notamment a une courbe lisse S sur T" = Speck et a un schéma X
sur S ayant réduction semi-stable le long d’'un diviseur a croisements normaux
E C S (donc étale sur k), pourvu que certaines hypotheses de relevabilité modulo
p? soient satisfaites. Plus précisément, si ’on suppose que :

(i) il existe un relevement (E~ C S™) de (E C S) sur Wy = Wy(k) (avec S™ lisse
et £~ diviseur a croisements normaux relatif, i.e. étale sur Ws), admettant un
relevement F~ : S~ — S~ du Frobenius (absolu) de S tel que (F~)"1(E~) =
pEw 21

(ii) f sereleveen f~ : X~ — S ayant réduction semi-stable le long de E™, alors
T<pF*w;(/S et T<pFiw}, (o D = E xg X) sont décomposables, (et donc F*w;(/s
et Fiw?Y, le sont aussi si X est de dimension relative < p sur 5).

7.13. Le résultat relatif a wj, suggere le probleme suivant en inégale car-
actéristique. Désignons maintenant par S le spectre de W = W (k), et E = Speck
le point fermé de S. Soit X un S-schéma. Par analogie avec la définition donnée
en 7.3, on dit que X a réduction semi-stable si, localement pour la topologie étale
(sur X et sur S), X est lisse sur le sous-schéma de A% = S[zq, ... ,x,] d’équation

21 Cette notation désigne le diviseur déduit de E™ par élévation a la puissance p-ieme de ses
équations locales.



8. Appendice : parallélisabilité et ordinarité 169

r1---Tp, = p. Supposons que X ait réduction semi-stable. Alors X est un schéma
régulier, sa fibre X i au point générique Spec K de S (K = le corps des fractions de
W) est lisse, et sa fibre D = F xg X au point fermé est un “diviseur a croisements
normaux absolu” dans X. Dans cette situation, on définit un complexe w$ /g ana-
logue a (7.3.1), qui est 'unique prolongement, & composantes localement libres de
type fini, du complexe de De Rham de U sur S, ou U est 'ouvert de lissité de X
sur S;si X = S[zq, ..., z,)/(21 - 2 —p), le Ox-module wﬁ(/s, considéré comme
sous-faisceau de QE@/K? s’identifie & (P Oxdx;/x;)/Ox (> dx;/x;). Le complexe
wY,, défini par la formule (7.3.6), est & composantes localement libres de type fini
sur D, et coincide avec le complexe de De Rham 2%, /p Sur I'ouvert de lissité de D.
On aw’ /5 = ANwl /s €t wh = Alwl). D’apres un résultat de Hyodo [Hy] (généralisé
par Kato dans [Ka2]), le complexe w$, donne lieu & un isomorphisme de Cartier
C1:wh, ~ H'F.w}. Les complexes w /s €t wy, jouent un role important dans
les développements récents de la théorie des périodes p-adiques (cf. [I14] pour un
apergu).

Probléme 7.14. Avec les notations de 7.13, soit X un S-schéma semi-stable, de
fibre D au point fermé de S. Est-ce que 7, Fy.w}, est décomposable (dans D(D"))?

Noter que la décomposabilité de 7, F,w}, équivaut a celle de 7<; Fiw?, (méme
argument que dans 1’étape C de la démonstration de 5.1). La réponse est oui
d’apres 5.5 si X est lisse sur S (NB. ce qui était appelé X (resp. S) en 5.5 est ici D
(resp. E)). La réponse est encore oui (pour des raisons de trivialité de cohomologie
(cf. 4.6 (a))) si X est affine, ou si X est de dimension relative < 1. Mais le cas

général est inconnu??.

7.15. Enfin, en ce qui concerne les théoremes d’annulation, signalons qu’on ne sait
pas prouver, par des méthodes de caractéristique p > 0, les résultats classiques
de Grauert-Riemenschneider ou Kawamata-Viehweg. On ne sait pas non plus
généraliser 5.9 (5) en dimension > 2. Voir [E-V] pour une discussion de ces
questions.

8. Appendice : parallélisabilité et ordinarité

Dans ce numéro, k désigne un corps parfait de caractéristique p > 0. On
note W,, = W, (k) 'anneau des vecteurs de Witt de longueur n sur k. Nous
commencerons par donner une démonstration du résultat mentionné en 7.11 :

Proposition 8.1. Soit X un k-schéma lisse. Supposons que X se reléve sur Ws
et que, pour tout n > 1, le morphisme produit (Qﬁ(/k)®” — Q}/k admette une
section. Alors X est DR-décomposable (7.9).

Nous utiliserons le lemme suivant :

22 1a réponse a la question de 7.14 est non en général, voir [Sh-Sh].
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Lemme 8.2. Soient S et T comme en 5.1, X un schéma lisse sur S, Z' un
relevement (lisse) de X' sur T. Notons

ot Qﬁ(,/s[—l] — F.Q%s

I’homomorphisme ¢}, de D(X') défini dans I’étape B de la démonstration de 5.1,
et, pour n > 1,
" ( Q)P 0] — Q%)

L L
I’homomorphisme composé m o (p1)®", ou 7 : (F*QB(/S)@’” — FLQ% 5 est
I’homomorphisme produit. Notons également T : (Q}(,/S)®” — Q},/S I’homo-
morphisme produit. Alors, pour toute section locale w de (Qﬁ(,/s)‘g’”, on a

H™p"™(w) = C~ 1 om(w),

ouC~1: Q},/S — U{”F*QE(/S est I'isomorphisme de Cartier.

Il suffit de le vérifier pour w de la forme w; ® - -+ ® w,, ol w; est une section
locale de Q&,/S. Par fonctorialité, en les F; € D(X’), du produit

L L
HE ® - 9H'E, —H(E,® - ® E,), A Q- @Ay — a1+ Ay,

%"((wl)@%”)(wl ® - @wn) = (H)(wr) - (H ") (wn)

L

dans H”((F*QE(/S)‘X’”). Comme H'p! = C~1, il s’ensuit que

H'Y (w1 @ Quwyp) = C Hwi) A AC Hwy)

dans fH”F*Q;(/S, et donc que

H'Y" (w1 @ Quwy) =C Hwr A Awy) =C L omm(w) @+ @ wy)

par la propriété multiplicative de ’isomorphisme de Cartier.

Prouvons maintenant 8.1. Choisissons, pour chaque n, une section s du produit
T (Qﬁ(/k)‘g” — Q}/k. Notons encore 7 et s les morphismes relatifs & X’ qui

s’en déduisent. Choisissons (cf. 3.9) un relevement Z’ de X' sur W, et définissons
Y™ comme en 8.2, avec ¢! = pL,. Notons

n . n [ )
le morphisme composé ¥" o s (ou s désigne encore, par abus, la section correspon-
p p g , P ; p

dante de (Qﬁ(/k[—l])‘g’" — Q% p[—n]). Il s"agit de vérifier que H"p" = C~1. Or,
d’apres 8.2, s1 a est une section locale de Q},/k,

H"p"(a) = (H"p™)(sa) = C~ Y (mwsa) = C~(a),
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ce qui acheve la démonstration.

Corollaire 8.3. Soit X un k-schéma lisse parallélisable, i.e. tel que le O x-module
Q}(/k soit libre (de type fini). Alors, pour que X soit DR-décomposable, il faut et
il suffit que X se reléve sur W.

Il suffit de prouver la suffisance. On peut supposer k algébriquement clos.
Choisissons un point rationnel x de X sur k et un isomorphisme « : Qﬁ( = *F,

ou f: X — Speck est la projection et E est le k-espace vectoriel m*(Q}(/k) Via

«, une section de I’homomorphisme surjectif E®" — A™E se prolonge en une
section de (Qﬁ(/k)‘g” — Q% ;.- On conclut grace a 8.1.

Rappelons (5.5.1) la définition suivante :

Définition 8.4. Soit X un k-schéma propre et lisse. On dit que X est ordinaire
si, pour tout (i,j), on a HI(X, BQ&/R) =0, ou BQé(/k = dex_/lk est le faisceau
des bords, en degré i, du complexe de De Rham.

Cette condition équivaut a H7 (X', F*BQ&/k) = 0 pour tout (7, 7). Rappelons
(3.6) que F*BQ&/R = BiF*Q;(/k et F*ZQ&/R = ZiF*Q;(/k sont des O x/-modules
localement libres de type fini.

8.5. Pour un k-schéma propre et lisse X donné, il existe un lien, mis en évidence
par Mehta et Srinivas [Me-Sr|, entre les propriétés d’étre DR-décomposable,
parallélisable, et ordinaire. Ce lien s’exprime par le biais d’une notion voisine de
celle de DR-décomposabilité, introduite antérieurement par Mehta et Ramanathan
[Me-Ra|, qui est la suivante. On dit qu'un k-schéma lisse X est Frobenius-
décomposé (“Frobenius-split”) si I’homomorphisme canonique Ox: — F,Ox
admet une rétraction, i.e. la suite exacte de Ox/-modules (cf. 3.5)

(8.5.1) 0— Ox — FL.Ox -~ F,BOY,, — 0
est scindée. Observons d’abord que si X est Frobenius-décomposé, X est relevable
sur Wy (ou, ce qui revient au méme (5.9 (1) (a)), 7<pFi Q% est décomposable) :
I’obstruction au relevement, qui est la classe de I'extension

0— Ox — ROy 15 RZO%, 50k, —0,
composée de (8.5.1) et de I’extension
(8.5.2) 0 — F.BOY , — P20, 5 Q% — 0,
est nulle. On ignore en général si “Frobenius-décomposé” entraine “DR-décom-
posable”. C’est le cas, d’apres 8.3, si X est parallélisable. Mais la réciproque est

fausse. On a en effet le résultat suivant ([Me-Sr| 1.1) : si X est un k-schéma propre
et lisse, parallélisable, les conditions suivantes sont équivalentes :



172 L. Tllusie, Frobenius et dégénérescence de Hodge

a) X est Frobenius décomposé;

(
(b) 'extension (8.5.2) est scindée;
(c) X est ordinaire;

(

d) (pour X purement de dimension d) 'homomorphisme F* : H4(X', Ox/) —
H4(X,0Ox) induit par Frobenius est un isomorphisme.

En particulier, si X est ordinaire et parallélisable, X se releve sur Wy (Nori-
Srinivas ([Me-Sr] Appendix) montrent en fait que, pour X projectif, X se releve
en un schéma projectif lisse sur W). En outre — c¢’est le résultat principal de [Me-Sr]
—si k est algébriquement clos et X connexe, il existe un revétement étale galoisien
Y — X d’ordre une puissance de p tel que Y soit une variété abélienne.

Si X est projectif et lisse sur k, ordinaire et parallélisable, Nori-Srinivas (loc.
cit.) montrent plus précisément qu’il existe un unique couple (Z, Fz), ou Z est un
relevement (projectif et lisse) de X sur Wy (resp. W, (n > 2 donné), resp. W)
et Fy : Z — Z' un relevement de F : X — X', ou Z’ est I'image inverse de
Z par l'automorphisme de Frobenius de Wy (resp. W,,, resp. W). L’existence et
I'unicité de ce relevement, dit canonique, avaient été établies pour la premiere fois
par Serre-Tate [Se-Ta| dans le cas des variétés abéliennes. Comme on 1’a signalé
en 5.5.1, ce résultat admet une réciproque, sans hypothese de parallélisabilité :

Proposition 8.6. Soit X un k-schéma propre et lisse. On suppose qu’il existe des
schémas Z et Z' relevant respectivement X et X' sur Wy et un Wa-morphisme
G:Z — 7' relevant F : X — X' 23. Alors X est ordinaire.

Ce résultat a été obtenu indépendamment par Nakkajima [Na].

8.7. Prouvons 8.6. Soient G : Z — 7’ un relevement de F et ¢ = ¢g :
P Oy [—i] — F.Q% Ihomomorphisme de complexes associé, défini en (5.3.1)
(on omet /k de la notation des différentielles). Cet homomorphisme envoie Q%
dans F,ZQ% (notations de 8.4) et scinde la suite exacte (cf. 3.5)

(8.7.1) 0 — F,BQy — F.Z0L < i, — 0.

Prouvons, par récurrence descendante sur i, que H*(X,BQ%) = 0 (i.e. que
H™(X, BQ%) = 0 pour tout n). Pour i > dim X, BQ% = 0. Fixons 4, supposons
prouvé H*(X, BQJX) = 0 pour j > i, et prouvons que H*(X, BQé(_l) = 0. Par la
suite exacte de cohomologie de la suite exacte

(8.7.2) 0 — FZOT — RO 4 F,BQY — 0,

I’hypothese de récurrence entraine que, pour tout n, on a

H" (X', F.ZQh = HY(X, Q% 1,

23 On ne suppose pas que Z’ est I'image inverse de Z par le Frobenius de Wa.
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et donc
8.7.3 dim H™(X', F,ZQ% 1) = dim H™(X, Qi) = dim H™ (X', Qi51).
X X X

La suite (8.7.1) (relative a ¢ — 1) étant scindée, la suite exacte de cohomologie
donne des suites exactes courtes

0 — H™(X',F.BOY) — H™(X', F.Z0%Y) S HM(X', Qi) — 0.

L’égalité (873) entraine que, dans celles-ci, C' est un isomorphisme, et donc que
H™(X', F*Bﬁg(_l) =0, ce qui acheve la démonstration.

Remarque 8.8. Le lecteur familier avec les structures logarithmiques aura noté
que 8.6 et sa démonstration s’étendent au cas ou k est remplacé par un point
logarithmique k& = (k, M) de point sous-jacent k et X par un log schéma
X = (X, L) log lisse et de type de Cartier sur k ([Ka2]), propre sur k ; si 'on
suppose que (X, F) se releve sur Wa(k) (cf. [Hy-Ka] 3.1), alors X est ordinaire,
i.e. HY(X, Bw ) = 0 pour tout i et tout j.
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0. Introduction

L’objet de ces notes est de proposer une introduction assez détaillée a la partie
la plus élémentaire de la théorie des variations de structures de Hodge avec des
indications breves sur les développements les plus récents. Pour motiver et illustrer
cette étude, il nous a semblé pertinent d’exposer les grandes lignes d'un chapitre
excitant et nouveau de géométrie algébrique : les variétés de Calabi-Yau et la
symétrie miroir, en mettant surtout ’accent sur les questions qui véritablement
relevent des structures de Hodge et leurs variations. Cette théorie issue des
réflexions d’un groupe de physiciens, conduit entre autre choses a des prédictions
remarquables sur le nombre de courbes rationnelles, et méme de tout genre, tracées
sur une classe de variétés de dimension trois.

Le texte s’adresse en priorité a des étudiants, ou mathématiciens non spécia-
listes, mais qui cependant ont une certaine familiarité avec les techniques usuelles
de la géométrie algébrique ou analytique complexe. Cela est particulierement clair
dans le premier chapitre ol le cadre retenu, assez général, est alternativement celui
des schémas et des variétés analytiques. Le langage de base utilisé pour formuler et
prouver les résultats est naturellement celui de 1’algebre homologique, a partir des
notions de cohomologie et d’hypercohomologie des faisceaux. Le lecteur trouvera
dans le texte ci-joint d’'Tllusie [Ill] un exposé succinct mais largement suffisant.
Il doit étre signalé au lecteur que plusieurs excellents textes existent dans la
littérature qui proposent une introduction a un aspect ou a un autre de la théorie
des variations de structure de Hodge, citons par exemple les plus classiques [Co-G],
[G-S], [P-S] et, plus récemment [B-Z], avec tout naturellement I’article fondamental
de Schmid [S]. Nous espérons cependant que parallelement & ces textes, nos notes
pourront a l’occasion rendre quelques services. Sur le theme de la seconde partie,
beaucoup de textes traitant du sujet, écrits dans le “style de la physique” sont d’un
acces malaisé pour un mathématicien. On peut souhaiter de méme que nos notes
apportent un complément utile aux textes récents de M. Kontsevich [K1], [K2], D.
Morrison [Mor 1] et C. Voisin [V] qui traitent aussi des aspects mathématiques du
sujet.
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Le texte est divisé en deux parties non indépendantes. La partie I consacrée
aux développements généraux sur les variations de Structures de Hodge (chapitre 1
a 6) et la partie II qui poursuit sur les variétés de Calabi-Yau et la symétrie miroir.
Pour aider le lecteur nous avons fait débuter chaque chapitre par un court résumé.
Situons maintenant le contenu de ces notes dans leur contexte. Les variations
de structures de Hodge apparaissent naturellement lorsque, au lieu d’avoir une
variété algébrique, par exemple donnée par une équation homogene (hypersurface)
{f = 0}, on consideére une famille de variétés algébriques, par exemple lorsque
I’équation dépend de parametres (variables additionnelles). Précisément, dans ces
notes, une famille sera une application holomorphe f : X — S telle que X C P"x S
et f, la restriction a X de la projection sur §, étant partout de rang maximal. Les
fibres X, = f~!(s) sont des variétés projectives lisses, et on sait par le texte ci-joint
de Demailly [Dem] que chaque espace vectoriel H* (X, C) porte une structure de
Hodge de poids w, c’est le résultat fondamental de la théorie de Hodge. On sait
aussi (loc. cit.§10) que H" (X, C) est la fibre d’un fibré vectoriel holomorphe H sur
S'; il est donc naturel et fondamental d’étudier le comportement de la structure de
Hodge définie sur HY (X, C), lorsque s € S varie, c’est-a-dire globalement sur S.
D’une autre maniere, si on pense a la classe [w(s)] d’une forme différentielle fermée
w(s) comme dépendant du parametre s, et si y est un cycle de dimension (réelle)
w dans une fibre X, qu’on peut voir comme un cycle sur toute fibre voisine X de
X, du fait de la trivialité locale topologique de la famille, il est alors possible de
considérer la période de w, c’est-a-dire la fonction f,y w. Pour étudier la variation

des périodes par rapport a s, il est nécessaire de dériver : d% ( fv w). Le cycle étant

fixé, on veut dériver sous le signe somme. Cela sera justifié par 1’existence d’une
connexion, la connexion de Gauss-Manin qui conduira a la regle de dérivation :

/s [ w(s) = [ 9 gets

V a4 étant la dérivée covariante dans la direction de d%.
ds

Dans le §10 de [Dem], il est prouvé aussi que le fibré H" est le fibré associé
au systeme localement constant (J . H" (X, C), il est donc plat; la connexion
plate résultante est la connexion de Gauss-Manin. De plus, si au lieu des sous-
espaces HP9(X,), on considere les sous-espaces FPHY(S;,C) = @,5, H"" 7" (X5)
de la filtration de Hodge, alors ces sous-espaces sont les fibres d’un sous-fibré
holomorphe FP de H™, définissant la filtration F* de H™. Le fibré H™ équipé
de cette filtration de Hodge et de la connexion de Gauss-Manin est ’exemple
fondamental d’une variation de structures de Hodge, notion introduite par Griffiths
dans [Grifl].

Ainsi, dans le paragraphe 1 nous donnons la construction détaillée des fibrés
de Hodge, comme conséquence de la dégénérescence de la suite spectrale de Hodge
vers De Rham (voir le texte ci-joint d’Illusie) dans le cadre général des variétés
algébriques non nécessairement complexes.

Dans le §2 nous construisons la connexion de Gauss-Manin et nous prouvons
la propriété de transversalité. L’exposition de ce paragraphe est assez détaillée car
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le théoreme de transversalité de Griffiths est le point de départ central de toute
la théorie, comme on pourra s’en convaincre en parcourant la seconde partie. Les
manipulations sur les complexes de De Rham et leurs résolutions sont en fait
proches de ce qui est fait dans [Ill]. Nous prouvons aussi que la connexion de
Gauss-Manin est algébrique, suivant en cela les calculs de Katz et Oda [K-O].
C’est cet aspect qui est devenu extrémement important dans les développements
récents (§6).

Dans le §3, on introduit les domaines de périodes de Griffiths qui sont des
espaces de parametres pour les structures de Hodge polarisées de poids et nombres
de Hodge fixés. Si f : X — S est une famille, on définit, quitte a se restreindre
a la cohomologie primitive, I'application des périodes p : S — D (si S n'est
pas simplement connexe il faut remplacer S par son revétement universel); on
traduit dans ce cadre la propriété de tranversalité. L’étude de la différentielle
de l'application des périodes conduit naturellement a la notion de Variation
Infinitésimale de Structures de Hodge introduite dans [C-G-G-H] et traitée a la fin
du §3. Cette notion est nécessaire pour justifier certains points fondamentaux du
chapitre II.

Revenons a la situation considérée au début, celle d'une famille de variétés
paramétrée par une base compacte. Dans cette situation on ne pourra éviter la
présence de fibres singulieres; il est donc naturel d’étudier le comportement de la
variation autour du lieu des fibres singulieres. Pour simplifier on suppose que la
base est le disque unité A, que f : X — A est de rang maximal au dessus des points
de A* = A\ {0}. On dit que f est une dégénérescence a un paramétre. Tourner
une fois autour de 0 induit I'action de monodromie locale T : H* (X)) — H"(Xs),
s € A. Cette action préserve la structure entiere, la polarisation et la filtration
de Hodge. Le théoreme de la monodromie locale de [La] et [S] dit que T est
quasi-unipotente, c’est-a-dire, pour k,m € N convenables, (T* — 1) = 0. Un
autre résultat important est le théoreme local des cycles invariants de [Cl] qui dit
qu'une classe a € H"(X;) est T-invariante si et seulement si « est la restriction
a X, d’'une classe définie sur X tout entier. La démonstration de ce théoréme
nécessite la construction d’une filtration de Hodge sur H"(X;) différente de la
filtration classique et qui est mieux adaptée au passage a la limite quand s tend
vers zéro, la filtration de Hodge limite. L’opérateur de monodromie 7', lui aussi
induit une filtration, celle des poids, et jointe a la filtration limite on obtient
une structure plus compliquée appelée : structure de Hodge mixte sur H" (X5),
ou encore la structure limite. Dans le §4 nous exposerons brievement la notion
de structure de Hodge mixte et les résultats fondamentaux de Deligne [Del4] et
[Del5] sur l'existence d'une telle structure sur les variétés algébriques qui ne sont
pas nécessairement compactes ni lisses. Ensuite nous donnerons une description de
la structure limite en résumant quelques résultats importants qui se trouvent dans
les articles [S] et [Cl]. Le §4 se termine par une description des faisceaux des cycles
proches et évanescents qui est essentielle pour comprendre le travail de Saito [Sal]
sur les modules de Hodge, travail tres partiellement esquissé dans le §6.

Dans le §5 nous résumons quelques résultats récents de Simpson sur les fibrés
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de Higgs, qui forment dans un certain sens une généralisation des variations de
structures de Hodge et qui lui ont permis d’obtenir des conséquences surprenantes
concernant les groupes kahlériens, c’est-a-dire les groupes qui peuvent apparaitre
comme les groupes fondamentaux d’une variété kahlérienne compacte.

La notion compliquée de module de Hodge joue un role central dans les
développements récents de la théorie de Hodge. Elle nécessite l'introduction
des D-modules, faisceaux pervers et une compréhension de la correspondance
de Riemann-Hilbert, qui décrit le lien entre ces deux notions. Dans le §6 nous
décrivons brievement ces notions ainsi qu’une application importante a la coho-
mologie d’intersection, introduite par Goresky et MacPherson dans [G-M] : le
groupe de cohomologie d’intersection I H™(X) d’une variété algébrique complexe
X porte une structure de Hodge pure de poids w.

Décrivons le contenu de la partie II. Comme dit au début, il y a peu de temps
que les physiciens travaillant en physique quantique ont mis en évidence un nou-
veau phénomene de dualité. Les conséquences mathématiques, encore largement
au stade des spéculations, sont fascinantes. Les exposés [F-G] et [G] décrivent en
détail dans le langage de la physique ce cercle d’idées. Parmi les diverses manifes-
tations de dualité, la symétrie miroir a attiré l'attention des géometres algébristes,
principalement & la suite du travail d’un groupe de physiciens [C-O-G-P], traduit
partiellement en langage mathématique par D. Morrison [Morl]. Le cadre de cette
symétrie est celui des variétés de Calabi-Yau (§7). Une conséquence naive (vérifiée
par I'observation) est que ces variétés sont distribuées par paires, une paire étant
formée de la variété miroir de 'autre, et que le tableau des nombres de Hodge
de T'une se déduit du tableau de l’autre par une rotation d’un quart de tour.
La symétrie prédit naturellement beaucoup plus, par exemple que les nombres de
courbes rationnelles de “degré” fixé sur I'une est déductible d’informations fournies
par la variation de la structure complexe de ’autre. Pour mettre en forme partielle-
ment cette assertion, on étudie le comportement des périodes des 3-formes holo-
morphes lorsque la structure complexe varie. On détermine I’équation différentielle
naturelle satisfaite par ses périodes, qui est I’équation de Picard-Fuchs. Cet aspect
est traité en détail, avec au préalable la description donnée par Griffiths de la coho-
mologie d'une hypersurface de P". Les détails sont dans le §8, et suivent en partie
I'exposé de [C-G]. Les calculs sont détaillés car c’est essentiellement ici qu’on peut
tout calculer. Notons que le contexte géométrique (différentiel) a été formalisé par
les physiciens sous le nom de “géométrie spéciale” [Str].

Dans les §9 et 10, on traite 'exemple célebre depuis [C-O-G-P] de I'hyper-
surface quintique de P* et de sa variété miroir. Les méthodes de la partie I
interviennent lors de la discussion de l’accouplement de Yukawa. Expliquons
brievement de quoi il s’agit. Soit f : X — A une dégénérescence de variétés de
Calabi-Yau de dimension 3, soit w(s) une 3-forme holomorphe relative (s € A) et
soit enfin V PR H3 — H3 la dérivée covariante induite par la connexion de Gauss-
Manin. Il résulte de la propriété de transversalité que V q w(s) est une somme de

termes de type (3,0) et (2,1) et donc [ w(s)/\Vdiw(s) =0= [ w(s)AVZ w(s).
s s s ds



0. Introduction 181

Par contre reste la fonction non-nulle :
Rgss = / W(S) A Vgiw(s)
Xs ds

qui est 'accouplement de Yukawa.

Cette fonction satisfait a une équation différentielle liée a ’équation de Picard-
Fuchs. L’analyse cruciale ici est celle du comportement de kgss lorsque s tend
vers zéro. On verra pour justifier I'existence d’un parametre canonique qu’il est
nécessaire de s’appuyer sur l’existence d’une structure de Hodge limite, argument
essentiellement du & Morrison [Morl]. Le parametre canonique auquel on vient de
faire allusion est de la forme ¢ = exp(27iT) ou 7T est le quotient de deux périodes
convenables. Cela étant fait, on peut définir le g-développement de k445 pour s — 0
et observer que ce développement fait apparaitre des coefficients entiers positifs,
qui selon le principe de symétrie conduisent aux nombres de courbes rationnelles de
degré donné sur I’hypersurface quintique, nombres inabordables par la géométrie
algébrique sauf en degré petit. Cet exemple montre clairement qu’en liaison
avec le phénomene de symétrie miroir se posent a coté de nombreuses questions
géométriques, et de tres intéressants problemes arithmétiques. Ces questions sont
esquissées dans [L-Y].

Dans le paragraphe final (§11) nous discuterons, selon une idée de Deligne
[Del6], une approche possible de la symétrie miroir en termes d’une dualité entre
certaines variations de structures de Hodge.

Terminons cette introduction en donnant quelques indications bibliographiques
qui peuvent aider le lecteur a pénétrer ce vaste domaine.

o L’article [Grif3] peut étre considéré comme le premier article de synthese. Il con-
tient beaucoup d’exemples et des calculs concrets; les problemes énoncés dans
cet article ont inspiré beaucoup de monde et bien que maintenant partiellement
résolus, il reste encore “des choses a faire”.

o Ensuite dans [G-S] on trouve entre autre une introduction relativement
¢élémentaire a la théorie de Hodge mixte appliquée aux questions de dégénéres-
cences.

o L’article [P-S| explique comment on peut utiliser les variations infinitési-
males pour résoudre certains cas du probleme de Torelli : une variété est-elle
déterminée (& isomorphisme pres) par la structure de Hodge sur la cohomologie
(entiere) 7 On trouve, la aussi, une introduction aux domaines de périodes et
aux espaces des modules.

o La monographie [Grif4] est une trés bonne introduction au sujet, elle contient
des articles assez détaillés sur les variations de structures de Hodge (aussi sur
les VSH infinitésimales). Y figure aussi une discussion des propriétés de la
courbure de la métrique naturelle d’'un domaine de périodes, résultat qui est
utilisé dans le §4. On notera que ’article fondamental [S] de Schmid contient
des paragraphes pouvant servir d’introduction efficace a certains aspects de la
théorie de Griffiths.
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o L’article [B-Z] se veut une synthese des travaux récents sur la théorie de Hodge.
On y trouvera plus de détails sur les matieres des §4-6. Les progres récents sur le
probleme de Torelli (voir ci-dessus) par contre ne sont pas traités du tout. Pour
les D-modules le lecteur consultera les articles dans [Bo] et pour la cohomologie
d’intersection et la relation avec les D-modules on lira le joli livre [Ki.

e Comme indiqué plus haut, l'article [V] peut servir comme introduction au
probleme de symétrie miroir. On trouve ici non seulement un traitement du
coté mathématique mais aussi une breve introduction a l'origine “physique”
de la conjecture. Voir aussi l'article [F-V] et les livres [H] et [Y2] pour des
indications sur les aspects physiques. Signalons pour terminer la référence [B-
C-O-V] dans la littérature physique, que le lecteur pourra consulter pour des
perspectives exaltantes.

Nous voudrions remercier tous ceux qui nous ont aidé pour rendre cet exposé plus lisible; en
particulier Jim Carlson, Eduardo Cattani, Bernard Malgrange et Joseph Steenbrink.

Remarques et références supplémentaires pour la seconde édition

e Depuis la premiere édition de cet ouvrage de nombreux textes et
monographies sont apparus traitant ’un ou ’autre des thémes du
présent texte. Pour la théorie de Hodge, citons le livre ”Period
Mappings and Period Domains” [C-MS-P] dans lequel le lecteur
trouvera de nombreux détails sur les travaux de Griffiths concernant
P’application des périodes comme traitée ici dans la partie I.

La nouvelle édition de cette monographie contient aussi des résultats
récents sur les fibrés de Higgs ainsi que des applications aux variétés de
Shimura. Par exemple mentionnons un résultat frappant établi par M.
Green, Ph. Griffiths et M. Kerr : il y a une factorisation ”arithmétique”
de ’application de périodes (voir le livre [G-G-K]). Cette factorisation
fait le lien naturel entre les périodes et des groupes de Mumford-Tate
et, dans la situation de poids 1, avec les variétés de Shimura.

e Sur la théorie de Hodge mixte on consultera le texte exhaustif ” Mixed
Hodge Structures” [P-S2].

e Concernant le sujet des modules de Hodge mixtes, un livre en
préparation de C. Sabbah et Ch. Schnell intitulé ”Project On Mixed
Hodge Modules” [S-S]| servira entre autres choses d’excellente intro-
duction aux travaux de Morihiko Saito.

o Il était évident que la thématique intitulée symétrie miroir, de sim-
ple curiosité, allait s’imposer comme une direction de recherche
dynamique. D’une question de caractere spéculatif elle est dev-
enue un corpus mathématique de premiéere importance touchant
a de nombreux domaines de la géométrie, algébrique ou symplec-
tique. Les prédictions de la symétrie miroir comme énoncées dans le
présent texte ont fait ’objet de nombreux travaux élargissant con-
sidérablement le format des spéculations. Citons ceux de Givental
[Giv, Giv2], Lian et. al. [L-L-Y], qui ont vérifié rigoureusement dans
certains cas les prédictions énumératives des physiciens. L’exemple
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le plus “simple”, une courbe elliptique, ou variété de Calabi-Yau de
dimension un, est le résultat d’un élégant travail de R. Dijkgraaf [Di],
pour finir par une preuve par Polishchuk-Zaslow [P-Z].

Parmi les variations ou extensions de la question originelle, il y
a la formulation initiée par D. Morrison [Mor4, Mor5| qui place la
symétrie au niveau d’une identification de variations de structures de
Hodge, I’'une au niveau du A-modeéle, reliée a I’énumération des courbes
rationnelles, ’autre, le B-modele décrite en détail dans ces notes. Cette
formulation est contenue dans ’importante proposition d’une version
homologique de la symétrie miroir due a Kontsevich and Soibelman
[Ko], [Ko-S]. Elle est censée identifier deux catégories dérivées, 'une
formée par les complexes de faisceaux cohérents sur la variété initiale,
l’autre, la catégorie de Fukaya, attachée a la structure symplectique de
la variété miroir. Cette évolution dans la formulation de la symétrie
miroir est exposée en détail dans [GPS].

Sous cette forme homologique, la prédiction de symétrie miroir,
qui ne se limite pas aux seules variétées de Calabi-Yau compactes
de dimension trois, a été validée dans plusieurs cas, le plan projectif
par exemple, suite aux efforts conjugués de Abouzaid [Ab], Auroux et
al. [Au-K-O] et Seidel [S]. L’exemple de la surface quartique (surface
K3) par Seidel est particulierement riche. Finalement une preuve de la
symétrie miroir homologique pour I’exemple originel de I’hypersurface
quintique est le résultat du travail de D. Sheridan [She].

Dans une autre direction, en partant de leur résultat fondamental dit
”théoréme de réconstruction” [Gr-Si 1], Mark Gross et Bernd Siebert
ont développé un vaste programme (”Programme de Gross-Siebert”)
[Gr-Si 2,3] ayant pour but d’étendre la symétrie miroir & d’autres types
de variétés. Ils y utilisent des outils variés comme la géométrie non-
archimédienne ainsi que la géométrie ”tropicale”.

Mentionnons deux monographies qui résument les avances sur la
symétrie miroir. Le livre ”Mirror Symmetry and Algebraic Geometry”
[C-K], résume en détail I’approche classique, tout en détaillant les outils
impliqués. Le livre collectif ” Mirror symmetry”[Ho et. al] rédigé par un
groupe d’experts physiciens et mathématiciens se veut une approche
exhaustive de la question, et d’ailleurs propose une ”preuve”, celle de
Hori-Vafa, cependant dans le langage de la physique.

Dans [C-O-V] P. Candelas at al. spéculent sur un lien potentiel entre
symétrie miroir et arithmétique pour les variétés de Calabi-Yau définies
sur un corps fini. Le fait que le nombre de points sur [F, de la variété peut
s’exprimer au moyen des périodes de la 3-forme (2, rend crédible qu’une
partie de la symétrie doit subsister entre I’hypersurface quintique et
son miroir.
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Partie I. Variations de structures de Hodge

1. Fibrés de Hodge

On reprend dans ce paragraphe la définition algébrique (et analytique) des faisceaux de
cohomologie de De Rham de I’exposé d’Illusie [I11]. La filtration naive sur le complexe des formes
différentielles relatives donne lieu a la suite spectrale de Hodge vers De Rham et définit la
filtration de Hodge sur ’aboutissement, la cohomologie relative. Dans le cas d’une famille de
variétés analytiques complexes, projectives et lisses on obtient la filtration de Hodge [Dem] qui
est une filtration par des sous-fibrés holomorphes du fibré de cohomologie relative. Le language

utilisé est celui de I’hypercohomologie [I11].

Fixons les notations utilisées dans la suite : un schéma est un schéma de type
fini sur un corps k algébriquement clos, de caractéristique nulle. On peut supposer
k = C si on veut. Pour les incidences du choix de la caractéristique positive,
nous renvoyons a [Ill]. Lorsque k = C, on passera sans explications précises de
la structure de schéma a la structure d’espace analytique associée. De la méme
maniere, si X est un schéma lisse, on aura a considérer la structure de variété C'>°
sous-jacente sans avoir a le signaler avec précision.

Un faisceau sera un faisceau de O x-modules ou bien un faisceau abélien si on
ne retient que la structure C*°. La cohomologie, outil indispensable lorsqu’on a a
manipuler des familles, est la cohomologie a coefficients dans un faisceau (voir le
livre [God] par exemple).

Nous utiliserons aussi le langage de I’hypercohomologie. Soit €2* un complexe
(borné inférieurement) et Q°* — I°® une “résolution” injective (ou flasque), c’est-
a-dire qui est un isomorphisme si on passe aux faisceaux de cohomologie, alors
H*(X, Q) est par définition 'objet gradué h®(I'(X, I®)); de mémesi f : X — S est
une application continue, un morphisme de schémas, etc., R® £, (2%) = h*(f.(I*))
est I'objet gradué formé des images directes supérieures a coefficients dans le com-
plexe Q°.

Considérons par exemple la cohomologie d’une variété C'°°, a coefficients
constants C. C’est par définition H*(X,C), C = faisceau constant. Le complexe
de De Rham A% des formes différentielles C*° a coefficients complexes est une
résolution acyclique du faisceau constant C (lemme de Poincaré), donc le fait

classique : ' ‘ ‘
H'(X,C)=H'(X,A%) = h'(T(X,A%)).

Si X est une variété analytique complexe, le faisceau 25 étant le faisceau des p-
formes holomorphes, le complexe de De Rham holomorphe 2% est une résolution
de C (lemme de Poincaré holomorphe), d’ou :

HY(X,C) = H'(X,Q%) (hypercohomologie).

Si maintenant X est un schéma, supposé lisse (non singulier), on peut considérer le
complexe Q% Ik des formes différentielles algébriques (de Kéhler). Les espaces vec-

toriels H'(X, Q% /k) sont par définition, la cohomologie de De Rham (algébrique)
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de X. Si k = C, et si X est en plus projective, il résulte des théoremes de com-
paraison algébrique-analytique (GAGA) [Se] que H*(X,Q%) est le méme selon
que Q% est le complexe algébrique ou le complexe holomorphe. Donc si k = C, la
cohomologie de X pour la topologie transcendante se calcule a partir des formes
différentielles algébriques.

Passons a la situation relative. Soit f : X — S un morphisme de schémas; on
suppose f propre. On peut définir ([Ill]) le complexe des formes de Kéahler relatif
a% /5 qui est un complexe de O x-modules de type fini (f est de type fini), et avec
pour différentielle dx /g, un opérateur f ~1(O0g) linéaire. La formation de 0% /g est
compatible aux changements de base. Si S, X et f sont lisses, et si k = C, on a
I’analogue analytique Q;?/ns (resp. C, A% / ) qui est compatible aux changements
de base.

On définit les faisceaux de cohomologie de De Rham (algébrique) par ([Ill])

HE(X/S) =R fu(Q/5)-

Intuitivement, la fibre en s € S de H*(X/S) est Hk(XS,QB(S/k), si on note

X,=f"1(s). A coté des faisceaux de cohomologie de De Rham, il y a les faisceaux

de Hodge : qu*(Q’;(/S), c’est-a-dire si S est réduit a un point, H4(X, Q’)’(/k).

Si k = C, et si on remplace les formes différentielles algébriques relatives Q% /s
par les formes holomorphes relatives Q;?/ns, la encore les théoremes de comparaison
assurent que le résultat est le méme.

Filtrons le complexe Q% /s (algébrique, holomorphe,...) par la filtration de
Hodge (ou naive)
FP(Q%)s) = (2%/5)7"

qui est le complexe qui a le méme terme en degré ¢ > p, et qui est nul en degré
< p. Alors, la suite spectrale associée a cette filtration finie, et au foncteur f,, est
la suite spectrale de Hodge vers De Rham :

(1) B} = RUf (o) = HPTUX/S) = RPT£.(Q5)-

Il en découle une filtration sur I’aboutissement FPH*(X/S), la filtration de Hodge
de la cohomologie de De Rham, et un objet gradué associé

EP = Gr? (HPT(X/S)).
L’hypothese essentielle est :

1.1. Hypotheése. La suite spectrale de Hodge vers De Rham (relative) dégénére
au terme Fj1.

Cela signifie
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en particulier

FP(PHa(X/S)
rq __ D _
BV =R s) = Forigorarx /sy

Cette hypothese est discutée dans [Ill]. Contentons-nous de 1’énoncé suivant qui
indique les conséquences tres importantes sur les faisceaux de Hodge (voir [Del3],
th. 5.5 et [Dem] §10 pour le cas complexe).

1.2. Théoreme. Soit S un schéma de caractéristique 0; on suppose le morphisme
f: X — S propre et lisse. Alors :

i) Les faisceaux N sont localement libres de type fini de formation
i) Les fai RP Qﬁ(/s t local t libres de t fini de f ti
compatible a tout changement de base.

(ii) La suite spectrale (1) dégénére au terme Fj.

(i) Les faisceaux FPHPT1(X/S) sont localement libres de rang fini et de formation
compatible a tout changement de base.

(iv) La suite spectrale (1) a pour fibre en s € S, la suite spectrale correspondante
a Xs.

1.3. Remarques.

Si S est lisse, connexe, la théorie transcendante [Dem]| dit que les nombres
de Hodge hP(s) = dim HP9(X,) sont constants. Alors on peut en déduire que
Rpf*(Qg(/S)s = H(X,, Q% ). Dans le cas général, la dégénérescence de la suite
spectrale de Hodge en un point s € S entraine (i) a (iv) par des arguments généraux
de Grothendieck (“lemme d’échange” [Del3], th. 5.5).

Supposons k = C, et toujours f : X — S propre et lisse. Par le lemme

de Poincaré holomorphe relatif, le complexe Q;?/ns est une résolution du faisceau

f~Y0g) (image réciproque faisceautique). (Il suffit de se restreindre a la fibre
Xs = f71(s)). Alors
H*(X/S) = RF£.(f7(0s))

>~ g ®c R* f.C.

Pour justifier cette identification, rappelons le théoreme de changement de base
en cohomologie (& supports propres) (voir Iversen [Iv]). Soit un carré cartésien

y 4, x

il Lf
T Pys

avec f propre, X, S, T, Y des espaces localement compacts. Pour tout faisceau
abélien F' sur X, on a un isomorphisme canonique :

p*RFf.F =5 RFg.q*F.
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Si on tient compte de la formule de projection (loc. cit.) on a l'identification ci-
dessus. Ainsi on a un lien (si k& = C), entre la cohomologie de De Rham et la
cohomologie a coefficients constants, que nous préciserons dans le §2.A.

Dorénavant on utilise la convention suivante :

1.4. Définition. Une famille de variétés algébriques projectives est la donnée
d’un morphisme f : X — S, lisse a fibres connexes tel que f factorise par PN x S :
il existe une immersion fermée i : X — PN x S, telle que f = prg o i.

Le morphisme f est donc propre. On se place dans I’hypothese de dégéné-
rescence de la suite spectrale de Hodge. La filtration décroissante F7(H*(X/9)),
est rappelons-le, la filtration de Hodge. Les FP sont des sous-fibrés vectoriels de
I (X/S), et F7/FrH = RIf (8 ).

2. Connexion de Gauss-Manin

Pour étudier la variation des classes de cohomologie de De Rham dans une famille, il est
essentiel de pouvoir dériver ces classes par rapport aux coordonnées locales sur la base S. Le but
de ce paragraphe est de donner un sens précis a cela en expliquant en détail les constructions de
Katz et Oda ([Ka], [K-O]). La construction met en évidence une “connexion” sur une résolution
du complexe de De Rham qui apres passage a la cohomologie conduit & la connexion de Gauss-

Manin. Le cadre de ce paragraphe est celui des schémas.

2.A. Systemes locaux

Soit S un espace topologique. Un faisceau V (d’ensembles, de groupes,
d’espaces vectoriels etc.) localement constant est appelé un systéme local. Donc
il y a un recouvrement ouvert de S tel que V soit constant sur les ouverts de
ce recouvrement. On voit facilement qu’un faisceau localement constant est con-
stant sur un espace simplement connexe et donc le relevement de V au revétement
universel est constant de fibre V' disons; alors on obtient V comme quotient de
S x V par le groupe fondamental de S qui agit sur S x V de facon naturelle :
Y((3),f) = (5- 4,7 1f), ott v € m(S) agit & droite sur S et & gauche sur V.
Cette action conduit & une représentation de 71(S) dans V, la représentation de
monodromie.

On suppose maintenant que S est un schéma (resp. espace analytique, variété
C) avec faisceau structural Og. On appelle faisceau associé au systéme local V,
le faisceau de Og-modules V ®¢ Og; il est localement libre, c’est-a-dire un fibré
vectoriel sur S. Un tel fibré vectoriel est caractérisé par le fait qu’il existe un
recouvrement ouvert trivialisant tel que sur 'intersection de deux de ces ouverts,
la matrice de transition est a coefficients constants

Rappelons [Dem] qu'une connexion sur &, est un opérateur k-linéaire V : F —
QL ®es F (resp. Q}g’an ® F, AL ® F), qui satisfait a la reégle de Leibniz :

V(ae) = da ® e + aVe.
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On peut étendre V en une application k-linéaire : V: Q% ®0, F — Q%™ @0, F en
forgant la regle : V(a®e) = da®e+(—1)PaAVe (a = p-forme). Alors 'opérateur
R = VV est Og-linéaire; on a

R € Homp, (F,9% @0, F) = Q% (End(F)),

on l'appelle 'opérateur de courbure de V. La connexion est dite intégrable (ou
plate) si R = 0, donc si

0—F L 0ieFf L 0ieF — -

est un complexe. On 'appelle le complexe de De Rham associé, vu le cas particulier
F=0g, V=d

Rappelons que pour tout champ v sur X (ou sur un ouvert de X ), 'opérateur
k-linéaire V, (contraction de V avec v) est appelé la dérivée covariante dans la
direction de v. La condition d’intégrabilité équivaut a

(2) Vo, V] = Viy ] (v, w champs sur X),

[v, w] étant le crochet des champs v et w.

Lorsque £ = C, si V est une connexion intégrable sur le fibré vectoriel F
(faisceau localement libre de rang n), le théoreme d’existence local des solutions des
équations différentielles linéaires, ici I’équation Ve = 0, entraine que V = ker(V) C
JF est un sous-faisceau localement constant et que F =V ®c Og est le fibré associé
a V. Alors V =1 ®d, ce qui signifie que si on choisit localement une base {e;} de
F, composée de sections plates (sections de V) : V(3 ,a; ® €;) = ), da; ® ;.

Inversement, pour un faisceau V localement constant sur S, F =V ® Og le
fibré associé, V =1 ® d est une connexion plate avec ker V = V. Dong, il y a une
équivalence de catégories, entre les fibrés plats, i.e. les couples (F, V) avec Ry = 0)
et les faisceaux localement constants de C espaces vectoriels, les morphismes de
fibrés étant les morphismes horizontaux.

Revenons a la situation géométrique avec f : X — S, qui représente une famille
de variétés algébriques projectives, lisses. On a vu [Dem §10], qu’une famille est
localement triviale du point de vue C> et donc que les faisceaux abéliens R* f,C,
REf.R, RFf.7 sont des systemes locaux. Ainsi 3*(X/S) = R¥f.(C) ®c Og; on
appelle connexion de Gauss-Manin sur le fibré de cohomologie H*(X/S), 'unique
connexion (holomorphe) qui a pour sections horizontales (ou plates), les sections
de R*£.(C), i.e. :

Vaum(e) =0 <= e € R*f£,(C).

2.B. L’application de Kodaira-Spencer

Maintenant k est arbitraire, et S est un schéma lisse de type fini sur k. Du fait
de la lissité de f, on a une suite exacte

(3) 0— f5(Q28) — Qx — Qg — 0.
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Cette extension, qui en général est non triviale, est associée a une classe ¢ €
Extl(Qﬁ(/S, f*(02%)), et comme Q}(/S est localement libre, on a la suite exacte

Ext'(Q/s, [*(25)) = H' (X, Homo , (s, [* (%)) ;
I'image de ¢ par ’application canonique
H' (X, Homo (s, [F(Q'S)) — HOUX,R'f(Tx/s @ [*(Q%))

— — I
=Tx;s ® [*(Qs) H(X,QL ® R' f.(Tx/s))

est appelée la classe de Kodaira-Spencer de X/S'; on peut voir cette classe comme
un morphisme, le morphisme de Kodaira-Spencer : px/g : Ts — le*(TX/S). La
fibre (px/s)s = ps : Ts,s — H' (X, Tx,) est I'application de Kodaira-Spencer en
seS.

Rappelons ([I1]]) que si ¢ € H'(X,Hom(F,§)) est la classe d’'une extension
0—G—H—TF—0,le morphisme bord 9 : HI(X,F) — HIT(X,G) s’identifie
avec le cup-produit avec c.

L’application de Kodaira-Spencer en s mesure comment X se déforme dans
la famille X /S au voisinage de s, du moins infinitésimalement

On reviendra a l'application de Kodaira-Spencer dans le §3.C.

2.C. Algébricité de la connexion de Gauss-Manin

Les faisceaux 3% (X/S), FPH* ont une définition algébrique, via la cohomologie
de De Rham algébrique; on va voir qu’il en est de méme pour la connexion de
Gauss-Manin.

Passons au complexe de De Rham Qf k= A'Qﬁ( k5 ce complexe n’est pas
en général “multiplicatif” par rapport aux deux extrémes. On introduit alors la
filtration de Koszul de Q% /k qui mesure cette déviation. La définition vaut pour

toute extension 0 - § — H — F — 0 (de Ox-modules localement libres). On
pose :

FPA*H = image(APSG @ A*H[—p] — A°H)

on a clairement Gr? = FP/FPtl = APG © A*F[—p], [—p] signifie qu’il y a un
décalage de —p dans le degré. Considérons la suite exacte de faisceaux :

0 — Gr' — F%F? — G — 0
| |
G ® A*F|—1] AT

qui en degré k, conduit a I’extension :

0— GRA1F — (FO/FH)F 5 A*F — 0.
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Une vérification aisée montre que la classe ¢, € H(X, Hom(A*F,G @ A¥1TF) se
déduit de ¢ par 'application produit intérieur

I : Hom(¥,G) — Hom(A*F, G @ AF~15)

ot IN)(fi A=A fy) = 2 (1T IAE) © F A A iAo A fy

i=1
Retournons a la situation géométrique. L’application de Kodaira-Spencer se
déduit de la classe de I’extension (3); on va voir que la connexion de Gauss-Manin
se déduit de la classe de ’extension de complexes

(3)bis H H
Q) ® Q% /s[—1] Q%/s

(se reporter a [Ill] pour une définition précise).

Considérons le morphisme bord en hypercohomologie
d: R¥f,(GrY) — RFHLF,(Gr!)
qui apres identification est

0 HE(X/S) —  RFMIL(F7(QL) Do, 0%/ s[~1))

0y ®o, HE(X/S)
on en vient au résultat principal :

2.1. Théoréeme.

1) O est une connexion intégrable sur le fibré de cohomologie de De Rham
HF(X/S).
2) Le complexe de de Rham associé : (H*(X/S) ® Q%, 0) s’identifie au complexe

El'k déduit de la suite spectrale de QS filtré par la filtration de Koszul,
relativement au foncteur f,.

3) Sik = C, apres identification des faisceaux, 0 coincide avec V.

Avant de donner les détails de la preuve, indiquons que 1) et 2) s’obtien-
nent facilement si on tient compte de la compatibilité de la filtration de Koszul
relativement au produit extérieur : F* A FJ C FitJ. Cela permet de définir un
accouplement dans la suite spectrale

wa !/ /
EPYx EVY — EfHJ e (e,€') — e€’
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tel que e'e = (—1)PTDE 0 ee! et dy(ee’) = (die)e’ + (=1)PTe-dy(¢'). Tl est peut
étre plus convaincant de mettre sous forme explicite 0, I'intégrabilité sera alors
une conséquence facile du résultat. C’est la procédure que nous allons détailler en
plusieurs étapes.

Etape 1
Le probleme étant local sur S, on peut supposer S affine (de Stein, dans le cadre
analytique). On suppose d’abord que X = S x T est un produit, sans supposer que
T est projectif; on peut de la méme facon supposer que X est étale sur A” x S.
Avec cette hypothese de trivialité de la famille, la suite exacte (2) est scindée, et
Q% = pi(QY)®@p5(2%) (produit tensoriel de complexes). On peut identifier p3(§27,)
avec Q% /8" alors la différentielle totale dx se décompose en dxy = ds + dx/s. On
fera attention au fait que le produit tensoriel est sur Oy, alors que la différentielle
est seulement k-linéaire. Localement, on peut décrire la situation de la maniere
suivante : soit S = Spec(A), T" = Spec(B), donc X = Spec(A ®y B). Prenons
T = 'Qh/k, Q% = A'Q}B/k, qui sont des algebres graduées sur A (resp. B).
Alors on a Qﬁ(/k = QL @ B® A @ QL et Q% = QF @k Q% avec la structure
naturelle de A ®; B algebre graduée. La différentielle est dx = dg + dr, avec
la signification usuelle : dx(a ® 8) = ds(a) ® B+ (—1)Pa @ dr(B), si a € QL,
B € Q. Notons que Q;(/S = A®y Q%, dx/s = 1 @ dr. Le morphisme quotient
T Q% — Q% /s admet une section naturelle ¢ (de groupes), telle que, avec un
abus d’écriture :

o(hdx/sfi N+ Ndxssfp) = hdx;sfi A Ndxsfp

ou a droite dx,s est la différentielle partielle issue de la décomposition dx =
ds +dx;s. On a

FP=Pse, o Q% =F s

i12p

2.2. Lemme. Il existe une dérivation I (produit intérieur total) de I’algebre Q%,
donc I(a AN B) = I(a) A B+ a AN I(B), telle que I(dg) = dsg. De plus, on a pour
toute forme w € Q% :

em(w) —w = —I(w) (mod F?Q%).

Preuve. Avec la description Q% = Q% ®; (0, on prend pour I, la “dérivation”,
dlaNp)=paAp si v est de degré p .

Notons que [ est Ox (= A ®; B) linéaire.

Pour la seconde assertion, on peut supposer ¢ = a ® b, (a € A, b € B),
alors dxg = dsa ® b+ a ® drb avec dsg = dsa @b et dx;sg = a @ drb. On a
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I(dxg) = dsa ® b = dgg. Ceci donne plus généralement I(gdg; A --- A dgp) =

Yogdgr A Ndsgi N AN dgp.
i=1

Pour la derniere propriété, supposons w = gdgi A --- Adgsg; A\ --- A\ dgp, alors

em(w) = gdx/sg91 N -+~ Ndx/s9p
= g(dg1 — dsg1) N+ A (gp — dsgp)
=w—I(w) (mod F?Q%) .

Etape 2

On suppose S affine, et on choisit un recouvrement ouvert fini X = (J U,, ou
a=1

U, est supposé étale sur A™ x S. Ainsi avec une telle trivialisation (se rapporter a
I’appendice) on peut, comme indiqué dans I’étape 1, décomposer le complexe de De
Rham Q;]a /5 € un produit tensoriel 2% ®e Q'Ua /g €t décomposer la différentielle
dx sur Uy, en dx,y, = dg + dg‘(/s. Notons ¢, la section de m: Qf, — Q?JQ/S qui
résulte de cette décomposition, et soit I, le produit intérieur correspondant.

La connexion de Gauss-Manin, décrit, de maniere cohomologique, cette décom-
position (locale) de Q% en un produit tensoriel Q% ® QS /- Considérons C* (U, Q%)

(resp. C*(U, FP), etc.), le complexe de Cech & coefficients dans Q% (resp. ...) ([II])
on sait (loc. cit.) que le morphisme canonique Q% — é'(u,QS() est un quasi-
isomorphisme. Notons aussi, que les ouverts U, étant affines, alors le foncteur
K*® — C*(U, K*) est exact, par suite :

C* (U, GrP(Q%)) = C*(U, FP)/C(U, FPT).

La différentielle du complexe de Cech est noté d + 0 ou d est la différentielle au
niveau des formes, et § la différentielle “de Cech” :

q
(55)(20,, pz Jﬁlo,...,;j,...,iq)

j=0

(si B € €P9 =C1U,Q%)).
Pour tout indice a, soit h, = dg oy, vu comme morphisme de complexes : h,
GrO(QS()’Ua — Gr' (Q%)[1] v, (vérification immédiate), et soit ag = Y5 — ©¥a

(mod F?), donc

On a Yap + Yga = Yoy (pour tout (a, 5,7)), et (hg — ha)‘UamUﬁ = dipap, ce qui
signifie

A% — dipp = (A% + dS/s)Pa — (d§ + d% )0 — (o — 98)dx/s
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on peut ainsi définir un morphisme de complexes
h:Gr? — @°(U, Gr'[1])
qui induit (dans la catégorie dérivée) un morphisme
V : G’ — Grl[1].

Le lecteur pourra comparer avec la démonstration du lemme (5.4) dans [I11].

Si on passe a la cohomologie, V induit la connexion de Gauss-Manin. On va
faire une construction plus précise, et en déduire I'intégrabilité de la connexion.

Etape 3
Soit A € C1(U, Q% ), posons :
L(B) (o, - 1tq) = d8(B(io, - ,iq)) (dérivée de Lie totale)
puis
I(B)(ig, - yigy1) = (=1)P(Liy — L;,)(B(in, - .. yig+1) (produit intérieur total)

et
@(5)@07 cee 7ip) = Pig (ﬁ(i()v S 7ip)) .
Notons que £ est de bidegré (1,0), I de bidegré (0, 1).

Un calcul élémentaire conduit au

2.3. Lemme. V = £ + I est un morphisme de complexes

£+ 1 € Hom (€*(U, Q%), C*(U, Q% [1]).

Notons que par construction, V(C(U, F?)) C @(U, F**!). Pour s’assurer que
sur la cohomologie, le morphisme induit par V = £ + I : Gr® — Gr! [1] est bien la
connexion de Gauss-Manin, la propriété suivante est exactement ce qu’il faut :

2.4. Lemme.

(dx +0)p —p(dx/s+06) = (L+1)op (mod é'(FQ))

Preuve. Soit 8 € GQ(U,QQ/S);

(dxe — pdx;s)(B)(io, .- . 1iq) = dS§ i, (Blio, -- . ,ig)) -

Un calcul aisé montre que

(00 — ©0)(B)(io, - -+ rigr1) = (=1)P (@i, — i, ) (B(in, - yig41))-
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Il suffit alors de vérifier que

(=P (pi — i) (w) = (=1)PT¢;, (w) (mod F?)

pour toute forme w € I'(U;, NU;,,Q2x/g). Si on pose ¢;, (w) = a, cette congruence
équivaut & ¢, (m(a)) — a = —I;,(a) (mod F?), qui découle alors du lemme 2. [

L’intégrabilité de la connexion de Gauss-Manin découle immédiatement de la
formule du lemme 4. En effet, on en déduit

V((dx +6)¢ — ¢(dx/s + ) = V2o (mod €*(F?))
car V est de degré 1 pour la filtration de Koszul et comme V et dx 4§ commutent,
(dx +0)(Voyp) — (Voyp)(dxss +3) = V? o p(mod F?).

Donc V? induit le morphisme nul (au sens des catégories dérivées) de Gr® dans

Gr[2).

Avant de conclure, il est utile de souligner le point suivant. Ce qui a été
construit dans les étapes 1 a 3 (lemme 2.3) est une connexion (“la connexion
de Gauss-Manin”) au niveau du complexe de De Rham (le complexe de Cech du
complexe de De Rham). Cette connexion non nécessairement intégrable induit au
niveau cohomologique la connexion (intégrable) de Gauss-Manin.

Pour terminer la preuve du théoreme, reste a vérifier que la construction ci-
dessus ne dépend pas du choix de U = {U, }, ce qui est complétement standard.

Si k= C, il est aussi immédiat que la construction ci-dessus s’applique avec S
de Stein, et les U, de Stein, et que le résultat est identique. Pour se convaincre de
I’identité entre cette construction de V et la définition purement topologique, on
observe que la propriété de décomposition locale du complexe de De Rham, qui
est locale sur X dans le cas algébrique et analytique, devient locale sur S avec le
complexe des formes C'*°. Donc on peut supposer que X — S est une filtration
C°° triviale. Dans ce cas, on peut construire des morphismes V au niveau des
complexes de De Rham C*°, soit V : AY — A%[1], et V = dg (relativement a une
décomposition). Alors, il est a peu pres évident que sur la cohomologie, V induit
ds ®1

V=1®ds: RIf.(A%)g) — R [ (Gri[1]) = Ay @ RIf. (A% g)-

et R7f,(A%)s) = RIS (QF)s) est le faisceau constant H(T,C) sur S (si X =
T x8S). O
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2.D. Propriété de transversalité de V

Pour tout complexe Q°, la filtration de Hodge de 2°® est la filtration naive

(22 ; on a relativement au décalage :

(Q°[n])7? = (Q*2P")[n].
Considérons la suite exacte de complexes (cf. (3)pis)

0o — Gr' —  FYr? — G — 0

f*(ng) ®ox ng/s[_l] Q3(/5 — 0
passons au cran ¢ de la filtration de Hodge, on a la suite exacte

0— f*(2%) @ QY5 ' [-1] — (F/F*)? — Qs — 0

et en passant a la cohomologie, on obtient un diagramme commutatif :

REf(Q5) RFFL £ (Gr'[1]) = Ok ®0, R £ (2% )

T T

REF(QS) = RFFLL(GrI 1) = RFFLL(F(Q) ® (35 ' [-1])-
H

o>i—1
QES‘ ®os ka*<Qx/s )
Les images des fleches verticales du diagramme sont respectivement F*H*(X/S)
et QL @ FLHF(X/S), et de plus = V, donc on a la propriété de transversalité
pour la connexion de Gauss-Manin.

V(FH(X/S)) C QL @ TR (X/S) .

Supposons que la suite spectrale de Hodge vers De Rham dégénere (par ex. k = C),
alors E77 = qu*(Qg(/S) = FPHPTI(X/S)/FPTIHPTI(X/S).

De plus, il est clair que par passage du gradué associé a la filtration de Hodge
sur H*¥(X/S), V induit une application Og-linéaire.

VRO g) — Qs © Rq“f*(Qgg/g) .
Alors V est le cup-produit avec I’application de Kodaira-Spencer
px/s € HO(S, Qg @ R f.(Txs))-

D’ou finalement :
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2.5. Théoréme. Relativement a la filtration de Hodge F*3(*(X/S), la connexion
de Gauss-Manin satisfait a la propriété de transversalité de Griffiths :

V(F'H*) C QL @ FImH (3R .

Si la suite spectrale de Hodge vers De Rham dégénére (par exemple si k = C),
Papplication O g-linéaire induite sur le gradué associé, par la dérivation V, coincide
avec le cup-produit avec la classe de Kodaira-Spencer.

O

2.6. Notes.

1) Toute ’étude faite, dans les §1 et §2, admet une transcription quasi-immédiate
dans le cadre logarithmique. On suppose que D C X est un diviseur qui est
une réunion de diviseurs lisses relativement a la base S, et de sorte que D est
a croisements normaux relativement a S. Dans ce contexte, on peut définir (voir
[111] §7) la complexe Q% 4(log D) des formes différentielles régulieres sur X — D,
a poles logarithmiques le long de D. Pour le cas le plus simple d’une hypersurface
lisse voir le §8 et pour le cas général voir [Kal. On obtient une suite spectrale de
Hodge-vers-De Rham :

B = R, (9%, 4(log D)) — RIH £, (2% 5(log D))
et la connexion de Gauss-Manin
Vi R1f.(Q%/s(log D)) — Qg @0 R (% /s(log D))

qui satisfait a la propriété de transversalité de Griffiths, relativement a la filtration
de Hodge F'*, du moins si on suppose que la suite spectrale ci-dessus dégénere au
terme E; (k = C). Le lecteur consultera le travail fondamental de N. Katz [Ka]
pour les détails.

2) Dans un travail récent [H-S], Hinich et Schechtman ont introduit une application
de Kodaira-Spencer d’ordre supérieur, qui s’applique a des opérateurs différentiels
et plus seulement a des dérivations.

Appendice : “Coordonnées locales” en géométrie algébrique.

Pour lever tout doute sur les calculs locaux du §2, rappelons comment on
travaille avec des coordonnées locales en géométrie algébrique.

Soit X/k un schéma de type fini, lisse sur le corps k. Alors le Ox-module
Qﬁ( /p, €st localement libre de rang fini n = dim X ; au voisinage de tout point

x € X, on peut trouver des sections régulieres s1, ... ,s, € I'(U,Ox) telles que
{ds1, ... ,ds,} est une base de Q}(/h sur U.
2.7. Définition. On appelle s1, ... , s, un systeme de coordonnées uniformisantes

(ou parametres locaux) sur U.
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On peut alors définir la dérivée partielle 8%1- au moyen de la formule (a €
I'U,0x))

n
ox
da = 2 8sid82
La relation d? = 0 entraine 83?;Sj = 83‘?_231_ (V(i,7)). Soit maintenant f: X — Y
un morphisme étale. Alors le morphisme canonique df : f*(Q3, ) = Q% /x €st un
isomorphisme. Ainsi si sq, ..., s, sont des coordonnées uniformisantes sur V C Y,
t1 = f*(s1), ... ,tn = f*(sn) est un systeme de coordonnées uniformisantes sur

U= f~YV). On a par construction :

oo

@) =F(55) (@ eT(v,00).

Si maintenant U est un ouvert du schéma X, et U est étale sur A™ x S, supposons
que si, ...,S, sont les coordonnées naturelles sur A”. La restriction a U de ces
n + m coordonnées définit un systeme de coordonnées locales sur U.

3. Variations de structures de Hodge

Dans ce paragraphe nous introduisons les notions de variation de structures de Hodge, de

domaine de périodes et de variation infinitésimale de structures de Hodge.

3.A. Introduction aux variations de structures de Hodge

Soit X C PY une variété projective lisse de dimension n, il y a sur Hg =
H*(X,R) la structure suivante, appelée structure de Hodge réelle de poids k.

1) Une décomposition (de Hodge)

He=HrperC= @ H"
pta=k

—=q,p
avec HP9 = H".

2) Une filtration de Hodge F? = P, , H"I  telle que HP? = FPNF? | (p+q = k)
et Ho=FPaF .

(1 et 2 sont équivalentes).

Si H et H' sont des espaces vectoriels réels qui portent une structure de
Hodge (réelle) de poids k, resp. k/, alors il est aisé de voir que sur H*, H ® H' et
Hom(H, H') il y a une structure de Hodge naturelle de poids —k, k + k" et k' — k.
En particulier Hom(H, H) a une structure de Hodge de poids 0, et

Hom(H, H)(*Y = {\: H = H, \(HP9) C HP+®9+0},
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On peut interpréter une structure de Hodge comme une représentation réelle du
groupe algébrique réel :

Resc/r(C*) = SpecR [z, y, (22 + y2)_1}

(Restriction de Weil du groupe algébrique C* de C a R). Voir e.g. [D-M-O-5],
§ 1.3 ou [C-MS-P], § 15.1. Cela explique que 'on puisse effectuer des opérations de
dualité et ® sur les structures de Hodge.

Dans le cas géométrique, c’est-a-dire quand X est de kahler, rappelons qu’il y
a sur He = H*(X,C), une forme bilinéaire de parité (—1)* : la forme de Hodge-
Riemann ([Dem))

Qla, B) = (—1)k<’f—1>/2/ a A B AW (dim X = n)

X

(Q est symétrique si k est pair, alternée si k est impair). Lorsque la forme (1,1)
réelle w est entiere, donc si X est algébrique projective, et w provient de la classe
d’une section hyperplane, @ est alors entiere sur le réseau H*(X,Z)/(torsion).
Rappelons les relations bilinéaires de Hodge-Riemann :

(R1) QHP, HY ) =0  saufsi (p.q) = (¢,p).

Il est équivalent de dire que le Q-orthogonal de FP est FF¥~P+l En effet, FP =
D, H, Fhr—p+l — PBisrpys HY, ainsisii >p, onaj=k—i<k—p, dol
Q(F*, FF—r+l) = (0. Mais

dim FP =Y " =3 "nt = > b = codim(FFPH)

iZp iZp j<k—p

Donc FF=—P+l = (FP)L,

(R2) Si0#£¢ePrim”?,  V=1" Q€ >0.

Si on introduit 'opérateur de Weil, qui est 'opérateur réel C' € Autc(He), tel que

C}Hp’q =+/=1""? la forme (o, B) := Q(Ca, ) est une forme hermitienne appelée

forme de Hodge. La forme de Hodge est définie positive sur la partie primitive
Prim”*(X,C) de H*(X,C).

Une structure de Hodge (pure) de poids k polarisée est la donnée d’une
structure de Hodge réelle de poids k : (Hg, Hr ® C = ®HP1, HP? = Fq’p) et
d’une polarisation; la polarisation est la donnée d’un réseau Hy; C Hpg, puis une
forme bilinéaire non dégénérées de parité (—1)* sur Hg, qui est entiere sur le réseau
(mais pas forcément unimodulaire) :

Q(HZ X Hz) - Z.
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On exige les deux conditions (R1) et (R2) de Riemann; en particulier :
(@,0) = Q(Caya) >0 (a£0)

avec C' = opérateur de Weil.

Un isomorphisme de structures de Hodge polarisées, est un isomorphisme qui
préserve les polarisations, i.e. les structures entieres, et les formes bilinéaires.

Soit maintenant f : X — S une famille de variétés algébriques projectives
lisses; on suppose X C PV x S et f est la restriction & X de la projection sur S.
Soit X5 = f~1(s) = XNPY x {s}. Comme il est expliqué dans [Dem]|, X porte sur
chaque H*(X,, C) une structure de Hodge réelle, et Prim® (X5, C) possede en plus
une polarisation définie par la forme w, € HY1(X,,Z), déduite du plongement
X, C PV,

Ces structures de Hodge réelles (resp. polarisées) définissent une famille (ou
variation) de structures de Hodge. On a en effet les objets suivants :

1) Un systeme local de groupes abéliens libres de rang fini (constant),
HE = RF£,(Z)/(torsion),

: ko aqck
idem avec F(g, H¢).

2) Un fibré vectoriel (Og module localement libre) H* = RF f, (Q;(/S) (Q;(/S =
formes algébriques, ou holomorphes).

3) Une filtration décroissante de ¥ par des sous-fibrés holomorphes {F?},—o. .. &

(filtration de Hodge) (si on passe & la fibre en s € S, H* = H*(X,,C) et F?

est exactement la filtration de Hodge sur H*(X,,C)). On a 7 N FH = 0,

(p+q=F).
Soit w € HY(S,R?f.(Z)) 'image de la classe de la section hyperplane relative

(section localement constante). La section w induit en chaque s € S, wy €
H?(X,,7Z) qui est la forme entiere (1,1) qui polarise X,. On a ainsi :

4) Une forme bilinéaire non dégénérée localement constante, dite “forme de
Hodge-Riemann”, Q : HE @ HE — H2" = Z.

5) Une connexion (intégrable) V : H* — QL@ : la connexion de Gauss-Manin,
telle que le systeme local des sections horizontales est J—C(’é.

6) Propriété de transversalité de Griffiths

V(97) C QL @ L.

7) L’opérateur L de Lefschetz, admet une forme globale : L est le cup-produit
avec w. Noter que L est un opérateur horizontal; on définit :ngrim comme le
noyau de

Ln—k—l—l . :H:k N :H:Qn—k—i—Z.
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La fibre en s € S de H*,  est Prim"(X,, C).

prim
On résume toutes ces données, par la définition suivante, d’une variation de
structures de Hodge (polarisées) (“VHS” en abrégé).

La définition suivante a été formulée par Griffiths ([Grifl]).

3.1. Définition. Une famille de structures de Hodge (réelles) de poids k, sur S,
est la donnée de

1) Un faisceau localement constant d’espaces vectoriels réels Hg sur S ;

2) Une filtration finie {FP} du fibré vectoriel H := Hr ® Og (FP est un sous-fibré
holomorphe) ;

avec les conditions :
(VHS-1)  La connexion naturelle V.= 1®dg sur H est telle que VFP C QLaFP~!

(VHS-2)  En tout point s € S, {FP} définit sur Hg), une structure de Hodge
(réelle) de poids k.

Une polarisation est la donnée, en sus, d’un faisceau localement constant H, C Hg,
de Z-modules libres de rang fini, avec Hg = Hy ® R, et une forme bilinéaire
localement constante non dégénérée

Q HpHy; — 7
qui induit en tout s € S une polarisation de (Hg)s.

Nous ne considérons que des structures de Hodge polarisées.

3.2. Définition. Soit {Hyz,{FP},V,Q} une variation de structures de Hodge
polarisées sur S. Le groupe de monodromie du faisceau localement constant Hy
est appelé le groupe de monodromie de la variation (VHS).

Pour définir ce groupe, on fixe so € S et on considere selon la prescription de
§2.A la représentation de monodromie

T : 7T1(S, 80) — Autz(<Hz)50).

Du fait que la forme @ est (localement) constante, I'image de T' (i.e. le groupe de
monodromie) est inclus dans le groupe orthogonal Gz := Autz((Hz)s,, Q).

Rappelons que le faisceau localement constant Hy s’obtient par :
Hy = S x Hz/m1(S,s0)  (Hz = (Hz)s,)

ot m1(S, s0) agit par v(t,a) = (tvy,T(y)*a). La représentation de monodromie
décrit comment une section locale de Hy, se déforme par prolongement analytique
le long d’un lacet. Comme on suppose S connexe, toutes les fibres de Hy sont

isomorphes a Hz = (Hz)s, mais non canoniquement.
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3.B. Domaine des périodes de Griffiths

Il est naturel de vouloir décrire “I’ensemble des structures de Hodge” sur
Hr = Hz ® R, polarisées par la forme @ sur Hy, avec des nombres de Hodge
hP 4 fixés. On fixe donc Hz = Z™ un groupe abélien, () une forme (alternée ou
symétrique selon la parité de k, le poids) entiere et non dégénérée sur Hy. Les

nombres de Hodge hP? (= h9P), avec Y. hP9 = n, sont fixés; noter qu’alors
p+q=Fk
dimFP = Y A% est fixé (= fP). On note Gr(k, Hc) la variété des sous-
izpitj=k
espaces de dimension k de Hc. Rappelons les relations bilinéaires de Riemann :

1) Le Q-orthogonal de FP? (dans Hc) est F*~P+! et

2) Si C est I'opérateur de Weil tel que C(§) = V—1"""%¢ pour £ € HP?, on a
Q(CEE) > 0810 £¢.

3.3. Notations. On note

D= {ﬁltrations F* ={FP?},—, .. »nde H=Hg,
telles que dim FP? = fP, et pour tout p, Q(FP, FF—P+l) = 0}.

(Alors F*~P+1 est le Q-orthogonal de FP).

On appelle D le sous-ensemble de D formé des structures de Hodge, c’est-a-dire
avec la condition 2 ci-dessus.

On note Gy le groupe orthogonal de (Hg, Q) et G¢ le complexifié, Gc = O(Hc, Q).

3.4. Proposition.

1) D est une sous-variété non singuliére de [[ Gr(f?, H), qui est en fait un espace
P
homogeéne du groupe de Lie complexe G¢.

D = G¢/B, (B sous-groupe parabolique)

2) D est un ouvert de D, qui est une orbite du groupe de Lie réel Gy :

D=Ggp/V  (V=GrnB).

La preuve n’est pas tres difficile, c’est pour 'essentiel un exercice d’algebre
linéaire. Pour les détails on pourra consulter [Griffl], part I, preuve du Théoréeme
4.3.

On note que D acquiert une structure de variété analytique complexe (ouvert
de D). Il est souvent commode de fixer une structure de Hodge initiale, { H}?},
et alors d’identifier D avec G¢/B, ot B est le stabilisateur de {FZ}, et V le
stabilisateur de {H}"?} dans Gg.

Il est important de décrire le fibré tangent & D, ainsi que les sous-fibrés
universels J? du fibré trivial H ® O, comme fibrés vectoriels homogenes sur
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ces espaces homogenes. Rappelons que si F' C H est un sous-espace de dimension
d, espace tangent de Gr(d, H) en [F] s’identifie canoniquement & Hom(F, H/F).
& partir de 14, un vecteur tangent & D en F* = {FP}, peut-étre identifié & une
collection d’applications linéaires

& : FP —s H/FP

avec les compatibilités suivantes :

FP L) H/FP

[ |

Fpt1 St s H/FPtl

est commutatif et

Q&p(a), B) + Qa, Ex—p+1(B)) =0 (a € FP, ge FFPH)

[version infinitésimale de la premiere relation bilinéaire].

Rappelons qu’on a choisi un point de base {H}*} € D. Soit

g = Lie(Ge) = {X € End(H), Q(X (o), ) + Q(a, X (8)) = 0}.

Il y a une structure de Hodge de poids 0 sur g, avec
g™t = {X €y, X(Hp,q) C Hp+q,q+6}.

Alors b = Lie(B) = @,508" ", et le fibré tangent Tp est le fibré homogene
Gc xp g/b, B agissant par la représentation adjointe.

Soit gg = Lie(GRr), alors v = Lie(V) = go N g®°. Noter que go/b = g/b, qui

correspond au fait que 'ouvert D C D est une orbite de Gg.

3.5. Définition ([Grifl]). Le sous-fibré Gc xp g=""/b de T, est appelé le sous-
fibré horizontal (notation Ty (D)). Un vecteur tangent £ = {£,}, est horizontal si
£ (FP) C gr=t/gr,

Si on veut décrire le fibré universel 37 C H ® O p, en termes de fibrés associés
a des fibrés principaux, on note que le fibré trivial H ® Op (de fibre H, base D)
est le fibré G¢c xpg H, et I = G¢ x g Fh (par définition B est le stabilisateur de
la filtration {J7}.

3.6. Exemple (Demi-espace de Siegel). On suppose k = 1 (poids un). La filtration
de Hodge se réduit & H = F° D F! D0, avec (F1)+ = F! (pour la forme alternée
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Q). Alors D est la grassmanienne lagrangienne de (H,Q), et D = Sp(2g,C)/B si
dim H = 2g. On vérifie classiquement que D = Sp(2¢g,R)/U(g,C) s’identifie au
demi-espace de Siegel {7 € My(C),!'7 = 7 et Im7 > 0}.

Soit une VHS : {Hz, FP, V, Q}; cette donnée ne conduit pas directement & un
morphisme S — D, du fait que Hy est seulement localement constant. Par contre,
localement sur un ouvert U de S, on peut trivialiser le fibré vectoriel H;z ® Og, au
moyen de sections plates (de Hy), alors la filtration induite par les I donne lieu
a un morphisme (holomorphe)

®:U—DcCD.

Globalement, on peut transporter la VHS au revétement universel S de S , et le
choix d’une trivialisation du systeme local Hz sur S, conduit & un morphisme
. S—>DcCD.

Il est immédiat de voir que le groupe de monodromie (global) I' agit propre-
ment discontintiment sur D, alors on obtient le morphisme des périodes, en passant

au quotient par I :
o:5 —T\D.

L’observation importante sur ® (ou tout relevement local) est la propriété d’hori-
zontalité, traduction de la condition de transversalité de Griffiths sur V. Pour tout
seS,

(4) d(ps(TS,O) - Thor,@(s)(D)'

Pour rendre cette propriété claire, détaillons-la sur un voisinage de sy € S. On
trivialise le fibré vectoriel Hy ® Og au moyen de sections plates {;}. On peut
supposer que H* (= HP(sq)) a pour base (7;)¢,,,<i<f,, alors F{ a pour base
{ri}ti<ys,- On peut trouver une trivialisation locale {e;(s)} de Hz ® Og par des
sections telles que e;(sg) = 74, et localement, (e1, ... ,ey, ) est une base de F7. Soit
e; = > Aj;i7; la matrice de changement de reperes (pour abréger on écrit sy = 0).
Les 7; étant plates, Ve; = > dA;7; = Y criex, avec ¢ = A71dA. L’application
k

linéaire &, : F¥ — FP1/FP associée & dP,,(9/Dss) envoie 7, i < f, & Va,alo

; OA;;
modulo F}. Puisque Vg, alg = Oc (0) = Z st (0)7j on a :
j (6%

05,

)= 3 SO SE0) = (60 5,

prrl <j

L’hypothese de transversalité (4) se traduit donc comme suit : les blocs carrés de
la matrice (cj;) ayant i < f, et j > fpp1, p = 0,1,2,---, juste en dessous de la
diagonale s’annulent.
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Pour utilisation ultérieure, indiquons la propriété suivante, conséquence de la
nullité de la courbure de V.

3.7. Proposition. Si 81, 0; € Ts 5, & = d®s(0;) € g~ 11, alors [€1, &) = 0 (crochet
dans g).

Preuve. On a
Vie, ] = d®,([01,05]) € Lie(Ge) ™" = g~ € End[H¢],
et d’autre part
Ve, Ve, = [dPs(01), dPs(00)] = [&1, &) € g7 22

De la formule (2) du paragraphe 2, disant que V¢, ¢,] = [V¢,, Ve,], on déduit que
[€1,&] = 0. 0

3.C. Déformations et IVHS (Variations infinitésimales de structures de
Hodge)

La question la plus naturelle a ce stade est de savoir si la variation de structure
complexe est déterminée par sa variation de structure de Hodge (probléme de
Torelli). 11 est clair que cela est faux en général : prendre la famille produit.
Donc il faut se restreindre aux familles pour lesquelles la structure complexe varie
vraiment au moins infinitésimalement. La variation infinitésimale étant mesurée
par l'application de Kodaira-Spencer, on ne regarde que des familles ayant la
propriété que l'application de Kodaira-Spencer est partout injective. Ce sont les
familles effectives. La variation de structure de Hodge au niveau infinitésimal est
décrite par la dérivée de 'application des périodes. Ainsi une version infinitésimale
du probleme de Torelli est de savoir si cette dérivée est injective pour des familles
effectives. Voir [P-S] pour ce cercle d’idées.

Completons la discussion en précisant ce qu’on entend par une déformation
universelle ou verselle. Ici on fixe une variété X,, on travaille avec des familles sur
une base pointée (S, 0), considérée comme germe, telle que la fibre au dessus de o
est la variété fixée X,. Ces types de familles sont appelés déformations de X,. Une
telle déformation f : X — S est compléte si toute autre déformation g : ¥ — T
de X, se déduit de f: X — S par un changement de base (au niveau des germes)

y 4, x

gl LS

T Ps

oup: (T,0) = (S,0), et le carré ci-dessus est cartésien. Si le morphisme p est
unique, X /S est appelé universelle. En général ce n’est pas le cas, mais souvent sa
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différentielle dp(o) est unique et dans ce cas la déformation X/S est dite verselle.
Par exemple, si X/S est complete, pour obtenir une déformation verselle, on peut
restreindre la famille a une sous-variété convenable qui passe par o. Attention :
une déformation peut trés bien étre (uni)verselle en o € S mais pas en d’autres
points de S.

Kodaira et Spencer ont montré [K-S2| que f est complete si et seulement si
I’application de Kodaira-Spencer est une surjection.

3.8. Conséquence. f : X — S est verselle en o si et seulement si ’application
de Kodaira-Spencer
p:Tso— H (Tx,)

est un isomorphisme. (dim S est alors considéré comme le nombre de parametres
pour la structure complexe).

Bien qu’amelioré par Kuranishi, le résultat de Kodaira suffit pour beaucoup
d’exemples, notamment pour les hypersurfaces dans l’espace projectif, comme
dans ’exemple suivant. Le résultat de Kuranishi dit qu’il y a toujours une famille
verselle, pourvu qu’on accepte comme base S un espace analytique (il est essentiel
d’accepter des éléments nilpotents dans le faisceau structural de S). Dans ce cadre
une famille f : X — S est une application holomorphe et propre telle que, quitte
a restreindre S, localement X est un produit U; x S et f|U; — S coincide avec la
projection sur le second facteur. Voir [Ku] pour les détails.

3.9. Exemple. Si f : X — S est la famille tautologique des hypersurfaces de degré
d dans P™*!, I'application de Kodaira-Spencer est une surjection sin > 2 oun = 2
et d # 4. Pour obtenir une déformation verselle il faut restreindre cette famille &
un petit disque transversal a une orbite par PGL(n 4+ 1,C) d’une hypersurface
fixée. Pour les détails voir [K-S §14(C)].

Retournons a la différentielle de 'application des périodes, pour une famille
f X — S verselle. On fixe 0 € S, on regarde la fibre X, au dessus du point o et
la différentielle § = d®(0) en o. C’est une application linéaire

§:Ts0— g "' ¢ @D Hom(HP, HP~1TT)
P
avec les propriétés suivantes (3.7) :
(1) Pour tout vecteur tangent t en o, 6(t) € g = Lie(Gg).
(2) Sity,ta € Ts,o, les endomorphismes 6(t1) et 6(t2) commutent.
3.10. Définition. Soit une structure de Hodge (réelle) sur H. Une donnée
(d’algebre linéaire) (T, H, 9, Q)

(5:T—>g_1’1

qui satisfait a (1) et (2) est appelée par Griffiths et Harris [C-G-G-H], une variation
infinitésimale de structures de Hodge (IVHS).
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Dans une IVHS géométrique, I’application linéaire induite par
6(t) - P9 — gp—latl

est le cup-produit avec I'image de ¢ par ’application de Kodaira-Spencer Ts , —
HY (X0, Tx,) (cf. §2B et §2C).

Au départ d’une IVHS, on peut effectuer des opérations d’algebre linéaire.

Par exemple, si t1,...,tx € Ts, = T, on peut composer les applications
d(t1), ... ,d(tx), ce qui donne une application

ko0 Sl pre—11 002) k22 k) ok
Notons §(t1, ... ,t;) € Hom(H*Y HYF) le résultat. Rappelons que H%* et H*

sont en dualité par la forme Q. Alors les propriétés (1) et (2) conduisent aisément
aux résultats suivants :

(i) 6(t1, ... ,tx) est une forme bilinéaire symétrique sur H*°
(ii) 0(t1, ... ,tx) est symétrique en les arguments tq, ..., tx.

D’ou une application linéaire :

(5) 6 : Sym*(T) — Homgyy, (H*°, HO*) 2= Sym? (H*°)

qui, comme on peut s’y attendre, contient des informations significatives sur Xj.

4. Dégénérescence

Dans ce paragraphe on introduit la notion de structure de Hodge mixte. Ensuite on regarde
les familles de base un disque épointé, déduites par restriction d’un morphisme propre de base le
disque, en omettant la fibre au dessus de 'origine. On appelle une telle situation dégénérescence,
car la fibre au dessus de I'origine peut étre singuliére. Dans cette situation, tourner une fois autour
de D’origine induit sur la cohomologie ’application de de Picard-Lefschetz ou de monodromie
locale. La quasi-unipotence de cette application est une propriété fondamentale qui est discutée
brievement dans le §4.B. Finalement, dans le §4.C on définit les cycles proches et évanescents,

notions indispensables pour comprendre les développements récents sur la monodromie locale.

4.A. Structures de Hodge mixtes

Soit Hgp un Q-espace vectoriel de dimension finie muni d’une filtration crois-
sante W,
Wi C W1 CWiga -

On suppose qu’il y a une filtration décroissante F'®
o R pRl - g2 00

sur H = Hp®C. On dit que ces deux filtration définissent une structure de Hodge
mixte si la filtration induite par F'® sur Ger = Wy/Wy_1 est une structure de
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Hodge pure de poids ¢. La filtration induite est F7(Gr,") = W, N FP /W,_1 N FP.
Les nombres de Hodge sont les nombres de Hodge de Ger. Donc hP4 = ph9P
mais en général il y a des nombres de Hodge non-nuls pour des valeurs de p + ¢
différentes.

Si on peut trouver une bigraduation H = @HP? telle que Wy, @ R =
Er+s<z H"™? et FP = Epp H"™* on dit que la structure mixte est scindée. Deligne

=

a trouvé (voir [C-K-S1]) un scindement canonique :

_ —b— . i
1% = FP O Waiy, 0 (F N Wass) + Gappn), ol G2i= Y FP AW,

320

et donc

W, = @ I%b Fp:@la’b.

a+b<£ azp

Attention : bien que h*® = dim H*® en général on n’a pas I*® = Ta’b, si c’est le
cas on dit que le scindement est défini sur R. On peut toujours “déformer” une
structure mixte sur R (dans la définition de structure mixte on part d’un R-espace
vectoriel) en une structure scindée sur R. Dans ce cas I = F*N F N Wy,

Dans I'exposé [Dem] il et prouvé que le groupe de cohomologie H" (X, Z) d’une
variété compacte kahlérienne X porte une structure de Hodge pure de poids w.
En particulier cela s’applique aux variétés complexes projectives non-singulieres.

Lorsque X est quasi projective, éventuellement singuliere, en fait pour tout
schéma de type fini sur C, Deligne a prouvé [Del 4], [Del5], que H"(X,Z) porte
une structure de Hodge mixte qui dépend fonctoriellement de X. Les nombres de
Hodge de cette structure ne peuvent étre non nuls que pour 0 < p,q < w, en fait
w—n<pg<nsiw>=n=dimX. Si X est lisse il n’y a que des poids > w
(kP9 = 0 si p+ ¢ < w), par contre pour X propre il n’y a que des poids < w.
Naturellement si X est projective lisse, la structure de Hodge mixte sur H" (X, Z)
se réduit a la structure pure classique de poids w.

Pour rendre crédible la définition ci-dessus d’une structure de Hodge mixte,
expliquons brievement comment lorsque X est un C-schéma lisse quasi projectif
une telle structure émerge (voir [Del4] pour les détails). La premiere étape consiste
& compactifier X, c’est-a-dire réaliser X comme le complémentaire X = X \ D
d’un diviseur a croisements normaux ([Ill] §7). Une telle compactification existe;
pour simplifier la discussion, on suppose que D est une réunion de diviseurs
lisses se coupant transversalement. On se place dans le cadre analytique; les
formes sont donc holomorphes. Le théoreme de De Rham ordinaire, qui dit que
H"(X,C) = H¥(X,Q%) n'est pas suffisant. Si j : X — X est I'inclusion, on
observe que H¥(X,C) = H"(X,j.0Q%). Soit le sous complexe Q% (log D) de
7+Q%, dont les sections sont les formes méromorphes sur X, holomorphes sur

X, a poles logarithmiques sur D. Rappelons [Ill] qu'une section de Qly(log D)

définie en x € D, est une combinaison linéaire de {dz%, cee %,dzkﬂ, ooy dzn}

si (z1,...,2,) est un systéeme de coordonnées locales en z tel que z1 ... 2 =0
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soit une équation locale de D. On pose pr(log D) = /\Z’Q%(log D). On vérifie que
Q.Y est le plus petit sous-complexe de j,% contenant Q.Y et les différentielles
logarithmiques % de toute section locale méromorphe le long de D. Le théoreme

de De Rham logarithmique dit alors que les deux complexes Q'Y(log D) et j.Q%
sont quasi-isomorphes, donc :

H"(X,C) = H*(X, 2%(log D).

Le lecteur trouvera dans le §8 une preuve lorsque D est une hypersurface lisse.
Comme dans le §1, la filtration de Hodge F'® conduit a la suite spectrale

EP = HY(X, Q% (log D)) = H""1(X,C)

et a l’existence d’une filtration de Hodge F? H" (X, C) sur I’aboutissement. Notons
que les faisceaux algébriques cohérent Q%(log D) peuvent se substituer a leurs

analogues analytiques ([Ill] §7).
Le complexe Q'Y(log D) admet une seconde filtration, la filtration par le poids
W, (filtration croissante); W,, est I'image de I’application produit extérieur :

Q% (log D) ® Q% [-m] — Q5(log D).

Sion pose W™ = W_,,, (W* est une filtration croissante) , on peut ainsi considérer
la suite spectrale associée au complexe filtré (Q3-(log D), W*), soit

Byt = (X, Gry (0% (log D)) = H"(X,C).

Supposons que D1, ..., D, sont les composantes de D. Il n’est pas difficile de voir
que 'opération ”résidu” de Poincaré fournit un isomorphisme (voir §8) :

0 sin<0
Gr, (Q%(log D)) = 0% sin=0

. .
@1<i1<"'<in<rQDilﬂ~~~ﬂDin [-n] sin>1

Sur H*(X,C) il y a donc deux filtrations W, et F'® il faut étudier comment ces
filtrations cohabitent. Le terme F; de la suite spectrale est :

E;vth = @ HY (D, N---ND;,,C).

IS < Sin ST

Alors la filtration de Hodge induit sur ce terme une structure de Hodge pure de
poids w+n, qui se déduit de celle de poids w—n sur chaque H*~"(D;,N---ND; ,C)
par un décalage. On prouve alors par une analyse assez délicate, et par récurrence,
que la différentielle d,. est nulle pour r» > 2, en particulier

Equ S E&q — GrZV(Hp—’_q(X, (C))
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Il n’est pas difficile alors de conclure que la filtration F*® sur W, /W,_; =
Gr!V (H"(X,C)) donne une structure de Hodge pure de poids w + n. Alors, si
on décale la filtration W, on a obtenu que W, [w] et F'* définissent sur H* (X) une
structure de Hodge mixte. Le lecteur trouvera dans [Del4] I’explication que W, est
en fait définie sur QQ, et aussi que le résultat est indépendant de la compactification.

Comme exemple regardons le cas d’une hypersurface lisse D € X et X =
X \ D. En tenant compte du décalage, la filtration par le poids sur H* (X, C)
est 0 C Wy, C Wy = HY(X,C). On a W,, = Im[H¥(X,C) — H"(X,C)].
Pour interpréter le quotient W, 41 /W, considérons la différentielle d; de la suite
spectrale

i d
0 — pybwtt Ly phett o o

I I
Hw—l(D> Hw—|—1(7)

La dégénérescence au terme F5 est ici un fait clair, on a
—l,w+1 —1l,w+1 __
E; 7T =ker(dy) = ...= BN = W01 /W

On verra au §7 que la différentielle d; s’interprete aussi en terme de la suite exacte
de Gysin :

CHP(X) = HY(X) = HY YD) L g () -
Ici 0 = dy étant de bidegré (1,1) la preuve du théoreme de Deligne est immédiate
dans ce cas.

Particularisons encore plus cet exemple, en supposant que X est une courbe
complete lisse de genre g et que D consiste en n points. La suite exacte de Gysin
ci-dessus montre que W; = H'(X) possede une structure de Hodge pure de poids
1 et que Wy /Wy 22 ker(H°(D) — H?(X)) est de rang n — 1 avec une structure de
Hodge pure de poids 2, limitée au seul terme de type (1,1), comme pour H?(X),
ce qui correspond bien au fait que b1(X) =g+ n — 1.

La méthode de Deligne donne aussi une structure mixte sur la cohomologie
des variétés kahlériennes admettant des compactifications kahlériennes. Dans une
autre direction, la cohomologie avec support compact ainsi que 1’homologie de
Borel-Moore (d’'un schéma séparé sur C ou d’une variété kahlérienne admettant
une compactification k&hlérienne) portent aussi des structures de Hodge mixtes.

4.B. Structures limites

Considérons la situation d’une dégénérescence : f : X — A, c’est-a-dire une
application propre et holomorphe d’une variété complexe X dans le disque A telle
que f soit lisse au dehors de 1'origine. Soit

h— A%, 7 s=exp(2mir)
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le revétement universel du disque pointé et soit X = X xa- b le produit fibré
et k : X — X Dapplication naturelle. L’application h : X — X, h(z,7) =
(z,7 + 1) induit l'opération de monodromie T sur les groupes de cohomologie
H*(X,) (s = exp(27it) et X = f~1(s)). Dans le cas d'une VHS “géométrique”,
Hyz = R*f.(Z)s, = H*(X,,,Z)/torsion, T est 'application de Picard-Lefschetz.
Une propriété fondamentale de T" est la suivante :

4.1 Théoréme. ([La]) La transformation T est quasi-unipotente, c.a.d. (T* — 1)
est nilpotent pour ¢ € N convenable; en fait, I'indice de nilpotence est < k+ 1 :
(T* — 1)*+! = 0 (Théoréme de la monodromie locale)

Pour les variations abstraites ce théoréme a été démontré par Schmid dans [S].
Le théoreme de monodromie locale sans la borne sur I'indice de nilpotence découle
(selon une idée de Borel) des propriétés de courbure du domaine des périodes. On
esquisse I’argument donné en [S].

Rappelons la notion de courbure sectionnelle d’une métrique hermitienne A
sur une variété complexe M. Soit F}, la courbure (voir [Dem, §1]) de la connexion
métrique sur le fibré tangent holomorphe T'(M). La courbure sectionnelle est la
fonction k : T' (M) \ {zéro-section} — C donnée par

4.2 Exemple. Supposons que dimM = 1. Alors Fj, = 9dlog(h), olt w =
%h dz A dZ est la forme associée a la métrique. On vérifie facilement que k(9/0z)
est la courbure Gaussienne Kj, = —h~!-9?/020z(log h). Ce résultat peut s’écrire
comme suit :

1
— courbure de h = — courbure Gaussienne de la métrique h.
i

Cas particuliers :

(i) Soit A le disque unité avec la métrique de Poincaré

1 _

On trouve

k(0/0z) = —1.
(ii) Le demi-plan h = {z € C | Imz > 0}, avec la métrique

1
h=——dz®dz.

- | Tm 2|2

La courbure Gaussienne est égale a —1.



4. Dégénérescence 211

iii. Le disque épointé A* = {( € C: || < 1, ¢ # 0} admet h comme revétement
universel. La métrique de Poincaré est invariante par translation et donc induit
une métrique sur A*

1 _
EPog )2 © %

a courbure Gaussienne —1.

4.3. Lemme (d’Ahlfors-Schwarz). Une application holomorphe f : A — M du
disque unité dans une variété complexe muni d’une métrique hermitienne h ayant
la propriété que f(A) est tangente aux directions dans lesquelles la courbure k
satisfait k < —1, alors, avec wy, la forme associée a h et wa la forme associée a la
métrique de Poincaré on a :

ffwn S wa,

c’est-a-dire que f est décroissante.

Preuve. L’hypothese du lemme dit que la courbure sectionnelle calculée dans la
direction de f(A) est majorée par —1. On sait que la courbure décroit dans les
sous-fibrés (voir [Grif4, Chapt. II]) et donc la courbure sectionnelle calculée avec
la métrique induite par Th; est bornée par —1. Rappelons que la forme de Ricci
d’une métrique de forme wy sur une variété N de dimension 1 est donnée par :

1 —
Ricwy = §i8810gh = —Kuwp,

ou K dénote la courbure Gaussienne. Donc f*wj;, < Ric f*wy, et il suffit de montrer
que Ric f*wp, < wa.

Considérons un disque plus petit de rayon r et soit

B i-r2dz ANdz
T )

la métrique de Poincaré sur ce disque. Introduisons :
U= ffw, = un,.
Puisque V¥ reste bornée sur chaque disque de rayon r < 1, tandis que 7, tend vers

I'infini quand on approche le cercle |z| = r, la fonction u reste bornée sur ce disque
et donc prend un maximum a l’intérieur, disons au point z.

En ce point on a :
0 >i00logu = Ric ¥ — Ricn,.
La courbure Gaussienne de 7, est égal a —1, d’ou :

RicV¥ < Ricn, =1,
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et on obtient I'inégalité u(zp) < 1. Mais u prend son maximum en zy et donc
Ric ¥ < 7n,. Prenant la limite, on obtient bien Ric ¥ < na. O

On peut voir le demi-plan comme un cas spécial d’'un domaine de périodes.
Ici la courbure est —1. Pour un domaine de périodes quelconque on n’aura pas
en général que la courbure de la métrique invariante est négative, mais elle
sera négative le long des directions horizontales. Plus précisément, la courbure
sectionnelle holomorphe du sous-fibré horizontal Tj.. (D) est bornée par une
constante négative (uniforme)

k() < —1, Va € Thor(D)

(quitte & normaliser la métrique). Pour la démonstration originale voir [G-S1].

Soit maintenant une VHS de base A*, avec transformation de monodromie 7T,
comme indiqué. On releve ’application des périodes en

d:h—DcCD.

Rappelons que I'application ® est horizontale, alors le lemme de Ahlfors-
Schwarz entraine que ¢ est décroissante au sens des métriques (sur h on met
la métrique hyperbolique de courbure —1)

T, * 2 2
O*(dsp) < dsj,
par suite, ® est décroissante pour les distances riemanniennes associées :

dp(®(p), 2(¢)) < dn(p, q) -
Notons que si z,7 € Ry, d(ir,ir + ) = Z. Alors du fait que (7 + 1) = T®(7)

dp((in), Td(in)) < %
On fixe un point de base v € D, et on identifie D avec 'orbite Gg/V de
v. L’application Gg — D est propre car V est compact. Soit &D(in) = gpv
on a dp(g,v,Tg,v) = dp(v,g,'Tg,v) < 1/n car dp est Gg-invariante. Donc
9. Tg,v — v. Quitte & considérer une sous-suite de {g,}, on peut supposer que
9. 1Tg, converge vers un élément g de V. Du fait que V est compact (un sous-
groupe d’un groupe unitaire), les valeurs propres de g, et donc de T sont des
nombres complexes de module un. L’élément T est en fait dans Gz, alors si A est
une valeur propre de 7, il en est de méme pour tout complexe conjugué, et alors
par un fait classique (Kronecker), A doit étre une racine de 'unité. O

Expliquons maintenant le résultat fondamental [S] de W. Schmid : “Le
théoreme de ’orbite nilpotente” pour une VHS de base A*. Ici A est un disque
avec parametre s, et A* = A~ {0}. Rappelons que le revétement universel de A*
est donné par

h— A", T+ s=exp(2mir).
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La monodromie du faisceau localement constant Hy est décrite par le prolongement
analytique le long d’un cercle décrit en sens inverse des aiguilles d’une montre qui
est donc un opérateur T sur (Hyz)s, = Hz (on fixe un point de base sy € A*).
Rappelons que cela signifie que I'image inverse de Hy sur § est le faisceau constant
h x Hgz, avec Popération o : (1,a) — (7 + 1,7 1a), et que Hz = bh x Hz/{o}.

Le fibré vectoriel holomorphe H := Hy; ® Oa+, sur A* est trivial pour
des raisons générales : un fibré holomorphe sur une surface de Riemann non-
compacte est trivialisable ([Fo,§30]). On peut dans la situation présente choisir
une trivialisation privilégiée, en utilisant le fait que la monodromie est quasi-
unipotente.

On suppose que T' est en fait un opérateur unipotent (7" — 1) = 0, pour
simplifier un peu. Alors N =log(T) = (T—1)— (T —1)*+-- -+ (-1)™ 2L (T—
1)™~1 est défini, et N € gg, i.e. N est un élément rationnel de I’algebre de Lie
du groupe Gg, le groupe des isométries de (Hc, @). Noter que pour tout ¢t € C,
exp(tN) € Gc.

Trivialiser le fibré vectoriel H = H(X/S) sur A* revient, suite a la description
3 = b x H/{o)

(ici H est muni de la topologie complexe, d’espace vectoriel) a trivialiser la classe
{T} dans HY(Z,G¢).

Il suffit de constater que
exp((T+1)-N)-exp(tN) ' =T.

En d’autres termes, si 0(r,a) = (7,exp(7N)a) est un “changement de coor-
données” sur h x H, l'action de m(A*) devient sur les nouvelles coordonnées :

(o0~ H(1,a) = (T +1,a).

Ce qui conduit a une trivialisation privilégiée de H sur A*. Dans cette trivial-
isation, les sections horizontales (celles qu’on étend en s = 0), sont les sections
a(s) = (s, a) sur les nouvelles coordonnées. Avec les anciennes, cela signifie que si
a € H = (H)s,, le prolongement analytique de v définit une section multiforme
du faisceau localement constant Hc, et s — exp (— lgi 2 N)a(s) définit une section
holomorphe du fibré vectoriel, qui est horizontale relativement & la trivialisation

privilégiée. Par définition, la section

log s

o (s) =exp (- 57 N)a(s)

est définie en s = 0. Ce sont les sections horizontales du fibré vectoriel H(X/S9),
étendu a tout le disque A.

Le résultat fondamental de W. Schmid est le suivant [S] :
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4.4. Théoréme. Les fibrés de Hodge I C H(X/S), se prolongent en des sous-
fibrés du fibré prolongé H(X/S). En particulier, on a en s = 0, une filtration limite
F*(0) € D (en général F*(0) ¢ D).

Le théoreme peut s’énoncer d’une autre maniere : soit
d:h—DCD.

Alors si (1) = exp(—7N)®(7), on a (7 + 1) = (), par suite 1 définit une
fonction holomorphe ¢ : A* — D par ¥(s) = w(logs). Le résultat est que v

27i
se prolonge holomorphiquement en une application ¥ : A — D. Rappelons que

H = H*(X,,,Z)/torsion. On considere ¥(0) comme une filtration
OCFrcFtc...cFY

sur H ® C, Ia filtration limite.

Une seconde partie du théoreme de Schmid que nous n’utiliserons pas est la
suivante : soit “l’orbite nilpotente”

N(7) =exp(TN)[F*(0)] .

Alors pour Im7 > 0, N(7) € D, et N est horizontale. Donc N(7) définit pour
Im 7 assez grand une variation de structure de Hodge, dont on peut prouver qu’elle
fournit une approximation de la variation initiale (en un sens a préciser).

Introduisons la filtration par le poids (de la monodromie). Elle découle de
la construction suivante [S] : soit V un espace vectoriel sur un corps K de
caractéristique zéro, et N € End(V), tel que N*+! = 0. Alors il y a une filtration
unique :

W_lz{O}CWQCW1C"'CW2k:V

telle que : N(W,) C Wy_o, et telle que N* induise un isomorphisme : GrkWH =

Gr)” ,, ot GrY' = W,/W4_1. On a ainsi sur H, deux filtrations F% et W*, la
filtration par le poids W, étant elle définie sur Q. Tres important est le résultat
suivant, qui est en fait une partie du théoreme de 1’orbite nilpotente de Schmid.

4.5. Théoreme ([S]). Les filtrations F3 (filtration de Hodge limite) et W,
définissent une structure de Hodge mixte sur H. (On oublie les polarisations!)

Il y a une généralisation qui est beaucoup plus délicate (Théoréeme de 1’Orbite
S1(2) en n variables) avec des applications aux dégénérescences en n parametres.
Voir [C-K-S1].

Pour le cas d’une dégénérescence a un parametre, Steenbrink [St1] et Clemens-
Schmid [C]] ont construit cette structure mixte d’une fagon géométrique et en
tirent des conséquences importantes, par exemple :
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4.6. Théoréme. Une classe de H*(X,,Q) est invariante si et seulement si elle
est la restriction d’une classe globale sur H*(X, Q). (Le Théoréme du Cycle Local
Invariant)

Cette assertion, bien qu’intuitivement claire, est fausse dans le cadre non-
kéhlérien!

4.C. Cycles proches et évanescents

Por aider le lecteur, il sera utile de rappeler ici les constructions des faisceaux
des cycles proches et des cycles évanescents associés a une dégénérescence f : X —
A (ou plus généralement a une fonction f : X — C). Ces faisceaux ont un support
contenu dans Xo = f~1(0).

La construction utilise la fibre de Milnor en x € X qui est 'intersection
d’une petite sphere autour de x de dimension réelle maximale dans X avec Xy, t
proche de 0. On peut montrer que le type d’homotopie de la fibre de Milnor est
indépendant de t et du rayon de la sphere, pourvu que ceux-ci soient soigneusement
choisis (voir [Mil]). On calcule les groupes de cohomologie resp. les groupes de
cohomologie réduits. Pour x variable, ces groupes constituent des faisceaux et on
peut construire deux complexes qui “calculent” ces deux groupes de cohomologie
le complexe des cycles proches resp. le complexe des cycles évanescents. Ils sont
définis comme suit : pour définir le complexe 1¢(Cx) des cycles proches, on prend
une résolution injective du faisceau constant sur X, ensuite on restreint 1'image
directe par k : X — X & X, (en d’autre termes Yr(Cx) = i*Rk.Cg, I'image
réciproque par ¢ : Xg — X de 'image directe dérivée par k£ du faisceau constant
sur X). Le complexe des cycles évanescents ¢(Cx) est défini comme le cone du
morphisme naturel Cx, — ¢s(Cx) provenant de Cx — Rk.k*Cx.

Rappelons que le cone C(f)® d’un morphisme f® : A®* — B*® entre complexes
_gpt1
est défini par : CP(f) = APT! @ BP avec la dérivation donnée par < dffg d?, )
B

On a une suite exacte courte (un triangle)
0—=B*—=C(f)* = A®1] =0

qui conduit a une suite exacte longue de cohomologie, suite qui dans le cas
considéré ici montre que pour j > 0, H’(¢;(Cx)) = H (¢4(Cx)) calcule le j-
ieme groupe de cohomologie des fibres de Milnor. Par contre pour j = 0, il y
a une différence : H%(¢;(Cx)) calcule la cohomologie, et H?(1¢(Cx)) calcule la
cohomologie réduite.

L’avantage de cette description découle du fait que H*(X;,Q) = H*(X,Q)
=H w(dj}mi(@x) ou l'ajout ”uni” signifie qu’on prend le sous-complexe maximal
de 9;Qx sur lequel 'action naturelle de la monodromie est unipotente. Donc
on pourra essayer de construire la structure de Hodge mixte au niveau de ce
complexe. C’est que Steenbrink ([St1]) fait dans le cas ou la monodromie agit de
facon unipotente et Xy est un diviseur a croisements normaux avec une structure
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de variété algébrique. Navarro-Aznar ([NA]) a généralisé ses constructions. Voir
[St2] pour des applications aux singularités isolées. Voir aussi [D-S] ot on trouve un
joli supplément du théoreme de monodromie dans le cas d’une singularité isolée :
si T" admet un bloc de Jordan de taille maximale n = dim X — et nécessairement
pour une valeur propre différente de 1 —, alors il y aura aussi un bloc de taille n—1
avec la valeur propre 1.

Remarquons finalement que la description ci-dessus suggere en outre qu’on
pourra remplacer C; = k*Cx par un k*X*, ou KX*® est un complexe de faisceaux
borné sur X quelconque, extension qui joue un role important dans les travaux de
Saito (voir dessous).

5. Fibrés de Higgs

Le but de ce paragraphe est de donner quelques détails sur les travaux de Simpson sur la
construction de variations de structures de Hodge. En particulier nous expliquerons briévement
comment ses résultats conduisent a des restrictions sur la possibilité qu'un groupe donné soit
le groupe fondamental d’une variété projective lisse (complexe). On trouvera ces résultats dans
[Si3]. Ils reposent sur [Sil] et [Si4]. Le lecteur pourra aussi consulter [Si2]. Pour d’autres résultats
sur les groupes fondamentaux qui portent sur la théorie des fibrés de Higgs, voir [A1],[A2], [Z1],
[Z2].

Dans le §3 on a introduit la notion d’une variation de structure de Hodge
polarisée (VHS) de poids w sur une variété de base S supposée complexe et lisse.
Brievement, une telle structure consiste en un quadruple {H, V, @, {H"*}} ou H
est un fibré holomorphe (muni d’une structure réelle), V une connexion plate,
@ une forme bilinéaire, (—1)"-symétrique et V-parallele, H = €, ,_,, H™® une
décomposition en sous-fibrés H"™* différentiables avec la propriété que H™* est le
conjugué complexe de H*" (une décomposition de Hodge). De plus, on exige que
les fibrés de Hodge FP = @r2p H"™* soient holomorphes et que V envoie JP en
Fr—1 Q QL (transversalité de Griffiths). Finalement on exige que la décomposition
de Hodge soit h-orthogonale par rapport a la forme hermitienne et V-parallele,
définie par h(z,y) = (—0)“Q(z,7), et que (—1)"h soit positive sur H"™*. Donc
on pourrait aussi partir de {H, V, h,{H™*}}. Si on oublie la structure réelle, et
donc si on s’autorise de laisser tomber la condition H™* = F(5" on arrive & la
notion d’une variation complexe de structures de Hodge (VCH), pourvu qu’on
interprete la transversalité de Griffiths correctement : non seulement on exige que

V : P — FP71 @ Qf mais aussi que les fibrés Fa < @S>q H"™* portent une

structure anti-holomorphe telle que V envoie F9 en Fa—1 ®O_s Q_}q

Une VCH donne un exemple particulier de fibré de Higgs, c’est-a-dire un fibré
holomorphe H avec un homomorphisme 6 : H — H ® QL ayant la propriété
d’intégrabilité 6 A 0 = 0. En effet, ici on écrit H = P, FP/FP*L et on prend pour
6 la somme directe des homomorphismes Og-linéaires F7/FPT1 — FP~1/FP Q) QL
induits par V.

Le fibré de Higgs provenant d’'une VCH en outre est stable par 'action de
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C* donnée par t - (H,0) = (H,th). Plus précisément, ¢, : H — H donnée par
H"™* 5 x — t"z induit un isomorphisme (¥, 0) — (I, t6).

On peut montrer ([Si3], Theorem 4.2) que si S est une variété projective,
chaque systeme local ( d’espaces vectoriels complexes) donne un fibré de Higgs et
si le systeme est semi-simple, le fibré de Higgs (H,#) provient d’'une VCH si et
seulement si la classe d’isomorphie de (H, #) est C*-invariante. Autrement dit : si
on considere les représentations du groupe fondamental de S dans C¢, celles qui
portent une VCH sont les représentations semi-simples fixées par ’action de C*.
Un autre théoreme de Simpson ([Si3], Theorem 3) dit qu’on peut toujours déformer
une représentation du groupe 71(S) en une telle représentation. En particulier la
cloture de Zariski G du groupe de monodromie (dans le groupe Gl(d,R)) doit étre
tres spéciale, dite du type Hodge, c’est-a-dire le rang de G doit étre égal au rang
du sous-groupe compact maximal de G. Par exemple les groupes Sl(n,R) pour
n > 3 ne sont pas du type Hodge.

On déduit de ces résultats quun réseau I' (sous-groupe discret a quotient de
volume fini) dans Sl(n, R) (par exemple Sl(n, Z)) ne peut pas figurer comme groupe
fondamental d’une variété projective lisse.

Afin de donner une breve indication sur la démonstration, rappelons qu’une
représentation p : m — Gl(d,C) est dite rigide si l'orbite de p sous l'action de
Gl(d,C) par conjugaison sur l’espace des représentations Hom(w, Gl(d,C)) est
ouverte. Donc cette orbite est une composante connexe, car Gl(d, C)) est réductif.
Par le dernier théoreme de Simpson cette composante contient une VCH et donc
la cloture de Zariski du groupe de monodromie est du type Hodge.

D’autre part, un résultat de Margulis implique que la représentation naturelle
du réseau I' est rigide et donc, si I' était le groupe fondamental d’une variété
ké&hlérienne, Sl(d, R) serait du type Hodge, conduisant & une contradiction.

Le lecteur trouvera les détails, ainsi que beaucoup d’autres exemples dans [Si3].

6. Modules de Hodge

Le but de ce paragraphe est de donner une introduction aux travaux de Morihiko Saito sur
les modules de Hodge. Une des principales applications est & la cohomologie d’intersection traitée

brievement dans le §6.A.

6.A. Cohomologie d’intersection et L2?-cohomologie

Récemment, les groupes de cohomologie d’intersection IH™(X) (pour X
complexe et quasi-projective) ont été introduits par Goresky et MacPherson
([G-M]). Cette cohomologie est mieux adaptée aux variétés singulieres que la
cohomologie ordinaire. Par exemple on a une version de la dualité de Poincaré
et les théoremes de Lefschetz “fort et faible” sont valables. Cheeger, Goresky et
MacPherson ([C-G-M]) ont énoncé la conjecture que IH™ (X)) porte une structure
de Hodge pure de poids w dans le cas ou est X projective. Saito [Sal,2] I'a
démontrée avec sa théorie des Modules de Hodge (voir dessous).
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On peut se demander s’il est possible de généraliser la théorie de Hodge
classique (valable pour des variétés kahlériennes compactes) par exemple a des
variétés quasi-projectives en utilisant une métrique de Kahler convenable de telle
sorte que la cohomologie d’intersection d’une variété projective soit calculable en
termes de formes harmoniques sur la partie lisse. En effet, on peut démontrer un
théoreme de décomposition de Hodge pour des métriques de Kahler completes en
utilisant les formes localement L? par rapport & la métrique. Dans ce cas, comme
dans le cas classique, la décomposition des formes harmoniques en composantes de
bidegré pur conduit a une décomposition de Hodge pour les groupes de cohomologie
HY(X,C) pourvu que ce groupe soit de rang fini. Voir [Dem], §12 et [B-Z],
§3. Donc, si on avait une identification de H3'(X,C) avec ITH"(X,C), on en
déduirait une structure de Hodge sur la cohomologie d’intersection. Il y a toujours
une application naturelle HY(X,C) — IH"(X,C) qui est conjecturalement un
isomorphisme. Cette conjecture est vraie pour des espaces a singularités isolées (cf.
[Ch1], [Ch2] pour le cas de singularités coniques, et [Ohsl] pour le cas général);
en dépit des résultats annoncés dans [Ohs2], il semble que le cas de singularités
quelconques soit toujours ouvert.

Il faut remarquer que la conjecture de Cheeger, Goresky et MacPherson est
plus précise que la seule existence d’une structure de Hodge sur THY(X) : on
demande que
1. TH™(X) soit canoniquement isomorphe au groupe H%'(X \ SingX), le groupe

de cohomologie calculé en utilisant des formes localement L? par rapport a la

métrique de Fubini-Study,

2. la structure de Hodge soit induite par cet isomorphisme.

C’est cette conjecture plus fine qui a été démontrée dans le cas des singularités
coniques isolées, mais elle n’a pas été démontrée en général. Voir [B-Z] § 3 pour
une discussion détaillée.

Deligne a généralisé le théoreme de décomposition de Hodge en remplacant
C par une variation de structures de Hodge Hx ayant pour base X une variété
kihlérienne compacte. Le méme argument fonctionne dans le cadre L? avec X
quasi-projective admettant une métrique kahlérienne complete, pourvu que le
groupe HY (X, Hx) soit de dimension finie. Il a montré dans ce cas que Hy' (X, Hx)
admet une structure de Hodge pure de poids w + v (voir [Zu]).

Ensuite, Cattani, Kaplan, Schmid [C-K-S2| et Kashiwara et Kawai [K-K]| ont
montré que si X est une compactification lisse de X telle que X \ X est un
diviseur a croisements normaux, pour une métrique de type Poincaré au voisinage
des croissements, TH" (X, Hx) est isomorphe & HY¥(X, Hx) et donc porte une
structure de Hodge de poids w + v.

6.B. Travaux de Saito

Soit S une variété complexe et Hg un systeme local d’espaces vectoriels réels.
Le fibré holomorphe associé Hg = Hg ® Og admet une connexion plate V = 1 ®d.
Donc Dg, le faisceau d’opérateurs différentiels sur S agit sur Hg (laction d’un
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champs holomorphe ¢ est donnée par s — V¢s) munissant Hg d’une structure
de Dg- module. En effet, un tel Dg-module est un Dg-module cohérent et méme
holonome. Les définitions de ces notions peuvent étre trouvées en [Bo], ol on peut
aussi trouver des détails de la discussion qui suit.

Dans le cadre de la géométrie algébrique, on rencontre classiquement la
situation ot S est un ouvert de Zariski d’une variété algébrique projective X
et D := X \ S est un diviseur. Dans ce cadre, on a la notion de connexion
ayant des singularités réguliéres le long de D et on sait qu’ici V admet de telles
singularités. On peut méme montrer que (Hg, V) — Hg établit une équivalence
entre la catégorie des fibrés holomorphes sur S munis d’une connexion ayant des
singularités régulieres (le long de D) et la catégorie des systémes locaux d’espaces
vectoriels complexes (correspondance de “Riemann-Hilbert”).

On peut étendre la notion de régularité aux Dg-modules holonomes et dans
ce cadre il y a aussi une correspondance de “Riemann-Hilbert”. Pour expliquer
cela on a besoin de la notion de faisceau pervers. Remarquons d’abord que la
structure de Dg-module permet de définir un complexe, dit complexe de De Rham
DR(M) := Q% ® M. On regarde ensuite ce complexe dans une catégorie dérivée
convenable ou, rappelons-le, on identifie deux complexes lorsque un morphisme de
I'un dans l'autre induit un isomorphisme entre les faisceaux de cohomologie [Il1].
On dit alors qu’ils sont quasi-isomorphes. Dans le cas d’un D g-module provenant
d’un systeme local on a seulement un groupe de cohomologie en dimension zéro :
le systeme local lui-méme (lemme de Poincaré holomorphe). Et donc dans ce cas
DR(Hg) est quasi-isomorphe & Hg.

Une construction importante dans cette catégorie est celle de la dualité de
Verdier. On ne donne pas les détails ici; il suffit de savoir que le complexe dual au
sens de Verdier a DR(Jg) est représenté par le complexe DR(JHY) et donc dans
la catégorie dérivée le dual de Hg est Hy.

On dit qu'un complexe K*® de faisceaux de C-espaces vectoriels est pervers si
le faisceau de cohomologie en dimension j de K*® ainsi que celui du dual de Verdier
est constructible de support de dimension au plus égal a —j. Un mot d’explication :
la convention est telle que le complexe de De Rham d’un Dg-module commence
en degré —n et donc un systeme local Hg est pervers car le support de Hg et celui
de son dual est S et donc de dimension n. Plus généralement, un systeme local
Hg sur un ouvert dense de Zariski S d’une variété algébrique X s’étend de facon
minimale en un faisceau pervers IC(Hg) sur X. Dans ce cas, si X est compacte
onalHY(X, Hs) = HY(X,IC(Hg)).

On pourra ainsi regarder un faisceau pervers comme une généralisation d’un
systeme local; la correspondance qui associe a un Dg-module holonome son
complexe de De Rham induit une équivalence entre la catégorie des Dg-modules
holonomes a singularités régulieres et la catégorie des faisceaux pervers de C-
espaces vectoriels (théoreme de la correspondance de Riemann-Hilbert [Kas], [Mel,
Me2]). Le lecteur pourra se convaincre que ce cadre nouveau est une généralisation
conséquente du §2.
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Maintenant on suppose, que le systeme local Hg porte une variation de
structure de Hodge de poids w. La filtration de Hodge induit une filtration dite
bonne M, := FP, c’est-a-dire 'action des opérateurs d’ordre < 1 envoient M,
dans M4 (traduction de la transversalité de Griffiths). Un tel Dg-module filtré
est un exemple d’'un module de Hodge de poids w. La définition de ces objets
est tres indirecte, comme on va le voir, et c’est un théoreme difficile de prouver
qu’une variation de structure de Hodge est un module de Hodge. Voir [Sa] pour
une démonstration ainsi que pour des détails de la discussion qui suit.

Saito définit les modules de Hodge de facon récurrente. Il commence par ceux
qui ont leur support dans un point s € S : ce sont simplement les structures de
Hodge (réelles) avec filtration de Hodge croissante (£}, := F'~P). En prenant I'image
directe par I'inclusion s — S on obtient un faisceau constructible dans S considéré
comme faisceau pervers et donc comme Dg-module. La filtration de Hodge en en
fait un Dg-module filtré et on obtient un objet dans la catégorie M Fj,(Dg) des
Dg-modules filtrés (pour obtenir une structure réelle, il faut prendre le produit
fibré avec la catégorie des faisceaux pervers réels).

Dans le §4.C, on a rappelé la définition des cycles proches et cycles évanescents
relatifs aux zéros d’une fonction holomorphe g : S — C non-constante : ¢,(Cg) =
i*Rk,Cg = i*Rk.k*Cg et ¢4(Cg) étant le cone sur {Cg, = i*Cg — i*Rk,.k*Cg}.
Si on remplace Cg par un complexe borné X® sur S, on arrive a 1,(X®) resp.
$4(X*®). On a vu que la monodromie agit sur ces complexes et induit des filtrations
par le poids.

Gabber (voir [Bry]) a montré que pour KX*® pervers, ces complexes (décalés
par [—1]) sont des faisceaux pervers sur Sy et Saito a proposé une construction
des foncteurs ¢ et ¥ au niveau des Dg-modules holonomes filtrés. En particulier
les modules “proches” et “évanescents” qui résultent admettent des filtrations par
le poids W, . Saito maintenant complete la définition récurrente de ses Modules
de Hodge en deux étapes : d’abord il se restreint a une sous-catégorie pleine de
MF},(Dg) telle que ses objets possedent de bonnes propriétés par rapport aux
foncteurs ¢ et 1 et ensuite, il demande qu’un module M dans cette sous-catégorie
soit un module de Hodge si et seulement si c’est le cas pour les modules W-
gradués de 14(M) et ¢4(M) (plus précisément : il faut restreindre au sous-module
maximal sur lequel T agit de fagon unipotente) pour n’importe quelle fonction
g : S — C . Puisque ces modules on un support de dimension strictement plus
petite et puisqu’on connait les Modules de Hodge a support de dimension 0, la
définition récurrente est ainsi complete.

L’application la plus célebre du fait qu’une variation de structure de Hodge
Hg de poids v parametrée par une variété analytique complexe S est un module
de Hodge de poids v est le théoreme suivant qu’on a déja annoncé : lorsque S
est un ouvert de Zariski dans une variété kahlérienne compacte X, le groupe
IH" (X, Hg) porte une structure de Hodge polarisée de poids v + w. En effet,
on a vu que THY(X,Hs) = HY(X,IC(Hg)) et que Hg et donc aussi IC(Hg)
sont des Modules de Hodge de poids v. Donc H* (X, IC(Hg)) en tant que module
de Hodge supporté dans un point, porte une structure de Hodge (de poids v 4 w).
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En particulier, la structure polarisée sur ITH" (X, Q) est un facteur direct de
la structure pure sur TH" (X, Q) ou X est une résolution des singularités de X.
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Partie II.
Symétrie miroir et variétés de Calabi-Yau

7. Introduction a la symétrie miroir

La symétrie miroir est un phénomeéne qui a une origine “physique”. Il n’y a pour l’instant
que des définitions mathématiques conjecturales. Le but de ce paragraphe est de suggérer une
définition trés incompleéte de ce phénomene et de mettre en évidence quelques implications
mathématiques. Le cadre est la classe des variétés dites de Calabi-Yau; nous décrivons ces variétés

en détail, et donnons quelques exemples.

7.A. Motivation de la symétrie miroir

La symétrie miroir est un phénomene d’origine “physique” qui n’a donc
pas a ce jour une définition mathématique définitive. Rappelons pour exciter la
curiosité du lecteur la définition qui apparait dans la littérature physique [G-
P], [C-O-G-P], [G]. Le phénomene symétrie miroir vient de I’étude des théories
superconformes (2,2) avec charge centrale ¢ = 9. Les propriétés des champs
conformes de ces théories sont liées a la géométrie des modeles sigma non
linéaires basés sur des variétés de Calabi-Yau. Une définition précise de ces
variétés est reportée au paragraphe suivant. Disons seulement que ces variétés
apparaissent pour assurer 'invariance conforme. Dans ce cadre assez hostile pour
le mathématicien géometre, les physiciens ont mis en évidence une correspondance
remarquable entre les propriétés abstraites des champs conformes et les propriétés
géométriques des réalisations en termes de modeles sigma. Cette correspondance
conduit naturellement & déformer la structure complexe et (ou) une classe de
Kahler sur une variété de Calabi-Yau. Ce sont les modeles A et B des physiciens
[G-P]. L’asymétrie apparente qui n’est qu’une ambiguité de signe, conduit a
des modeles géométriques définitivement distincts réalisant une méme théorie
conforme des champs. Pour une variété de Calabi-Yau X, de fibré tangent
holomorphe T, les objets liés & la méme théorie H'(X,Tx) et HY(X,T%) =
H'(X, QL) sont totalement différents du point de vue de la géométrie. En fait
dans le §7.C on verra que dim H'(X,T) est le nombre de parameétres pour la
structure complexe, tandis que dim H!(X,T%) = h1(X) est le nombre maximal
de classes de Kahler indépendantes sur X.

Ceci conduit a postuler que les variétés de Calabi-Yau (on se limite & la
dimension trois) doivent apparaitre par paires, disons X et X* qui réalisent ces
deux modeles. On dit que X* est la variété miroir de X (et vice-versa). Il y a
peut-étre une définition physique plus définitive mais non assimilable telle quelle
mathématiquement, que ’on peut résumer en une identité

Z =7

entre fonctions de partition (intégrales de Feynman). Les implications mathémati-
ques les plus naives sont au niveau des nombres de Hodge de X et X*, la relation
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de symétrie
h2,1(X*) — hl’l(X); hl’l(X*) — h2’1(X).

Naturellement cette seule symétrie apparente n’est pas suffisante pour faire de
X* la variété miroir de X. Entre X et X* existe une relation plus profonde
qui relie ’espace des déformations de la structure complexe de X a l’espace des
déformations de la classe de Kahler de X* et vice-versa. Cette relation est a
I’origine des applications conjecturales a des propriétés de géométrie énumérative
sur X, comme esquissées dans le §10. Le lecteur trouvera dans le texte de C.
Voisin [V] une explication plus détaillée. Dans la suite, on va s’attacher & préciser
les aspects qui relevent de la théorie de Hodge. Ces aspects sont au nombre de
trois :

i) symétrie des nombres de Hodge,
ii) définition de I’accouplement de Yukawa,

iii) Utilisation de la structure Hodge limite pour étudier le comportement asymp-
totique de 'accouplement de Yukawa.

Ces points sont traités dans les paragraphes qui suivent.

7.B. Construction des variétés de Calabi-Yau

Du point de vue de la géométrie algébrique, une variété de Calabi-Yau est une
variété (algébrique) projective lisse (complexe) V', telle que le faisceau canonique
Ky est trivial (Ky = Q% 2 0y), et P =0pourp=1,...,n—1, (n=dimV).
On se limite au cas n = 3; noter que A% = 0 implique A?? = 0, car par dualité de
Serre H'(V,Oy) est le dual de H?(V, Oy ), vu que Ky = Oy. On exige aussi que
le groupe fondamental 71 (V') est fini, pour éviter des situations marginales. En
géométrie différentielle ce sont les variétés kahlériennes a courbure de Ricci nulle
(se reporter a [Dem]), de groupe d’holonomie exactement SU(3). Directement lié
a ceci, il y a le résultat de classification suivant, dia a plusieurs auteurs (voir
[Beau]) : Soit X une variété kihlérienne compacte de premiere classe de Chern
nulle. Il existe un revétement fini non ramifié X — X tel que X est isomorphe a
un produit T x ([[V;) x (ITW;), o T est un tore complexe, V; est une variété

i J

de Calabi-Yau simplement connexe, et W; est une variété symplectique (il existe
une 2-forme holomorphe qui est non dégénérée en tout point).

Dans le contexte des variétés de Calabi-Yau, le tres important théoreme de
Yau [Y1] (conjecture de Calabi) joue bien stir un role clé :

7.1. Théoréme. (Yau) Soit X une variété de Calabi-Yau avec une métrique
kéhlérienne g de forme de Kéhler w € HV'(X). Il existe une unique métrique
kéhlérienne gy a courbure de Ricci nulle (métrique de Yau) telle que wy étant sa
forme associée, on ait [w] = [wy] € HY(X).

Il est aisé de construire des exemples de variétés de Calabi-Yau. Soient
Hy, ..., H, des hypersurfaces de PV (N = r + 3), de degré respectifs dy, ... ,d,
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-

avec N + 1 =5 d;. Si lintersection V' = (| H; est transversale, V est alors lisse,
i i=1

et la formule d’adjonction montre que Ky = Oy, donc V est de Calabi-Yau (on a

ici m (V) = 0).

Parmi les exemples, on peut prendre pour V' une hypersurface de degré 5 dans
P* (quintique), une intersection de deux hypersurfaces cubiques de P°, de trois
quadriques de P® (voir le §10 pour ces exemples).

On peut plus généralement remplacer PY par un produit P™ x --- x P" ou
toute autre variété, dont le faisceau anticanonique est ample (i.e. : K ;1 est ample).
Une hypersurface est alors spécifiée par son équation, i.e. une forme de multidegré

d; = (dys, ... ,ds;). On forme ainsi un tableau :
H, H,
ny|dig || diy
ng | day |- | doy
Ng dsl e dsr

et V est lintersection V = H; N---N H,, avec dimV = 3 si Zz”z =r+3. La

condition Ky = Oy équivaut & > d;; =n;+1, (i=1,...,s).
7j=1

7.2. Exemple. (variété de Tian-Yau)

H, | Hy | H;
3131071
31031

3
On peut prendre pour V lintersection complete des hypersurfaces > X2 = 0,
i=0

3
Y3 =0et Y X;Y; dans P2 x P2, ou (X;), (Y;) sont les coordonnées homogenes
i=0 i=0

dans les deux exemplaires de P3. Noter que dans cet exemple, la permutation
circulaire des coordonnées, fournit une action libre du groupe G = Z/3Z, et
W = V/G est alors une variété de Calabi-Yau avec pour caractéristique d’Euler
—6 (“modele de nombre de génération 3” donc “physiquement acceptable”).

3

A ce stade, la question principale peut se résumer a : quelle construction
géométrique, la variété de Calabi-Yau X étant donnée, va conduire a la variété
miroir X*, en fait & une “variété candidate”.

Des arguments issus de la physique laissent penser que dans certains cas, X*
s’obtiendra a partir de X en faisant un quotient par un groupe fini G d’automor-
phismes de X, le groupe G agissant trivialement sur H3°(X), pour assurer & une
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désingularisation convenable de X /G le caractere Calabi-Yau; c’est la méthode des
orbifolds des physiciens. A ce stade des difficultés variées apparaissent ; elles sont
liées aux singularités qui résultent de l'existence de points fixes, car 'action de G
n’est pas nécessairement libre. Si X est une résolution des singularités de X/G,
avec Ky = O (on peut prouver qu’une telle résolution existe dans essentiellement

A

tous les cas [B-M]), se pose le probléeme du calcul des nombres de Hodge HP7(X),
disons a partir de ceux de X et des données liées a ’action de G sur X. Pour la
caractéristique d’Euler x = Y (—1)PT%h?9 on a la formule de Dixon-Vafa-Witten

5 1
XX =1 > x(XInx")
gh=hg

ou la somme porte sur les couples g, h d’éléments de G qui commutent (g}} = hg)
et X9 ={zr € X | g(z) =z}, la variété des point fixes de g. Noter que si X est le
miroir de X, y(X) = —x(X).

Assez remarquablement, pour une formule analogue a été proposée par Batyrev
et Zaslow [Za] pour les nombres de Hodge. Cette formule conjecturale est :

() =3 dim <Hp_fg:q_fg(Xg)C(g)>
{g}

ou C(g) est le commutant de g dans G, et {g} la classe de conjugaison de g. Pour
définir I'entier f; on regarde 'action de I'automorphisme g, induit sur ’espace
tangent T, X a x € X9. Du fait que g induit 'identité sur H>°, le déterminant
de g, est 1 et donc, si e 2™, 0 < Aj < 1 sont les valeurs propres de g, sur
lespace T, X/T, X9 normal a X9 (ces valeurs sont indépendantes du choix du
point z € X¥), la somme f; = 3. A; est bien un entier.

Il n’est pas difficile de vérifier que la structure du diamant de Hodge d’une
variété de Calabi-Yau est préservée et donc que les hp’q(X ) sont spéculativement
les nombres de Hodge d’une variété de Calabi-Yau. Cela a été vérifié pour la
construction de la variété miroir par la méthode des polyedres de Batyrev. Cette

derniere se place dans le cadre des variétés toriques.

Pour avoir assez d’arguments objectifs validant la distribution des variétés de
Calabi-Yau en paires (avec peut étre des exceptions), il est nécessaire d’élargir le
procédé de construction des variétés de Calabi-Yau, car si X est une hypersurface
de P4, il y a peu de chances que X soit aussi une hypersurface. Naturellement on
est amené a remplacer P” ou P™ x --- x P"s dans la construction du début par un
espace projectif avec poids, ou un produit de tels espaces. Considérons un espace
projectif avec poids P"(kq, ..., ks), qui est la variété algébrique ayant pour points
les (r + 1)-uples (21,...,2-1+1) € C"T1\ {0}, modulo la relation d’équivalence

(21,...,ZT)N()\klzl,...,)\kr+1ZT+1) ()\E(C*)

On vérifie que la construction de I'espace projectif P* = P"(1,...,1) se généralise
a cette situation, qui peut cependant conduire a une variété singuliere. Une
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hypersurface de degré d est le lieu des zéros d'un polynoéme quasi-homogene
P(z) = > Ciroipin 21 2. S {P = dP = 0} entraine z = 0 dans
irky+-ipp1krp1=d
C"*! on dit que P est transverse. Un tel polyndme définit un hypersurface lisse et
si d = > k; conduit & une hypersurface de Calabi-Yau; on supposera r = 4, pour
obtenir une hypersurface de dimension 3. L’expérience montre que dans la liste
des poids {k;} tels qu’il existe un polyndéme quasi-homogene transverse de degré
d = > k;, la distribution des nombres de Hodge (h''!, h*!) est essentiellement
symétrique, c’est-a-dire que dans 90% des cas, la paire (h%! A1) apparait.
La meilleure facon d’expliquer I’absence de symétrie complete est d’invoquer la
construction de la symétrie miroir par des méthodes toriques proposée par Batyrev
[Ba]. Brievement la dualité naive X <« X* coincide dans les construction ci-
dessus avec la dualité combinatoire des polyedres convexes qui ont la propriété
de reflexivité (loc. cit.), le polyedre étant le polyedre de Newton du polynome
P. 1l y a alors des formules pour obtenir de maniere purement combinatoire les
nombres de Hodge. L’exemple de I'hypersurface quintique peut étre traité par par
ce procédé (voir le §10).

Le lecteur consultera larticle [H-K-S-Y] pour une discussion détaillée sur 1'uti-
lisation des méthodes toriques.

Une autre procédure de construction de paires en symétrie miroir qui bien
qu’interférant avec la méthode de Batyrev, la méthode de Berglund-Hubsch [B-
K], met en évidence une symétrie & un niveau plus élémentaire, qui s’avere étre
sous une certaine forme une manifestation de la symétrie miroir. Elle vient de
I’observation qu'une certaine classe de polynomes quasi-homogenes, définissant
des hypersurfaces lisses dans un espace projectif avec poids, admet une opération
de transposition naturelle. La classe en considération est formée des polynomes
dits inversibles. Ce sont ceux de la forme

W(X17"'7Xn) = iazﬁX;n”
=1 j=1

ou a; # 0, M = |m;;| est une matrice n x n a coéfficients dans N. Noter
que le nombre de monomes est n. Le polynome W est quasi-homogene, de
poids ¢y, --,¢, € N et degré d, si Zj ajjc; = d(i = 1,---,n). Ceux-ci sont
essentiellement uniques, les “charges” ¢; = % étant bien définies. On impose la
condition de Calabi-Yau ), ¢; = 1, ainsi que la non-singularité de I’hypersurface
W = 0 dans P""!(¢y,---,¢,). La matrice transposée M 7T conduit & une forme
ayant de la méme classe, dite forme transposée.

Soit I'yy le groupe abélien fini formé des automorphismes diagonaux X; —
A; X; qui préservent W, donc W (A1 X1, -, A\ X,) = W(X), de maniere équiva-
lente H]/\;n” = 1(Vi). Comme det M # 0, |\;| = 1(j = 1,---,n). Si on pose
A = €™ alors Ty = {n = () € (Q/Z)", Mp € Z"}. 11 vient alors
Tw| = [det M|. Si J(X;) = €*™5X;(j =1,---,n), alors J € TI'y. Les groupes
'y et I'yyr sont naturellement en dualité, ce qui permet de définir 'orthogonal
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G+ de tout sous-groupe G C T'y. Par exemple si G est le groupe cyclique de
générateur J, G+ = I'yr NSL,,. Le miroir au sens de Berglund-Hubsch du couple
(W, G) (on suppose J € G), est (W™, G+). Cette construction est un argument de
plus pour valider le choix de la variété miroir de la quintique (§10).

7.C. Déformations

Les nombres de Hodge d’une variété de Calabi-Yau sont :

1
0 0
0 ht1 0
1 h2,1 h1,2 1
0 ht! 0
0 0
1

On a h*! = dim H}(Q%) = dim H' (X, Tx) car Tx = Tx @ Q3% = Q%. Dans le
paragraphe 3.C. (voir 3.8) on a vu que ce nombre donne le nombre de parametres
pour déformer la structure complexe, s’il existe une déformation verselle (avec une
base non-singuliere).

On s’intéresse & la structure de Hodge sur H3(X,R) polarisée par la forme
d’intersection (alternée et unimodulaire). On a

HB(X, C) — HB,O D H2,1 @HI’Q D HO’3

et
F3 — H3’O, F2 — H3,0 D _[{2,17 Fl — HS,O @HQ’l @HLQ.

Posons b = h%1. Alors F? est un sous-espace totalement isotrope de H3(X,C),
pour la forme alternée @ (cup-produit), et F! = (F?3)*. Le domaine des périodes
pour les structures de Hodge de ce type est de la forme D(b) = Sp(2b+2,R)/U(1) x
U(b). C’est un domaine de dimension 2 (b+ 1)(b+ 2).

Dans le §3.C on a brievement traité les déformations et on a vu qu’on ne peut
pas attendre en général qu’il existe une déformation verselle avec une base non-
singuliere. Mais pour les variétés de Calabi-Yau c’est effectivement le cas comme
le montre le théoreme de Tian, Todorov et Bogomolov (voir [T]) :

7.3. Théoreme. Une variété de Calabi-Yau posséde une déformation locale
universelle de base S lisse.
[ suffit que la variété soit kahlérienne avec une premiere classe de Chern nulle.]

Donc ici k%! est réellement de nombre de parametres effectifs pour décrire les
variations de la structure complexe [C-O].

On suppose maintenant que la base S est simplement connexe. Alors ’applica-
tion de périodes est une application holomorphe p : S — D(b). Elle se factorise en
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q: S — P2FL ou P22+ est Iespace projectif des droites H39(X,) ¢ H3(X,,C)
car p décrit la position de H>?(X,) ® H*1(X,) dans le groupe de cohomologie
H3(X,) tandis que ¢ décrit la position de H°(Xj).

Maintenant nous voulons expliquer le théoreme de Bryant et Griffiths de [B-
GJ. On peut trivialiser localement le systeme local { H3(Xs,7Z)}, au moyen d’une
base symplectique, donc une base de 3-cycles {v;,d;}i j=o,... b, avec relativement
au produit d’intersection :

(7i,95) = 035 et (vi,7v5) = (6:,65) = 0.

La base Poincaré duale {a;, ;)i j=o, ... » fournit une trivialisation du systeme local
R3f,(Z). Soit w une section locale de F? = f, (wg’(/s) qui trivialise ce fibré. On
considere les périodes de w :

c’est-a-dire :
(7) w=Y_ Goi+ Y &B;.
7 J

L’application des périodes “partielle” ¢ : S — P?**! se décrit comme

s = (CO(S)v cee 7Cb<5)7§0<5)7 7§b(5))

et on peut regarder “la moitié” ¢’ : S — P® donnée par les y-périodes s

(Co(s)s -+, Cu(s))

7.4. Théoréme (Bryant-Griffiths). L’application ¢’ est une immersion de sorte
que les y-périodes ((p, ... ,(p) servent comme paramétres “homogénes” sur S et
les 6-périodes &, sont des fonctions holomorphes de (g, ... ,(p.

Indication sur la preuve : Elle est basée sur une réinterprétation de ’application
des périodes ¢ comme une immersion de Legendre. Pour étre précis, une variété de
contact est une paire (M, L) avec M une variété complexe de dimension impaire
2m+1 et £ C Q! un sous fibré en droites du fibré cotangent qui est non-dégénéré,
ce qui veut dire que pour toute section locale w # 0 de £,

A (dw)™ # 0.

Une variété de Legendre associée a (M, L) est une immersion f : S — M avec
dim S = m telle que f*w = 0 pour toute section locale w de L.

Si H = H3(X,C), la forme d’intersection sur H définit une structure de
contact sur P(H) (X est une variété de Calabi-Yau de dimension 3, et m = h%1).
En fait, on peut supposer qu’on a choisi une base symplectique de H. Soit
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{P1,y- s Pm+1, @1y, qm+1} le systéme de coordonnées correspondant. Il suffit
de spécifier une 1-forme w sur les ouverts standards de P(H), disons sur U; =
{pi # 0} :
wi = —dg; + _(q;dp; — p;da;).
J#i

On vérifie facilement que w; est une base locale sur U; d’un sous-faisceau de Q]%D( )
de rang un, localement libre et isomorphe & O(—2) (comparer w; et wy sur U;NUy).
On a clairement w A (dw)™ # 0 et donc on obtient une structure de contact sur
P(H).

Il s’agit de prouver que l’application des périodes est une immersion de
Legendre. C’est d’abord une immersion (différentielle injective en tout point),
par le fait que la différentielle dg, c’est-a-dire § (§3.C) est injective. Le lecteur
le vérifiera facilement en tenant compte de la trivialité de la classe canonique.
La propriété de Legendre est une reformulation des propriétés infinitésimales
de l'application des périodes développées au §3.C (se reporter au §10.A). Pour
conclure on utilise les théoremes de structure des variétés de contact détaillés dans
[B-G]. O

La différentielle dg étant injective, les dérivées 0q/d(;, i = 0, ...,b sont
indépendantes, et donc les Va%_w(s) € F?(X,) forment une base.

On peut maintenant explicitement décrire ’application des périodes p : S —
D(b) comme donnée par la matrice

o (/ ow(s) / &u(s))

Yk 9Gi , Ok 9G; 7
matrice de type (b+ 1) x (2b+ 2) qui décrit la position de F?(X,) dans H3(X,).
De la relation (7) ci-dessus on tire que w = [1, 7|, avec 7;; symétrique. Du fait
que la forme —iw A @ ainsi que les formes i A & pour o € H*! sont positives, on

obtient que Im 7 est de signature (1,5). On peut aussi controler qu'un changement
de base symplectique transforme 7 en :

A B
7 = (At + B)(Ct+ D)}, <C’ D) € Sp(2b+2,7Z)

comme dans le demi-espace de Siegel (§3.B).
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8. Cohomologie d’une hypersurface

On considere d’abord une variété projective lisse P de dimension n 4 1 et une hypersurface
X C P lisse. Nous voulons relier les groupes de cohomologie de P ~ X et les groupes de
cohomologie primitive de X. Ensuite on applique cette construction & P"*1 ou on utilise les
formes rationnelles ayant des poles le long de X. Cela donne la description de Griffiths ([Grif2]
de la cohomologie primitive d’une hypersurface. Cette description a été généralisée par Dimca

[Dim] et par d’autres au cas d’une intersection compléte.

8.A. Cohomologie du complémentaire

Rappelons d’abord le théoreme de Lefschetz “faible” qui implique que la
cohomologie X differe de celle de P seulement en rang n :

8.1. Théoréme (Lefschetz). Soit X trés ample et soit i : X — P linjection.
On a :

un isomorphisme si

i* :H™(P,C) - H™(X,C) est {jnjectifsi o

m
m

On aura besoin de la conséquence suivante :

8.2. Corollaire. Soit X un diviseur tres ample. Soit
i H"(X,C) — H""*(P,C)

ladjoint de i* : H"(P,C) — H™(X,C) par rapport au cup-produit. Alors i, est
surjectif et le noyau est contenu dans la cohomologie primitive Prim" (X, C) et on
a ker i, = Prim" (X, C) si Prim"(P,C) = 0.

Preuve. La premiere assertion est évidente. Le noyau consiste en les classes [o]
telles que [, 0"aAB = [paNi*3 =0 quel que soit [§] € H"(P,C). En particulier
on peut prendre [3] de la forme (classe de Kéhler w) Ai* (classe d'une n — 2-forme
sur P). Mais i* : H"2(P,C) — H" 2(X,C) est un isomorphisme (théoréme de
Lefschetz de nouveau) et donc [a] A w = 0, c’est-a-dire [a] est primitive. O

L’application i, apparait dans la suite exacte de Gysin :

o H™ (X, Z) -2 H™(P,Z) — H™(P ~ X, Z)

9, gm-\(x,z) 2 HP Y (P,Z) -

obtenue comme suit. Soit 7" C P un voisinage tubulaire de X dans P. Comme
X est un rétracte de T on a HF(T,Z) — H*(X,Z) tandis que H*(T,T ~
X,7Z) —s H*2(X,Z) (‘isomorphisme de Thom’). Aussi, I'inclusion (T, T~ X) —

(P, P~ X) est une excision et donc H*(P, P\ X,Z) — HF*(T,T~X,Z). La suite
longue du couple (P, P\ X) donne alors la suite de Gysin.
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Il suffit donc de calculer la partie “pertinente” de la cohomologie de P ~\ X.
Ce calcul se fait en utilisant des complexes de formes rationnelles ayant seulement
des poles le long de X.

Rappelons d’abord le lemme de Poincaré holomorphe (voir le §1) :
Vp>1,da=0aecQ? — a=dB, e

Cette assertion est équivalente a ’exactitude du complexe 2%. Ce complexe donne
une résolution du faisceau constant Cx. Le groupe d’hypercohomologie H™ (%)
est donc égal & H™ (P, C). De maniere analogue Q% calcule la cohomologie de
P~ X.

On passera aux formes ayant des poles et on pose :

O (k) == Q% ®90, Op(kX) (faisceau de p-formes méromorphes
ayant au plus un pole d’ordre k le long de X)
Zh(k) : = {w € Q% (k)| dw = 0}
O () : = faisceau de p-formes méromorphes

ayant des poles seulement le long de X.

L’observation simple mais néanmoins centrale est :

8.3. Calcul. Soit o € Z(k), k > 2. Alors, si f = 0 est une équation locale de X,

on a:
df A
o= ffk P + f];y_l , avec (3, v holomorphes sans df
_ L (B v+ 7 dB
k-1 fh-1 + fE=1

En d’autre termes, si 'ordre du pole est > 2 on peut, localement, baisser 'ordre
modulo des formes exactes.

Finalement, on arrive a une décomposition

a:BA%-I—’y,

avec 8 et v holomorphes. Le résidu de « est la forme res(a) = S| X, définissant

une fleche
res : Zb,(1) — Q% 1.

L’idée est d’utiliser ces calculs en cohomologie de De Rham, utilisant des formes
C* et des partitions de 'unité pour globaliser. On commence par une forme
rationnelle sur P de type (n 4+ 1,0) et avec au plus un pole le long de X d’ordre
disons < n+ 1 —p. On la regarde comme forme C*° sur P\ X et on baisse 'ordre
du pole utilisant le calcul précédent. On obtient une forme C°° fermée de type
(n+1,0)+(n,1) a cause de df (3 et v ne restent pas nécessairement holomorphes
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quand on globalise avec des partitions d’'unité). Apres n — p étapes on arrive a une
forme fermée de type (n+1,0)+- - - (p+1,n—p) ayant un pole d’ordre < 1. Prenant
son résidu on trouve une forme C*° sur X de type (n,0) +--- 4+ (p,n — p) qui est
fermée. Cette forme répresente une classe dans FP H™ (X, C). On peut vérifier que
cette construction est bien définie au niveau des classes de cohomologie et que la
fleche :

T(QEH (n —p+1)/dT(Qx(n — p)) — FPH"(X,C)

est injective et s’envoie surjectivement sur la partie primitive, au moins dans des
cas favorables comme P = P"t!. On va donner une autre démonstration de cette
identification qui reste dans le cadre de la géométrie algébrique.

On a d’abord besoin du lemme de Poincaré dans le cadre des formes avec
poles :

8.4. Lemme.

i) On suppose p > 1. Le complexe (commengant en degré p) :

P2 = (1) - nr2) L - (n—p+2) - 0}

est exact et donne donc une résolution de Z',(1). Par conséquent
HY(M,ZP(1)) = HPTI(M, PL).
ii) Les groupes H1(Q2*(x)) de cohomologie du complexe
Q%(x) = {0p(x) — Ql(*) — QQ(*) = ...}

sont nuls pour q > 2 tandis que H°(Q®*(x)) = Cp et H'(Q2°(x)) = Cx.

Preuve. Le complexe 2% (%) coincide avec 2% hors de X et alors est exacte au dessus
de P ~ X. Prenons un point x € X et un systeme de coordonnées f,x1,...,x,
centré en x tel que X soit donnée par f = 0. Soit a € Q% (k) avec k > 2. Dans les
coordonnées choisies on écrit localement

af N
o= %, B,v holomorphe et sans df
Le calcul central montre que a € QP(1) modulo dQP~1(k — 1). Un tel élément
s’écrit & A
= ff 5 +~, [B,7 holomorphes et sans df.

La condition da = 0 implique que d = 0, dy = 0. En utilisant le lemme de
Poincaré, on peut alors écrire § = do, v = d7 et donc

da:d<%)+dr
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ca montre i) et la plupart de ii). Il reste & vérifier que H(Q®(x)) = Cp et
H'(Q*(x)) = Cx. La premicre assertion est immédiate. On montre la derniere
assertion par un calcul local analogue au précédent que nous omettons. O

On a besoin du sous-complexe 2% (log X') de Q°(*) formé par les formes diffé-
rentielles ayant des poles logarithmiques le long de X ([Ill, §7]). On va prouver
qu’il est quasi-isomorphe au complexe plein (et donc aussi calcule les groupes de
cohomologie de P ~. X). Dans le cas actuel on pourra prendre comme définition
(loc. cit. ) :

0P, (log X) := {w € Q% (1) dw € Q5 (1)}.

L’application résidu
-1
res : O (log X) — QF

est définie comme précédemment. Localement, on utilise un choix de coordonnées
{f,z1, ..., zn} telles que X soit donnée par f = 0, on écrit « = dlogf A [ et
on pose res(a) = [|x. On vérifie que cette définition en effet ne dépend pas du
choix des coordonnées et de 1’équation locale, f = 0 de X. Donc cette application
est bien définie. La fleche qu’on vient de définir apparait dans une suite exacte de
complexes :

(8) 0— Q% — Q% (log X) =5 Q% [—1] — 0.

Cette suite exacte montre par exemple que

H°(Q*(log X)) = Cy = H°(Q*(xX)),
H' (Q*(log X)) = Cx = HY(Q*(xX)),
H(Q°*(log X)) = 0= H(Q*(+X)) pour g =2,

et donc Q2% (log X)) et Q% (*) sont quasi-isomorphes :

HP (P, Q}(x)) = HP (0} (log X)) := HP

La suite exacte longue en hypercohomologie donne

o v (x,0) L H(pC) - B, gre1x )

O gm(p,C) = -

ou Res = res* est induite par "application “résidu”. On va montrer que cette suite
“est” la suite de Gysin.

D’abord il faut relier ™ et i,. Un calcul en coordonnées locales qu’on néglige
montre que :

(9) o™ H™1(X,C) - H™(P,C)
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est 'adjoint (par rapport au cup-produit) de
i* . H* (P .C) — H*" (X, C).
Ensuite, on note qu’il y a une application naturelle :
j:H™ =H"(Qp(log X)) - H"(Qp_x) =H™(P\ X,C)

qui commute avec les deux fleches de restrictions H™(P,C) — H™ (2% (log X)) et
H™(P,C) — H™(P ~ X, C).

Donc, dans I’échelle avec lignes exactes :

- mx,0)- % Hm(PC) o Hm Res,

T

. — H™2(X,C) s H™(P,C) — H™P~X,C) -%

Res pm-1x,¢) 22 gmiyp,C)... —

T

9, HmNX,C) 2 HMY(P,C)-—

les deux premiers carrés commutent ainsi que le dernier. Alors j est injectif et
donc un isomorphisme. Pour expliciter j on regarde la suite spectrale EY"? =
HI(QP(xX)) = HP. On a Ey"" = m-formes fermées modulo formes exactes
et utilisant la fleche naturelle Ey" " s H™ on regarde une m-forme fermée comme
un représentant d’une classe de cohomologie sur P ~\. X. On vérifie facilement que

0:H™(P\ X,Q) — H" 1(X,Q)
est la transposée de ’application “tube” :

T Ho (X, Q) — Hopir (T, T~ X, Q) -5 H,p (T~ X,Q) = Hp(P~ X, 0Q).

(Intuitivement, ’application en homologie associe a un cycle le tube au dessus
de ce cycle dans le complément de X en P). Ensuite, pour v € H,,(X,Z),
we H™H (P~ X,C) on a (‘formule du résidu’) :

1) [yres(m - 2%” /rw ?
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et donc res = 2%18 : le troisieme carré du diagramme commute (& multiplication
1 N
avec 5~ pIes).

Nous appliquerons cette discussion dans le cas ou X est une hypersurface de
P"+1. Les conditions de la proposition suivante seront vérifiées.

8.5. Proposition. Soit X un diviseur trés ample. Alors, Res : H"*1(P~ X,C) —
H"(X,C) est toujours injectif. Si Prim"(P,C) = 0, alors I'image est la partie
primitive de H™ (X, C).

Preuve. Par le théoreme de Lefschetz,
i*: H"'1(P,C) - H"" (X, P)
est un isomorphisme et par conséquent ’adjoint
on~t:H"Y(X,C) - H"(P,C)

est aussi un isomorphisme et donc Res™ : H" (P~ X,C) — H"(X, C) est injectif.
L’image de cet application, par (9), s’identifie avec le noyau de i, : H"(X,C) —
H""2(P,C) qui (sous I'’hypothese Prim™ (P, C) = 0) est lui aussi formé de classes
primitives (par le Corollaire 2). O

Si on fixe un degré dans (8), la suite longue en cohomologie s’écrit :
“1/0p—1 ga-tr—t
s — HTH(QP (X)) ——— HI(Q%) — HU(OQ% (log X)) —

3p,q—1

— HYQ5 ) HIYY(QR) — - -

L’application ¢* préserve la décomposition de Hodge et de la on tire que ’adjoint 7,
est un homomorphisme de degré (1, 1). Donc par le Corollaire 3 et la Proposition 5,
09=1P=1 est un isomorphisme et 97971 est surjectif quel que soient p,q avec
p+q = n+1. Le méme argument que dans la preuve du Corollaire 3 alors montre :

8.6. Corollaire. Sous les hypothéses de la Proposition on a une décomposition

H"'(PNX,C)= @ H (2 (log X))
pt+g=n+1

et 'application résidu induit un isomorphisme

HI(QP, (log X)) — Prim?~17(X).
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8B. Filtration par ’ordre du pole et filtration de Hodge

Comme dans le cas compact (§1 ou [Dem],§9) on introduit la filtration “naive”
F sur les complexes °(x) et P%. La filtration induite sur I’hypercohomologie sera
aussi notée F'. La suite spectrale d’hypercohomologie s’écrit dans ce cas :

HY(P,Ob(x)) = HPTI(P \ X,C)

mais cette suite ne dégénere pas en général.

La filtration F' de Hodge sera calculée dans cette situation en utilisant le sous-
complexe O, (log X') de Q°(x).
On voit directement que
ker(d : QP (log X) — QP (log X)) = ker(d : Q5,(1) — Q51 (2))
et donc

FPHPY(P X,C) = FPHPT(Q° (log X))
— HPH(FP(Q* (log X)) = iV H(P, 27 (1)).

8.7. Lemme. Si H*(P,Q%(c)) = 0 quels que soient a,b,c > 0, on a pour
p+a=n+1que HI(P,2(1)) = T(P, Q% (g +2)) /dT(@p(q + 1))

Preuve. Comme dans la preuve classique faisceautique, suite spectrale qui dégénére
(voir [God]), du théoréeme de De Rham, les conditions du lemme impliquent que

HY(P, Zp(1)) = HY(I'(P, %)),

ou on regarde le complexe I'(P,P*)) comme un complexe commengant en degré
z€ro. O

8.8. Corollaire. Dans les conditions du lemme précédent, on a

FPHUHM (P X,C) = B P(P,25(1)) = D(Qp (n — p+ 1)) /dD(Qp(n — p)

On combine ce résultat avec le Corollaire 8.5 et on obtient :

8.9. Théoreme. Soit P une variété projective lisse de dimension n + 1 et
soit X C P une hypersurface lisse. On suppose que X soit tres ample, que
Prim"(P,C) = 0 et que H*(Q%(c)) = 0 quels que soient a,b,c > 0. Alors
Papplication “Résidu” induit un isomorphisme

FPIHH (P (X, C) =T(Q8 (n —p+1))/dT(Q%(n — p)) — FP Prim"(X, C).

Maintenant, soit X C P"*! une hypersurface lisse donnée par un polynome
homogene f de degré d en coordonnées homogenes Z, ..., Z,41 de P"T1. Le seul
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groupe de cohomologie de P"*1 \ X intéressant est le groupe en dimension n+ 1.
Les conditions du théoréme sont vérifiées (théoreme d’annulation de Bott, [Bott])
et le théoreme dans ce cas donne un résultat de Griffiths :

8.10. Théoréme (|Grif2]). L’application ‘résidu’ induit un isomorphisme du sous-
espace du groupe de de Rham HBJP:l (P™ \ Xy) formée des classes provenant des
formes ayant un pole d’ordre < n — p + 1 sur la p-iéme partie FP de la filtration
de Hodge de Prim"(Xy).

En particulier on voit que chaque n+ 1-forme rationnelle avec au plus un pole le
long de X doit étre cohomologue a une forme ayant un pole d’ordre au plus n+1,
car F' = H™"(Xy). En effet Griffiths donne une formule pour abaisser 1'ordre du
pole modulo les formes exactes. Pour expliquer cela on a besoin de savoir comment
s’écrivent les n + 1 formes rationnelles sur P! ayant au plus un pole d’ordre k.
Par un calcul direct en coordonnées affines on trouve qu'un telle forme s’écrit :

A
7
ou
Q=3 (-1)Z;dZ A ...dZ;...... ANdZpi1 eton degA-+n+2=kd
J
Aussi, une n-forme rationnelle avec pole le long de Xy s’écrit

1 . . —_— —_—
Y = F Z(—l)H—] [ZZA] - Z]Al]dZO AN dZZ VAN dZ] VAN dZn+1
1<J

et donc :

8.11. Lemme. Soient Ay, ..., A, 11 des polynémes d’ordre (k—1)d—n—1. On a

+1 ) +1 94,
(k—1) Z?:O Aja—zfj Q= Z?:o BZj

fk fk—l

(11) Q + dy

8.12. Corollaire. Soit J; C C[Zy,..., Zy41] idéal Jacobien de f, c’est-a-dire
l’idéal engendré par les Of/(‘)Zj, 7 =0,...,n+ 1. L’application résidu induit un
isomorphisme

(C[Zo, .., Zyya) [T ) P82 =, prjpn—r (x ).

Preuve. Le Théoreme 10 implique qu’on a une surjection
(ClZo, .., Zyga)) P74 s Ry pPEY = PrimP P (X )

avec noyau consistant en les polynémes A provenant des formes de type dp+ (forme

ayant ordre de pole < n—p) et a cause du Lemme ce sont exactement les polynomes

de la forme A"+ fB ot A" € Jy. L’équation d’Euler } . Zj;—zfj = deg(f)f montre

que f € Jy et donc le Corollaire. O
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9. Equations de Picard-Fuchs

Le but de ce paragraphe est de définir 1’équation différentielle de Picard-Fuchs, et pour
une famille de variétés projectives a un parametre expliquer le lien avec la connexion de Gauss-
Manin. On détermine cette équation dans quelques exemples. Le dernier exemple, déformation
a un parametre de la quintique, sera utilisé dans le §10 pour trouver le g-développement lié a la

symétrie miroir. On explique aussi comment calculer la monodromie locale sur cet exemple.

_ On suppose désormais que S est une courbe algébrique complexe lisse, S =
S\ T, ou S est une courbe lisse compacte et T est un nombre fini de points.

Soit V ¢ un systeme local sur S soit V la connexion plate de Gauss-Manin sur
le fibré associé V =V ¢ ® Og définie par (voir le §2) :

Viv® f) =v&df.
Sur VY, le dual de 'V, on a la connexion naturelle VV définie par
d(v,v) = (Vv v) + (v, Vv,

ou v est une section holomorphe locale de V et v une section locale de V¥ (Voir
[Dem)).

Soit S, C S un ouvert de Zariski affine tel qu’on a une trivialisation :
VY|Sy — (‘)?: (r=rang V).

Une coordonnée affine s induit un champ vectoriel d/ds sur S, et en composant la
connexion VY sur VY|S, et la contraction avec d/ds on obtient I’endomorphisme

D :VY[S, = VY|S..

Si « est une section méromorphe de V¥ sans poles au dessus de S,, en utilisant la
trivialisation, on peut regarder les sections o, Do, D?q, . .., D" comme contenues
dans C(S)" D T'(S,, OP") sont dépendantes sur C(S); il y a une valeur minimale
p tel que «, Da, ..., DPa soient dépendantes et, en remplagant D par d/ds, on
obtient une équation différentielle : (normalisée par le fait que le coefficient de
(%)p est un)

(d/dt)? + Ap—_1(s)(d/dt)P~ + -+ Ag(s) = 0.

Les solutions forment le systeme local Sol(D) et pour chaque section plate v de Vg
le fonction («, v) est une solution de D = 0. En fait, d{a, v) = (VY «, v) entraine que
((d/dt)P+ Ap_1(s)(d/dt)PF +- -+ Ag(s)) (o, v) = ((VV)Pa+Ap_1(s) (V)P Lo+
<o+ Ao(s)a,v) = 0.

On obtient alors un homomorphisme surjectif de systemes locaux :

V¢ — Sol(D)
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qui est un isomorphisme quand p = r. Dans ce cas on dit que « est une section
cyclique.

9.1. Exemple. Le systeme local provenant de I’homologie des fibres d’une famille
algébrique f : X — S. Pour V 4 on prend le systeme local dont la fibre au dessus de
s € S est le groupe d’homologie H,(X,, C) de la fibre X, = f~!(s) en dimension
n = dim X;.

L’accouplement donné par 'intégration sur les n-cycles

Vgx R'f,.C = C
, —
(7. [w]) /7w

met en dualité Vg et R" f,C, le systeme local qui a pour fibre au dessus de s le
groupe de cohomologie H" (X, C) (voir le §1).

On sait que le fibré V¥ = R"f,C ® Og supporte une variation de structure
de Hodge et le sous-fibré " est le sous-fibré des classes de n-formes relatives.
Sur chaque fibre celles-ci donnent des n-formes holomorphes. Une section w(s)
méromorphe de V¥ holomorphe sur S appartenant & F" est la méme chose qu’une
famille de formes holomorphes dépendant de facon méromorphe de s. Dans ce
cas, I’équation différentielle associée a la classe de cohomologie [w(s)] est appelée
équation de Picard-Fuchs. La discussion précédente entraine que les solutions sont
données par des périodes fww(s), v € H,(X,, C) pourvu que l'on considere ~y
comme section plate (multiforme) du systeme local R, f.C.

9.2. Remarque. La section [w(s)] n’est pas nécessairement cyclique. Par con-
tre, elle sera cyclique pour le sous-systeme local V¢ de R"™f.C engendré par
[w(s)]. La monodromie (classique) de cette équation différentielle coincide avec
la monodromie de ce sous-systeme. En fait, Vg, est l'orthogonal (par rapport a
I'intersection entre n-cycles) de 'annulateur de V$ s, le plus petit sous-espace de
H™(X,,C) contenant [w] et stable par la monodromie. En particulier fvw =0
pour v € Vg implique que v = 0. Autrement dit, par prolongement analytique
des solutions locales f7 w, on obtient des solutions de la forme fv’ w (monodromie

classique) ou v’ se déduit de v par la monodromie du systeme V.

Maintenant soit s une coordonnée autour de I'un des points ¢ € T'. On introduit

d
O :=s—
Sds
et on réécrit I’équation de Picard-Fuchs :
(12) (O + B, _1(s)0P " + - + By(s)]¢ = 0.

La connexion V s’étend en une connexion a poles logarithmiques sur 7 :

V:V—=Ve 0 (logT)
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Voir le §8 suite au Lemme 8.4 pour la définition du faisceau Q! (log T'). On remarque
que ici, dans le cas de la dimension 1 on a que Q' (log T') = Q(T) est, localement
autour d’un point de 7', engendré par ds/s. L'opérateur © correspond a V, r et

une traduction du fait que V existe est de dire que :

9.3. Lemme-Définition ([Dell]). Les fonctions Bj(s) sont holomorphes autour
de t. On dit que t est un point singulier régulier.

L’équation (12) est équivalente a un systéme

6o
X(s) = :
Or-Tp(s)
. 0o 1 0
A= 1
—Bo(s) -+ —Bp-a(s) —Bp(s)

La matrice A(0) est appelée le résidu de la connexion et elle est notée :

Res(V) := A(0).

9.4. Lemme ([C-L]). Si on suppose que pour toutes les valeurs propres distinctes

A et p de Res(V), A — u & Z; alors la monodromie autour de t est donnée par
e2mi Res(V)'

En particulier on en déduit :

9.5. Corollaire. Si Bj(0) =0, j =0, ... ,p— 1 la monodromie locale autour de
t est €™ N ot N est la matrice nilpotente
0
v oo
1
0 -+ - 0

Pour appliquer ce corollaire dans la situation d’'une famille d’hypersurfaces
X5y d’équation f(s)(Zo,...,Zns1) = 0 dans P! | complétons la discussion
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du paragraphe précédent. On suppose dim(S) = 1. Soit s un parametre local
sur S et soit Q(s) = h(s)Q une n + 1-forme rationnelle sur P**! qui dépend
holomorphiquement de s. L’effet de la connexion plate de Gauss-Manin se décrit
par :

dk
(13) Resx, ., [@Q(s)] = |:V§/ds resy ;. Q(s)] ,

ou [«] désigne la classe de cohomologie d’une forme «. Cette formule est facilement

déductible de la formule §8 (8).

9.6. Exemple. Soit la famille de courbes elliptiques (famille de Hesse) :

fu):=Z3 + Z3 + Z3 — 3uZoZ1 2,
au dessus de P!~ {00,1,p,p%} ol p = 5. Pour u = oo la courbe dégénere
en trois droites et on va étudier la situation autour de ce point. On va d’abord
déterminer ’équation différentielle associée aux formes holomorphes w(u) sur la
famille f(u) =

On écrit pour cela :

(D)=t ([T 257
14 Qe(u) := =0, (=1,....
( )é Z(u) f('LL)g ’ ¢ )
On note que res(§2;(u)) = w(u) est une forme holomorphe sur Xy, et grace a la
formule (13) on a

k
(13)pis <u@) Q1 (u) = Vziw(u) mod les formes exactes.

du

Les calculs donnent

ZZZ 1— A
(012 u? Zk@Zk

ou .
AO = EUZOZi))
1
Al = g’LLQZ()ZlQZQ
1
Ay = gzng
Utilisant la formule (8) (voir le Lemme 8.11) on trouve que Q3(u) = PQ modulo

les formes exactes, ou
US —’LLZ3 + QUZZOZ1Z2
1—ud 12

P =
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Puisque P2 et Q9(u) ont un pole d’ordre deux, le Corollaire 8.12 entraine qu’il
existe une fonction p(u) tel que PQ — p(u)Qa(u) = %Q avec ¢ € Jy. On trouve
en effet que

3 1 92 3
L (GuZB + SuRZe 7 Zs) +

u u? af
1—ud3 3 3 1—us

1
— A J
91—U3u 1(9Z1€ !

(—UQZOZ1ZQ) =

et une nouvelle application de (Réd) donne que
u? u?

1
0 Oyu) — ~—
s(u) + 1—u3 2(u) 91 — w3

Q1 (u) =0 mod les formes exactes.

On note maintenant que Z/37Z agit sur la famille par : p - (Zy, Z1, Za,u) =
(Zo, Z1, pZs, p*u) et donc les fibres au dessus de u, pu et p?u sont isomorphes. I1
est donc naturel de prendre pour parametre

s =u"3.
Alors 1 d g
@ = —g'u% = S%

Si on utilise que OQ, = (—k/3)Qk + k41, £ = 1,2, on trouve que (toujours
modulo les formes exactes) :

[@2 + Bl@ + Bo]Ql(u) =0

ou

Cette équation est équivalente au systeme :

© (@%J = A(s) (@%1)

As) = <_%0 _}Bl) .

En utilisant la formule (13)y;s on trouve que la famille des 1-formes w(s) sur la
famille des courbes elliptiques satisfait au méme systeme d’équations. Ce systeme
est équivalent a 1’équation de Picard-Fuchs.

ou

0

Le Corollaire 5 nous donne : A(0) = (O 0

odromie locale est (1 27”) .

) et alors l'opérateur de mon-

0 1
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9.7. Exemple. Dans cet exemple on considere une famille de variétés de Calabi-
Yau (Voir [Mor2] pour détails)

F8)=ZE+ 25+ Z5 + 28 + 78 — 5uZo 21 ZoZ3Zs, s =u"".

Comme indiqué dans la section 7.B, avec W(Z) = Z5 + Z{ + Z5 + Z3 + Z3,
et G = (J), alors WT =W, et G+ = Guax. La déformation considérée est celle
invariante par Gpax. Par un calcul identique a celui de ’exemple précédent, on

d

trouve avec © = Sc

[@4 + 33@3 + 32@2 + B0 + Bo](ﬁ =0

avec les coeflicients :

BO_%' i1
2
Bl:g‘s—l
7 S
32:5‘5—1
S
83:2'5—1'

et la matrice A(s) de © par rapport & {21, 00Q;,02Q;, 030} est égal &

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1
—By —By —Bs —DBs

01 0 0
. ) 2N 0 0 1 0 )
Ici la monodromie locale est e ou N = 000 1l Pour la suite on
0 0 0O
a besoin d’une solution holomorphe autour du point s = 0. Pour ’obtenir on

remarque qu’on peut réécrire ’équation différentielle comme :
O —s(O+5H)O+2-5H)O+3-5HO+4-5 =0
(en multipliant par (1 — s)) et alors la relation de récurrence pour les coefficients

(n+1) a1 =n+5Hn+2-5Hn+3-5Yn+4-5Ya,

: (5n)!
a une solution a,, = ————— et donc on trouve
557 (nl)5
(5n)! /s \"
15 \F5
n=>0

ce qui est une solution holomorphe. C’est 'unique solution holomorphe en s = 0
avec fo(0) = 1.

Le lecteur pourra completer ces exemples en traitant le cas intermédiaire de
la quartique de Fermat (surface K3).
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10. Variétés de Calabi-Yau et symétrie miroir

On reprend la discussion du §7 en considérant la famille universelle d’une variété de Calabi-
Yau de dimension 3 et sa variation infinitésimale qui conduit & ’accouplement de Yukawa. On
montre que, si la base est de dimension 1, cet accouplement satisfait & une équation différentielle
d’ordre 1 dont les coefficients sont liés a ceux de ’équation de Picard-Fuchs, qui est une équation
d’ordre 4. En cherchant une coordonnée canonique g on est forcé d’invoquer ici 'existence de
la structure de Hodge mixte limite. Dans la derniere sous-section on reprend 1’exemple 9.7
et on discute la prédiction qui découle de I'hypothese de symétrie : les coefficients dans le g-
développement de 'accouplement de Yukawa, proprement normalisées, sont liés aux nombres de
courbes rationnelles sur le membre générique de la famille miroir, qui conjecturalement est la

famille des hypersurfaces quintiques dans P*.

10.A. Accouplement de Yukawa

On considere une famille f : X — S de variétés de Calabi-Yau; soit alors
la VHS définie par la variation de la cohomologie de rang 3, {H?(X,,C)}. On
peut localement en sy € S, supposer que F? = f,(Q3 /S) est trivial, et du fait
que h3Y = 1 choisir une 3-forme holomorphe (relative) w, telle que w(s) # 0
pour s voisin de sg. On trivialise le fibré vectoriel H?(X/S) au moyen de sections
plates (Va = 0), soit 71, ... ,Topro une telle trivialisation (ici b = h%1(Xy)).
On peut considérer {7;} comme la base duale d’une base d’homologie (constante)
{7i}- Rappelons que la forme de Hodge-Riemann (voir le §3.A) est donnée par

Q(a,ﬂ):—fxsa/\ﬂ, (k=mn = 3) et donc

fi=Q(m,w) = —/%w

est une fonction holomorphe sur le voisinage considéré de sg. Ce sont les périodes
de w. Relativement a la base choisie, w se décompose en

2b+2
w = E QT (a; holomorphe en sg).
i=1

Du fait que Vr; = 0,

2b+2
Vw = Z do; @ 7;.
i=1
Sity, ...,t. sont des coordonnées locales en s,

6041-
Va/ata = 6T7'7;-

On notera que la propriété de transversalité de Griffiths entraine que relativement
a la filtration de Hodge {FP}o<p<a, on a :
Ow

6—1';05 = VC‘)/atQWG:TQ et

0w

1
Ota0tg €T



10. Variétés de Calabi-Yau et symétrie miroir 245

D’ou

2
Qo g) = Qe gr,) =0

Par contre . .
0°w 0°w
77 ) = AN —
Q(w’ ata8t58t7> /Xt “ 2 Btaotsot,

est différente de zéro en général. On va justifier que cette fonction représente
I’application linéaire § (voir la formule (5) dans le §3.C ) associée a la variation
infinitésimale.

On a vu dans les §2.D et §3.C que la dérivée de ’application des périodes est
donnée par

o:Ts s, — EBHom(Hp’q, HP~hath
ou 0(9/0t) agit par le cup-produit avec p(9/0t), image de 0/0t par 'application

de Kodaira-Spencer p : Tss, — H' (Tx,,)- Le fibré F3 est trivialisé par la forme
w et dans notre cas la formule (6) revient a

o Sym3 Tgs, — Hom(Hg’O(XSO), HO’B(XSO)) =
= Hom(C - w(sg),C-w(sp))

3<,u
a 80)}.

0/t @ 0/t © 0/0L, — {(s0) = g5

On peut donc écrire
3w

0/0t, ®0/0tg ® 0/0t~)(w(s :/ WA ———.
U( / / B / '7)( (O)) XSO ataatﬁat’y

D’otu ici la variation infinitésimale de la structure de Hodge fournit les invariants :

/ A Bw
liag = w P U e——
T x.,  OtaOtgot,

appelés dans ce contexte accouplement de Yukawa ([Morl], [C-O], [H]). Le tenseur
invariant associé est

K=Y Kapydta @ dtg ® dt, € Sym®(Q}).
a,B,y

Si dim .S =1, t est une coordonnée locale en sy, on notera

/ A d3w
Rttt = WA
x, a3
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qui est une fonction holomorphe du parametre ¢ (au voisinage de sg) et le tenseur

invariant est
R = /ittt(dt)(g)g € (Q}g)®3

Si en outre f : X — S est une famille verselle (voir le §3.C) on a dim H'(Tx, ) =
1 = dim H>!(X,,) et donc H3(X,,) est de dimension 4. La versalité implique
que l'application de Kodaira-Spencer est un isomorphisme et donc que les trois
fleches HF3—%F — HF-14=k L — 1 2 3 sont des isomorphismes (ces espaces sont
de dimension 1 et les applications sont obtenues en prenant le cup-produit avec
la classe de Kodaira-Spencer p(9/0t)). Donc k4 # 0 dans ce cas et les sections

{‘27‘;’} forment une base du fibré H3(X/S), sur un voisinage de so. D’ott
i=0,1,2,3

une relation de dépendance linéaire

d*w 3 d'w
14 =N A
(14) dt* i(®) dt?

1=0

qui est 1’équation différentielle de Picard-Fuchs. Si a est une section plate de
H3(X/S), la période w = Qa,w) = f,yw (si a est la classe Poincaré duale du
cycle v), satisfait a I’équation

d*w d'w
— = A; () —.
dt4 Z ( ) dt?

1=

On peut dériver sous le signe somme car () est constante.
. /7 . 2 2 7’ . .
Par l'anti-symétrie de () on a Q(‘fngJ, ZT‘;) = 0 et en dérivant deux fois la

2
relation Q(w, ££) = 0 on trouve :

%Q(w d3w> :_Q(dw d3oJ) _Q<d2w onJ) :_Q(dw d3w),

At dt’ de3 dt2 a2 dt’ de3
mais aussi
dke dw d3w d*w B dw d3w dBw
i =G g ) e ) =G ) + Al ),

et donc, en additionnant ces deux équations on a :

Cette équation a pour solution (bien déterminée a une constante multiplicative
pres) :

- o3 [ As(tydt
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Remarquons que sous ’hypothese retenue, I’équation différentielle Va = 0, est
le systéme linéaire équivalent a I’équation du 4e ordre (13). Ceci explique que les
informations locales sur la monodromie, sur k¢, se déduisent du calcul explicite
de I’équation de Picard-Fuchs.

Finalement quelque mots sur le cas d’une équation de Picard-Fuchs a points
réguliers singuliers. On suppose que s est une coordonnée locale autour d’un tel

point et on écrit
ds\ ?
R = KRsss (_)
S

d
@—SE.

Maintenant, pour trouver kg5 il faut résoudre ’équation

et, comme d’habitude,

dk 1
- _°RB
Sds 2 3f

Ou Bjs est le coefficient de © dans 1’équation de Picard-Fuchs [@4 + B30%+ B,0% +
] = 0.

10.1. Exemple. Dans l'exemple 9.7 de la section précédente en utilisant la
coordonnée s on trouve

Rsss = i1
s—1, (' = constante d’intégration.

Discutons les possibles normalisations de l'accouplement de Yukawa dans le
cas d’'un parametre s. On applique d’abord le résultat classique (voir [Ince])

10.2. Théoréeme. Soit donnée une équation différentielle d’ordre > 2 sur
un disque autour de 0 ayant une singularité réguliere a 0. On suppose que la
monodromie T locale autour de 0 admet un seul bloc de Jordan pour la valeur
propre 1 avec multiplicité > 2. Alors, il existe une solution fy réguliére et uniforme
autour de 0. De plus, il existe une solution locale f; autour de 0, indépendante de
fo telle que g(s) = 2mif1(s) —log(s) - fo(s) soit uniforme. La solution fy est unique
a une constante multiplicative prés, la solution f; est unique a un multiple de fy
pres.

Si donc fy # 0 on pourra fixer le fy par fy(0) = 1 et ensuite le f; par
g(0) = 0. On peut toujours remplacer s par une autre coordonnée w(s); de
Fsss(ds/9) % = Kuyww (dw/w)®? on tire que « est multiplié par (w/s)(ds/dw)3. On
cherche a trouver une coordonnée ¢ “normalisée” sur le disque. Dans un premier
temps, on regarde la fonction multiforme

7(s) = f1(s)/ fo(s)
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comme un parametre uniforme sur le demi-plan de Poincaré h. Quand s tourne
autour de 0 le parametre 7 se transforme en 7 + 1. Celui-ci est uniquement
déterminé par cette propriété a une constante additive pres; cela provient du fait
qu’on pourra remplacer f; par f; + ﬁ -logcy - fo, le point s = 0 n’ayant aucune
signification intrinseque sur h. Donc le parametre

e o) oo (1)

sur le disque pointé est bien-défini a la constante multiplicative co € C* pres.

Ensuite on souhaite normaliser k,,,. D’abord, il faut noter que x dépend du
choix de la 3-forme relative w. Si w se transforme en k(s)w, ksss est transformé
en k(s)?ksss. On remarque que la solution fy est de la forme fy = fvw pour un
3-cycle v, invariant par la monodromie locale. Un tel cycle v est unique a une
constante multiplicative pres. Donc, la 3-forme & = fo(s) " lw = w/ f,yw est une
3-forme holomorphe @(s) telle qu'il existe cycle invariant v dans H3(Xg, C) avec
f7 @ = 1. Ainsi @ est unique a une constante multiplicative pres. Conclusion : avec
cette normalisation on a

K = C1

—%fBg(S)dS
€xXp 3 1 ds ®3
<__)  ec

fo(s)? 27l s

1 dg

3
Ensuite on note que KTTT(dT)?’ = Kggs (2— ) est périodique en 7 et donc il
mooq

existe un développement en

q = eQﬂiT(S).

On écrit alors :

(15) K=c1 imj (é)j .<2‘Zq>®3.

=0

On peut voir (cf. [Mor2]) facilement que les coefficients k; sont des nombres
rationnels si les coefficients B; de l'équation de Picard-Fuchs admettent une
développement en série entiere a coefficients rationnels.

Rappelons que ce calcul est fait sous I’hypothese cruciale que fy(0) = fv w(0) #

0. On la vérifiera dans le sous-paragraphe suivant.

10.3 Exemple. On reprend I'exemple 10.1. Ici f(0) = 1 (voir I'Exemple 9.7) et
on observe que 'hypothese sur les B;(s) est bien vérifiée. On trouve ici que

Kggs = 2
T (s = Dfo(s)?
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10.4. Remarques. I. En liaison avec les calculs précédents, rappelons le théoreme
de Bryant et Griffiths (Théoréme 7.4). On fait ’hypothese que la famille f : X — S
est la déformation universelle de Xy, = f~1(0), de sorte que l'application de
Kodaira-Spencer est un isomorphisme pour tout s € S, et dim(S) = h%! = b.
En vertu du théoreme de Bogomolov et Tian ( voir le §7.C), S est lisse. On
suppose que S soit isomorphe a un disque de dimension b. On trivialise le systeme
local {H3(X,Z)}, au moyen d’une base symplectique {;, d;}4 j—o, ... »- S0it w une
section locale de F? = f, (w3 / ¢) qui trivialise ce fibré. Le théoreme de Bryant et
Griffiths dit que les vy-périodes (;(s) = f%_ w(s) peuvent servir comme coordonnées
homogenes sur S (voir le §7).

10.5 Lemme. Avec &;(s) = fdj w(s) on a les relations :
_ %
£7« - ; Cj ac—]

et {&;} est le gradient d’une fonction holomorphe homogéne G de degré 2 des
variables (o, ..., Cp.

Preuve. On a comme ci-dessus les relations

/w/\&u_/ wA Pw =0
X G X, 0G;0¢; '

Si on remplace w par le développement w = (i + > &;5; (voir le §7.C pour
les notations) et si on tient compte du fait que {c;} et {3;} sont des sections
constantes, on a les relations annoncées. Ces relations entrainent

0
5= 2 (Sos)
§=ac ijckgk
d’ou si G(C):%(quﬁk),ona@:g—g. O
k
II. Un calcul élémentaire conduit a ’expression suivante pour ’accouplement de
Yukawa :
A / A PBw B 3G
VR kT 0GOGOG:  0GAGOG

III. On peut définir sur I’espace local des modules S, une métrique de Kéhler (en
fait de Hodge ([Dem]), par son potentiel local. Les relations de Riemann montrent

e ) . - 0G oG
1/w/\w—1(zgaa—ga—§a5> > 0.

Posons £ = —log (i [ w Aw). Alors la métrique dite de Weil-Peterson, [T]) sur S
est définie localement par :

0%k
8¢0¢;

gi} =
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La formule de dessus montre que le potentiel s est tres particulier, manifestation
du caractere “spécial” de cette métrique (voir Remarque IV).

D’une autre maniére, si on identifie T, et H*'(X,) vu que Q% = Ox,, la
métrique de Weil-Peterson n’est pas autre chose que :

(V, d)wp = /X Y A *¢.

Il y a une relation précise avec ’application des périodes ¢ introduite ci-dessus.
Du fait des relations de Riemann R1 et R2 du §3.A, la droite H3°(X) appartient
a un ouvert dans une quadrique complexe @ C P?**!. La forme de Hodge induit
clairement sur la restriction & @ du fibré tautologique de P?**! une métrique
hermitienne. Si w est la forme de Chern de cette métrique, on peut prouver [T]
que la forme de Kahler wwp de la métrique de Weil-Peterson coincide avec I'image
réciproque de w.

IV. Les considérations géométriques précédentes (le B-modele) ont pour support
I’espace des parametres des structures complexes, soit infinitésimalement 1’espace
H?! 1l n’est pas & priori évident que des constructions similaires, une variation de
structure de Hodge en particulier, existent avec ’espace des parametres pour les
classes de Kéhler. Définissons cet espace. Si J € H'1(X,R) est la forme de Kéhler
d’une métrique de Kahler sur X, alors J est positive et, en particulier, pour toute
courbe algébrique C' C X,
/ J > 0.
[C]

Ces inégalités définissent dans I’espace vectoriel réel HV1(X,R) = H?(X,R) un
cone ouvert K (X)), appelé le cone de Kéhler. Le complexifié du cone de Kahler est

CK(X)={B+iJ|B,J e K(X)}.

Il est important aussi de considérer les inégalités larges, c’est-a-dire le cone fermé
K(X).

Il n’y a pas ici de variation de structures de Hodge supportée par le cone
de Kahler complexifié, et donc pas de contrepartie évidente a ’accouplement de
Yukawa, mais seulement le produit triple topologique donné par l'intersection des
(1,1)-formes k(p,0,7) = [ pAoAT. Il est déja remarquable que dans cette situation
duale, la “géométrie” de l'espace des modules des structures complexes subsiste
formellement [C-O], renfor¢ant I’hypotheése de symétrie entre les deux types de
déformations. Les propriétés différentielles-géométriques décrites ci-dessus ont été
formalisées sous le titre de “géométrie spéciale” [Str]. Nous renvoyons a cet article
pour une définition précise. L’étude de cette “géométrie” sur le complexifié du cone
de Kéahler est le fondement de la symétrie miroir. Une définition mathématique
précise peut étre considérée comme équivalente a l'existence d’une variation de
structures de Hodge de base le complexifié du cone de Kéhler, conduisant a un
accouplement triple qui “corrige” en un certain sens ’accouplement  ci-dessus,
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et qui dans la dualité entre X et X*, serait le pendant de la variation décrite
dans les pages précédentes pour X*. Pour une formulation plus précise, le lecteur
consultera [Mor4], cor[G]. Nous voulons ne retenir de cette discussion que le fait
que les aspects de théorie de Hodge sont certainement a la base d’une formulation
rigoureuse du principe de symétrie. Voir aussi le §11 pour une discussion allant
dans ce sens.

10.B. Normalisation mathématique

Il s’agit d’avoir des informations sur le comportement asymptotique des
périodes, et de l'accouplement de Yukawa. Cela releve de 1’étude générale du
comportement asymptotique d’une variation de structures de Hodge (singularités
de I'application des périodes).

Soit donnée une famille de variétés de Calabi-Yau, on suppose pour simplifier
que h*! =1 et dimS = 1 (on a vu que X — S est universelle en tout point
s € S (Théoréme 7.3). Supposons S = S~ {by,...,b.} ot S est une courbe
compléte non singuliére, les points {b;} étant les points singuliers de la famille
(voir 'exemple de la famille quintique et de la famille miroir dans le §7.A). 1l
s’agit d’analyser le comportement de la structure de Hodge (variation) portée par
H3(X/S) =R3f. (W / ) lorsque le parametre s approche un point singulier. En un
tel point b;, on a vu que H3(X/S) admet une extension privilégiée (sur un disque
paramétré de centre b;), et que les fibres de Hodge I7 (p = 0, 1,2, 3) se prolongent
en des sous-fibrés FP de I'extension privilégiée H3(X/S). On fait une hypothese
maintenant [Morl], hypothese qui est vérifiée dans 1’exemple qui nous intéresse.

10.6. Hypothese. (Voir le Théoréme 4.1) L’opérateur T' (de monodromie locale)

en b; est maximalement unipotent. Cest-a-dire (T — 1)® # 0 et donc N = logT a
01 00
0 010
un seul bloc de Jordan 000 1
0 0 00

On vérifie immédiatement que sous cette hypothese, la filtration W, est de la
forme :

Wy = Wy = ker(N), Wy = W3 = ker(N?), Wy = Ws = ker(N?).

La structure de Hodge sur Gry, (¢ = 0,1,2,3) se réduit & Gry, = I%‘. En
particulier 1%* =0 si a # b et

we= @ 1t FL =1

a+b</{ a>p

Rappelons que le fibré 33(X/S) est prolongé & A et donc est trivialisable sur
A*. Si « est une sections de ce fibré en sy € A*, et si a(s) est le prolongement
(multiforme) de « par transport parallele par la connexion de Gauss-Manin,
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la section “horizontale” qui s’étend en s = 0 est a*(s) = exp(lgifN[a(s)]).
En particulier, si a« € Wy, T(a) = a, on a a*(s) = «fs). De méme, avec

B e H3(X/S)s, on définit 8*(s). Le fait que Q est plate dans le fibré trivialisé
H? signifie que Q(a*(s),B*(s)) = Q(a,8) = const. Puisque w(s), la section
qui trivialise le fibré F est une combinaison linéaire d’éléments de la forme
B*(s) avec coefficients des fonctions holomorphes, il est clair que Q(a(s),w(s)) =
Q(a*(s),w(s)) est une fonction holomorphe sur A. Si « est la classe de cohomologie
duale du cycle 7, cette fonction représente la période :

fols) = / o).

Montrons que fo(0) # 0; dans le cas contraire, on a Q((0),w(0)) = 0 dans la fibre
de H3 en s = 0. Mais w(0) € F3(0), et a(0) € Wy. Or la filtration par le poids est
auto-duale relativement a @ (du fait que N € gg), c’est-a-dire WKL = We_v_2o .
Donc w(0) € F3(0) N W, = 0. Ceci montre bien que f,(0) # 0.

Discutons maintenant le choix d’une coordonnée intrinseque sur A*. Soit
B € Wy = ker(N?), linéairement indépendant avec a. Il y a un scalaire A tel
que N(B) = Aa. Soit 3*(s) I'extension canonique (horizontale) de 3 & 3. On a

5(s) = exp (— 22N) B
= f(s) — l;iis Aa*(s) .

Donc

fi(s) = / w(s) (si 8 est la classe duale de 7)
2!

_logs

22 M ols) + QA" (5), ()

et Q(B*(s),w(s)) est holomorphe sur A. Donc :

AL f,yl W

Jo®

T

est un parametre sur h et
q = exp(27iT)
un parametre sur A.

Noter que 7 étant le quotient de deux périodes ne dépend pas de la section w.
Si {a’, B’} est un autre choix, qui conduit aux périodes {w(, w]} et aux parametres
t',q¢',onaa,b ceC,ac#0, avec :

o =aa, B =ba+cB
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donc

NB = Ndo avec )\’:%.
D’ou
/ b , b
T :T—l—a et ¢q :exp(27r1a)q.
On voit le lien avec la discussion dans le §10.A : la constante co s’identifie avec
exp(27ri%).

Ces remarques étant faites, il faut certainement utiliser la structure entiere
pour normaliser les périodes et ainsi obtenir une coordonnée “canonique” sur
le disque. Notons L le réseau entier (L = (Hz)s,) dans H et rappelons que
T € Auty(L,Q). Alors L N W, est de rang un, on va donc prendre pour a un
générateur de ce groupe. On a T = exp(N) = 1+ N sur Wy = ker(N?), donc
N =T — 1 est entier sur Wy N L, c’est-a-dire N(Wy N L) C LN Wj. On peut alors
choisir une base du groupe (de rang 2) WoN L, de la forme {a, 8}, et N(B) € Ne,
soit N(8) = ma avec m > 1. Une autre base de ce type est o/ = +a, ' = £+ L
(LeZ).

En conclusion, le parametre g obtenu par cette normalisation est défini a une
racine m-ieme de l'unité pres, et si m = 1 (la monodromie est “petite” : dixit
Morrison), ¢ est alors déterminé de maniére unique. On dit dans ces conditions
que q est le parametre canonique autour de la singularité (voir [Morl]). En résumé,
nous avons démontré :

10.7. Proposition (Normalisation mathématique). Soit f : X — A une dégéné-
rescence a un parameétre de variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h*>' = 1.
On suppose que w est une section partout non-nulle sur A* de F3. On suppose
aussi que la monodromie locale du systéme local de cohomologie en dimension
3 est unipotente de rang 4. On pose N = logT. Fixons s, € A, un générateur
a de H3(X,,,7Z) N Ker N et une base {«a, 3} de H3(X,,,Z) N Ker N? telle que
NGB =ma,m € Z~q. Soient vg,v1 € H3(Xs,,Z) les classes duales. Alors la fonction

est bien définie a une racine m-iéme de ’unité prés.

10.8. Exemple. [Hu] La situation est analogue & celle des courbes de genre 1.
Soit la famille de courbes de genre 1 : y? = z(x — 1)(x — \), A # 0,1 (forme de
Legendre) ; w = g—z définit une section de F* (fibré de Hodge).

Les périodes (au nombre de deux) sont données, relativement a une base de
Hy (X, Z), par

w1:/00 dv et w2:/0 dz .
1 V(= 1)(x =N oo VE(r = 1) (2 — N)
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On exprime w; et wsy en fonction de A, au moyen de la série hypergéométrique

FO)=2Fi (55,10 = <_1/2> A

n
n=0

convergente si |[A\| < 1. Alors le résultat classique est que w; = TF(\), we =
itF(1—X) (JA] <1) et que ce sont les deux solutions indépendantes de I’équation
différentielle de Picard-Fuchs, qui est ici ’équation différentielle hypergéométrique

5(1—)f"(5) + (1~ 29)f'(5) — 1 /() =0

C’est bien la le début de la connexion de Gauss-Manin !

On retourne a ’accouplement de Yukawa. Si s est une coordonnée locale sur
le disque A de centre le point singulier b; (ici s(b;) = 0), et si w est une section
locale de F3 qui trivialise ce fibré en droites sur A, on a défini I’accouplement de
Yukawa (non normalisé) comme la fonction sur A* :

ey

La fonction ks dépend de la coordonnée s, ainsi que la section locale w de F3 sur
A. Le passage de w & fw (f(0) # 0), transforme rges en f2kgqs.

Pour une section w de F3 qui est une base locale en s = 0, la période normalisée
fo = f% w est alors définie au signe pres. On normalise la forme en remplagant
w par w/fy, donc maintenant fy(0) = 1. Alors 'accouplement de Yukawa ks
est normalisé, et donc est une fonction définie de maniere intrinseque sur A*; on
parlera de I'accouplement de Yukawa, dans sa normalisation mathématique.

On ne poursuit pas les calculs d’une normalisation mathématique dans les
exemples, car il est plus facile de normaliser les deux constantes c; et co introduites
dans le §10.A. On suit cette démarche dans le sous-paragraphe suivant (voir
Conjecture 10.9).

10.C. Lien avec le nombre des courbes rationnelles : un exemple

Les applications a la géométrie énumérative (“formules de prédiction”) sont
basées sur le sens précis qu’il faut attribuer a la correction (“corrections instan-
tons”) du produit triple topologique x (remarque IV du §10.A) et donc en relation
avec la définition de “I’action”, qui conduit a la définition des modeles sigma basés
sur une variété de Calabi-Yau [F-G|, [G]. Plus précisemment, 'intégrale Z* du
§7.A admet un développement en contribution sur les morphismes de P! dans la
variété de Calabi-Yau. Voir en particulier [G,§5.6] pour un énoncé explicite.

Dans la suite nous ne ferons qu’observer la cohérence de ces développements
sur quelques exemples, particulierement celui de [C-O-G-P].
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Soit T I'ouvert de P(Sym® C®)) paramétrant les hypersurfaces lisses de degré 5
dans P* et Y;, t € T la famille tautologique correspondante. Cette famille est une
famille de variétés de Calabi-Yau avec dim H!(Ty,) = dimT' — dim PGL(5) = 101
et h11(Y;) = 1. La symétrie miroir prédit I'existence d’une famille X, s € S avec
dim S = dim H}(Tx,) = 1 et h1(X,) = 101. Le candidat proposé pour X, est
une résolution convenable des singularités du quotient de la famille

F(8) =25+ 25 + Z5 + 28 + 28 — 5tZg 21222524, s=1"
par le groupe

G = {(a0, a1, a2, a3, a4) € p3] aparazasas = 1}

ou us est le groupe des racines d’unité d’ordre 5 (construction de Berglund-
Hubsch). En effet nous avons étudié cette famille dans les paragraphes précédents
(exemple 9.7) et noté que les classes des formes res(Q2;), j = 1,2, 3,4 constituent
une base de la partie G-invariante de la cohomologie, et donc une base pour
H3(X,,C). L’équation de Picard-Fuchs trouvée est 1’équation de wy, résidu de
Qq, regardé comme 3-forme holomorphe sur Xj.

La symétrie miroir prédit en outre que 'accouplement de Yukawa, propre-
ment normalisé, admet un g-développement > aqq? tel que les coefficients ag
déterminent le nombre ng des courbes rationnelles de degré d sur le membre
générique de la famille Y;. Ici ¢ est le parametre canonique du §10.B.

Malheureusement ce nombre n’est pas a priori fini. En effet, il existe des
variétés de Calabi-Yau ol on a un nombre infini des courbes rationnelles de degré
fixé. Par exemple, on considere un revétement double de P3 ramifié le long d’une
surface S de degré 8. Il y a une famille de dimension > 1 de courbes rationnelles
ayant pour image une droite trois fois tangente a la surface S (cela fait une
condition pour une droite d’étre tangente a une surface). En dépit de cela, Clemens
a conjecturé que pour une quintique générale il n’y a qu’un nombre fini de courbes
rationnelles d’un degré donné. Mais si on ne veut pas admettre cette conjecture,
il faut trouver une interprétation différente pour les nombres ny. Une suggestion
est d’interpréter ce nombres dans le cadre de la géométrie symplectique comme les
invariants de Gromov-Witten pour des courbes rationnelles de degré d. Mais c’est
une autre histoire pour laquelle on consultera [Mor3], [D-S]. Ceci dit, on a :

10.9. Conjecture. Si, dans la formule (15) du §10.A, on choisit ¢; = —5 et
co = 575 en écrivant
oo
nad3 d
(15)bis frrr =m0+ 3 4L
il

on ang=>5 et pourd > 1, ng est I'invariant de Gromov-Witten pour des courbes
rationnelles de degré d sur une hypersurface générique dans P* de degré 5. Ce
nombre coincide avec le nombre de courbes rationnelles de degré d si la conjecture
de Clemens est vraie.
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Cette prédiction a été vérifiée pour d < 3. Voir [Mor2] pour les références.
Voici le tableau des nombres ng pour d < 10 :

2875

609250

317206375

242467530000

229305888887625
248249742118022000
295091050570845659250
375632160937476603550000
503840510416985243645106250
704288164978454686113488249750

—_

O O 00 O Tk Wi

—_

10.10. Autres exemples. Voir [L-T| et [B-S], §5 pour les détails. Les seules
intersections completes de P3*" définies par des degrés dy,...,d, donnant une
variété de Calabi-Yau sont celles avec degrés (3, 3), (2,4), (2,2, 2, 2) et (2,2,3). On
a dans ces exemples h''! = 1 et il y a une construction naturelle de la famille
miroir (conjecturale) (voir le §7.B). On commence par définir des polynomes de
Laurent f;(u, X) en les variables X :

(3,3)| i=1— (miX1+ u2Xo + u3Xs)
f2 =1— (uaXg +us X5 + ug(Xy -+ X5)71)

(
(

f2 =1- (’LL3X3 4+ ug X4 + us X5 + ’LL6(X1 . 'X5)_1)

(2, 2,2, 2) f1 =1- (U1X1 + u2X2>

fo=1—(u3 X3 +usXy))

fs=1- EU5X5 + u X¢
(
(
(

fi=1— (ur X7 +us(Xq--- X7)71)

(2,2,3) f1 =1- u1X1 + UQXQ)

fo=1— (u3 X3+ usXy)

f3=1— (us X5 + usXo +ur(Xy---Xg)™ ).

Ces équations définissent une famille Y, d’intersections completes dans le tore
algébrique (C*)3*" paramétrée par z = [] u;. Il existe une compactification lisse de
UY, ayant comme fibres des variétés de Calabi-Yau. Pour cette famille on calcule
I’équation de Picard-Fuchs :

0% — 12(0 +0a1)(0 +az)(® +a3)(® +as) =0

ou © = z% et les coefficients pu, (o, a2, as,ay) sont donnés dans le tableau
suivant :
(373) = 36 <a17a27a37a4) (1/371/372/37 2/3)
(274) = 210 (ozl,ag,ozg, 4) (1/47 2/472/47 3/4)
(2,2,2,2) u:28 (041,0_/27043, 4) (1/4,1/4,1/4,1/4)
(2,2,3)| p=2%33 | (a1,a9,a3,a4) = (1/3,1/2,1/2,2/3)
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On peut alors aussi calculer ’accouplement de Yukawa normalisé pour ces
quatre exemples et trouver les invariants de Gromov-Witten dans chaque cas :

degré | type d’intersection = (3, 3) type d’intersection = (2,4)
1] 1053 1280
2| 52812 92288
3| 6424326 15655168
41 1139448384 3883902528
5| 249787892583 1190923282176
6| 62660964509532 417874605342336
71 17256453900822009 160964588281789696
8| 5088842568426162960 66392895625625639488
9| 1581250717976557887945 28855060316616488359936
10| 512045241907209106828608 | 13069047760169269024822656
degré | type d’intersection = (2,2,2,2) | type d’intersection = (2,2, 3)
1| 512 720
2| 9728 22428
3| 416256 1611504
41 25703936 168199200
5| 1957983744 21676931712
6| 170535923200 3195557904564
7| 16300354777600 517064870788848
8| 1668063096387072 89580965599606752
9| 179845756064329728 16352303769375910848
10| 20206497983891554816 3110686153486233022944

Des travaux récents (Ellingsrud, Libgober) confirment ces nombres, du moins en
petit degré.

11. Lien avec la théorie de Hodge mixte

Dans ce paragraphe on explique comment la théorie de Hodge mixte permet de formuler un

aspect du phénomene de symétrie.

Rappelons brievement quelques notions de base qui completent les définitions
du §4.A.

11.1. Définition. Soit Hr un espace vectoriel réel de dimension finie et H =
Hgr ® C. Une structure de Hodge mixte (réelle) sur H consiste en une filtration
croissante W, de H définie sur Hg et une filtration décroissante F'®* de H tel que
F'* définit sur GrZV une structure de Hodge par le poids /.
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11.2. Exemple. A. Soit M une variété kahlérienne compacte de dimension d. On
prend H =3 HP(M,C), Wy = P,, H*(M,R).

B. Soit M; une famille de variétés kahlériennes sur un disque épointé. On suppose
que la monodromie sur H¢(M;) est unipotente. Alors N := logT satisfait &
N4t = 0 et il existe une unique filtration 0 C Wy C Wi... C Way_ 1 C Woyy
de HY(M;,R) tel que NW, C Wy_5 et N¢ induit un isomorphisme entre Grg[jrg

et Gr!’, (§4.B ou [S] pour les détails). On a introduit (§4.B) la filtration F2 sur
HY(M;). W, et F2 définissent une structure de Hodge mixte. Voir [S].

Dans I'exemple B on a méme de plus :

1) la forme de polarisation Q sur H%(M;) est telle que

Q(Nu,v)+ Q(u, Nv) = 0.

2) QFP,FTPH)=0;

3) On a une décomposition de Lefschetz Grl); , = D,>0 N7 (Pyiaj) ol
Py = ker N“*1 . Grg‘iz — Grg[iz_Q

telle que Q(—, N—) polarise la structure de Hodge par le poids d+£ sur Gr?ﬁrg.

On dit dans ce cas que N polarise la structure de Hodge mixte.

Dans I'exemple A on ne peut pas utiliser 'opérateur de Lefschetz L (multi-
plication avec la classe de Kéhler) pour polariser la structure de Hodge mixte car
celui-ci est de type (1,1). Il faut plutot utiliser son adjoint A (voir [Dem], §6A). On
peut alors vérifier [C-K] que la théorie classique de la décomposition de Lefschetz
se traduit en I’énoncé que la structure de Hodge mixte de 'exemple A est polarisée
par A avec la forme Q(a,b) = (—1)2?»=1 [\ aUb, ot a € H? et b € H?4P,

Il y a une réciproque au théoreme de l'orbite nilpotente disant que, étant

donnée une structure de Hodge mixte (F'*,W,) sur H polarisée par N avec
N1 =0, la filtration

—log s

E? := exp(

nouveau

N)F*

27

est une structure de Hodge pure de poids d pour s petit. On obtient méme une
variation de structure de Hodge polarisée par Q. Voir [C-K-S].

En appliquant cela dans ’exemple A on trouve
d— ) —_ )
hnogvgau - Z ha ?

Nous allons voir comment cette idée permet de suggérer une dualité au niveau
des variations de structures de Hodge liée a la symétrie miroir.
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Pour les variétés de Calabi-Yau M de dimension 3 on a un diamant de Hodge
(voir le §7) : .
=0  h*?=0
h3t =0 h?2=a h'3=0
30 =1 hl2=0b A>'=0b AHO3 =1
h?0=0 htt=a KOZ2=0
MO=0 A%t =0
ho0 =1

et la variation de Hodge “nouvelle” a pour nombres de Hodge :

h3,0 — 92— h0,3 h2,1 — h1,2 —aqg+b= hl,l + h1’2.

nouveau nouveau’ nouveau nouveau

On pourra regarder cette variation comme suit. Le choix d’une classe de Kahler
détermine une variation a un parametre, de poids 3 et a nombres de Hodge
(2,a + b,a + b,2). Cette structure est somme directe d’une variation a nombres
de Hodge (1,a,a,1), la partie qui provient de la cohomologie paire de M, et une
variation constante a nombres de Hodge (1,b,b,1) provenant de la cohomologie
impaire. A priori la variation dépend du parametre choisi.

11.3 Exemple. Supposons a = 1 et que H*(M) = H° ® H?> ® H* @ H® =
@2:0 Zf. est la cohomologie paire avec f; le générateur positif de H*(M). Si on
log(s)

utilise le parametre ¢(s) = sur A* on trouve que la connexion plate pour

la nouvelle variation dans la base { fo, f1, f2, f3} s’écrit

0 0 0 0
& 0 0 0
! d
V=10 degm)¥ 0
0 0 da
q

Dans le cadre de la symétrie miroir la variation de I’exemple précedente doit
étre modifiée de telle sorte que les nombres des courbes rationnelles de chaque degré
entrent dans la connexion (“déformation quantique ou corrections instantons”).
Les physiciens ont proposé d’introduire la connexion plate, appelée connexion du
modele A, donnée en termes de la base { fo, f1, f2, f3} par :

9 0 0 0
f 0 0 0
Va= dq
0 K(g)— 0
Ty
0 0 f 0
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ou

> dqu
K(q) = deg(M) + anl—iqd’
d=1

avec ng (d > 1) le nombre de courbes rationnelles de degré d sur M (ou l'invariant
de Gromov-Witten si nécessaire) et donc V 4 est entierement définie en termes de
la géométrie de M.

On peut généraliser cette construction de la variation nouvelle pour une orbite
nilpotente & plusieurs parametres. Voir [C-K-S]. Alors, en utilisant un systéme de
a générateurs pour le cone de Kahler de M, on trouve une variation de structure
de Hodge qui dépend de a parametres, somme d’une variation a nombres de
Hodge (1, a,a, 1) et une variation constante Vo(M ) & nombres de Hodge (1,b,b, 1).
Ensuite, la connexion de la premiere variation doit étre modifiée en utilisant le
nombre des courbes rationnelles dans toutes les classes de cohomologie (ou mieux
les invariants de Gromov-Witten correspondants). Pour obtenir cette “déformation
quantique”, soit fo le générateur positif de HY(M), fo le générateur dual de
HA(M), puis {f1, ..., fi} une base entiere de H2(M), {f1, ..., f¢} la base duale de
H*(M), et finalement soient qi, - - -, q, des parametres dans (A*)%. On introduit :

‘ 7
Kiji o= fi- f{ - ff + D nije(n) i o
n

ot n € H* M) parcourt les classes de courbes rationnelles sur M, n;jx(n)
I'invariant de Gromov-Witten (voir [D-S], brievement n;;x(n) est le nombre de
courbes pseudo-holomorphes f : P! — M de classe n telles que f(0) € Dj,
f(1) € Dj, f(oco) € Dy, ou D;, Dj, Dy, sont des diviseurs effectifs qui représentent
les classes fI, fI, f¥) et ol on pose ¢ = ¢5* --- S, ¢; = 1 - fi. La connexion V 4

alors est donnée par

- i dg;
Vafo= E f1®—;
i=1 di
k - i o dg;
Vafi = E Kijrfs ® — k=1,...,a;
ij=1 i
Vafa=0.

Voir [B-S], §3.1 et [Mor5] pour les détails. Appelons cette variation Vi (M).

La symétrie miroir prédit qu’il existe une famille verselle de variétés de Calabi-
Yau “miroir” avec h?' = a et h''' = b. Il semble naturel de conjecturer que la
variation Vo (M) ci-dessus coincide avec la variation donnée par le troisieme groupe
de cohomologie de la famille “miroir”, du moins si on restreint cette famille a un
ouvert de coordonnées avec des coordonnées convenables.

Apparemment, dans cette construction il y a un défaut de symétrie entre les
parametres a et b. Pour restituer cette symétrie, il faut partir d’une famille verselle



11. Lien avec la théorie de Hodge mixte 261

{M;},t € T avec dimT = b = HV?(M,), considérer le complexifié du céne de
Kahler (voir Remarque 10.3 IV) CK(M;) de chaque fibre M; ce qui donne une
variété T de dimension a + b fibrée sur T, la fibre au dessus de t étant CK (My).
Les variations V1 (M) se recollent en une variation Vi, de base T. Les variations

Vo (M) de méme se recollent en une variation Vo sur 7.

On peut alors reformuler la symetrie miroir en une conjecture en termes de
variations de structures de Hodge :

11.4 Conjecture. Soit {M,},t € T une famille verselle de variétés de Calabi-Yau
de dimension 3 et soit T la réunion des complexifiés des cones de Kahler de chaque
fibre My. Soit V1 la variation de structures de Hodge au dessus de T provenant de la
cohomologie paire des fibres M; (la “déformation quantique” de ’orbite nilpotente
introduite ci-dessus) et soit Vo la variation au dessus de T qui provient de la

cohomologie impaire. 1l existe une famille verselle M}, t € T* de variétés de Calabi-
Yau de dimension 3 telles que H*>'(M}) = HY(My); HYY(M}) = H*1(M,) et il

y a une isomorphisme, I’application miroir, T—s 1% qui échange les deux types
de variations V1 et Vs.

Dans cette formulation il y a cependant une difficulté car la variation V;
dépend du choix des parametres dans le complexifié du cone de Kéhler tandis
que ce n’est pas le cas pour V.

On ne va pas discuter plus en détail ce probleme (voir [G-P-S] pour les détails),
mais plutot se limiter au cas b = 1, donc le cas d’une famille verselle a un parametre
s. On suppose que la base de la variation (une courbe quasi-projective) admet une
compactification avec un seul point autour lequel la monodromie locale T est
maximalement unipotente. Soit

0OCWy=W CWy=W3CWy=Ws CWs

la filtration par le poids. On suppose que {ap,a;} est une base de W telle
que Nag = 0 et Nag = ap ou N = logT'. On peut la compléter en une base
symplectique adaptée {ag, 1, 51,50}, c’est-a~dire Q(ag, fo) = Q(as,p1) = 1,
Qao, 1) = Q(ag, 1) = Qa1,Bo) = 0 et NB1 = kar, Ny = —B1. On suppose
de plus que k = 1, ce qui est le cas dans ’exemple de la quintique de §10.C (c’est
implicite dans les calculs de [Morl] appendix A, C).

On sait que la filtration F3 induit une structure pure de poids 25 sur Grg‘; ,
j = 0,1,2,3 et donc forcément [y est de type (3,3) et on a F3 = Cf, car
dim 3 = 1. Aussi, 1 est de type (2,2) et donc F2 = CB; + F2 . De maniere
analogue on trouve que F1 = Ca; + FZ. On peut écrire F*(s) = X(s)F2, avec
X(s)=e"®, Y(s) € @,_,9" " On peut alors calculer F*(s) = X(s)F3 en
supposant que X (s) a une matrice de la forme

1 0 0o 0

_[fs) 10 0
X(s)= x« g(s) 1 0
* x  f(s) 1
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par rapport a la base {8y, 81, a1, ag}. Soit {wg, w1, v1, 0} la base de H?(X,,C)
ainsi obtenuee. Elle est adaptée a la nouvelle filtration de Hodge :

wo 1 f(s) =« * Bo
| _ (0o 1 g+ | (&
rn] {0 0 1 f(s) oy
140 0 0 0 1 (60)

Si on applique la connexion de Gauss-Manin, en utilisant cette expression, la
transversalité de Griffiths donne :

Vwy = f'(s)wy -ds, Vwi =g (s)vy-ds, V= f(s)vo-ds
et donc on retrouve accouplement de Yukawa :
Ksss = f/(8>29/(8>'

Comme dans le §11 on prend 7 = Q(wg, 1) = f(s) comme parametre canonique
et ¢ = exp 2wit. Donc, dans la coordonnée ¢ on a :

d

0o X 0 0

VWO q wo
dg d

Var | _ 1o o orig-Z2ZY o || w
Vi omi dq q ; "
2 0 0 0 Ny

q

0 0 0 0

Résumons :

11.5 Proposition. Soit f : X — A une dégénérescence a un paramétre de
variétés de Calabi-Yau de dimension 3 avec h>' = 1. On suppose que le fibré de
Hodge F3 est trivialisé sur A* par wg. Soit {wg, w1} une base de ¥2. On suppose de
plus que la monodromie locale du systeme local de cohomologie en dimension 3 est
unipotente de rang 4 et qu’il y a une base symplectique adaptée {ag, a1, 51, Po}-
Alors, avec

f(S) = Q(w()? a1)7

9(s) = Q(w1, B1)
le paramétre canonique est :

q = exp2mi(f(s))
et I'accouplement de Yukawa (normalisé) est :

1 = 2miq - — :
(16) K Tiq d <27riq)
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Nous allons terminer par une discussion complémentaire sur quelques résultats
de Deligne [Del6] sans donner véritablement les démonstrations. La notion centrale
est celle d’une extension de structure de Hodge mixtes, introduite par Carlson [Ca].
Ici nous ne donnons pas les définitions; I’exemple suivant sert comme illustration
de cette notion et suffit pour notre but.

11.6 Exemple. Soit Z(—k) la structure de Hodge de dimension 1 et pure de type
(k,k), k € Z donnée par le réseau (27i)*Z C C (structure de Tate). Une extension
de Z(—1) par Z(0) est une suite exacte

0 — Z(0) % -, Z(-1) = 0

de structures de Hodge mixtes. Une telle extension est classifiée par un nombre
complexe non-nul g. Plus concrétement : soit He = C? avec la base {eg,e;} telle

1
que a(1) = ey, B(eg) = 2mi. Alors Hz admet pour base { fo = eg+ ;)g,qel, fi=e}.
i
Le choix de la branche de loggq est sans importance, un autre choix mene a

{fo + kf1, f1}, k € Z, une autre base de Hy. Les filtrations par le poids et de
Hodge sont données par Wy = Qeq, Wy = Hg, FO = F! = Ceq, F? =0.

Pour la suite on a besoin d’une version avec parametres, donc le cadre naturel
est celui de variations de structures de Hodge mixtes sur une base S. Le lecteur
pourra consulter [B-Z§7] pour les définitions; pour comprendre la suite I'exemple
suivant suffit.

11.7 Exemple. Soit S = A* de coordonnée s. Une extension de la “variation”
constante Z(—1) par Z(0) est completement déterminée par une fonction ¢(s)
méromorphe sur A, holomorphe et partout non-nulle sur A* d’ordre m € Z. La

log g(s
structure entiere est alors donnée par la base {fo = eg + g2q( )el,fl = e1}.
i
dq(s
La connexion correspondante est donnée par Vey = —3 q,<<))81,V81 = 0. La
wiq(s

monodromie locale T" vérifie T'eqy = eg+meq,Te; = e1. Donc Neg = mey, Ney =0
(N = logT). Ici aussi les filtrations par le poids et de Hodge sont données par
WQ :Qel, W4:HQ, FO:Fl :Ceo, F2:O_

Dans notre situation, le fait que Grly, est de rang un (et donc pur de type (k, k))
implique que pour chaque point s voisin du point priviligé F¢ et la filtration par
le poids donnent une structure de Hodge mixte avec h%? = h:t = h22 = p3:3 = 1,
La structure de Hodge mixte peut étre décrite comme dans ’exemple précédente
par extension itérée de structures de Tate Z(—3) par Z(—2), Z(—1), Z(0). Soit
{eo, €1, €2,e3} une base symplectique adaptée a la filtration 0 C Wy = Wy C
Wy = W3 C Wy = W5 C W telle que {es} est une base de F3, {es3, ez} de F? et
{es, ea,e1} de F'*. Les classes d’extension sont alors données par ¢ = exp(27if) (le
parametre canonique), g2 = exp(2mig) (la fonction qui provient de ’accouplement
de Yukawa via (15)p;s ci-dessus) et g3 = ¢ par “dualité”. La structure entiere

sous-jacente admet donc pour base {eg, eq+ f(s)e1, e1 + @ “€g, €9+ f(s) -es}.
27i (27i)?
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Puisque

Rrrr = 45— lo ’
q g €42
le développement de Kk, (voir (15)p;s) est équivalent au développement comme
produit infini :
o 2
g =q" [J(1—q") ",
d=1

ce qui donne une interprétation a (15)pis purement en termes de structures de
Hodge mixtes.

Soit M* la membre générique de la famille miroir M} et soit HT(M*) =
HY® H> @ H* @ HS = @izo Zfr la cohomologie paire. On peut modifier la
“variation constante” sur H+(M*) x A* en utilisant ’orbite nilpotente associée a
I'opérateur A comme expliquée I’exemple 11.2. On obtient une extension itérée des
structures de Tate Z(—3) par Z(—2) par Z(—1) par Z(0) avec classes d’extension
q, deg(N)gq, q et c’est donc pas une structure intéressante; la connexion s’écrit
dans la base fr comme dans ’exemple 11.3 et il faut remplacer cette connexion
par la connexion du modele A :

d
0 X 0 0
¢ d
q
0 KX o
V= ()7
d
0 0 0 “
q
0 0 0 0

ol maintenant

0 d3qd
K(q) = deg(M™) + anl—iqd’
d=1

avec ng (d > 1) le nombre de courbes rationnelles de degré d sur M* (ou l'invariant
de Gromov-Witten en genre zéro si nécessaire) et donc V 4 est entierement défini en
termes de la géométrie du miroir. Pour la nouvelle variation les classes d’extension
sont ¢, K(q) et q.

Donc, comparant avec la formule (16), on conclut que ’hypothése de symétrie
miroir peut étre reformulée comme suit :

11.8 Conjecture Finale. Pour chaque q € A*, la structure mixte sur H+(M*) x
{q} coincide avec la structure mixte de Deligne sur H3(M,).
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Abstract

Each of the three chapters collected in this book is concerned with various
aspects — important ones in several respects — of Hodge theory. The text is an
expanded version, including substantial additions, of lectures presented on the
occasion of the meeting “I’Etat de la Recherche” devoted to Hodge theory, that has
been held at Université Joseph Fourier in Grenoble from Friday November 25, 1994
till Sunday November 27, under the auspices of the SMF (Société Mathématique de
France). The authors wishes would be fulfilled if, in accordance with the general
goals of sessions “I’Etat de la Recherche”, this book could help the nonexpert
reader to get a precise idea of the current status of Hodge theory.

The three main subjects developed here (L? Hodge theory and vanishing
theorems, Frobenius and Hodge degeneration, Variations of Hodge structures and
mirror symmetry) cover a wide range of techniques : elliptic PDE theory, complex
differential geometry, algebraic geometry in characteristic p, cohomological and
sheaf-theoretic methods, deformation theory of complex varieties, Calabi-Yau
manifolds, a few aspects of singularity theory ... This accumulation of tools
arising from various fields probably makes the access to the theory rather uneasy
for newcomers. We hope that the present book will greatly facilitate this access :
a special effort has been made to approach various themes by their most natural
starting point, each of the three chapters being supplemented with a detailed
introduction and numerous references. The reader will find precise statements of
quite a number of open problems which have been the subject of active research
in the last years.
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