
9 Henri Cartan et les fonctions holomorphes de plusieurs variables

et π : A → ∆′ la projection z "→ z′, on voit que A ! π−1(S) est une hypersurface analytique
lisse de Cn et que la restriction π : A ! π−1(S) → ∆′ ! S est un revêtement à d′ feuillets
(cf. Appendice § 5.A pour une brève introduction à la notion de revêtement). La situation se
présente graphiquement comme suit, A étant contenu dans un cône |zn| ! C|z′| :
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Fig. 1 Revêtement ramifié de A sur ∆′ ⊂ Cn−1.

En dimension n = 2, la situation est nettement plus simple. En effet dans ce cas ∆′ =
∆1 ⊂ C, et comme les zéros d’une fonction holomorphe d’une variable sont isolés, on peut
supposer, quitte à rétrécir ∆1, que S se réduit au point {0} (ou que S est vide). On voit donc
que A ! ({0} × C) est un revêtement du disque pointé ∆1 ! {0} à d′ feuillets. Ce revêtement
peut avoir plusieurs composantes connexes, ne serait-ce que parce que les facteurs Pj de P
définissent eux-mêmes des hypersurfaces Aj = P−1

j (0) et que les ensembles Aj ! ({0}×C) sont
des parties fermées disjointes de A ! ({0} × C). On va voir que ce sont en fait exactement
les composantes connexes de A ! ({0} × C). Sinon Aj ! ({0} × C) se scinderait en plusieurs
composantes connexes A′

j,k, et en posant

Qj,k(z1, z2) =
∏

(z1,w!(z1))∈A′
j,k

(z2 − w!(z1)), z′ ∈ ∆′ ! {0}

on obtiendrait des polynôme Qj,k ∈ (∆1)[z2] tels que Pj =
∏

k Qj,k, ce qui contredirait
l’irréductibilité de Pj (noter que les coefficients de Qj,k sont holomorphes en z1 sur ∆′ ! 0 et
bornés près de 0, ils s’étendent donc en des fonctions holomorphes sur ∆′). Il se trouve qu’un
revêtement connexe à q feuillets d’un disque pointé est toujours isomorphe au revêtement z "→ zq

du disque unité pointé ∆(1)! {0}, parce que le groupe fondamental du disque pointé est Z et
qu’il admet qZ comme seul sous-groupe d’indice q (cf. Appendice, 5.14 (iii)) ; les relèvements
locaux t "→ w!(t) du revêtement reprennent la même valeur après q tours autour de l’origine,
c’est-à-dire que t "→ u!(t) := w!(tq) est en fait holomorphe. Puisque les racines z2 = w!(z1) de
Pj(z1, z2) = 0 donnent lieu à un revement connexe à dj feuillets, on en conclut qu’elles peuvent
s’écrire sous la forme

(2.18) z2 = uj(z
1/dj

1 ) =
+∞∑

k=0

αjkz
k/dj

1 ,

avec une fonction holomorphe uj . Comme le revêtement est connexe, il ne peut se refermer
qu’après exactement dj tours, donc on sait a priori que les indices k tels que αjk '= 0 n’ont
pas de diviseur commun autre que 1 avec l’entier dj . On dit que (2.18) est un développement
de Puiseux des racines du polynôme Pj(z1, z2) = 0. L’inégalité |z2| ! C|z1| impose ici que la
série (2.18) a ses coefficients αjk nuls si 0 ! k < dj . "

Notre ambition est maintenant de comprendre en toute généralité la structure des ensem-
bles analytiques définis par des systèmes arbitraires f1 = f2 = . . . = fN = 0 de fonctions
holomorphes. Nous avons besoin pour cela d’une étude algébrique plus poussée de la situation.


