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Pr�eface

The series is divergent � therefore we may
be able to do something with it�

O� Heaviside

Ce volume r�eunit les textes de presque toutes les conf�erences donn�ees lors des
journ�ees annuelles organis�ees par le Centre de Math�ematiques de l	Ecole Polytech�
nique au mois de Mai �����
Le th�eme en �etait 
les s�eries divergentes�� Il s	agissait de montrer aux professeurs

de Classes Pr�eparatoires un aspect peu connu et peu enseign�e d	un domaine qu	ils
connaissent � les s�eries �convergentes��
D	une part� il est apparu d�es le dix�neuvi�eme si�ecle que les informations alg�e�

briques qu	elles contiennent peuvent �etre transform�ees en informations analytiques�

Dans certains cas elles peuvent donner de tr�es bons proc�ed�es d	approximation� Le
texte de J�P� Ramis dans ce volume donne un panorama historique tr�es d�etaill�e sur
ces questions� Voir aussi le texte de J� Thomann sur les proc�ed�es d	approximation�
D	autre part� plusieurs ph�enom�enes font appara��tre de telles s�eries � elles appa�

raissent souvent comme solutions d	�equations di��erentielles lin�eaires �voir le texte
de M� Loday�Richaud� ou non lin�eaires �voir le texte de J�P� Ramis�� Elles appa�
raissent aussi lorsqu	on perturbe de tels syst�emes et sont alors exprim�ees comme

s�eries du param�etre de perturbation� C	est le cas notamment pour les �equations de
la M�ecanique C�eleste �voir le texte d	A� Chenciner��

Nous tenons ici �a remercier les conf�erenciers pour l	important travail qu	ils ont
fourni et qui� nous l	esp�erons� a b�en�e�ci�e et b�en�e�ciera aux professeurs de Classes
Pr�eparatoires � d	abord pour les conf�erences de haute tenue qui ont permis de se

faire une id�ee pr�ecise du sujet �notamment celle� de J� Laskar qui expliquait l	aspect

physique� de celle d	A� Chenciner� � ensuite pour les textes �ecrits qu	ils ont fourni �
ceux�ci sont �a la fois des textes d	introduction �on peut m�eme en tirer des exercices
si l	on veut� et des textes d	introduction �a divers aspects modernes de la recherche

dans les domaines correspondants�

Nicole Berline et Claude Sabbah

Centre de Math�ematiques
Ecole Polytechnique

�La conf�erence de J� Laskar n�a pas �et�e r�edig�ee� N�eanmoins� on pourra consulter avec pro�t
l�article qu�il a publi�e dans la revue La Recherche �����	�

�
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S�eries Divergentes
et Th�eories Asymptotiques

Jean�Pierre Ramis

Break on through to the other side�
Jim Morrison�

���all prohibitions are made only to be broken� must be broken
A� S� Byatt� Possession�

Introduction

Ces deux expos�es sont consacr�es �a un tr�es vieux sujet et �a quelques uns de
ses nombreux d�eveloppements r�ecents� Dans une premi�ere partie nous d�egagerons

l	e�cacit�e th�eorique et pratique de l	utilisation des s�eries divergentes sur quelques
exemples historiques� La seconde partie sera consacr�ee aux fondements rigoureux
de la th�eorie des s�eries divergentes� dont on dispose aujourd	hui gr�ace �a des progr�es
tr�es r�ecents�� et �a ses relations avec la th�eorie des d�eveloppements asymptotiques�

Nous terminerons� dans la troisi�eme partie� par quelques applications aux syst�emes
dynamiques alg�ebriques �ou analytiques��

�L�expos�e de cette th�eorie est �depuis peu���	 possible avec des outils math�ematiques �el�ementaires
et classiques� Les d�emonstrations restent souvent longues� techniques et d�elicates et n�ecessitent
quelques instruments r�ecents � il est impossible de les exposer ici�

�
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�� Petite histoire des s�eries divergentes

Il ne s	agit pas de d�evelopper un historique complet de l	utilisation des s�eries di�
vergentes en Math�ematiques �ce travail reste �a faire����� mais d	expliquer sur quelques

exemples l	int�eret du sujet� de constater l	e�cacit�e de cette utilisation� tout en d�e�
gageant quelques m�ethodes et en pr�eparant les �eclaircissements th�eoriques qui vien�
dront en �� J	ai choisi pour cela de d�ecrire quelques �etapes d�ecisives � chez Leibniz�
Euler� Cauchy� Stokes� Stieltjes� Poincar�e� Borel� Hardy� �Je reviendrai

plus loin sur l	�evolution r�ecente��

���� La sommation des s�eries divergentes � que peut
on r�ever �

Pour la r�edaction de ce paragraphe j	ai utilis�e la tr�es agr�eable pr�esentation de
�Du��

Je commencerai par citer quelques phrases du math�ematicien anglais J�E� Lit�
tlewood extraites de la pr�eface au livre posthume de son ami G�H� Hardy Di�
vergent series �H �� �

The title holds curious echoes of the past� and of Hardy�s past� Abel wrote in

���� � �Divergent series are the invention of the devil and it is shameful to base on
them any demonstration whatsoever	� In the ensuing period of critical revision they
were simply rejected� Then came a time when it was found that something after all

could be done about them� This is now a matter of course� but in the early years
of the century the subject� while in no way mystical or unrigorous� was regarded
as sensational� and about the present title� now colourless there hung an aroma of
paradox and audacity�

Si l	on manipule des s�eries convergentes et leurs sommes� c	est en g�en�eral pour
d�emontrer des �egalit�es num�eriques ou fonctionnelles� Par exemple �

log � � �� �
�
 
�



� � � �

ou

log � � � log �
�
�
�

�
 

�

�� �
 

�

�� 

 � � �

Il est int�eressant de disposer de plusieurs �egalit�es de ce type � l	�egalit�e ci�dessus
est �evidemment meilleure que la pr�ec�edente pour un calcul num�erique approch�e de
log � �la convergence est plus rapide�� D	o�u l	int�er�et d	�etendre les manipulations

aux s�eries divergentes et �a leurs 
sommes� �eventuelles pour augmenter l	arsenal des
identit�es disponibles� C	est dans cet esprit qu	ont travaill�e les math�ematiciens du
xviii��eme si�ecle et en particulier L� Euler� Il est clair que pour fonder un tel calcul

la sommation des s�eries divergentes doit respecter certaines r�egles � en gros on doit
pouvoir remplacer dans les calculs utilisant les op�erations usuelles une s�erie par sa
somme sans contradiction�



S�eries Divergentes et Th�eories Asymptotiques �

Soit D la C�alg�ebre des s�eries num�eriques �a termes complexes �convergentes ou
non� � les op�erations sont l	addition� la multiplication par les scalaires et le produit

de Cauchy� On d�esigne par C la sous�alg�ebre des s�eries absolument convergentes�
On dispose d	un homomorphisme de C�alg�ebres

S � C ���� C

qui associe �a une s�erie convergente 	 �
�X
n��

an sa somme S�	��

On veut d�e�nir un op�erateur S� de sommation pour 
des� s�eries divergentes�
Voici les premi�eres r�egles qui paraissent raisonnables pour S� �on peut donner les
variantes sur les suites� �

�s�� R�egle de 
r�egularit�e� � si 	 converge S�	� � S��	� �i�e� S� prolonge S� �

�s�� R�egle 
d	invariance par translation� �

S��
�X
n��

an� � a�  S��
�X
n��

an�

�s�� S� est C�lin�eaire �

�s	� S� est un homomorphisme pour la multiplication�

Pratiquement� il est naturel de d�e�nir des proc�ed�es de sommation S�� s	appli�
quant �a des ensembles D� de s�eries � C � D� � D� On distinguera les cas o�u D�

est un sous�espace vectoriel de D et o�u S�� satisfait les r�egles �� �� et 
� et ceux o�u

D� est une sous�alg�ebre de D et o�u S�� satisfait les r�egles �� �� 
 et �� Ce dernier
cas� �evidemment beaucoup plus utile pour g�en�erer des identit�es int�eressantes� va
se r�ev�eler le plus di�cile �a fonder th�eoriquement �la condition � n	est pas facile �a
assurer� � � ��

Une id�ee naturelle est de remplacer 
s�eries num�eriques�
��X
n��

an par 
s�eries for�

melles�
��X
n��

anx
n et de tenter ensuite de 
faire x � ���

On dispose alors d	un op�erateur de sommation S d�e�ni sur la C�alg�ebre di��e�

rentielle� des s�eries convergentes �Cfxg�x�d
dx�� et �a valeurs dans laC�alg�ebre di��e�
rentielle �O��x�d
dx� des germes de fonctions holomorphes �a l	origine� Le probl�eme
est de d�e�nir des alg�ebres di��erentielles A� de s�eries formelles divergentes � Cfxg �
A� � C��x�� et des op�erateurs S�� � A� � � v�eri�ant des r�egles 
raisonnables� �

�S�� R�egle de 
r�egularit�e� � S�� prolonge S �

�S�� S�� est un homomorphisme d	alg�ebres di��erentielles �

�Une C
alg�ebre di��erentielle est une C
alg�ebre munie d�un endomorphisme C
lin�eaire � qui est
une d�erivation 
 ��ab	 � a��b	 � ��a	b�
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�S�� Si J est l	op�erateur 
d�eveloppement asymptotique� �voir plus loin x ����� JS��
est l	identit�e de A��

Il reste �a d�ecider o�u l	application

S�� � A� ���� �

prend ses valeurs� Cela ne peut �etre O� � la condition 
 imposerait alors A� � Cfxg�
En fait nous verrons qu	il faut 
polariser� en choisissant une direction d issue de

l	origine� On prendra ensuite �� Ad� la C�alg�ebre di��erentielle des fonctions holo�
morphes sur des germes de secteurs bissect�es par d �d	ouverture et rayons arbitraire�
ment petits�� Pour un direction d �x�ee on verra qu	il y a deux op�erateurs 
naturels�

de sommation S�
d et S

�
d �sommations lat�erales�� Pour des s�eries �a termes r�eels on a

envie de prendre pour � les germes de fonctions analytiques r�eelles sur les germes de
R� � f�g ou R� � f�g �a l	origine� Ce point de vue se rapproche de celui d	Euler�
Nous verrons qu	il conduit �a certaines di�cult�es�

Revenons aux s�eries num�eriques et consid�erons les deux exemples suivants �

	� � �� �  � � �  � � �  � � �
et

	� � �� �  
 � �  � � �  � � �
Supposons que ces s�eries appartiennent �a un ensemble de s�eries D� muni d	un

op�erateur de sommation S� satisfaisant les conditions �s��� et �s��� et notons respec�

tivement S� et S� les sommes de nos deux s�eries� On a S� � �� S�� d	o�u S� � �
��
et

S� � �� �  
� �  � � �  � � �
S� � �  � � �  
 � �  �� � � � �

d	o�u
�S� � � � �  �� �  �� �  � � � �

et S� � �
�� Ainsi

� � �  �� �  �� �  � � � � �
�

� � �  
 � �  �� �  � � � � �
�
�

Il semble que Leibniz ait �et�e le premier �a attribuer la valeur �
� �a la somme de
�� �  �� �  � � �  � � ��

Toujours en consid�erant nos deux exemples on peut deviner deux proc�ed�es de
sommation qui paraissent raisonnables et permettent de justi�er le raisonnement

purement formel que l	on vient de faire� Ces deux proc�ed�es qui donnent lieu �a
de larges g�en�eralisations sont la sommation par moyennes et la sommation

d�Abel�
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L	id�ee de la sommation par moyennes est d	essayer de construire une 
mesure�
positive dl de masse totale un sur des parties de N et de d�e�nir la somme de la

s�erie
�X
n��

an

par Z
sn dl�n�

o�u sn d�esigne la somme partielle

sn �
nX

p��

ap�

Le r�esultat doit �etre ind�ependant des premiers termes de la s�erie� La 
mesure� doit
donc �etre nulle sur toute partie �nie de N� ce qui conduit �a une contradiction si on

la suppose 	�additive ! Il faut donc �etre moins exigeant et remplacer la notion de
mesure part celle de 
densit�e� �FGA�� Si l est une telle densit�e on notera l�E� la
masse d	un sous�ensemble E deN �si elle existe�� La plus simple fa"con de construire
une telle densit�e est d	utiliser la moyenne arithm�etique de Cesaro �

On r�epartit la masse un sur les n  � points �� ������n�� et on 
passe �a la limite

en n� �

Les moyennes

tn �
s�  s�  � � � sn

n  �

correspondant �a la s�erie �� � �� � �� � � � � tendent vers �
� quand n�  �
�sn prend alternativement les valeurs � ou ���

Si on note E l	ensemble des nombres pairs� l�E� � lim�n�E� � �
��

Ce proc�ed�e ne somme pas la s�erie ��� 
�� ��� � � �� Il faut le faire op�erer
deux fois � on trouve bien alors �
� pour somme�

Plus g�en�eralement on peut r�epartir� pour chaque entier n la masse un sur un
sous�ensemble �ni de N et supposer que si E est �ni� l�E� � � �

Si on suppose de plus que �n est port�e par ��� n�� cela revient �a se donner une
matrice de Toeplitz r
eguli�ere� c	est �a dire une matrice triangulaire in�nie �

A �

�BBBBBBBBBBB�

a�� � � � � � � � � � �
a�� a�� � � � � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

an� an� � � � � � ann � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

�CCCCCCCCCCCA
�La mesure correspondante est �n �

�
n����� � � � �� �n	�
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dont les coe�cients sont des r�eels positifs� la somme des lignes �etant constamment
�egale �a un et les colonnes �etant des suites convergeant vers z�ero�

La matrice colonne des tn s	obtient alors en multipliantA par la matrice colonne

des sommes partielles sn�

La composition de deux proc�ed�es de moyenne correspond �evidemment au produit
des matrices� Par exemple

C �

�BBBB�
� � � � � �
�
� �
� � � � �
�

 �

 �

 � � �
� � � � � � �

�CCCCA
correspond �a la m�ethode de Cesaro et

C� �

�BBBB�
� � � � � �


� �
� � � � �
��
�� �
�� �
�� � � �
� � � � � � �

�CCCCA
a son it�eration utilis�ee plus haut�

A la matrice de Toeplitz

T �

�BBBBBBBBBBB�

C�
� � � � � � � � � � �

�
�C�
� �
�C�

� � � � � � � � � �
� � � � � � �
� � � � � � �

��
��nC�
n ��
��nC�

n � � � � � ��
��nCn
n � � �

� � � � � � �
� � � � � � �

�CCCCCCCCCCCA
correspond la transformation d�Euler� Cette transformation se traduit au niveau des
s�eries par la transformation

bn �
�

�n��
�C�

na�  C�
na�  � � � Cn

nan��

qui s	interpr�ete au niveau de s�eries formelles associ�ees par une transformation ho�
mographique �admettant � pour point �xe� �

bf�x� � �X
n��

anx
n

bg�y� � �X
n��

bny
n

bg�y� � bf� y
�

�� y
�
��
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Cette transformation a �et�e introduite par Euler comme acc�el�eration de con


vergence� Par exemple� appliqu�ee �a

� � �
�
 
�



� � � �

elle donne
�

�
 

�

�� �
 

�

�� 

 � � � �

ce qui acc�el�ere le calcul de log ��

Au lieu d	utiliser des mesures �n param�etr�ees par n � N et �a support �ni� on
peut utiliser des mesures �t param�etr�ees par t � � et �a support quelconque� Un

exemple fondamental est la 
densit�e de Borel� associ�ee �a la famille de mesures de
Poisson

�t � e�t
�X
n��

tn

n!
�n�

Cette m�ethode� due �a E� Borel ������ fournit pour somme de la s�erie

�X
n��

an

la limite �si elle existe�
lim

t���
e�tS�t��

o�u

S�t� �
�X
n��

sn
tn

n!
�

Nous reviendrons plus loin sur cette m�ethode qui est fondamentale� Si on l	applique
�a la 
s�erie de Leibniz�

�� �  �� �  � � �
on trouve encore

lim e�tcht � �
��

Apr�es la description des m�ethodes de moyennes passons �a celle des m�ethodes
ab
eliennes� La plus simple est bas�ee sur le th�eor�eme d	Abel �

Si
�X
n��

an est convergente� sa somme est donn�ee par

lim
x� ��x��

�X
n��

an xn�

D	o�u l	id�ee� que l	on trouve chez Euler� de prendre dans certains cas de s�eries
divergentes� comme d�e�nition de la somme de la s�erie

�X
n��

an
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la limite

lim
x� ��x��

�X
n��

an xn

si elle existe�

Si l	on applique cette m�ethode �a la s�erie de Leibniz� on trouve

�X
n��

����n xn �
�

�  x

et

lim
x� ��x��

�

�  x
�
�

�

comme on s	y attendait���

Pour la s�erie

� � �  
� �  �� �  � � �
on trouve

� � �x 
x�  � � � � �

��  x��

dont la limite est �
��

Cette m�ethode se g�en�eralise de la fa"con suivante �

On pose x � e�t� Alors xn � e�tn�

Soit f
ng une suite strictement croissante de r�eels strictement positifs tendant
vers  � donn�ee� A la s�erie

�X
n��

an

on associe �si elle existe pour tout t � � assez petit� la fonction

ft�x� �
�X
n��

an e�t�n�

et �toujours sous r�eserve d	existence� on d�e�nit la somme par

lim
t� ��t��

�X
n��

an e�t�n�

Nous reviendrons plus loin sur les exemples suivants �


n � n log n si n � �� et 
� � � d�u �a Lindel�of�

et


n � n log n log�log n� si n � �� et 
n � �� si n � �� �� �� d�u �a Hardy �H ��
�������
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���� Euler � l��equation fonctionnelle de la fonction � et la �s�erie

d�Euler�

On trouvera plus de d�etails sur les questions �evoqu�ees ci�dessous dans �H ���
�Bar��
Le m�emoire �E �� de L� Euler commence par

Le rapport que je me propose de d
evelopper ici regarde les sommes de ces deux
s
eries in�nies g
en
erales

�m � �m  
m � �m  �m � �m  �m � �m  � � � �
�

�m
� �

�m
 
�


m
� �

�m
 
�

�m
� �

�m
 
�

�m
� �

�m
 � � � �

Le but d	Euler est d	�etudier l	�egalit�e

�s�� � �s��  
s�� � � � �
�
�s � �

�s  
�
�s � � � �

� ��s� ��!��
s � ��

��s�� � ���s cos�
�

�
s���

Plus pr�ecis�ement il se propose de 
v�eri�er� cette �egalit�e pour tout s entier� et
pour s � �
�� s � 

��

Il a besoin pour cela de sommer les s�eries divergentes

�m � �m  
m � �m  �m � �m  �m � �m  � � �
Il emploie la m�ethode d	Abel� Pour m � � et � on retrouve les deux s�eries �etudi�ees
plus haut et leurs sommes respectives ��
� et �
��� Plus g�en�eralement il obtient

�pour k � �� �

��k � ��k  
�k � � � � � �

��k�� � ��k��  
�k�� � � � � � ����k���
�k � �
�k

Bk�

La fonction � de Riemann est d�e�nie par

��s� � ��s  ��s  
�s  � � �
pour R�e s � ��
On lui associe la fonction

��s� � ��s � ��s  
�s � � � �
On a

��s� � �� � ���s���s�
et la c�el�ebre �equation fonctionnelle de la fonction � due �a B� Riemann s	�ecrit

��s�� � ����� � s� � ���s � ����s cos��
�
s��#�s� ��s��
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On reconnait l	identit�e devin�ee par Euler ��� ans avant Riemann� � �
Notons qu	un calcul th�eoriquement fond�e des sommes de s�eries divergentes utili�

s�ees fournit une preuve rigoureuse de la formule pour s entier� �Euler ne pr�e�
tendait pas donner une telle d�emonstration����
La fa"con dont Euler concevait la justi�cation du calcul avec les s�eries diver�

gentes est bien d�egag�ee dans son �etude de la 
s�erie d	Euler�

�X
n��

����n n!�

Cette justi�cation �etait en grande partie 
exp�erimentale� mais tr�es soigneuse� On

trouvera beaucoup de d�etails sur cet exemple dans �Bar�� On peut d�ecrire en termes
modernes l	id�ee g�en�erale d	Euler de la fa"con suivante � il s	agit� �etant donn�ee la
s�erie de terme g�en�eral an� de trouver un �ou des� programme
s� engendrant les an�
Citons Euler ������ �

Mais j�ai d
eja remarqu
e dans une autre occasion qu�il faut donner au mot de
somme une signi�cation plus 
etendue et entendre par l�a une fraction ou une autre
expression analytique� laquelle 
etant d
evelopp
ee suivant les principes de l�analyse

produise la m�eme s
erie dont on cherche la somme�
Il �ecrit ailleurs
���summa cujusque seriei est valor expressionis illius �nitae� ex cujus evolutione

illa series oritur�

Euler d�ecrit �dans �E ��� quatre proc�ed�es �heuristiques� pour sommer

�X
n��

����n n!�

Il v�eri�e par des calculs num�eriques l	accord entre ces diverses approches� Nous ne
d�ecrirons pas ces proc�ed�es �ceci est tr�es bien fait dans �Bar��� Celui qui nous int�eresse
le plus pour la suite est bas�e sur le fait que la s�erie formelle correspondante

bf �x� � �X
n��

����n n! xn��

est une solution formelle de l	�equation di��erentielle d	Euler

x�y�  y � x�

Parmi les autres m�ethodes il y a la transformation en la fraction continue convergente

��
� �
� �
� �
� �
� 

� 

� � � �� et l	it�eration de la transformation d	Euler
suivie de la sommation au plus petit terme d�ecrite ci�dessous� �Cette m�ethode est
tr�es bien expliqu�ee dans le trait�e d	Analyse de Lacroix�� La m�ethode bas�ee sur

l	�equation di��erentielle d	Euler� li�ee �a la sommation de Borel�Laplace� va jouer un
r�ole fondamental dans la suite� �La sommation de Borel�Laplace est elle�m�eme li�ee
�a la densit�e de Borel d�ecrite plus haut �H ������
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Plus tard Hardy �H �� a somm�e la s�erie d	Euler en utilisant le proc�ed�e ab�elien
d�ecrit plus haut �

lim
t� ��t��

�
x� �! x�  �! x�  

��X
n��

����nn! xn��e�tn logn log�logn�

�
�

���� Euler� Cauchy� Poincar�e et la sommation au plus petit terme

Au d�ebut du chapitre VIII du tome II des M�ethodes Nouvelles de la M�ecanique
C�eleste �P� H� Poincar�e �ecrit �

Il y a entre les g
eom�etres et les astronomes une sorte de malentendu au sujet
de la signi�cation du mot convergence� Les g
eom�etres� pr
eoccup
es de la parfaite

rigueur et souvent trop indi�
erents �a la longueur de calculs inextricables dont ils
con�coivent la possibilit
e� sans songer �a les entreprendre e�ectivement� disent qu�une
s
erie est convergente quand la somme des termes tend vers une limite d
etermin
ee�
quand m�eme les premiers termes diminueraient tr�es lentement� Les astronomes� au

contraire� ont coutume de dire qu�une s
erie converge quand les vingt premiers termes�
par exemple� diminuent tr�es rapidement� quand m�eme les termes suivants devraient
cro��tre ind
e�niment� Ainsi� pour prendre un exemple simple� consid
erons les deux
s
eries qui ont pour terme g
en
eral ����n

��������n
et ���������n

����n
�

Les g
eom�etres diront que la premi�ere s
erie converge� et m�eme qu�elle converge
rapidement���� � mais il regarderont la seconde comme divergente���

Les astronomes� au contraire� regarderont la premi�ere comme divergente���� � et
la seconde comme convergente

Les deux r�egles sont l
egitimes � la premi�ere dans les recherches th
eoriques � la
seconde dans les applications num
eriques����

On peut ainsi parler de s�eries convergentes 
au sens des g�eom�etres� ou 
au sens

des astronomes�� Notons que pratiquement� dans les applications� on constate que�
presque toujours� les s�eries convergentes 
au sens des astronomes� ont un terme
g�en�eral qui cro��t tr�es vite apr�es avoir d	abord diminu�e� Ainsi� ce que Poincar�e
envisageait comme possibilit�e est en fait la r�egle� Il n	a pas tenu compte de ce ph�e�

nom�ene� qu	il connaissait pourtant tr�es bien� dans sa d�e�nition des d�eveloppements
asymptotiques� Les d�efauts majeurs de la th�eorie de Poincar�e sont li�es �a cette
remarque� Pour les surmonter il faut se tourner vers les travaux d	autres math�e�
maticiens� La 
s�erie d	Euler� �voisine de celle cit�ee par Poincar�e�� dont nous avons

d�eja parl�e�
�X
n��

����n n! xn�� va nous permetre de commencer �a comprendre ce qu	il

faut faire� A la �n nous disposerons d	une th�eorie� la th
eorie asymptotique exacte

o�u l	antinomie entre les deux notions de convergence distingu�ees par Poincar�e
dispara��tra�

L	analyse de la s�erie d	Euler qui va suivre est classique �cf� par exemple Olver
�O���
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Soit

f�x� �
Z ��

�

e�t�x

�  t
dt�

On note
fn�x� � x� �! x�  �! x� � � � � ����n���n� ��! xn

et

Rn�x� � ����n
Z ��

�

tn e�t�x

�  t
dt�

On v�eri�e facilement que

f�x� � fn�x�  Rn�x�

et que

jRn�x�j �
Z ��

�
tn e�t�x dt � n! xn���

Ainsi le reste Rn�x� est du m�eme signe que le premier terme omis ����n n! xn et ma�
jor�e en valeur absolue par la valeur absolue de celui�ci� En raisonnant comme dans le
cas d	une s�erie altern�ee v�eri�ant le 
crit�ere sp�ecial�� on en d�eduit les encadrements �

f�p�x� � f�x� � f�p���x�

pour tout entier p � ��

A x � � �x�e cela ne permet pas �comme dans le cas d	une s�erie v�eri�ant le

crit�ere sp�ecial et dont le terme g�en�eral tend vers z�ero� d	obtenir un encadrement
arbitrairement pr�ecis de f�x� �ici le terme g�en�eral tend rapidemnt vers  ������
Mais on obtient un encadrement dont la qualit�e d�epend de x� On va voir plus
pr�ecis�ement qu	elle est exponentiellement bonne quand x est 
petit��

Il est clair qu	�a x � � �x�e la meilleure approximation de f�x� par fn�x� est
obtenue �par cette m�ethode� quand l	�ecart jf�p���x�� f�p�x�j � ��p�! x�p est le plus
petit possible� c	est �a dire quand le terme g�en�eral de la s�erie d	Euler

�X
n��

����nn! xn��

est en valeur absolue le plus petit possible� On a donc int�er�et �a arr�eter la

sommation �a l	indice correspondant � c	est la sommation au plus petit terme�
Ici le rapport de deux termes cons�ecutifs est en valeur absolue nx� A x � � �x�e

et n variable� il est inf�erieur �a un pour x � n et sup�erieur �a un pour x � n� Ainsi
le terme g�en�eral d�ecroit jusqu	�a n � N � �

x
� puis cro��t ensuite ind�e�niment� Pour x


petit� on a une s�erie 
convergente au sens des astronomes��
La qualit�e de l	approximation est N ! xN � N ! N�N � En utilisant la formule de

Stirling
N ! �

p
��N NNe�N �

on voit que l	approximation est de l	ordre de
p
��N e�N �

q
��
x e���x� c	est �a

dire exponentiellement bonne�
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Suivant un concept d�egag�e par H� Poincar�e en ���� �cf� ci�dessous x����� on
dira que la s�erie d	Euler bf �x� � �X

n��

����nn! xn��

est le d
eveloppement asymptotique de la fonction

f�x� �
Z ��

�

e�t�x

�  t
dt

�a l	origine�

En pratique� dans de tr�es nombreux cas o�u le d�eveloppement asymptotique a
des coe�cients r�eels de signes altern�es� l	erreur est de m�eme signe que le premier
terme omis et major�ee en valeur absolue par la valeur absolue de celui�ci� L	analyse

que nous venons de faire s	�etend� On constate �egalement que� tr�es souvent� l	erreur
est exponentiellement petite d	un certain ordre �de l	ordre de e���x

k
� pour un entier

k convenable�� C	est par exemple le cas pour la s
erie de Stirling

��X
r��

����r��Br

�r��r � ��z�r��

comme l	a montr�e Cauchy �C��

Il est plus �etonnant de constater que l	essentiel du r�esultat pr�ec�edent� c	est �a
dire le fait que la sommation au plus petit terme fournit une pr�ecision

exponentielle ��eventuellement d	un certain ordre k� s	applique pratiquement �a des
d�eveloppements asymptotiques �a termes complexes beaucoup plus g�en�eraux que les
d�eveloppements altern�es� Ce fait constat�e exp�erimentalement depuis plusieurs si�e�
cles et utilis�e largement par les math�ematiciens� physiciens et astronomes n	a re"cu

une explication satisfaisante que tr�es r�ecemment avec l	�etude syst�ematique des d
e�
veloppements asymptotiques Gevrey �cf� ci�dessous x����� En pratique on constate
que le plus petit terme est souvent obtenu pour N � a
x �ou N � a
xk�� a � �

d�ependant du probl�eme� Dans les probl�emes d�elicats il peut �etre di�cile de pr�evoir
la place pr�ecise du plus petit terme �ou le plus petit terme ne convient plus� on
prend alors un 
pseudo plus petit terme�� �a x � C �x�e� en choisissant pour N la
partie enti�ere de a
jxjk �k et a �etant donn�es par la structure du probl�eme �etudi�e��

��
� Stokes et les caustiques � le ph�enom	ene de Stokes

Le physicien anglais Stokes connaissait bien �d�es le d�ebut du xix��eme si�ecle����
la distinction entre s�eries convergentes 
au sens des g�eom�etres� et 
au sens des
astronomes�� Il disait des premi�eres qu	elles �etaient souvent d	abord divergentes puis

convergentes et des secondes qu	elles �etaient d	abord convergentes puis divergentes�
De plus il avait observ�e un point essentiel dont nous avons parl�e plus haut �qui
semble avoir compl�etement �echapp�e �a Poincar�e� � la 
sommation au plus petit
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terme� est en g�en�eral �exponentiellement pr�ecise�� Ainsi les calculs num�eriques
avec les s�eries divergentes sont paradoxalement beaucoup plus pr�ecis et rapides que

ceux utilisant les s�eries convergentes ! Stokes a donn�e une tr�es belle illustration de
ce principe en calculant �avec des s�eries divergentes� les franges des caustiques en
optique ondulatoire�

Les caustiques sont les enveloppes des rayons lumineux en optique g�eom�etrique�
En optique ondulatoire on se place sur une petite transversale �a la caustique et il

s	agit de d�eterminer o�u sont les franges� c	est �a dire o�u la fonction intensit
e lumineuse
s	annule�

La th�eorie �due �a l	astronome anglais Airy� permet de montrer qu	avec des
unit�es convenables l	intensit�e lumineuse sur la transversale est proportionnelle au

carr�e de l	int�egrale �d	Airy�

Ai�z� �
�

�

Z ��

�
cos�

�



t�  zt� dt

o�u z est le param�etre de d�eplacement sur la transversale et s	annulle sur la caustique�

On disposait pour ce probl�eme d	excellentes exp�erimentations physiques � Mil�
ler avait mesur�e la position des �� premi�eres franges avec pratiquement quatre

d�ecimales exactes� Il s	agissait de confronter les valeurs th�eoriques �i�e� les z�eros de
la fonction Ai� avec l	exp�erience� Le premier r�esultat est d�u �a Airy � en utilisant
formules de quadrature et tables de logarithmes �a dix d�ecimales il obtient une valeur

correcte �avec quatre d�ecimales� de la position de la premi�ere frange� Il fait ensuite
la remarque que la 
fonction d	Airy� Ai est solution de 
l	�equation di��erentielle
d	Airy�

y�� � zy � ��

Cela lui permet d	obtenir un d�eveloppement en s�erie convergent de Ai�z� �a l	origine
�i�e� suivant les puissances croissantes de z� �

Ai�z� � 
����
�X
n��

z�n

�nn! #�n  �
��

� 
�	��
�X
n��

z�n��

�nn! #�n  	
��
�

La fonction Ai est enti�ere� i�e� le rayon de convergence de cette s�erie est in�ni� Elle
converge 
au sens des g�eom�etres� ! En utilisant cette s�erie Airy obtient la position
de la deuxi�eme frange� Les calculs sont laborieux � la s�erie est bien convergente mais

d	abord divergente���� On est toujours loin des succ�es exp�erimentaux quand arrive

Stokes� Ce dernier a l	id�ee tout �a fait remarquable de chercher pour la fonction
Ai un d�eveloppement 	a l�in�ni au lieu de l	origine �i�e� en puissances croissantes
de �
z�� Il obtient ce d�eveloppement en utilisant l	�equation di��erentielle d	Airy�

Notons que ce d�eveloppement est un peu plus compliqu�e qu	une s�erie et aussi qu	il
fait intervenir non pas la variable z mais une rami�cation z��	 de celle�ci� Ce
dernier fait va poser un probl�eme �a Stokes qu	il mettra de nombreuses ann�ees �a
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r�esoudre� �La solution sera la d�ecouverte du ph
enom�ene de Stokes qu	il fera �a 

heures du matin une nuit de mars ���� �Sto 
�	�� La fonction Ai�z� admet pour

d�eveloppement asymptotique �a l	in�ni l	expression

�

����
z���	 e����t

���

����

��X
n��

#�n  

�
�#�n  �

�
�

n!
�

��n��z���n���

La s�erie
��X
n��

#�n 

�
�#�n  �

�
�

n!
�

��n��z���n��

est divergente �au sens des g�eom�etres !� mais convergente au sens des astronomes
d�es que z n	est pas trop petit� Cela permet �a Stokes de calculer tr	es facilement la

position de toutes les franges avec quatre d�ecimales exactes� sauf pour la premi�ere
o�u il n	a que trois d�ecimales et perd par rapport �aAiry �z est trop petit����� L	accord
avec l	exp�erience est complet� mais la th�eorie� extr�emement e�cace num�eriquement�
reste infond�ee th�eoriquement���

���� La sommation des s�eries convergentes en dehors de leur disque

de convergence � Borel� Lindel�of� Hardy�� � �

Soit bf �x� � ��X
n��

anx
n une s�erie convergente de rayon de convergence R � ��

Soit x� � C tel que jx�j � R� On souhaite sommer la s�erie divergente
��X
n��

anx
n
� �

On peut essayer d	utiliser pour cela le prolongement analytique de la somme
f de bf en dehors du disque de convergence� Cela fournira un 
bon� proc�ed�e de
sommation au sens indiqu�e plus haut puisque le prolongement analytique respecte
sommes� produits et d�erivations et est injectif� Si l	on essaie de pr�eciser cette m�e�
thode on rencontre imm�ediatement des probl�emes d	existence �il n	y a peut��etre pas
de chemin continu � joignant l	origine �a x� et tel que l	on puisse prolonger analy�

tiquement f le long de �� et dans le pire des cas on ne peut m�eme pas prolonger
f en dehors de son disque de convergence� et d	unicit�e �des prolongements analy�
tiques le long de chemins di��erents peuvent donner des prolongements di��erents��

Dans cette partie nous nous limiterons aux seuls prolongements le long du segment
� � �O�x�� joignant l	origine �a x�� En utilisant de tels prolongements on prolonge
analytiquement la fonction f �a un ouvert �etoil�e �par rapport �a l	origine� maximal
�contenant le disque de convergence� appell�e 
�etoile de Mittag�Le$er� de bf � Nous

�London� March ������ When the cat�s away the mice can play� You are the cat and I am the
poor little mouse� I have been doing what I guess you won�t let me do when we are married� sitting
up till � o�clock in the morning 	ghting hard against a mathematical di
culty� Some years ago I
attacked an integral of Airy�s� and after a severe trial reduced it to a readily calculable form� But
there was a di
culty about it which� though I tried till I almost made myself ill� I could not get
over and at last I have to give it up and profess myself unable to master it� I took it up again a few
days ago� and after a two or three days� 	ght� the last of which I sat up till �� I at last mastered
it� � �
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noterons Et� bf� ce domaine� D�esignons par �f�Et� bf�� le prolongement analytique de
f �d�e�ni sur fjxj � Rg� �a Et� bf �� On v�eri�e imm�ediatement que �en un sens que l	on
laisse pr�eciser au lecteur�� l	op�erateur de 
sommation�

bf � �f�Et� bf��
est un homomorphisme injectif d	alg�ebres di��erentielles�

Ce qui pr�ec�ede fournit �dans certains cas� un bon proc�ed�e th�eorique de som�

mation de la s�erie
��X
n��

anx
n
� � mais on aimerait �evidemment disposer d	un proc�ed�e


explicite� de calcul de la somme correspondante f�x�� �i�e� d	un ou plusieurs algo�

rithmes de calcul de celle�ci� de pr�ef�erence programmables sur machine et conduisant
�a un r�esultat raisonnablement pr�ecis en un temps raisonnable����� Je vais expliquer
quelques uns de ces proc�ed�es �sans me pr�eoccuper ici de leur e�cacit�e num�erique��

Il faut d	abord remarquer que le prolongement analytique lui�m�eme �en revenant

�a la d�e�nition� fournit un algorithme de calcul explicite �que l	on peut exploiter sur
ordinateur �CC��� On est ramen�e �a un nombre �ni d	�etapes du type suivant �

La s�erie
��X
n��

an�x � x��
n est convergente� de rayon de convergence R� � �� Soit

alors x� avec jx� � x�j � R�� On a� au voisinage de x� �

��X
n��

an�x� x��
n �

��X
n��

bn�x� x��
n

et il s	agit de calculer les bn en fonction des an� Il est clair que c	est possible� mais
en utilisant des s�eries convergentes� �Il s	agit donc d	un proc�ed�e transcendant��

Passons �a d	autres m�ethodes� Il semble raisonnable d	utiliser les proc�ed�es ab�eliens
de sommation dont nous avons parl�e plus haut�

Soit % � f
ng une suite strictement croissante de r�eels strictement positifs ten�
dant vers  � donn�ee� A la s�erie

�X
n��

an

on associe �si elle existe pour t � � assez petit� la fonction

ft�x� �
�X
n��

an e�t�n�

Il s	agit donc d	abord de choisir la suite f
ng de telle sorte que la s�erie d�e�nissant
ft�x� converge� Compte tenu de la convergence de la s�erie donn�ee bf �x� � ��X

n��

anx
n

on a des in�egalit�es du type
janj � CAn�
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pour C � � et A � � convenables � on trouve imm�ediatement une suite simple %
telle que la s�erie d�e�nissant ft�x�� converge pour tout t � � et tout x� � C �


n � n log n si n � �� et 
� � � �Lindel�of��
Il y a des variantes de ce proc�ed�e �

lim
���

�X
n��

anx
n
�

#��  �n�
�Mittag�Leffler� �

lim
�����

�X
n��

#��  �n�

#��  n�
anx

n
� �Leroy��

On a les r�esultats suivants �

Th�eor�eme �cf� �H �� ����� p�p� ��&���� � Soit bf � �X
n��

an une s
erie conver�

gente� Soit x� un point de l�
etoile de Mittag�Le�er de bf � On note f�x�� la valeur
en ce point du prolongement analytique de la somme 
ordinaire� de bf � On a �

�i� soit 
n � n log n si n � �� et 
� � �� Alors la limite

lim
t� ��t��

�X
n��

anx
n
� e�t�n existe et est 
egale �a f�x�� �

�ii� la limite

lim
���

�X
n��

anx
n
�

#��  �n�
existe et est 
egale �a f�x�� �

�iii� la limite

lim
�����

�X
n��

#��  �n�

#��  n�
anx

n
� existe et est 
egale �a f�x���

En d	autres termes les proc�ed�es de Lindel�of� Mittag�Leffler� Leroy per�
mettent de sommer la s�erie convergente bf dans son �etoile de Mittag�Le$er�
Il est clair que ces proc�ed�es sont adapt�es �a la croissance au plus g�eom�etrique des

an� Ils ne s	appliquent pas par exemple �a la s�erie d	Euler
��X
n��

����n n! xn��� Pour

essayer de sommer une s�erie divergente de ce type par une m�ethode ab�elienne� il
faut choisir une suite % croissant 
beaucoup plus vite�� Le choix suivant �d�u �a G�

H� Hardy �H �� ������� est bien adapt�e �a la s�erie d	Euler et aux s�eries ayant un
type analogue de croissance des coe�cients �s�eries 
Gevrey� � cf� x ��� ci�dessous
� �


n � n log n log�log n�� si n � �� et 
n � �� si n � �� �� ��

Avant de tester l	e�cacit�e du proc�ed�e correspondant sur des s�eries divergentes� il
est naturel de le tester sur les s�eries convergentes ! Le r�esultat suivant �d�u �a Hardy�

permet de se rassurer �

Th�eor�eme �cf� �H ���� � Soit bf � �X
n��

an une s
erie convergente� Soit x� un

point de l�
etoile de Mittag�Le�er de bf � On note f�x�� la valeur en ce point du

�Croissance du type janj � C�n�	sAn � C� A� s � �
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prolongement analytique de la somme 
ordinaire� de bf � Soit 
n � n log n log�log n��
si n � �� et 
n � �� si n � �� �� �� Alors la limite

lim
t� ��t��

�X
n��

anx
n
� e�t�n

existe et est 
egale �a f�x���

Nous verrons plus loin que ce proc�ed�e de sommation de Hardy �r�ecemment

red�ecouvert et g�en�eralis�e par Jurkat� est tr�es e�cace � il somme les s�eries 
multi�
sommables� dans leur 
�etoile de Mittag�Le$er g�en�eralis�ee� �J��

Les deux th�eor�emes pr�ec�edents sont d�emontr�es d	abord pour le cas de la s�erie
g�eom�etrique bf �x� � �  x  x�  � � � de somme �

��x
� On passe ensuite ais�ement au

cas g�en�eral en utilisant le th�eor�eme de Cauchy�

Nous verrons plus loin que beaucoup de solutions s�eries formelles d	�equations
fonctionnelles analytiques sont multisommables �c	est par exemple le cas des solu�
tions d	�equations di��erentielles analytiques�� Malheureusement les solutions s�eries
formelles d	�equations aux q�di��erences analytiques �m�eme lin�eaires� ne sont pas

Gevrey mais seulement q�Gevrey �cf� 
�� ci�dessous�� �On a des estimations du type
janj � Cqn

�
An� avec q � �� A � ��� Ainsi ces s�eries ne sont pas multisommables�

De plus il est clair que l	on ne peut pas leur appliquer le proc�ed�e de sommation de

Hardy� On peut alors essayer de choisir une suite % croissant encore plus vite� par
exemple � 
n � �n� ou� plus g�en�eralement� 
n � �na �� � �� a � ��� Les proc�ed�es de
sommation ab�elienne correspondants ont �et�e �etudi�es r�ecemment par A� Fruchard
�F��� Malheureusement �et conform�ement �a une mise en garde de G� H� Hardy �a

propos des sommations ab�eliennes d�e�nies par des suites % croissant 
trop vite��
les proc�ed�es de sommation correspondants ne permettent plus de sommer une s�e�
rie convergente dans son �etoile de Mittag�Le$er� mais seulement en g�en�eral dans
un domaine strictement plus petit� Cela se voit d�eja sur la s�erie g�eom�etrique � on

n	obtient pas toute l	�etoile �ici C � ��� ��� mais seulement le domaine image par
la fonction exponentielle de la partie gauche de la bande f� � Imz � ��g d�elimit�ee
par les deux droites R ei	��a et i  R e�i	��a� �On peut r�ecup�erer toute l	�etoile de
Mittag�Le$er en faisant tendre� �a x� �x�e dans l	�etoile� le param�etre a vers ���

Revenons maintenant �a la m�ethode de sommation par 
densit�e de Borel� �cf�

���� en l	appliquant �a une s�erie enti�ere convergente bf�x� � ��X
n��

anx
n de rayon de

convergence R � �� Soit x � C� avec jxj � R�

Posons Sn �
nX

p��

apx
p� On a Sn�� � Sn � an��x

n���
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Soient� pour t � �� S�t� �
��X
n��

tn

n!
Sn et F �t� � e�tS�t�� On a

F ��t� � e�t�S��t�� S�t�� � e�t
��X
n��

an��x
n�� t

n

n!
�

D	o�u

F �t� � a�  
Z t

�
F ��t� � a�  

Z t

�
e�u

��X
n��

an��
xn��un

n!
du

F �t� � a�  
Z t

�
e�u

��X
n��

an��
�xu�n

n!
d�xu�

F �t� � a�  
Z t


�
e�
�x

��X
n��

an��
�n

n!
d�

On en d�eduit ais�ement que

��X
n��

anx
n � lim

t���
F �t� � a�  

Z ��

�
e�
�x

��X
n��

an��
�n

n!
d�

Pour faciliter la suite de l	exposition on suppose que a� � � �on revient ais�ement
au cas g�en�eral��
Compte tenu du calcul qui pr�ec�ede� on est conduit �a introduire la s�erie 
trans�

form�ee de Borel formelle� bB bf � b� de bf �
b���� � ��X

n��

an
�n��

�n� ��! �

La s�erie b� a un rayon de convergence in�ni� Sa somme � est donc une fonction

enti	ere� On v�eri�e qu	elle a une croissance exponentielle au plus d�ordre un�
On a

f�t� �
��X
n��

anx
n � L����x� �

Z ��

�
����e�
�xd��

On retrouve ainsi la somme f de bf dans son disque de convergence comme 
trans�
form�ee de Laplace� de la fonction enti�ere ��

On peut plus g�en�eralement remplacer le 
contour d	int�egration� R� � ��� ��
dans l	int�egrale de Laplace par n	importe quelle demi�droite d issue de l	origine� On

obtient �

f�t� �
��X
n��

anx
n � Ld����x� �

Z
d
����e�
�xd��

Nous allons voir que l	on peut souvent exploiter ce formalisme pour obtenir aussi
la somme de bf dans une partie de son �etoile de Mittag�Le$er� en dehors du disque
de convergence�
Pour x � C nous appelerons 
disque de Borel associ�e �a x� et noterons Dx le

disque ferm�e de diam�etre �O�x�� On a le
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Th�eor�eme ��Bo ���� � Soit bf une s
erie convergente� Si x� est un point de
l�
etoile de Mittag�Le�er de bf 
di�
erent de �� tel que le disque de Borel Dx� soit

contenu dans l�
etoile Et� bf�� alors l�int
egrale
Ld����x� �

Z
d
����e�
�xd�


o�u � est la somme de la transform
ee de Borel formelle de bf et d la demi�droite
issue de l�origine contenant x�� converge et est 
egale �a f�x���

Malheureusement le proc�ed�e de sommation par la m�ethode de Borel�Laplace ne

permet pas en g�en�eral de calculer f�x�� en tout point x� de l	�etoile de Mittag�Le$er
de bf � mais seulement dans une r�egion ouverte convexe convenable incluse dans l	�e�
toile et contenant le disque de convergence� Dans les cas les plus simples on obtient
un polygone convexe �born�e ou non�� Par exemple pour la s�erie g�eom�etrique on

trouve le demi�plan fRex � �g�
Il est en fait facile de sommer bf dans toute son �etoile de Mittag�Le$er en intro�

duisant une variante �a param�etre de la m�ethode de sommation de Borel�Laplace� la
m�ethode de sommation de Borel�Laplace de niveau k �

Soit k � �� On introduit l	op�erateur de rami�cation en consid�erant les fonctions
�d�e�nies sur la surface de Riemann du Logarithme� �k�f��x� � f�x��k��
On pose bBk � ��k��� bB �k et Lk�d � ��k���Ldk�k �o�u la direction dk correspond �a

d par la rami�cation �k��
On d�esigne par Dk l	image du disque de Borel D par la repr�esentation conforme

x� x��k � �si � � k � �
�� Dk est dessin�e sur la surface de Riemann du Logarithme��
Pour k � �� par exemple� D� est limit�e par une demi lemniscate de Bernouilli� On

dira que Dk est un k�disque de Borel� On note Dk�x� le k�disque de Borel de 
diam�e�
tre� �O�x���

Th�eor�eme ��Bo ���� � Soit k � �� Soit bf une s
erie convergente� Si x� est un
point de l�
etoile de Mittag�Le�er de bf 
di�
erent de �� tel que le k�disque de Borel
Dx� soit contenu dans l�
etoile Et� bf �� alors l�int
egrale

Lk�d����x�


o�u � est la somme de la transform
ee de Borel formelle bBk� bf� de bf et d la demi�droite
issue de l�origine contenant x�� converge et est 
egale �a f�x���

Pour �
� � k l	angle �a l	origine d	un k�disque de Borel est �
k� Plus k est grand
plus les k�disques de Borel sont 
e�l�es�� On voit facilement que si x� est un point
�x�e de l	�etoile Et� bf�� il existe toujours un r�eel k� � � tel que� pour tout k � k�
le k�disque de Borel Dx� soit contenu dans l	�etoile� On peut alors calculer f�x�� en
utilisant la m�ethode int�egrale de Borel�Laplace de n	importe quel niveau k � k��
Si l	on note S l	op�erateur de sommation d	une s�erie convergente dans son disque

de convergence les m�ethodes de sommation que nous venons de d�ecrire se symbolisent

par les op�erateurs de sommation �dans la direction d� �
Sd � Ld S bB �Borel�Laplace� �
Sk�d � Lk�d S bBk �Borel�Laplace de niveau k��
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���� Borel et Stieltjes

En ����� dans �St� Stieltjes �etudie la sommation de la s�erie d	Euler pour les
valeurs n�egatives de la variable� C	est beaucoup plus di�cile que pour les valeurs
positives� car il s	agit maintenant de sommer une s�erie divergente �a termes tous
positifs� Stieltjes propose le r�esultat suivant �

a��  a��  �! a��  
! a�	  � � � � �� �����������������

o�u ea � ���� �a � �
� �������� et montre que la qualit�e de l	approximation est

exponentielle �de l	ordre de e�a
q
��
a� c	est �a dire de �������

La m�ethode de Stieltjes a le m�erite de fournir une somme r�eelle pour une
s�erie �a termes r�eels� Ce n	est pas le cas de la m�ethode de sommation de Borel � l	axe
r�eel n�egatif est une direction singuli�ere pour celle�ci et on a donc deux op�erateurs

de sommation distincts S�
R
� et S�

R
�� On v�eri�e que la somme de Stieltjes n	est

rien d	autre que la moyenne arithm�etique des deux sommes de Borel� Les sommes
de Borel di��erent de la somme de Stieltjes par un imaginaire pur de l	ordre de
����� i� On a vu que les sommes de Borel fournissent des homomorphismes injectifs

d	alg�ebres di��erentielles et se pr�etent donc parfaitement au calcul avec des s�eries
divergentes� On peut montrer qu	il en est de m�eme de la somme de Stieltjes �et
l	id�ee correspondante a �et�e r�ecemment consid�erablement g�en�eralis�ee par J� Ecalle
sous le nom de 
sommation de Borel�Laplace m�ediane� � cf� aussi �Di� Ch� �� E� p�

� � et �MR 
�� p� 
���� Ce r�esultat est plus �etonnant qu	il n	y parait �a premi�ere
vue� Regardons en e�et ce qui se passe avec la s�erie convergente �d�eveloppement �a
l	origine de

p
�  x� �

�  
�

�
x� �

�
x�  

�

��
x� � �

���
x	  � � �

Si on veut sommer cette s�erie en x � ��� soit

�� �� �
�
� �
�
� �
�
� � � �

l	un des moyens naturels est d	utiliser le prolongement analytique en �evitant la
singularit�e en x � ��� Mais il y a alors deux solutions naturelles correspondant
aux deux 
branches� de la fonction

p
�  x� On obtient �i� Il est clair qu	ici il n	y

a pas de solution naturelle r�eelle� �Si f�x� �etait une somme naturelle r�eelle pour

x � ��� on aurait f�x�� � �  x � �� ce qui est impossible����

Dans le premier cas� les deux sommes de Borel correspondent aussi en un certain
sens �sur lequel nous reviendrons en 
��� �a deux 
branches� d	une fonction �cette

id�ee est d�eja chez Stokes � analogous to a change of sign in a radical �Sto ���� mais

�Half the discontinuity in form occurs on reaching the Stokes ray� and half on leaving it the
other side�
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le changement de branche �ph�enom�ene de Stokes� est naturellement dans un groupe
�a un param�etre� �L	automorphisme d	alg�ebre di��erentielle correspondant au ph�e�

nom�ene de Stokes est l	exponentielle d	une d�erivation qui commute �a la d�erivation
de l	alg�ebre � cette d�erivation est la d
erivation 
etrang�ere point
ee de J� Ecalle��
Cette situation n	existe plus pour le changement de branche usuel �alg�ebrique� du
deuxi�eme cas �cf� 
�� ci�dessous��

���� Poincar�e et la th�eorie asymptotique

La th�eorie asymptotique classique est due �a Poincar�e� Ce dernier l	a �elabor�ee
avec l	id�ee de l	appliquer aux �equations di��erentielles analytiques � sa principale
motivation �etait de donner un sens �a une solution s�erie formelle divergente d	une

telle �equation di��erentielle� c	est �a dire d	
incarner� une solution formelle en une
vraie solution� Il faut noter que la d�e�nition de Poincar�e que nous allons donner
ci�dessous ne tient aucun compte de ses propres remarques sur le caract�ere d	abord

convergent� puis 
divergent� des s�eries asymptotiques �qu	il appelle convergence au

sens des astronomes� que l	on rencontre usuellement �et qui conduit �a la 
sommation
au plus petit terme��� voir ci�dessus� On sait aujourd	hui que ce caract�ere est en fait
g�en�eral pour les solutions formelles d	�equations di��erentielles analytiques�

D�efinition� � Soit V un secteur ouvert du plan complexe 
ou de la surface
de Riemann du Logarithme� de sommet �� Soient f une fonction holomorphe sur V

et bf � ��X
n��

anx
n � C��x��� On dit que f est asymptotique �a bf sur V si pour tout

sous�secteur compact W de V 	f�g et tout entier n � N� il existe un r
eel MW�n � �
tel que

jxj�n
������f�x��

n��X
p��

apx
p

������ � MW�n�

pour tout x � W �

On note f� bf ou bf � J�f��

L	ensemble des fonctions holomorphes sur V admettant un d�eveloppementasymp�
totique �a l	origine �muni de  � �� x�d
dx� est uneC�alg�ebre di��erentielle not�eeA�V ��
On a une suite exacte d	alg�ebres di��erentielles �

� ���� A���V � ���� A�V �
J���� C��x�� ���� ��

La surjectivit�e de l	application J est le th�eor�eme de Borel�Ritt � on peut 
incarner�
toute s�erie formelle bf par une 
vraie� fonction f holomorphe sur V � Malheureuse�
ment cette incarnation n	est pas unique� il y a un choix pour f �modulo l	espace


d	erreurs� A���V �� qui est form�e des fonctions holomorphes sur V in�niment plates
�a l	origine�� En d	autres termes on ne dispose pas d	une application 
naturelle�bf � f � avec J�f� � bf � on n	a pas de th�eorie de sommation au sens d�e�ni plus haut�
C	est l�a l	un des d�efauts majeurs de la th�eorie de Poincar�e �the central de�ciency
of Poincar
e�s sp
eci�cation �Di�� the lack of uniqueness of the function represented by
an asymptotic expansion contrasts with the sum of a convergent series �O���
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Pour appliquer la th�eorie de Poincar�e aux �equations di��erentielles analytiques�
il faut partir d	une solution s�erie formelle bf d	une �equation analytique

G�x� y� ���� y�n�� � �

�G�x� Y�� ���� Yn� est une fonction analytique de n � variables et G�x� bf� ���� bf �n�� � ��
et 
incarner� bf par une vraie solution f �G�x� f� ���� f �n�� � ��� L	ensemble 
d	er�
reurs� �incertitudes sur f� possibles est alors consid�erablement r�eduit �pour une
�equation lin�eaire il est �evidemment de dimension �nie alors que A���V � est de di�

mension in�nie�� mais il n	est malheuresement pas trivial en g�en�eral� Faute d	unicit�e
on a en tout cas un r�esultat tr�es satisfaisant d	existence� C	est le 
th�eor�eme fonda�
mental des d�eveloppements asymptotiques� �

Th�eor�eme� � Soient G�x� Y� ���� Yn� une fonction analytique de n � variables
et bf � C��x�� une solution s
erie formelle de l�
equation di�
erentielle �

G�x� y� ���� yn� � � 
i�e� G�x� bf� ���� bf �n�� � ������

Alors il existe un r
eel k � � tel que pour tout secteur ouvert V de sommet l�origine�
d�ouverture � �
k� de rayon assez petit� il existe une fonction f solution de l�
e�
quation di�
erentielle ���� asymptotique sur V �a bf �
Sous cette forme �i�e� sans aucune hypoth�ese restrictive� ce r�esultat est assez

r�ecent et d�u �a Ramis et Sibuya �RS�� Entre les premiers cas particuliers �etablis

par Poincar�e et �RS� de nombreux auteurs ont apport�e progressivement des am�e�
liorations�

Nous allons bri�evement indiquer ci�dessous comment il est possible de surmonter
les d�efauts de la th�eorie asymptotique de Poincar�e pour parvenir �a une �th�eorie

asymptotique exacte�� Les �etapes sont � les d�eveloppements asymptotiques Gevrey�
la k�sommabilit�e� la multisommabilit�e��

�� D�eveloppements asymptotiques et sommabilit�e

���� Les d�eveloppements asymptotiques Gevrey

Commen"cons par quelques remarques sur des ph�enom�enes que l	on rencontre

syst�ematiquement en utilisant 
pratiquement� des d�eveloppements asymptotiques
et qui ne sont pas pris en compte par la th�eorie de Poincar�e �


a� On constate que la plupart des s�eries formelles
��X
n��

anx
n que l	on rencontre

explicitement satisfont �a une condition du type

janj � C �n!���kAn�

�De nombreux courants de recherche actuels vont dans le m�eme sens 
 Th�eories de la r�esurgence
et de l�acc�el�eration d�Ecalle �E �� �� ��� travaux de l��ecole Russe 
 Il�yashenko���� Hyperasymp

totics �BH�����
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o�u C�A� k � � sont des r�eels convenables � on peut par exemple ouvrir une des

bibles� de fonctions sp�eciales� �AS�� �MOS�� �Lu� et v�eri�er exp�erimentalement cette

observation �


b� On constate que� en pratique� l	incertitude qui porte sur une fonction f

cherch�ee� de d�eveloppement asymptotique connu
 n	est pas seulement une fonction
holomorphe in�nimant plate sur un secteur� mais plus pr�ecis�ement une fonction

holomorphe 	a d�ecroissance exponentielle �d	un certain ordre k � �� �

jf�x�j � C e�a�x
k

�

pour des r�eels convenables C� a � � �


c� Quand x varie le rang du plus petit terme est en g�en�eral proche du rang N �

Partie enti�ere de b
xk �pour b� k � � convenablement choisis � par exemple k �
�� b � � pour la s�erie d	Euler�� Cela conduit �a d�e�nir une 
quasi�sommation au plus

petit terme� � on prend pour 
somme� de la s�erie
��X
n��

anx
n le nombre

NX
n��

anx
n� avec

N�Partie enti�ere de b
xk � b et k �etant 
bien choisis�� On observe exp�erimentalement
que si ce choix est bon le proc�ed�e est num�eriquement tr�es e�cace�

Il existe une modi�cation simple de la th�eorie asymptotique de Poincar�e qui
explique parfaitement ces trois observations� C	est la th�eorie asymptotique Gevrey��

D�efinition� � Soit k � � un r
eel� Soit V un secteur ouvert du plan complexe

ou de la surface de Riemann du Logarithme� de sommet �� Soient f une fonction

holomorphe sur V et bf � ��X
n��

anx
n � C��x��� On dit que f est asymptotique Gevrey

d�ordre s � �
k �a bf sur V si pour tout sous�secteur compact W de V 	 f�g et tout
entier n � N� il existe des r
eels CW � AW � � tels que

jxj�n
������f�x��

n��X
p��

apx
p

������ � C �n!���k An�

pour tout x � W �

L	ensemble des fonctions holomorphes sur V admettant un d�eveloppementasymp�
totique Gevrey d	ordre s � �
k � � �a l	origine �muni de  � �� x�d
dx� est une
C�alg�ebre di��erentielle not�ee A��k�V ��

	Incertitude qui peut venir d�une marge d�erreur ou du fait qu�il y a plusieurs solutions �na

turelles� au probl�eme �ambigu��t�es	�


On montre l��equivalence entre les trois propri�et�es �a
� �b
� �c
 convenablement formul�ees� J�ai
remarqu�e l��equivalence entre �a
 et �b
 en ���	 � celle entre �a
 et �c
 m�a �et�e signal�ee un peu plus
tard par B� Malgrange�
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Si V est un secteur ouvert d	ouverture � �
k �
petit secteur�� on a une suite
exacte d	alg�ebres di��erentielles �

� ���� A��k�V � ���� A��k�V �
J���� C��x����k ���� ��

La surjectivit�e de l	application J est le th�eor�eme de Borel�Ritt�Gevrey �que l	on
prouve en utilisant une 
transformation de Laplace incompl�ete���

On a l	analogue du th�eor�eme fondamental des d�eveloppements asymptotiques�
le Th�eor	eme fondamental des d�eveloppements asymptotiques Gevrey �RS

�� �

Th�eor�eme� � Soient G�x� Y� ���� Yn� une fonction analytique de n � variables
et bf � C��x����k une solution s
erie formelle Gevrey d�ordre �
k de l�
equation di�
e�
rentielle �

G�x� y� ���� y�n�� � � 
i�e� G�x� bf � ���� bf �n�� � ������

Alors il existe un r
eel k� � � tel que pour tout secteur ouvert V de sommet l�origine�
d�ouverture � inf��
k� �
k��� de rayon assez petit� il existe une fonction f solution
de l�
equation di�
erentielle ���� asymptotique sur V �a bf au sens Gevrey d�ordre �
k�

Ce th�eor�eme prend tout son inter�et si l	on tient compte du th�eor�eme deMaillet
�M� �

Th�eor�eme� � Soient G�x� Y� ���� Yn� une fonction analytique de n � variables
et bf � C��x�� une solution s
erie formelle de l�
equation di�
erentielle �

G�x� y� ���� y�n�� � � 
i�e� G�x� bf � ���� bf �n�� � ������

Alors il existe un r
eel k � � tel que la s
erie formelle bf soit Gevrey d�ordre �
k�

Maillet a d�emontr�e ce th�eor�eme en utilisant des estimations directes� Le r�e�

sultat est en g�en�eral loin d	�etre optimal �le r�eel k n	est pas le plus petit possible��
Nous reviendrons plus loin sur cette question �cf� 
�� ci�dessous��

Pour pr�eparer la suite �et expliquer les relations entre les observations 
a� et

b� ci�dessus� je vais traduire plus 
g�eom�etriquement� le concept de s�erie Gevrey

en introduisant la notion de 
quasi�fonction k�pr�ecise�� �Dans la litt�erature en r�ef�e�
rence on utilise en fait un peu de cohomologie des faisceaux� mais je souhaite ici
communiquer les id�ees fondamentales en restant �a un niveau technique �el�ementaire��
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On consid�ere un secteur ouvert V de C �qui peut �etre un disque �epoint�e D�� ou
de la surface de Riemann du Logarithme� On va utiliser des recouvrements fVigi�I
de V � Tous ces recouvrements seront suppos�es �nis� les Vi ayant le m�eme rayon que
V � et les intersections 
 �a 
 �etant vides� On supposera aussi I � ���m� et on num�e�
rotera les Vi dans le sens des aiguilles d	une montre� On notera Vi�i�� � Vi 
 Vi��

�si V � D� 
m ������ On consid�erera des 
��cocha��nes holomorphes� � ce sont des

suites ffig� avec fi holomorphe sur Vi et les 
��cobords� associ�es ���cocha��nes� � ce
sont les suites fhig� avec hi � fi�� � fi�

Soit k � �� Par d�e�nition une quasi�fonction k�pr�ecise sur le secteur V est la

donn�ee d	une ��cocha��ne holomorphe ffig associ�ee �a un recouvrement fVigi�I � les
hi � fi�� � fi �etant �a d�ecroissance exponentielle d	ordre k sur Vi�i��� De plus on

identi�e� deux telles donn�ees �ffig� fVigi�I� et �fgjg� fWjgj�J � si chaque fois que
l	intersection Vi 
Wj est non vide� fi� gj est �a d�ecroissance exponentielle d	ordre k

sur cette intersection�

En d	autres termes la notion de quasi�fonction k�pr�ecise formalise la notion de
fonction holomorphe 
connue �a pr�ecision exponentielle d	ordre k pr�es��

Une quasi�fonction k�pr�ecise est dite born�ee si les fi le sont�

En recouvrant un disque �epoint�e D� par des secteurs d	ouverture � �
k et en
utilisant le th�eor�eme de Borel�Ritt�Gevrey� on peut associer �a toute s�erie Gevreybf � C��x����k une quasi�fonction k�pr�ecise unique �modulo l	identi�cation faite� � sa

quasi�somme �analogue �a la fonction somme d	une s�erie convergente� � si ffig repr�e�
sente la quasi�somme de bf � fi � bf sur Vi au sens Gevrey d	ordre �
k� Tout comme
une fonction holomorphe born�ee dans un disque �epoint�e D� est somme d	une s�erie

convergente �principe des singularit�es inexistantes de Riemann�� une quasi�fonction
k�pr�ecise born�ee dans un disque �epoint�e D� est quasi�somme d	une s�erie Gevrey
d	ordre �
k�

Ce r�esultat �qui comme le r�esultat usuel est prouv�e en utilisant l	int�egrale de
Cauchy �Ra ��� �Si ����� �Si 
� Theorem 
��� est essentiel� Grace �a lui nous dis�

posons d	une m�ethode 
cohomologique� pour prouver qu	une s�erie est Gevrey � cela
se v�eri�e sur des 
corrections in�niment plates� dont il s	agit d	�etudier la d�ecrois�
sance exponentielle� Cette m�ethode s	est r�ev�el�ee plus puissante que les m�ethodes
usuelles �estimation directe des coe�cients� th�eor�emes des fonctions implicites������

Elle permet entre autres une lin�earisation des probl�emes� �cf� 
��

Les bases de la th�eorie asymptotique Gevrey et de la th�eorie de la k�sommabilit�e
�cf� ��
� ci�dessous�� que j	ai retrouv�ees et d�evelopp�ees �a partir de ����� datent en
fait du d�ebut de ce si�ecle et sont dues au math�ematicien anglais G� Watson �Wat
�� 
�� Il ne semble pas que Watson ait eu beaucoup de succ�es avec ces travaux et

ses id�ees ont �et�e bien oubli�ees��� On trouve encore aujourd	hui des �echos des dures

��Il faut toutefois signaler que ces travaux ont motiv�e la th�eorie des classes de fonctions quasi

analytiques de Denjoy
Carleman �Ca� �via �Ne�	� qui r�eapparait dans les derni�eres recherches de J�
Ecalle sur la sommabilit�e des s�eries divergentes 
 �fonctions coh�esives��
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critiques qu	a du subirWatson dans deux des plus fameux �et des meilleurs���� livres
sur les th�eories asymptotiques �Di�� �O� �Dingle �ecrit �a propos des 
d�eveloppements

asymptotiques Gevrey� et de la sommabilit�e associ�ee introduits par Watson �
At the cost of considerable complication the central de�ciency of Poincar
e�s sp
e�

ci�cation can be removed���

Enough has been said to exemplify the involved nature of this de�nition��� Con�
�rmation along these lines of a complete asymptotic expansions demands too much
advance and advanced knowledge��� to make the idea deceptively straightforward as

it appears at root� a workable basis of de�nition except for simple asymptotic expan�
sions derived by elementary means���

Olver est encore plus dur �O�� p� ��
 �

Unfortunately a satisfactory de�nition of complete validity is unavailable� Ano�
ther drawback to Watson�s theory is the need for properties of the remainder term
which are likely to be available only when a realistic bound for the remainder term

is known� The theory is then largely unnecessary�

Nous esp�erons que la suite de ces notes convaincra le lecteur de la totale inexac�
titude de ces jugements� �L	erreur d	appr�eciation est tr�es surprenante dans le cas

de Dingle qui a parfaitement compris l	importance des erreurs exponentiellement
petites en th�eorie asymptotique et est donc pass�e tr�es pr�es du bon point de vue !�

���� La k
sommabilit�e

Soit k � �� Si V est un secteur ouvert d	ouverture � �
k �
petit secteur�� on a
vu que l	on a une suite exacte d	alg�ebres di��erentielles �

� ���� A��k�V � ���� A��k�V �
J���� C��x����k ���� ��

La situation est tr�es di��erente si V est un secteur ouvert d	ouverture � �
k

�
grand secteur��� On a alors une suite exacte d	alg�ebres di��erentielles �

� ���� A��k�V �
J���� C��x����k ���� ��

Dans ce cas l	application J n	est plus surjective� Elle est par contre injective�
d	apr�es un r�esultat deWatson �Wat �� �

Th�eor�eme� � Soient un r
eel k � � et un secteur ouvert V � de sommet l�o�

rigine� d�ouverture � �
k� Soit f une fonction holomorphe sur V � �a d
ecroissance
exponentielle d�ordre k sur V � Alors f est identiquement nulle�

Ce th�eor�eme est une cons�equence du th�eor�eme de Phragm�en�Lindel�of �qui est
une variante du principe du maximum��

Ainsi� sur un 
grand secteur�� pour la somme d	une s�erie formelle Gevrey� on
perd l	existence� mais on gagne l	unicit�e� Cela conduit �a la notion suivante de
sommabilit�e �
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Th�eor�eme� � Soient un r
eel k � � et une direction d �x
es� Une s
erie formellebf est dite k�sommable dans la direction d� s�il existe une fonction f holomorphe sur

un secteur V � de bissectrice d� d�ouverture � �
k� asymptote �a bf au sens Gevrey
d�ordre �
k sur V �

Dans ces conditions la fonction f est unique �au secteur de d�e�nition V pr�es��
d	apr�es le th�eor�eme de Watson� On dira que f est la somme de bf dans la direction
d au sens de la k�sommabilit�e� On note f � Sk�d bf � et on d�esigne par Cfxg��k�d
l	ensemble des s�eries k�sommables dans la direction d� On v�eri�e imm�ediatement
que Cfxg��k�d est une sous�alg�ebre di��erentielle de C��x����k� et que l	application

Sk�d � Cfxg��k�d � Ad

est un homomorphisme injectif d	alg�ebres di��erentielles� �On a not�e Ad l	alg�ebre des
germes de fonctions holomorphes sur des secteurs ouverts bissect�es par d� d	ouverture
et rayons arbitraires��

Cette d�e�nition de la k�sommabilit�e est agr�eable �et fort utile � par exemple pour

v�eri�er la k�sommabilit�e d	une s�erie solution formelle d	une �equation fonctionnellle
analytique�� mais elle ne permet pas de calculer explicitement la somme� On utilise
pour cela une d�e�nition �equivalente �l	�equivalence est facile� �

D�efinition� � Soient un r
eel k � � et une direction d �x
es� Une s
erie formellebf est dite k�sommable dans la direction d� si sa transform
ee de Borel formelle de

niveau k � b� � bBk bf est convergente et si sa somme 
usuelle� � � S b� se prolonge
analytiquement en une fonction 
toujours not
ee� � holomorphe et �a croissance ex�
ponentielle d�ordre au plus k sur un secteur ouvert bissect
e par d�

Dans ces conditions on dit que

f�x� � k
Z
d
���� e�


k�xk �k�� d� � Lk�d
bf�x�

est la somme de bf dans la direction k� au sens de la k�sommabilit
e�

L	op�erateur bBk � C��x��� C��x��

a �et�e d�e�ni en ���� On notera que l	op�erateur de Laplace de niveau k � Lk�d� introduit
dans cette d�e�nition� a un domaine de d�e�nition plus large que l	op�erateur de m�eme
nom introduit en ���� On a

Sk�d � Lk�d �d S bBk�
Pour k � � on retrouve un proc�ed�e de sommation d�u �a E� Borel �sommation

de Borel � en fait le proc�ed�e original de Borel est un peu plus g�en�eral��
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On peut aussi sommer une s�erie k�sommable dans la direction d en utilisant une
m�ethode ab�elienne� la sommation de Hardy�Jurkat �qui n	utilise pas explicite�

ment le param�etre k� �

Th�eor�eme� � Soit k � �� Soit d une direction issue de l�origine� Soit bf �
C��x�� �

��X
n��

anx
n une s
erie formelle k�sommable dans la direction d� Sa somme f

dans la direction d se prolonge analytiquement le long d�un intervalle ouvert maximal
�d port
e par d en une fonction toujours not
ee f � Alors� si x� est un point de �d �

lim
t� ��t��

�
a�  a�x a�x

�  
��X
n��

anx
ne�tn logn log�logn�

�
existe et est 
egale �a f�x���

On d�emontre ce r�esultat d�u �a Jurkat �J� �notre �enonc�e est l�eg�erement plus pr�ecis
que celui de �J��� en se ramenant �en utilisant des r�esultats de l	auteur de ces notes�
au cas ou les coe�cients an de la s�erie k�sommable

P
anx

n sont les 
moments� d	une
fonction � d�e�nie sur ��� a� � R� �a d�ecroissance exponentielle d	ordre k �a l	origine�� �

an �
R a
� ��t� t��n��� dt�

Pour pr�eparer l	�etude de la multisommabilit�e on va reformuler la notion de s�erie
k�sommable de fa"con un peu plus 
g�eom�etrique� en utilisant la notion de quasi�
fonction �

Soient k � �
� et bf � C��x����k� Par d�e�nition une k�suite associ�ee �a bf � dans la
direction d� est une suite �f�� f��� o�u f� est la quasi�fonction k�pr�ecise quasi�somme
de bf et o�u f� est une fonction holomorphe sur un secteur V de C� de bissectrice d
et d	ouverture � �
k � f� �etant �egal comme quasi�fonction k�pr�ecise �a la restriction
de f� �a V �

D	apr�es le th�eor�eme de Watson� si une telle k�suite existe elle est unique� On v�e�

ri�e imm�ediatement qu	une telle k�suite existe si et seulement si bf est k�sommable
dans la direction d � de plus f� est alors la somme de bf � dans la direction d� au sens
de la k�sommabilit�e�

���� La multisommabilit�e

Apr�es la d�ecouverte par EmileBorel de la Borel�sommabilit�e� rapidement g�en�e�

ralis�ee en 
k�sommabilit�e� par Leroy �Le� et Nevanlinna �Ne�� de nombreux
math�ematiciens ont cherch�e �a montrer que les solutions s�eries formelles des �equa�
tions di��erentielles alg�ebriques sont toujours k�sommables� C	�etait d�eja le probl�eme

�etudi�e par Maillet dans �M� en ����� Malheureusement� comme je l	ai annonc�e
en ���� dans �Ra ��� ceci est faux� pour une raison au fond assez �evidente� et il
est �etonnant que cette remarque n	ait pas �et�e faite ant�erieurement� Intuitivement�
si k �� k�� les proc�ed�es de k�sommabilit�e et k��sommabilit�e sont 
assez loin l	un de

��Dans le cas o�u k � � et o�u la fonction 
 est �a valeurs r�eelles positives la somme de Borel peut
�etre calcul�ee en transformant la s�erie de puissances

P
anx

n en une fraction continue convergente
�Laguerre� Stieltjes� Borel �Bo �� Chap� �� Pad�e���	�
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l	autre� et ne sont gu�ere comparables � si k � k�� les estimations asymptotiques
exig�ees pour la k��sommabilit�e sont plus strictes � par contre l	ouverture du secteur

exig�ee �sup�erieure �a �
k�� est plus petite �on est moins strict sur l	ouverture du
secteur�� Cette intuition est con�rm�ee par le th�eor�eme �
taub�erien�� suivant �Ra
�� �

Th�eor�eme� � Soient k et k� deux r
eels� avec k� � k � �� Alors

C��x����k 
C��x����k� � Cfxg�

Pour construire le contre�exemple cherch�e� on est alors conduit �a consid�erer la
somme bf d	une solution formelle bf� k��sommable d	un op�erateur di��erentiel lin�eaire
alg�ebrique D� et d	une solution formelle bf� k��sommable d	un op�erateur di��erentiel
lin�eaire alg�ebrique D�� Cette somme est solution d	un op�erateur di��erentiel lin�eaire

alg�ebrique D�

L	exemple le plus simple consiste �a prendre pour bf� la s�erie d	Euler� et pourbf� la s�erie d	Euler o�u l	on a remplac�e x par x�� Ainsi bf� est ��sommable� bf� est
��sommable� mais bf � bf�  bf�

bf �x� � �X
n��

����n n!xn��  
�X
n��

����n n!x�n��

n	est k�sommable pour aucun r�eel k � �� De plus bf est solution des �equations
di��erentielles lin�eaires alg�ebriques suivantes �RS� �
���� ���� � Dy � �� avec

D �

�
d

dx

�
 �
x
��� x�

d�

dx�
� x���x� � �x� � �� d

dx
 ��x� � x ��

�

et

x
�� � x�y��� x���x� � �x� � ��y�  ��x� � x ��y �

� �
x	  ��x�  �x�  �x�

Si l	on veut un proc�ed�e de sommation apte �a sommer les solutions formelles des
�equations di��erentielles alg�ebriques �m�eme seulement lin�eaires�� on voit qu	il semble
raisonnable de chercher un proc�ed�e permettant de sommer les sommes �nies de
s�eries k�sommables �dans une m�eme direction d �x�ee� pour des k di��erents� On

peut �evidemment penser que si bf � bf�  bf�� on peut d�e�nir la somme de bf comme
somme de celles de bf� et bf�� Mais il apparait imm�ediatement une di�cult�e � il faut
montrer que la somme de bf ainsi obtenue est ind�ependante de la d�ecomposition
�i�e� du choix de bf� et bf��� De plus nous voulons travailler avec une alg�ebre et il
faudra donc �etudier la d�ecomposition en somme d	un produit� En�n si l	on veut
appliquer tout cela aux �equations di��erentielles �lin�eaires ou non�� il faudra �etudier
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la d�ecomposition en somme de s�eries k�sommables �dans une m�eme direction� d	une
solution s�erie formelle d	une telle �equation� Apr�es de nombreuses ann�ees et gr�ace

aux e�orts de plusieurs math�ematiciens toutes ces questions ont re"cu des r�eponses
satisfaisantes� La fa"con la plus simple de d�e�nir la 
multisommabilit�e� est d	utiliser
le

Th�eor�eme� � Soit d une direction issue de l�origine� La sommeX
k����

Cfxg��k�d

de sous�espaces vectoriels complexes de C��x�� est une sous�alg�ebre di�
erentielle de
�C��x��� x�d
dx�� De plus� il existe un homomorphisme injectif d�alg�ebres di�
eren�
tielles unique

Sd �
X

k����

Cfxg��k�d ���� Ad

tel que la restriction de Sd �a chaque espace Cfxg��k�d 
k � �
�� co��ncide avec l�op
e�
rateur de k�sommation dans la direction d �

Sk�d � Cfxg��k�d ���� Ad�

En rempla"cant dans l	�enonc�e du th�eor�eme la variable x par une rami�cation
variable x��m �m � N��� on obtient un homomorphisme injectif d	alg�ebres di��e�
rentielles �toujours not�e Sk�d�

Sk�d �
�

m�N�

X
k����

Cfx��mg��k�d � Ad�

On note
Cfxg��d �

�
m�N�

X
k����

Cfx��mg��k�d 
 C��x���

Cfxg��d est une sous�alg�ebre di��erentielle de Sm�N�

X
k����

Cfx��mg��k�d� contenant

l	alg�ebre Cfxg��k�d� pour tout k � � �car Cfx��mg��k�d 
C��x�� � Cfxg��mk�d� et on
obtient un homomorphisme injectif d	alg�ebres di��erentielles

Sk�d � Cfxg��d � Ad�

dont la restriction �a chaque alg�ebre Cfxg��k�d �k � �� co��ncide avec l	op�erateur de

k�sommation dans la direction d�

On dit qu	une s�erie formelle bf � Cfxg��d estmultisommable dans la direction

d�
Soient k�� ���� kr des r�eels� avec k� � � � � � kr � � et d une direction issue de

l	origine� Si bf � rX
i��

Cfxg��ki�d� on dit que bf est �k�� ���� kr��sommable dans la direction
d� et on note bf � Cfxg��k��������kr�d�
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Il existe deux preuves assez di��erentes du th�eor�eme que nous venons d	�enoncer�
La premi�ere utilise la th�eorie de l	acc�el�eration de Jean Ecalle �E ��� et g�en�eralise

l	approche par formule int�egrale et prolongement analytique �Borel�Laplace� de la
k�sommabilit�e� Elle est d�etaill�ee dans �MR 
�� La seconde� due �a B� Malgrange
et J�P� Ramis �Ma R�� plus 
g�eom�etrique�� utilise essentiellement la notion de cor

rection exponentiellement petite� En gros on proc�ede ainsi �

On d�e�nit la notion de multisommabilit�e de la fa"con suivante �
Soient k�� ���� kr des r�eels� avec k� � � � � � kr � � et une direction d issue de

l	origine� Soit bf � C��x����kr� Soient V�� ���� Vr des secteurs ouverts de m�eme rayon et

de m�eme bissectrice d� embo��t�es � V� � � � � � Vr� On suppose ouvVi � �
ki� Une
�k�� ���� kr��suite associ�ee �a bf est la donn�ee d	une suite �f�� ���� fr� fr���� o�u f� est une
fonction holomorphe sur le secteur V�� fr�� est la quasi�fonction kr�pr�ecise d�e�nie
par bf � et f������fr sont des quasi�fonctions respectivement k������kr���pr�ecises d�e�nies
respectivement sur les secteurs V������Vr�� � la restriction de fi�� �a Vi co��ncidant
avec la quasi�fonction ki�pr�ecise associ�ee �a la quasi�fonction ki���pr�ecise fi� pour
i � �� ���� r �par convention k� �  ���

Le th�eor�eme 
de quasi�analyticit�e relative� que nous �enoncerons plus loin per�

met de voir que� s	il existe une �k�� ���� kr��suite associ�ee �a bf � elle est unique� Dans
ces conditions on dira que bf est multisommable dans la direction d et que f� est
sa somme dans la direction d� Il est alors facile de v�eri�er que bf � f� est un
homomorphisme injectif d	alg�ebres di��erentielles �f� admet bf pour d�eveloppement
asymptotique �a l	origine�� En travaillant un peu plus on obtient les propri�et�es de
d�ecomposition en sommes de s�eries k�sommables d�ecrites plus haut�

Th�eor�eme� � Soient k� � k � �� Soit V un secteur ouvert du plan complexe

ou de la surface de Riemann du Logarithme� de sommet l�origine� d�ouverture �

�
k� Soit f une quasi�fonction sur V � k��pr
ecise et �a d
ecroissance exponentielle

d�ordre k sur V 
i�e� f est repr
esent
ee par une ��cocha��ne ffig� avec fi �a d
ecroissance
exponentielle d�ordre k sur Vi et fi�i�� �a d
ecroissance exponentielle d�ordre k� sur
Vi�i���� Alors f est une quasi�fonction k��pr
ecise nulle sur V 
i�e� les fi sont �a d
e�
croissance exponentielle d�ordre k� sur Vi��

Ce th�eor�eme est d�u �a B�Malgrange �Ma ��� Il g�en�eralise le th�eor�eme deWat�
son �enonc�e en ��
 �l	�enonc�e est similaire� les quasi�fonctions rempla"cant les fonc�

tions��
Le th�eor�eme de quasi�analyticit�e relative de Malgrange est �equivalent �a un

th�eor�eme 
Taub�erien� de Martinet et Ramis �MR ��� Chap� �� Proposition ��
 �

Th�eor�eme� � Soient � � k� � k� � � kk�
�k � k��� et d une direction issue

de l�origine� Si la s
erie formelle bf � C��x����k est k
��sommable dans la direction d�

alors elle est k�sommable dans toute direction du secteur de bissectrice d et d�ouver�
ture �
��
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Une forme tr�es voisine de ce th�eor�eme avait d�eja �et�e obtenue par G�H� Hardy
�avec k�
k � �� �H 
� et son �el�eve Good �Goo��

G�H� Hardy ��H ��� ���� p� ���� �ecrivait �a propos de la nature des 
th�eor�emes
Taub�eriens� �

�There is another limit� of a less obvious kind� to the e�ectiveness of these
methods� and of all that have proved useful� Every method will fail to sum series

which diverge too rapidly � and it will also fail to sum divergent series whose diver�
gence is too slow��� The theorems which embody this principle belong to the class
which��� are called �Tauberian	� They assert that if a series is summable �P �� and

satis�es some further condition KP 
which will vary with the method P � but will in
any case imply a certain slowness of possible divergence�� then it is convergent�	

Ce principe a �et�e en un certain sens g�en�eralis�e plus tard� suivant des id�ees de
Hardy et Littlewood� Citons Good ��G�� p� ����� qui compare deux m�ethodes

de sommabilit�e f et g �

�Quite often then we have

The Hardy�Littlewood principle of summability � if f is more widely applicable

than g� and if g is applicable and f e�ective� then g is e�ective�

Le th�eor�eme Taub�erien �enonc�e plus haut illustre bien ce dernier principe�

L	inconv�enient de l	approche de la multisommabilit�e que nous venons d	esquisser
est qu	elle ne fournit pas de proc�ed�e explicite commode pour calculer la somme� Pour
obtenir un tel proc�ed�e on peut utiliser l	acc�el�eration� que nous ne d�ecrirons pas ici
�on pourra se reporter �a l	article introductif �LR ���� On peut aussi employer une m�e�

thode d	it�eration de transform�ees de Laplace �de niveaux di��erents� due �a Balser
�Ba ��� On proc�ede ainsi �

Soient k� � � � � � kr � �� On d�e�nit des r�eels strictement positifs ��� ���� �r �

�
�i � �
ki � �
ki�� �i � �� ���� r� et �
�� � �
k�� On a alors
�

ki
�
�

��
 � � � �

�i
�

pour i � �� ���� r�

D�esignons par �d le prolongement analytique le long de la direction d�

Th�eor�eme� � Soit d une direction issue de l�origine� Soient k� � � � � � kr � �

et ��� ���� �r comme ci�dessus� Pour bf � C��x�� les conditions suivantes sont 
equiva�
lentes �


i� bf est �k�� ���� kr��sommable dans la direction d �


ii� bB�r ��� bB�� bf est une s
erie convergente et� pour tout i � r� � � � � �� la fonction

�d L�i �d ���L�r �d S bB�r ��� bB�� bf
��C�est Hardy qui souligne�
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est holomorphe et �a croissance exponentielle d�ordre �i�� dans un secteur convenable
bissect
e par d�

Si ces conditions sont r
ealis
ees

L�� �d ��� L�r �d S bB�r � � � bB�� bf
existe et est la somme 
au sens de la multisommabilit
e� de bf dans la direction d�

Cette m�ethode est susceptible d	application num�erique �Th ��� Une autre m�e�
thode de sommation explicite d	une s�erie multisommable ��el�egante� mais peu ex�
ploitable num�eriquement���� est donn�ee par le r�esultat suivant� d�u �a Jurkat �J��� �

Th�eor�eme� � Soit d une direction issue de l�origine� Soit bf � C��x�� �
��X
n��

anx
n une s
erie formelle multisommable dans la direction d� Sa somme f dans

la direction d se prolonge analytiquement le long d�un intervalle ouvert maximal �d
port
e par d en une fonction toujours not
ee f � Alors� si x� est un point de �d �

lim
t� ��t��

�
a�  a�x a�x

�  
��X
n��

anx
ne�tn logn log�logn�

�
existe et est 
egale �a f�x���

En d	autre termes la multisommabilit�e implique la sommabilit�e par la m�ethode
ab�elienne de Hardy�Jurkat�

On remarque que la mise en 'uvre des proc�ed�es 
explicites� de sommation bas�es
sur la multisommabilit�e �sommation par acc�el�eration ou it�eration de transform�ees
de Laplace� n�ecessite la connaissance des �niveaux critiques� k�� ���� kr� Par con�

tre la sommation par la m�ethode ab�elienne de Hardy�Jurkat ne n�ecessite pas cette
connaissance � cette derni�ere m�ethode est 
plus puissante� �elle somme plus de s�e�
ries divergentes�� �On a rencontr�e une situation analogue en sommant une s�erie
convergente dans son �etoile de Mittag�Le$er � tandis que la m�ethode ab�elienne de

Lindel�of permet de sommer dans toute l	�etoile� la m�ethode � bBk�Lk� de Borel�
Laplace exige de choisir le param�etre k en fonction du point de l	�etoile o�u l	on veut
sommer�� On paye cette puissance par l	ine�cacit�e num�erique�

Ceci est une illustration d	un ph�enom�ene g�en�eral d�ecouvert par Hardy et Lit�
tlewood � plus une m�ethode de sommation est puissante� moins elle est 
�ne��

Citons �a nouveau Hardy �H 
� � p� ��
 �

Littlewood and I have often emphasized a general principle which it is di�cult to
formulate precisely� but which may be indicated roughly as follows � the delicacy of

a method of summation tends to be inversely proportional to its power�

��Le r�esultat prouv�e par Jurkat est en fait un peu moins pr�ecis� Il faut reprendre sa d�e

monstration et utiliser �Ma R��
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�� S�eries divergentes et syst	emes dynamiques

���� Solutions formelles des �equations di��erentielles

Je ne parlerai pas particuli�erement ici du cas lin�eaire� �On se reportera �a l	expos�e
�LR� de M� Loday�Richaud �a ces journ�ees� et �a �Th �� et �Th �� pour les aspects
num�eriques��

Je vais maintenant revenir sur la th�eor�eme de Maillet �enonc�e en ���� Le but de

Maillet �etait en fait de sommer les solutions s�eries formelles d	�equations di��e�
rentielles alg�ebriques� Il pensait que l	on pouvait y parvenir en utilisant la 
k�
sommabilit�e� et la propri�et�e 
Gevrey� qu	il a �etablie �etait une condition n�ecessaire
pour cela� Nous avons vu qu	en fait ce programme n	�etait pas raisonnable tel quel et

qu	il �etait n�ecessaire de recourir �a la multisommabilit�e� Nous allons voir maintenant
que c	est su�sant � toute s�erie formelle solution d	une �equation di��erentielle analy�
tique �lin�eaire ou non� est multisommable dans toutes les directions sauf peut��etre
un nombre �ni�

On commence par am�eliorer les estimations Gevrey dans le th�eor�eme de Maillet�

Le cas le plus simple est le cas lin�eaire par lequel nous allons commencer�

Nous dirons qu	une s�erie formelle bf est Gevrey d	ordre exactement �
k si elle
est d	ordre �
k et s	il n	existe pas de r�eel k� � k tel qu	elle soit d	ordre �
k��

A tout germe �a l	origine d	�equation di��erentielle lin�eaire analytique

Dy � an y�n�  � � � a� y � �

on associe un polygone de Newton N�D� �Ra ��� On a le r�esultat suivant �

Th�eor�eme� � Soit Dy � � un germe d�
equation di�
erentielle analytique �a

l�origine du plan complexe� Alors si bf � C��x�� est une solution formelle de cette

equation� bf est convergente ou Gevrey d�ordre exactement �
k� k 
etant l�une des
pentes strictement positives du polygone de Newton N�D� de D�

Ce r�esultat est d�u �a O� Perron dans le cas d	une �equation di��erentielle lin�eaire
alg�ebrique et �a moi�m�eme dans le cas analytique �Pe�� �Ra �� ��� �Dans le cas lin�eaire
analytique les estimations de Maillet avaient �et�e am�elior�ees par Gingold �Gi���

Passons au cas non lin�eaire� Consid�erons l	�equation di��erentielle analytique

G�x� y� ���� y�n�� � �����

Supposons que cette �equation admette une solution formelle bf � C��x��� Au couple
�G� bf � on associe un polygone de Newton N�G� bf� �
polygone de Newton de G le
long de bf ��� On peut obtenir des estimations pr�ecise dans le th�eor�eme de Maillet �
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Th�eor�eme� � Soient G�x� Y� ���� Yn� une fonction analytique de n � variables
et bf � C��x�� une solution s
erie formelle de l�
equation di�
erentielle �

G�x� y� ���� y�n�� � �����

Alors bf est convergente ou Gevrey d�ordre exactement �
k� k 
etant l�une des pentes
strictement positives du polygone de Newton N�G� bf��
B� Malgrange a d	abord montr�e qu	une solution formelle est toujours Gevrey

d	ordre �
k�� k� �etant la plus petite pente de N�G� bf � �Ma 
�� Le r�esultat ci�dessus
est d�u �a Y� Sibuya� qui l	a prouv�e par voie cohomologique �i�e� en estimant� par
lin�earisation� la ��cocha��ne des erreurs exponentielles associ�ee �a la quasi�fonction
d�e�nie par bf� �Si ���
Les r�esultats ci�dessus s	am�eliorent en des r�esultats de multisommabilit�e�

Soient k� � � � � � kr � � des nombres r�eels� Nous dirons que bf � C��x�� est
�k�� ���� kr��sommable si elle l	est dans toutes les directions sauf peut��etre un nombre
�ni�

Th�eor�eme� � Soient G�x� Y� ���� Yn� une fonction analytique de n � variables

et bf � C��x�� une solution s
erie formelle de l�
equation di�
erentielle �

G�x� y� ���� y�n�� � �����

On d
esigne par k� � � � � � kr � � les pentes strictement positives du polygone de
Newton N�G� bf �� Alors bf est �k�� ���� kr��sommable�

Dans le cas lin�eaire une premi�ere d�emonstration de ce r�esultat est due �a l	auteur

de ces notes �Ra ��� �MR 
� � on trouve d	autres d�emonstrations dans �BBRS� et
�Ma R�� Dans le cas non�lin�eaire le r�esultat vient d	�etre prouv�e par Braaksma en
utilisant une approche de J� Ecalle� une preuve due �a Ramis et Sibuya� dans le
style de �RS ��� est en cours de r�edaction�

���� Formes normales d��equations di��erentielles et de di��eomorphis


mes

Consid�erons d	abord le cas des di��eomorphismes holomorphes locaux �a l	origine
du plan complexe� Un tel di��eomorphisme

f � �C� ��� �C� ��

est d�e�ni par une s�erie convergente

f�x� � 
x  
��X
n��

anx
n � xCfxg�

avec 
 � C��
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Pour j
j �� �� Poincar�e a d�emontr�e qu	un tel di��eomorphisme est analy

tiquement conjugu�e �a son application lin�eaire tangente f� � x � 
x �a l	origine�

En d	autres termes il existe un changement de coordonn�ees analytique x � ��t�
������ �� �� tel que f � � �f� ���� ou f �� � � �f�� Si 
 �� �� on dit que 
 est dans
le domaine de Poincar�e� Sinon il est dans le domaine de Siegel� Si 
 est une racine de
l	unit�e� on dit que l	on a un di��eomorphisme r�esonnant� Si 
 � � et si 
 n	est pas une

racine de l	unit�e� on montre que f est formellement lin�earisable �il existe un change�
ment de variables formel b� conjuguant f �a f��� mais n	est pas toujours analytique�
ment lin�earisable � b� ne converge pas n�ecessairement�� Nous ne parlerons pas plus ici
de ce cas di�cile dont l	�etude met en jeu des probl�emes d	approximation de r�eels par

des rationnels� Le cas qui rel�eve de notre �etude est le cas r�esonnant� Dans ce dernier
cas f n	est plus en g�en�eral formellement lin�earisable et le premier probl�eme qui se
pose est le probl�eme de classi�cation formelle des di��eomorphismes analytiques
r�esonnants� Pour simpli�er l	expos�e nous nous limiterons �a partir de maintenant aux

di��eomorphismes f tangents �a l	identit�e �

f�x� � x 
��X
n��

anx
n � xCfxg�

Chaque classe d	�equivalence formelle �i�e� modulo changement de variables formel�
est repr�esent�ee par une 
forme normale� �convergente� dont le choix est arbitraire
�on cherche la forme 
la plus simple possible��� Il est commode de choisir pour
formes normales l	ensemble param�etr�e par ��� k� 
� � C 
N� 
C des f�� k� � �

exp�X�� k� ��� o�u X�� k� � est le champ de vecteurs

X�� k� � � �
xk

�  
xk
�

On se ram�ene ais�ement au cas o�u � � �i� et on noteX�i	� k� � � Xk� �� Toujours pour

simpli�er l	exposition nous nous limiterons au cas o�u la forme normale est f����x� �
x

���i	x �X��� � �i� x�d
dx�� Par le changement de coordonn�ees homographique x �
�
z sur la sph�ere de Riemann� la forme normale f��� est conjugu�ee �a la translation
T �z� � z � �i�� On remarque que la fonction e��x est constante sur les orbites de

f���� Elle permet d	identi�er l	espace des orbites de f��� �
orbitfoil�� �a la sph�ere de
Riemann priv�ee de � et �� c	est �a dire �a C� �topologiquement c	est un cylindre
S� 
R�� On notera dor�enavant f��� � f�� On a

f��x� � x� �i� x� � ��� x�  � � �

Tout di��eomorphisme local holomorphe de la forme

f�x� � x� �i� x� � ��� x�  O�x	�

est formellement conjugu�e �a f� �mais pas analytiquement en g�en�eral�� Plus pr�e�
cis�ement il existe alors un di��eomorphisme formel tangent �a l	identit�e unique b� tel
que f � b� � b� � f�� Ce di��eomorphisme est 
en g�en�eral� divergent mais le point
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important est qu	il est ��sommable dans toutes les directions sauf les demi�axes
r�eels R� et R�� Les sommes �d de b�� dans di��erentes directions d� se recollent

quand d varie sans rencontrer un demi�axe r�eel� On obtient donc �nalement deux
sommes �� et �� de b� �par en�dessus et par en�dessous� d�e�nies respectivement
dans des 
secteurs� d	ouverture 
�� L	intersection de ces 
secteurs� est form�ee de
deux 
secteurs� d	ouverture � respectivement contenus dans R�e x � � et R�e x � ��

Sur chacun de ces deux secteurs il y a deux d�eterminations pour la somme� donc
un ph�enom	ene de Stokes�

Nous nous proposons maintenant de classi�er les di��eomorphismes locaux holo�
morphes formellement conjugu�es �a f�� modulo �equivalence analytique �deux tels
di��eomorphismes sont �equivalent s	ils sont analytiquement conjugu�es�� Le ph�enom�e�

ne surprenant est que l	espace quotient est 
�enorme� � il est de dimension in�nie�
Essentiellement il est param�etr�e par les couples ���� ��� o�u �� et �� sont des
di��eomorphismes locaux de la sph�ere de Riemann tangents �a l	identit�e� respective�
ment en � et �� et par ailleurs compl	etement arbitraires�

En fait un di��eomorphisme holomorphe local f formellement conjugu�e �a f� est
essentiellement classi��e par son espace des orbites� Ce dernier se d�ecrit ais�ement en
utilisant le ph�enom�ene de Stokes �

Cet espace est une 
courbe complexe non s�epar�ee� obtenue ainsi �

Chaque somme �� et �� de b� conjuguant f et f� permet d	identi�er un sous�
ensemble de l	espace des orbites de f �a l	espace des orbites de f�� c	est �a dire au

cylindre�C� � P ��C��f�� �g� Si l	on compare ces deux identi�cations en utilisant
les deux ph�enom�enes de Stokes �dans les directions R� et R��� on obtient deux

copies de la sph�ere de Riemann P ��C� recoll�ees en � et� par des di��eomorphismes
analytiques tangents �a l	identit�e �� et ��� On d�emontre �th�eor�eme 
de synth�ese��
qu	ils peuvent �etre choisis arbitrairement�

Les r�esultats qui pr�ec�edent sont dus �a T� Kimura� J� Ecalle �E ��� B� Mal�
grange �Ma ��� Voronin�

Apr�es avoir classi��e les di��eomorphismes r�esonnants� on peut se poser le probl�eme
analogue pour les germes� �a l	origine ��� �� de C�� d	�equations di��erentielles analy�
tiques de la forme � � Pdy  Qdx � � �P et Q � Cfx� yg� Le ��jet �a l	origine de �
est de la forme J� � � 
dy  �dx� Si 
� � � C� et si �



� C�R� on est dans le do�

maine de Poincar�e et � est analytiquement conjugu�ee �a J��� Sinon la discussion est
plus compliqu�ee� Comme dans le cas des di��eomorphismes nous nous int�eresserons
seulement aux cas r�esonnants� Ce sont les cas o�u 
 ou � est nul� l	autre ne l	�etant

pas �cas d�eg�en�er�e� et les cas o�u 
� � �� � et �


� Q� �cas non d�eg�en�er�e�� G�eom�e�

triquement �et par r�ef�erence au cas r�eel�� dans le cas d�eg�en�er�e on a un n�ud
col
et dans l	autre un col r�esonnant�

Un n'ud�col s	�ecrit

xk��dy  
ydx � � � � ��
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avec k � N� et 
 � C� et un col r�esonnant s	�ecrit

pdy  qdx � � � � �

avec p� q � N��

Comme dans le cas des di��eomorphismes r�esonnants� les formes normales formel�

les sont param�etr�ees par un nombre �ni de param�etres et les changements de coor�
donn�ees ramenant une �equation r�esonnante �a sa forme normale font intervenir des
s�eries Gevrey� On prouve que ces s�eries sont k�sommables� Les �equations di��eren�

tielles r�esonnantes sont� �a forme normale formelle �x�ee� essentiellement classi��ees
analytiquement par leur 
espace de feuilles�� Cet espace est d�ecrit en utilisant le
ph�enom�ene de Stokes�

En fait la classi�cation des �equations est li�ee �a celle des di��eomorphismes via
l	holonomie� Un n'ud�col admet toujours une feuille analytique lisse pour solution
�a l	origine �vari�et�e forte�� Un col r�esonnant admet toujours deux telles solutions

�transverses�� Bien s�ur il faut enlever l	origine � ces solutions sont donc au voisinage
de l	origine des disques �epoint�es� On dessine une transversale complexe �a l	un de
ces disques �epoint�es� puis un lacet simple� d	origine celle de la transversale� dans

le disque �epoint�e� En relevant le lacet on obtient une permutation des feuilles qui
se voit comme un di��eomorphisme sur la transversale � c	est le di��eomorphisme
d	holonomie� Dans le cas d	un col r�esonnant la classi�cation des �equations s	identi�e
�a celle de leurs holonomies� Dans le cas d	un n'ud�col on n	obtient pas toutes les

holonomies� Prenons par exemple la forme normale formelle de n'ud�col

�� � x�dy  ydx � ��

Son holonomie est f��x� �
x

���i	x �

Les n'uds�cols analytiques formellement conjugu�es �a �� � � sont essentielle�
ment classi��es par les paires de di��eomorphismes locaux �analytiques et tangents �a

l	identit�e� ���� ���� en � et�� de la sph�ere de Riemann� o�u ��� est arbitraire� mais
o�u �� est une translation�

Ces r�esultats sont dus �a J� Martinet et J� P� Ramis �MR �� �� � �� �Ma ��� Ils
jouent un r�ole fondamental dans la r�eponse �a certaines des conjectures de R� Thom
sur les feuilletages holomorphes �Mou�� et dans la r�esolution r�ecente du 
probl�eme

de Dulac� ��nitude du nombre de cycles limites pour une �equation di��erentielle
alg�ebrique Pdy  Qdx � � dans le plan r�eel���	

��Le probl�eme de Dulac est un sous
probl�eme de la deuxi�eme partie du ��
�eme probl�eme de
Hilbert�



�� Jean�Pierre Ramis

���� Perturbations singuli	eres� retard 	a la bifurcation et canards

La th�eorie des d�eveloppements asymptotiques Gevrey est� nous l	avons vu� tr�es
e�cace pour �etudier les singularit�es essentielles des �equations di��erentielles� Il s	agit
l�a de singularit�es de la variable� Cette th�eorie est �egalement utilisable pour l	�e�
tude de certains probl�emes faisant intervenir une singularit�es sur le param	etre �

les probl�emes de perturbations singuli	eres�

Voici dans cette direction un r�esultat essentiel� d�u �a Y� Sibuya �

Th�eor�eme� � Soit n � N� un entier �x
e� On consid�ere une 
equation di�
e�
rentielle de la forme

��� ��
dy

dx
� F �x� �� y� � f�x� ��  A�x� ��y  

X
jpj��

fp�x� ��y
p�

o�u 	 � N�� �� x � C� y � Cn� f� F et les fp prennent leurs valeurs dans Cn� A

prend ses valeurs dans End �n�C�� On suppose que F est analytique en �x� �� y� au
voisinage de ��� �� ��� que f��� �� � � et que la matrice A��� �� est inversible� Alors


i� l�
equation ��� admet une solution formelle unique de la forme

y � bf�x� � X
n��

an�x� �
n�

o�u les an sont des fonctions holomorphes dans un m�eme disque D du plan des x �


ii� quitte �a r
eduire le disque D� les an v
eri�ent des estimations Gevrey d�ordre
�
	 �

jjanjj � C n!��� An�

pour C�A � � convenables 
jjanjj � sup
x�D

jjan�x�jj��

Y� Sibuya a donn�e une preuve cohomologique de ce r�esultat dans �Si ��� �Il

prouve en fait un r�esultat plus pr�ecis en construisant une ��cocha��ne fi de solutions
de ���� les fi �etant holomorphes en �x� ��� sur le produit de D et d	un secteur en �� et
asymptotiques Gevrey d	ordre �
	 en �� uniform�ement en x sur D� �a bf �� Dans le cas
o�u n � � M� Canalis�Durand a donn�e une preuve du th�eor�eme par estimations
directes �CD ��� Par ailleurs Sch�affke a obtenu r�ecemment une nouvelle preuve en
se ramenant �a une forme pr�ecis�ee du th�eor�eme de Maillet �Sc��

Suivant une id�ee de J� Martinet �Mar���� nous allons appliquer le r�esultat ci�

dessus au probl�eme du retard 	a la bifurcation� Il sera commode de se placer dans
le cadre de l	Analyse Non Standard�
�

��On lira facilement ce qui suit au niveau heuristique� En fait ce discours est parfaitement
rigoureux� Il est �ecrit avec le point de vue de Nelson sur l�A�N�S� �DR�� et la quantit�e d�A�N�S�
n�ecessaire est���in�nit�esimale �
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Une id�ee de base �due �a J�Martinet �Mar���� est de mod�eliser l	environnement
classique de l	analyse num�erique � une machine �a calculer �pouvant �etre un math�e�

maticien muni de papier et d	un crayon� fournit une pr
ecision limit
ee dans le calcul
num
erique d�une fonction� et dispose d�une capacit
e limit
ee �a ma��triser les grands
nombres � un nombre trop petit est d
eclar
e nul� et un nombre trop grand est consid
er
e
comme in�ni �over(ow�� On mod�elise cette situation par la donn�ee une fois pour

toutes d	un nombre r�eel �� � � in�niment petit � on ne 
verra pas� pas un nombre
complexe � de l	orde de �� �i�e� tel que �
�� soit limit�e �non in�niment grand� � par
ailleurs un nombre � ne sera 
a�ch�e� que s	il est en module in�niment petit devant
�
�� �i�e� si ��� est in�niment petit��

On peut alors recopier notre description ant�erieure des quasi�fonctions en rem�
pla"cant les corrections exponentiellement petites par des corrections de l	ordre de ���
On obtient un 
dictionnaire� entre les deux points de vue dans une r�egion �dans le

plan �non standard� de la variable complexe �� o�u la fonction e�a��
k
�avec a standard�

ou limit�e� est de l	ordre de ���

L	origine du ph�enom�ene de retard �a la bifurcation est le ph�enom�ene de compres�
sion�explosion exponentielle des trajectoires� La situation la plus simple o�u l	on

observe ce ph�enom�ene est la suivante �

Soit �
)x � � x

)� � �
���

o�u � � � est un r�eel in�niment petit �x�e et �� x des variables r�eelles�

A � non nul �x�e� on consid�ere l	�equation di��erentielle

)x � �x��
�

Le point x � � est un point stationnaire stable pour � � � et instable pour � � ��
Quand � varie la stabilit�e change donc pour � � �� Consid�erons maintenant la

solution de ��� d�e�nie par les conditions initiales x � x� et � � �� � �� Une
int�egration triviale montre que cette solution est

x � x� e
������

�� �

Elle est in�niment petite �exponentiellement en �� pour � ���������� Elle 
descend

presque verticalement� de ���� x�� �a ���� ��� longe 
exponentiellement pr�es� l	axe
r�eel jusqu	�a ����� ��� puis remonte 
presque verticalement�� On a une 
entr�ee� en
���� �� et une 
sortie� en ����� �� ��a peu pr�es�����
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On consid�ere maintenant un syst�eme �en dimension p  �� �

dx

dt
� )x � F �x� 
�

d


dt
� )
 � �

���

o�u � � � est un nombre complexe in�niment petit �x�e �ou un 
petit param�etre�� au

choix�� x une variable dans Cp� 
 une variable complexe� F une fonction holomorphe
�a valeurs dans Cp�
De ��� on d�eduit l	�equation di��erentielle �

�
dx

d

� F �x� 
���
�

Faisant � � � on obtient la 
courbe lente� F �x� 
� � �� On suppose que cette courbe
C� est le graphe d	une fonction analytique x � c��
��

On fait maintenant les hypoth�eses suivantes �
�i� La matrice �F

�x
��� �� est inversible �

�ii� La courbe lente C� est transverse au champ

F �x� 
�
�

�x
 �

�

�

�����

Si la courbe lente est invariante par le champ� on est dans une situation tr�es
voisine de celle d�ecrite avant� Il y a compression�explosion exponentielle� Le cas

o�u la condition �ii� est v�eri��ee est plus d�elicat� On va montrer qu	il y a toujours
compression�explosion exponentielle �dans un voisinage appr�eciable convenable de
l	origine� en se 
ramenant au cas pr�ec�edent� en utilisant une quasi�courbe exponen�
tiellement pr�ecise �quasi� invariante par le champ �����

Cette quasi�courbe est le 
graphe� d	une quasi�fonction �quasi� solution de �
��
que l	on obtient de la fa"con suivante �
D	apr�es le th�eor�eme de Sibuya �enonc�e plus haut� l	�equation �
� admet une solu�

tion formelle �formelle en �� analytique en 
� �

bg�
� �� � c��
�  
X
n�

cn�
� �
n�

De plus les cn sont tous holomorphes born�es sur un m�eme disque D de rayon r � �
�standard� du plan des 
� et satisfont des in�egalit�es Gevrey d	ordre � �

jjcnjjC n! An�

pour C�A � � convenables �jjcnjj � sup
x�D

jjcn�x�jj��
La quasi�somme de cette s�erie �obtenue par exemple par une transformation de

Laplace incompl�ete� est ��pr�ecise et est quasi�solution �i�e� solution �a des corrections
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exponentielles d	ordre un pr�es� du type e�a�� �a positif limit�e��� �En fait on peut

trouver un repr�esentant fgig de la quasi solution o�u les gi sont des solutions exactes
de �
���
On conclut ais�ement �par exemple par un argument de 
loupe exponentielle�

�BCDD���

Les premiers r�esultats math�ematiques sur le probl�eme du retard �a la bifurcation
sont dus �a Neishstadt� Sa m�ethode est une variante de la 
quasi�sommation au

plus petit terme� d�ecrite plus haut � on fait un �grand� nombreN de changements de
variables �N �partie enti�ere de �
��� Il existe aussi une approche tr�es g�eom�etrique
de probl�eme due �a J� L� Callot �������

Au lieu de faire d�eriver lentement un champ de vecteurs comme dans le probl�eme
que nous venons d	�etudier� on peut faire d�eriver lentement une application d	it�e�
ration �

Soit toujours � � � un r�eel in�niment petit� On consid�ere

F� � R ���� R���

�x� 
� ��� �f�x� 
�� 
  ���

On suppose l	existence d	une courbe de points �xes analytique c��
��

Par exemple on peut faire d�eriver lentement l	application de Feigenbaum �

f�x� 
� � 
x��� x�

�qui fournit un exemple de chaos�� On observe un retard �a la bifurcation pour les


doublements de p�eriodes��
L	analyse de cette situation a �et�e faite par A� Fruchard �F �� et C� Baesens

�Bae�� La m�ethode de �F �� suit les m�emes lignes que celle de Neishstadt � celle de
�Bae� est une variante de l	argument de J� Martinet pour les champs �

Une courbe invariante pour ��� est le graphe d	une fonction 
 �� U�
� ��� avec
F �U�
� ��� 
� � U�
  �� ��� Il existe �si �xF �
� c��
�� �� �� une unique courbe
invariante formelle � bU�
� �� � c��
�  

X
n�

cn�
� �
n�

o�u les cn sont holomorphes born�es sur un m�eme disque� Cette s�erie est en g�en�e�
ral divergente mais Gevrey � �Bae�� On conclut comme pour les champs �on a une
quasi�courbe quasi�invariante��

Nous allons voir maintenant que si l	on supprime la condition d	inversibilit�e �i�
dans l	analyse de J�Martinet� il peut se passer des ph�enom�enes tr�es int�eressants �
l	apparition de 
canards�� Nous allons pour cela discuter l	�equation de Van der Pol

�sur laquelle le ph�enom�ene canard a �et�e d�ecouvert �BCDD�� du point de vue Gevrey�
Nous suivons ici �apr�es un rappel du point de vue original sur les canards� un travail
r�ecent de M� Canalis�Durand �CD �� ���
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On consid�ere une forme singuli�erement perturb�ee de l	�equation de Van der Pol
������ avec � � � r�eel� in�niment petit �

��x �x� � �� )x x � �����

On passe au 
plan de Li�enard�� en posant u � � )x x�

 � x� On obtient�
� )x � u� x�

  x

)u � �x
���

Le champ de vecteurs �u�x
����x
�

��x� est 
lent�rapide� � sa composante horizontale

est in�niment grande sauf sur la courbe lente �la cubique u � x�

� �x� o�u elle s	annulle�
La partie de la cubique entre les points B���� �

� et A�����

� est r�epulsive� le
reste est attractif�
On montre que le syst�eme ��� a un cycle limite� Ce cycle est 
lent�rapide�� Il

est in�niment proche du cycle standard form�e par deux arcs de la courbe lente
�terminant en A et B� et deux segments horizontaux �partant de A et B�� que l	on

appelle son 
ombre�� Par ailleurs le syst�eme a un point stationnaire ��� ��� Ce point
est instable�

Consid�erons maintenant l	�equation de Van der Pol avec second membre �

��x �x� � �� )x x � a���

o�u a est un param�etre r�eel�

Faisons varier le param�etre a entre � et � et observons la situation dans le plan de
Li�enard� Le point stationnaire S�a� se d�eplace sur la cubique lente � on a S��� � ��� ��
et S��� � A� Pour � � a � � ce point est instable� pour a � � il est stable� mais
le cycle limite a disparu � a � � est une bifurcation de Hopf� Le probl�eme est de

comprendre comment peut se passer cette bifurcation compte tenu du caract�ere lent�
rapide du champ� En observant la variation de l	ombre du cycle limite au moment
de sa disparition� on constate que pour certaines valeurs particuli�eres cette ombre

est oblig�ee de longer un moment la partie r�epulsive de la courbe lente �entre A et
B�� Par d�e�nition ces valeurs du param�etre a correspondantes sont des 
valeurs �a
canard� et les cycles correspondants sont des 
canards� �avec ou sans t�ete selon que
B est ou non dans leur ombre��

Pour avoir une valeur �a canard il est �evidemment n�ecessaire que a soit � � et
in�niment proche de �� mais on aimerait en savoir plus� On montre alors que toutes
les valeurs �a canard a� ont un m�eme 
d�eveloppement en ��ombre�

�  
X
n�

cn �n�

Cela conduit �a penser que 
les canards ont la vie br�eve�� En fait cette vie est
exponentiellement courte � si a� et a� sont des valeurs �a canard� on a ja��a�j � e�b��

�pour b limit�e convenable��
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Exp�erimentalement on constate que �

Pour � � �
�� on observe les canards �a peu pr�es entre �� ��
���� et �� ��
�����

Pour � � �
��� on observe les canards �a peu pr�es entre �� ���������� et �� ������
���
� c	est �a dire sur une plage de �������� Il est donc tr�es di�cile d	attraper les
canards� m�eme si l	on connait leur d�eveloppement en ��ombre�

Tout cela m	a conduit� vers ����� �a conjecturer que le d�eveloppement en ��
ombre des valeurs �a canard pour l	�equation de Van der Pol est Gevrey �� Outre les
questions th�eoriques une r�eponse positive �a cette conjecture avait pour moi l	int�er�et
de fournir une m�ethode num�erique pour chasser le canard � si la s�erie est Gevrey�

en la 
sommant� par une transformation de Laplace incompl�ete �ou une quasi�
sommation au plus petit terme�� on obtient une valeur d�e�nie �a une correction
exponentiellement petite en � pr�es� L	erreur est donc du m�eme ordre de grandeur

que la dur�ee d	existence de la valeur �a canard cherch�ee� Cette conjecture �avec son
application num�erique� a d	abord �et�e v�eri��ee exp�erimentalement� puis elle a �et�e
prouv�ee r�ecemment par M� Canalis�Durand �CD �� �� �en utilisant entre autres
l	am�elioration du calcul par r�ecurrence des coe�cients cn due �a �ZS���

M� Canalis�Durandmontre aussi que le d�eveloppement en ��ombre de la tra�
jectoitre canard elle�m�eme est aussi Gevrey � et reprouve ainsi l	existence des ca�

nards �par transformation de Laplace incompl�ete�� Sa th�eorie s	applique �a une famille
de syst�emes plus g�en�eraux que l	�equation de Van der Pol �contenant des syst�emes

classiques� � Brusselator�����

��
� Les �equations aux q
di��erences

On appelle �equation lin�eaire alg�ebrique aux di��erences ��nies� dans le champ
complexe une �equation fonctionnelle de la forme

an�x�f�x n�  � � � a��x�f�x ��  a��x�f�x� � ��

o�u les ai sont des polynomes ��a coe�cients complexes� et f une fonction inconnue�

Par exemple

f�x �� � xf�x� � �

est une �equation aux di��erences admettant la fonction f�x� � #�x� pour solution�

Ainsi on passe d	une �equation di��erentielle �a une �equation aux di��erences en
rempla"cant l	automorphisme in�nit�esimal d
dx par l	automorphisme de translation
x� x �� Celle�ci est une homographie de la sph�ere de Riemann admettant� pour
seul point �xe� On peut utiliser une homographie plus 
g�en�erique� admettant deux

points �xes distincts� par exemple x� qx� avec q complexe non nul� qui admet pour
points �xes � et�� On obtient alors la notion d	�equation aux q�di��erences �lin�eaire
alg�ebrique� �

an�x�f�q
nx�  � � � a��x�f�qx�  a��x�f�x� � ��
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On montre que les solutions s�eries formelles des �equations aux di��erences ana�
lytiques� m�eme non�lin�eaires� sont Gevrey � on a l	analogue du th�eor�eme de Maillet

�GL�� Par contre la situation est tr�es di��erente pour les �equations aux q�di��erences�
Dans ce cas on n	a plus en g�en�eral d	estimations Gevrey� mais seulement des estima�
tions 
q�Gevrey� �selon la terminologie r�ecemment introduite par J� P� Bezivin��
Nous nous limiterons dans ce qui suit au cas o�u jqj �� �� Quitte �a remplacer q par
q��� on peut supposer jqj � ��

Soit bf �x� � ��X
n��

anx
n une s�erie formelle� On dit que bf est q�Gevrey de type s� si

janj � C jqjsn�n���
� An�

pour C� A� s � � convenables� On dit que le type s est optimal s	il n	existe pas
d	estimation du m�eme genre avec s� � s�

A tout op�erateur lin�eaire alg�ebrique aux q�di��erences T on associe un 
polygone
de Newton� N�T �� par analogie avec le cas des op�erateurs di��erentiels� On a le
r�esultat suivant d�u �a J� P� Bezivin �

Th�eor�eme� � Soit

T �f� � an�x�f�q
nx�  � � � a��x�f�qx�  a��x�f�x� � ����

une 
equation lin
eaire alg
ebrique aux q�di�
erences� avec jqj � �� Alors il existe un
nombre �ni de nombre r
eels positifs s� � � � � � sr donn
es par les pentes du polygone

de Newton N�T �� tels que toute solution s
erie formelle bf de ��� ait la propri
et
e
suivante �bf est convergente ou est q�Gevrey de type optimal l�un des si�

Il existe des �equations lin�eaires alg�ebriques aux q�di��erences du second ordre dont
les solutions s�eries formelles divergent �Adams�� Il y a donc des solutions divergentes
d	�equations aux q�di��erences qui n�admettent pas d�estimations Gevrey� En

voici un exemple simple �

On d�e�nit un op�erateur 	q par 	q f�x� � f�qx��

On note b*�x� q� � ��X
n��

����n qn�n����� xn���

On a

x	q �q
n�n����� xn��� � q�n����n����� xn���

d	o�u

�x	q  �� b*�x� q� � 	q b*�x� q�  b*�x� q� � x����
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L	op�erateur x	q est l	analogue de l	op�erateur di��erentiel x�d
dx� l	�equation ��� est
la q�analogue de l	�equation d	Euler

�x�
d

dx
 ��y � x�y�  y � x�

et la s�erie b*�x� q� est la q�analogue de la s�erie d	Euler

��X
n��

����n n! xn���

Pour q � �� la s�erie b*�x� q� est li�ee �a la fonction �� de Jacobi�

De
�	q � q��x	q  �� � qx	�

q � x	q  q � �
on d�eduit que la s�erie b*�x� q� est solution de l	�equation aux q�di��erences du second
ordre

�qx	�
q � x	q  q � ��f�x� � qxf�q�x�� xf�qx�  �q � ��f�x� � ��

Du point de vue de la sommabilit�e le cas des �equations aux di��erences est d�eli�
cat � les solutions formelles ne sont pas en g�en�eral multisommables �E 
�� Pour les
�equations aux q�di��erences il faut reprendre la th�eorie en rempla"cant 
d�eveloppe�

ments asymptotiques Gevrey� par 
d�eveloppements asymptotiques q�Gevrey� �la
d�ecroissance exponentielle est alors remplac�ee par des estimations du type

jf�x�j � e�
�
log x
log q �

�

��

Il y a aussi des 
q�analogues� des transformations de Borel et Laplace� et de la
k�sommabilit�e � les nombres n! sont les moments de la fonction e�u �

#�n  �� � n! �
Z ��

�
un e�u du�

On calcule les moments de la fonction q�v�v����� �pour q r�eel� q � �� �

�n �
Z ��

�
un q�v�v����� du�

avec v �
log u

log q
�u � qv��

On trouve �
�n �

q
�� log q q���
qn�n�����

Rempla"cant u par �
x� on obtient �

#�n  �� xn�� � n! xn�� �
Z ��

�
�n e�
�x d�

#�n  �� xn�� � n! xn�� � L��n��x��
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o�u L est la transformation de Laplace� et
q
�� log q q���
qn�n�����xn�� �

Z ��

�
�n q�w�w����� d��

avec w �
log � � log x

log q
�
log �
x

log q
�

�nx
n�� �

q
�� log q q���
qn�n����� xn���

On obtient

qn�n����� �
q��
p
�� log q

Z ��

�
�n q�v�v����� d��

Il est donc naturel de d�e�nir une transformation q�Laplace par �

qL ��x� �
q��
p
�� log q

Z ��

�
���� q�w�w����� d��

avec w �
log � � log x

log q
� On a

qn�n�����xn�� � qL��n��x��

Tous ces probl�emes sont en cours d	�etude� �Je conjecture aussi la q�variante du
th�eor�eme de Maillet dans le cas non�lin�eaire��

���� La multiplicit�e des proc�ed�es �naturels� de sommation� les �bran


ches� des fonctions et la derni	ere lettre d�Evariste Galois

Dans ce qui pr�ec�ede on a vu se d�egager la possibilit�e d	attribuer une somme 
na�
turelle� �a une s�erie divergente et d	am�eliorer radicalement la th�eorie asymptotique

de Poincar�e en la rempla"cant par une th�eorie exacte� On a ainsi rempli le programme
esquiss�e par E� Borel �Bo �� �

Non seulement les s
eries divergentes peuvent rendre de grands services au point

de vue formel 
ce dont personne n�a jamais dout
e� et au point de vue du calcul
approximatif 
s
eries asymptotiques�� mais encore elles peuvent dans certains cas
�etre calcul
ees exactement� Une s
erie divergente num
erique peut avoir une valeur
d
etermin
ee�

Mais si l	on y regarde de plus pr�es la situation parait moins idyllique� En e�et
dans certains cas on a vu appara��tre non pas une mais plusieurs sommes na�
turelles di��erentes� D� Dumont cite dans l	introduction de son livre �Du� le texte
d	E� Borel ci�dessus et quali�e son attitude d	optimiste� compar�ee �a celle de G�H�

Hardy dans �H �� �

Di�erent methods may sum the same series to di�erent sums����
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Mon point de vue est que le ph�enom�ene de multiplicit�e des 
sommes naturelles�
est

�� Moins surprenant qu	il n	y para��t�
�� Un avantage consid�erable plut�ot qu	un inconv�enient�
E�Borel�� et G�H�Hardy�� avaient tr�es bien compris ce qui est �a mon avis l	une

des raisons fondamentales du ph�enom�ene � la multiplicit�e des prolongements

analytiques�
Ils ont de plus tout les deux insist�e sur le fait qu	une bonne th�eorie de la som�

mation devrait reposer sur l	�etude du prolongement analytique �
G� H� Hardy appelle le proc�ed�e de sommation par prolongement analytique que

nous avons �evoqu�e en ��� S�method �
���then we call s the S sum of +an� The value of s may naturally depend on the

region chosen�
Il �ecrit aussi ��a propos des id�ees d	Euler sur la sommation dont nous avons

parl�e plus haut en ���� �
It is impossible to state Euler�s principle accurately without clear ideas about

functions of a complex variable and analytic continuation�

Le ph�enom�ene fondamental appara��t d�ej�a quand on �etudie le prolongement ana�
lytique d	une s�erie convergente en dehors de son disque de convergence� Pour le
voir revenons �a l	exemple d�ej�a �etudi�e en ��� �

bf�x� � �  �
�
x 

�
�
��
�
� ��
�!

x�  
�
�
��
�
� ����

�
� ��


!
x�  � � �

Pour jxj � � la somme de bf est
f�x� �

p
�  x�

Si l	on veut sommer la s�erie

�  
�

�
����  

�
�
��
�
� ��
�!

�����  
�
�
��
�
� ����

�
� ��


!
�����  � � �

on peut utiliser indi��eremment le prolongement analytique le long d	une demi�droite
issue de l	origine et d	argument � � � �� � � 
petit�� suivi d	un arc 
descendant�

vers �� ou le prolongement analytique le long d	une demi�droite issue de l	origine
et d	argument � � suivi d	un arc 
montant� vers �� � il y a un choix de 
branche�
ou ambigu��t�e � dans le premier cas on trouve i� dans le second �i� A la comparaison
des deux proc�ed�es de sommation correspond pour la s�erie bf la transformation f �
�f �action de la monodromie autour de la singularit�e �� port�ee par la 
direction
singuli�ere� R� d	argument ���

��Il importe ici de faire une remarque essentielle � dans le cas o�u la fonction analytique 
�z	 n�est
pas uniforme la th�eorie pr�ec�edente conduit �a associer �a la s�erie divergente 
�z�	 plusieurs valeurs
di��erentes ou m�eme une in	nit�e �Bo ��� Ch� �� ���� p� ����

��If
P

anx
n is convergent for small x� and de	nes a function f�x	 of the complex variable x�

one�valued and regular in an open and connected region containing the origin and the point x � � �
and f�x	 � s � then we call s the S�sum of

P
an� The value of s may naturally depend on the

region chosen�
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Le ph�enom�ene de Stokes d�ecouvert par Stokes dans l	�etude de l	�equation d	Airy
�cf� ���� est tout �a fait analogue au ph�enom�ene de changement de branche que nous

venons de d�ecrire �et cette analogie se trouve d�ej�a dans le m�emoire de Stokes�


comme nous l	avons signal�e plus haut�� De ce point de vue le ph�enom�ene de Stokes
peut se d�ecrire ainsi �

Soit bf�x� � ��X
n��

anx
n une s�erie formelle sommable �ou plus g�en�eralement mul�

tisommable� dans toute direction voisine de la direction � sauf dans la direction
�singuli�ere� �� En appliquant �a la s�erie bf les op�erateurs de sommation 
lat�erale� S��
et S�

� � on obtient deux sommes distinctes f�� et f�
� � L�a aussi il y a un choix de


branche� ou ambigu��t�e� En travaillant dans une alg�ebre di��erentielle convenable on
d�e�nit l	automorphisme de Stokes �associ�e �a la direction singuli�ere �� �

St� � �S
�
� �

��S��

Dans un formalisme convenable �cf� �MR ��� �MR 
�� cet automorphisme �d	alg�e�

bre di��erentielle� s	interpr�ete comme une 
monodromie� autour d	une 
singularit�e
in�niment proche de l	origine� port�ee par la direction singuli�ere ��

La description du ph�enom�ene de Stokes donn�ee par Stokes pour les solutions
formelles �a l	in�ni de l	�equation d	Airy est tr�es voisine de celle que nous venons de d�e�

tailler� En gros sa d�emarche est la suivante � il construit une base B de solutions de l	�e�
quation d	Airy en utilisant les d�eveloppements convergents �a l�origine �ascending
series�� Ensuite il resomme dans diverses directions les solutions formelles �a l�in�ni
�descending series� par un proc�ed�e num�erique exponentiellement pr�ecis �variante

de la sommation au plus petit terme�� Cette m�ethode est assez pr�ecise pour lui
permettre d	exprimer les sommes des solutions formelles �a l	in�ni dans la base B
par des 
constantes arbitraires� �arbitrary constants� � on dit aujourd	hui formules
de connection� C	est alors que surgit un probl�eme � les d�eveloppements �a l	origine

sont des fonctions enti�eres �l	origine est un point r�egulier� et par suite la monodromie
autour de l	origine est triviale tandis que les d�eveloppements divergents �a l	in�ni
sont en

p
x et leur 
monodromie� �monodromie formelle� est non triviale� d	o�u

apparemment une contradiction avec l	analyse que nous venons de faire� C	est cette
contradiction qui a laiss�e Stokes perplexe pendant de longues ann�ees avant qu	il
trouve la clef du myst�ere �cf� la lettre �a sa �anc�ee cit�ee plus haut� �

���inasmuch as the descending series contain radicals which do not appear in the

ascending series� we may see� a priori that the arbitrary constants must be discon�
tinuous�

�	Divergent series are usually divided into two classes� according as the terms are regularly
positive� or alternately positive and negative���� series of the former kind appear as singularities
of the general case of divergent series proceeding according to powers of an imaginary variable� as
indeterminate forms in passing through which a discontinuity of analytical expression takes place
analogous to a change of sign of a radical �Sto ��� p� ���
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Ainsi l	ambigu��t�e que nous avons d�ecrite appara��t comme discontinuit�e dans les
constantes de connection quand on traverse une ligne singuli	ere � pour une

ligne singuli�ere la pr�ecision de la m�ethode de sommation num�erique de Stokes est
insu�sante pour le calcul des constantes arbitraires �on en perd une��� � il s	agit
en e�et de calculer avec pr�ecision une solution exponentiellement r�ecessive et il
faut disposer pour cela d	une pr�ecision exponentielle su�sante � le long d	une ligne

singuli�ere la solution r�ecessive est trop petite pour �etre vue num�eriquement par la
m�ethode employ�ee !�� Pour reprendre l	analyse de Dingle �Di�� Ch� �� p� � �

The Stokes rays for an asymptotic series are determined by those phases for

which the series 
including its multiplier� attains peak exponential dominance over
its associated function�

�La discontinuit�e des constantes arbitraires appara��t au moment de la dominance

maximale d	un symbole emponentiellement dominant sur un symbole exponentielle�
ment r�ecessif��

Le point de vue que nous venons de d�evelopper di��ere notablement de l	approche

traditionnelle� du ph�enom�ene de Stokes��� Selon cette approche le ph�enom�ene con�

siste en un �echange de dominance entre deux exponentielles � il se voit donc le
long des lignes �oscillantes� ou lignes de Stokes� Au contraire dans notre descrip�
tion �et celle de Stokes lui�m�eme� le ph�enom�ene se produit sur les lignes singuli�eres
�appel�ees parfois lignes 
anti�Stokes��� L	origine de cette di��erence est dans l	opposi�

tion entre la vision traditionnelle des s�eries divergentes comme s�eries asymptotiques
et la conception des s�eries divergentes comme 
codant� des solutions exactes� Dans
un cas on met l	accent sur l	asymptotique au sens de Poincar�e �et on ne per"coit
pas la nature fondamentale du ph�enom�ene����� dans l	autre on utilise l	asymptotique

exacte �cf� aussi �CNP���

Revenons �a la comparaison entre un 
changement de branches alg�ebriques� et un

changement de branches par ph�enom�ene de Stokes�� S	il y a une profonde analogie
entre ces deux ph�enom�enes �il s	agit dans les deux cas de 
transformations ga�

loisiennes� � automorphismes d	alg�ebres di��erentielles�� il y a aussi des di��erences
radicales� Par exemple la matrice du changement de branche pour �

p
�  x�

p
�  x��

est � �� �

� ��
�

�
Seul Dingle semble s��ecarter de cette approche et perp�etuer les id�ees originales de Stokes�
Il appelle d�ailleurs lignes de Stokes ce que les autres auteurs appellent lignes anti
Stokes �nos
lignes singuli�eres	� Cela va dans le sens de l�une de ses id�ees centrales 
 la recherche d�une
th�eorie asymptotique exacte� Ses �complete asymptotic expansions� pr�e�gurent les �d�eveloppe

ments transasymptotiques��
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tandis que celle du ph�enom�ene de Stokes St	 pour l	�equation d	Euler �resp� celles
de l	�equation d	Airy� est �sont� de la forme�

� �

� �

�
avec � complexe non nul�
La seconde matrice est unipotente� Cela est li�e au fait que le ph�enom�ene de

Stokes n	est pas d�ecelable asymptotiquement quand on franchit une ligne singuli�ere �
apr�es le passage les d�eveloppements asymptotiques des solutions n	ont pas chang�e

�ce qui n	est pas du tout le cas dans le cas des branches alg�ebriques�� On d�emontre
que �essentiellement pour la m�eme raison� les op�erateurs de Stokes sont toujours
unipotents� Ceci a une cons�equence fondamentale � les op�erateurs de Stokes St� ont
des g�en�erateurs in�nit�esimaux �logarithmes� not�es ),� �

St� � e
��� �

Ceci permet une �etude �in�nit�esimale� du ph�enom�ene de Stokes� Ce point de vue
a �et�e d�ecouvert et �etudi�e syst�ematiquement par Jean Ecalle � 
Fonctions r�esurgen�
tes�� 
Calcul di��erentiel �etranger� �l	op�erateur ),� est une d�erivation galoisienne� i�e�

une d�erivation commutant �a la d�erivation ordinaire� nomm�ee d�erivation �etrang�ere
point�ee�� 
Acc�el�eration� �E ��� �E ��� �E 
�� �E ��� �Ca�� �CNP��

La veille du duel dans lequel il devait trouver la mort� Evariste Galois �ecrivait�
dans sa derni�ere lettre� adress�ee �a son ami Auguste Chevallier �G�� �

Tu sais� mon cher Auguste� que ces sujets ne sont pas les seuls que j�ai explor
es�

Mes principales m
editations depuis quelque temps 
etaient dirig
ees sur l�application
�a l�analyse transcendante de la th
eorie de l�ambigu��t
e� Il s�agissait de voir a priori
dans une relation entre quantit
es ou fonctions transcendantes quels 
echanges on
pouvait faire� quelles quantit
es on pouvait substituer aux quantit
es donn
ees sans que

la relation p�ut cesser d�avoir lieu� Cela fait reconnaitre tout de suite l�impossibilit
e
de beaucoup d�expressions que l�on pourrait chercher� Mais je n�ai pas le temps et
mes id
ees ne sont pas encore bien d
evelopp
ees sur ce terrain qui est immense� ���

La signi�cation de ce texte semble �etre rest�ee longtemps assez myst�erieuse� Mais
il me semble possible aujourd	hui de l	�eclaircir en grande partie�

Dans sa pr�eface aux �uvres Compl�etes de Galois �G
�� Jean Dieudonn�e �ecrit
�G
� �

���mais il y a lieu de penser qu�il devait �etre tr�es proche de l�id
ee de la �surface
de Riemann	 attach
ee �a une fonction alg
ebrique et qu�une telle id
ee devait �etre

fondamentale dans ses recherches sur ce qu�il appelle la �th
eorie de l�ambigu��t
e	����
Ceci �eclaire un peu la question� mais si l	on relit soigneusement le texte de Ga�

lois il parait �evident que l	id�ee de surface de Riemann ne devait concerner qu	une

partie de sa 
th�eorie de l	ambigu��t�e�� Je pense qu	�Emile Picard et surtout Jules
Drach ont devin�e dans quelle direction allaient vraiment les derni�eres recherches
de Galois�
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Emile Picard �ecrivait dans sa pr�eface aux 'uvres compl�etes de Galois �G�� �

���il���aurait 
edi�
e� dans ses parties essentielles� la th
eorie des fonctions alg
e�
briques d�une variable telle que nous la connaissons aujourd�hui� Les m
editations de
Galois port�erent encore plus loin � il termine sa lettre en parlant de l�application �a

l�analyse transcendante de la th
eorie de l�ambigu��t
e� On devine �a peu pr�es ce qu�il
entend par l�a� et sur ce terrain qui� comme il le dit est immense� il reste encore
aujourd�hui bien des d
ecouvertes �a faire����

Il nous reste �evidemment �a deviner ce que veut dire Picard ! Si l	on pense qu	�E�
mile Picard est l	un des fondateurs de la th�eorie de Galois di��erentielle �th�eorie de
Picard�Vessiot�� il semble assez raisonnable de penser qu	il avait la conviction que

Galois avait quelque id�ee de cette th�eorie� En tout c	�etait la conviction de Jules
Drach qui �ecrivait �a la �n de sa th�ese �

Nous serions heureux si notre travail pouvait appeler l�attention sur les quelques
lignes qui terminent la lettre de Galois� et s�il pouvait �etre regard
e comme une
premi�ere tentative d�
eclaircissement de la pens
ee qu�elles expriment ����

De mon c�ot�e lisant voici quelques ann�ees la lettre de Galois il m	a imm�ediatement

paru �evident�� que les id�ees de Galois sur la th�eorie de l	ambigu��t�e pr�e�guraient
la th�eorie de Galois di��erentielle et m�eme dans une certaine mesure la lecture que
j	ai donn�ee r�ecemment de cette th�eorie � il est impossible de savoir si Galois avait
quelque id�ee du ph�enom�ene de Stokes et de sa nature Galoisienne� que j	ai mise

en �evidence dans �Ra 
�� �L	�etude des fragments de calcul trouv�es dans ses papiers
�G
� ne permet pas de conclure�� Par contre� comme Jules Drach� je suis certain
qu	Evariste Galois avait compris la nature 
Galoisienne� de certaines transforma�

tions en analyse complexe �ambigu��t�es����� comme par exemple le 
recalibrage� des
exponentielles �dont le 
prototype� est le remplacement dans toutes les formules de
e��x par 
 e��x � 
 �etant un nombre complexe non nul �x�e��

La th�eorie de Galois di��erentielle joue� pour les �equations di��erentielles� le m�eme

r�ole que� pour les �equations alg�ebriques� la th�eorie de Galois classique� Pour une
bonne compr�ehension du sujet le mieux est de revenir �a l	id�ee originale de Galois
que celui�ci exprimait d	une fa"con particuli�erement limpide �G �� 
� �

Proposition I �b� Th
eor�eme� Soit une 
equation donn
ee� dont a� b� c� ��� sont les
m racines� Il y aura toujours un groupe de permutations des lettres a� b� c� ��� qui
jouira de la propri
et
e suivante �

�o que toute fonction des racines� invariante par les substitutions de ce groupe�
soit rationnellement connue �

�o r
eciproquement� que toute fonction des racines� d
etermin
ee rationnellement�
soit invariante par ces substitutions�

��Lors de cette lecture je ne connaissais ni le texte de Drach� que j�ai d�ecouvert par hasard
quelques semaines plus tard �a la suite d�une demande de r�ef�erence de N� Kamran� ni celui de
Picard qui m�a �et�e signal�e par D� Bennequin apr�es l�expos�e de mon interpr�etation de la derni�ere
lettre de Galois dans mon s�eminaire �a Strasbourg���
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La th�eorie de Galois di��erentielle a �et�e d�ecouverte par Picard et Vessiot �Pi��
�Ve�� Le lecteur int�eress�e pourra consulter l	excellente introduction �Ka�� et pour en

savoir plus sur les relations entre s�eries divergentes et th�eorie de Galois di��erentielle
�MR ��� �Ra ��� et les articles plus techniques �Ra ��� �Mi�� Nous nous contenterons ici
de quelques indications� en nous limitant au cas lin�eaire� Soit �K��� un corps di��e�
rentiel de caract�eristique nulle� Soit C � fc � K
�c � �g son corps des constantes�
�Par exemple �C�x�� d
dx�� �Cfxg� x�d
dx�� �Cffxgg� x�d
dx� ont C pour corps des
constantes��

Soit D � an�d
dx�
n  � � �  a�d
dx  a� un op�erateur di��erentiel �a coe�cients

dans K� Une extension de Picard�Vessiot associ�ee �a D est un sur�corps di��erentiel
L de K engendr�e di��erentiellement sur K par un syst�eme fondamental de solutions
de D� le corps des constantes C restant le m�eme� Si C est alg�ebriquement clos
une telle extension existe et est unique ��a isomorphisme pr�es�� Par d�e�nition le

groupe de Galois di��erentiel de D sur K est le groupe GalK �D� � AutK L des
K�automorphismes de corps di��erentiel de L� Un �el�ement 	 de GalK �D� le C�
espace vectoriel des solutions de D dans L� On en d�eduit �en �xant une base de cet

espace� une repr�esentation de GalK �D� dans GL �n�C�� Le sous�groupe obtenu de
GL �n�C� est alg�ebrique �i�e� d�e�ni par des polyn�omes �a n� variables��

Les groupes de Galois di��erentiels peuvent se calculer �a partir de la connaissance

de la monodromie �formelle ou non�� du 
recalibrage� des exponentielles �evoqu�e plus
haut et du ph�enom�ene de Stokes�

Citons� pour terminer� dans cette direction� un r�esultat assez frappant obtenu

par C�Mitschi en utilisant la sommation de s�eries divergentes �Mi���� On consid�ere
la fonction

K�t� �
Z ��

�
x���� e�x

��tx dx�

Cette fonction est la transform�ee de Laplace de la fonction x���� e�x
�
�

La fonction K v�eri�e une �equation di��erentielle lin�eaire alg�ebrique d	ordre �

DK K � �K���  tK �  
�

�
K � ��

Si dans cette �equation di��erentielle on fait le changement de variable z � �t
���

�rami�cation�� la transform�ee U de K v�eri�e l	�equation di��erentielle hyperg�eom�e�
trique con(uente g�en�eralis�ee

D��� U � �

avec

D��� � z��  
�

��
�  

�Y
r��

�� � r

�
�

��Peu de temps avant le m�eme r�esultat avait �et�e obtenu par voie alg�ebrique par N� Katz �Kat
����
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�� � zd
dz��
On montre que le groupe de Galois di��erentiel de D��� est��

GalC�x� �D���� � G� 
Z
�Z�

La monodromie de DK est �evidemment triviale� on en d�eduit que le groupe de

Galois di��erentiel de DK est

GalC�x� DK � G��

La relation entre la 
fonction sp�eciale� K et le groupe exceptionnel G� est sem�

blable �a celle entre les fonctions d	Airy A ou B et le groupe SL ���C� �MR ���

A la �n de cette r�edaction� il me reste �a signaler que je n	ai pu parler de toutes
les applications des s�eries divergentes � m�eme si on se limite aux cas o�u interviennent
des estimations Gevrey et-ou des corrections exponentiellement petites� �Parmi les

omissions notables je citerai les beaux travaux r�ecents sur l	�equation stationnaire
de Schr�odinger dans une perspective semi�classique 
exacte� �Vo�� �CNP ��� et la
preuve due �a Sch�affke et Volkmer de la non existence d	ovales isocordes �a deux


centres������ D	autres domaines des Math�ematiques ou de la Physique �invariants
adiabatiques� th�eorie quantique des champs �instantons� renormalons� s�eries de per�
turbations������ �etude 
thermodynamique� du 
probl�eme du voyageur de commerce��
solitons����� rel�event clairement de cette derni�ere probl�ematique sans qu	il y ait pour

l	instant beaucoup de r�esultats th�eoriques pr�ecis� Il reste �enorm�ement de travail !
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S�eries formelles
provenant de syst�emes

di��erentiels lin�eaires m�eromorphes

Mich�ele Loday�Richaud

Introduction

L	�etude qui suit est une �etude locale au voisinage d	un point x� de C que� sauf

pr�ecision contraire� nous placerons toujours �a l	origine �x� � ��� Les syst�emes di��e�
rentiels consid�er�es sont de la forme

�A�
dY

dx
� A�x�Y

o�u d
dx
est la d�erivation usuelle par rapport �a la variable complexe x� o�u A�x� �

�a�j����x����j���n est une matrice n 
 n �a coe�cients m�eromorphes en x� � � et o�u

Y �

�		

y�
���
yn

���

est le vecteur inconnu� Ainsi le vecteur d�eriv�ee de Y s	�ecrit

dY

dx
�

�					

dy�
dx
���

dyn
dx

������

Les �equations di��erentielles consid�er�ees sont des �equations di��erentielles lin�eaires

analytiques en x� � � c	est��a�dire de la forme

�D� an�x�
dn

dxn
y  an���x�

dn��

dxn��
y  � � �  a��x�y � �

o�u les coe�cients aj�x� sont analytiques en � et o�u djy
dxj d�esigne la d�eriv�ee j�eme

de l	inconnue y� Quitte �a diviser ces �equations par une puissance convenable de x

nous supposerons en outre que les coe�cients aj ne s	annulent pas simultan�ement
en ��

��
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Dans une premi�ere partie nous d�ecrivons les solutions formelles en x� � � des
syst�emes di��erentiels� Celles�ci sont calculables par des algorithmes explicites qui

reposent de fa"con essentielle sur la notion de polygone de Newton� Le polygone de
Newton d	un syst�eme �etant di�cile �a d�e�nir nous passerons ici par l	interm�ediaire
de polygones de Newton d	
equations di�
erentielles associ�ees au syst�eme �etudi�e� Bien
que disposant d	algorithmes� les calculs sont en g�en�eral longs et di�ciles �a mener

jusqu	�a leur terme� Ils contiennent entre autres la r�esolution d	�equations alg�ebriques
quelconques� Ceci n	exclut pas le traitement �a la main d	exemples 
simples� mais jus�
ti�e de l	utilisation d	un syst�eme de calcul formel � les codes desir et desir� bient�ot
op�erationnels feront de tels calculs� Nous indiquons l	origine de chacun des facteurs

des solutions formelles et succintement comment les calculer� Nous indiquons en
outre dans quels cas ces solutions contiennent des s�eries convergentes �cas o�u � est
un point ordinaire ou singulier r�egulier� et dans quel cas elles peuvent contenir des
s�eries divergentes �cas o�u � est un point singulier irr�egulier��

La deuxi�eme partie traite de la sommation de celles des s�eries obtenues qui sont
divergentes� Une s�erie sommable sur tout un voisinage de � est une s�erie convergente
par d�e�nition� Il s	agit donc de sommer ces s�eries divergentes sur des secteurs de

sommet �� La position de ces secteurs est �a peu pr�es indi��erente mais leur ouverture
est importante � sur des secteurs trop petits une telle s�erie divergente admet une
in�nit�e de sommes possibles � sur des secteurs trop gros elle n	en n	admet aucune� Et
dans les cas compliqu�es dits �a plusieurs niveaux il n	y a pas de bonne taille interm�e�

diaire assurant l	existence d	une somme unique� Il faut faire intervenir d	autres crit�e�
res de choix que nous n	aborderons pas ici� Disons simplement que d	une part� toutes
les sommes possibles sont faciles �a d�ecrire �a partir de l	une d	elles et que d	autre
part le consensus sur le choix �a faire est actuellement g�en�eral� Nous indiquons les

outils� transformations de Borel et de Laplace� rami�cation� acc�el�eration d	Ecalle et
les formules int�egrales construites avec ces outils qui d�e�nissent 
les� sommes de ces
s�eries divergentes�
En�n en appendice� nous d�emontrons dans un cas simple mais signi�catif� dit cas

de niveau un� que les formules propos�ees donnent bien des sommes des s�eries diver�
gentes associ�ees au syst�eme di��erentiel� La d�emonstration propos�ee suit la m�ethode
d	Ecalle ��Ec���� qui repose sur des arguments de perturbation et de s�eries majo�

rantes� Elle a l	avantage d	�etre courte tout en n	utilisant que des r�esultats �el�emen�
taires sur les syst�emes di��erentiels et le produit de convolution� Une autre d�emon�
stration due �a Martinet et Ramis repose sur des arguments de type asymptotique�
Mentionnons en�n que l	existence de ces sommes mais sans formules de d�e�nition a

�et�e �etablie pr�ealablement par Ramis par des arguments cohomologiques ��Ra�����
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Premi�ere partie

Syst	eme di��erentiel ou �equation di��erentielle�

L	�etude des syst�emes di��erentiels lin�eaires �a coe�cients m�eromorphes est �equiva�

lente �a celle des �equations di��erentielles lin�eaires analytiques� Nous choisissons de
travailler avec des syst�emes plut�ot qu	avec des �equations parce que l	�ecriture ma�
tricielle se pr�ete mieux �a la description des espaces de solutions�
Rappelons qu	on passe facilement d	une �equation �a son syst�eme compagnon

dY

dx
� ADY avec AD �

�									


� � � � � � �

� � �
� � �

���
���

� � � � � � �

� � � � � � �

�a�
an

�a�
an

� � � �an��
an

�an��
an

����������

�AD�

en prenant pour inconnue

Y �

�		

y�
���
yn

���
 o�u y� � y� y� �
dy�
dx

� � � � � yn �
dn��y�
dxn��

R�eciproquement� on peut passer d	un syst�eme �a une �equation en ramenant le syst�eme
�a la forme compagnon� Et ceci peut se faire par un changement lin�eaire d	inconnue

Y � PZ �a coe�cients m�eromorphes �il s	agit des coe�cients de la matrice P �� Ce
changement est algorithmique mais si lourd qu	il reste plus th�eorique que pratique�
Nous notons �Aj� l	�equation di��erentielle associ�ee au syst�eme �A� par �elimination

de toutes les inconnues sauf la j�eme yj �

Point ordinaire et point singulier

Le point x� � � est un point singulier d	un syst�eme �A� �
dY
dx
� A�x�Y si c	est un

p�ole de l	un au moins des coe�cients de la matrice A� Dans le cas d	une �equation
�D� � an�x�

dn

dxn
y  an���x�

dn��

dxn��y  � � �  a��x�y � � le point x� � � est un point

singulier si c	est un z�ero du coe�cient an�x�� Lorsque x� � � n	est pas singulier on
dit qu	il est ordinaire�

Polygone de Newton

Le polygone de Newton d	une �equation �D� est facile �a construire et il est l	outil

essentiel pour le calcul des solutions formelles� Dans le cas d	un syst�eme �A� on utilise
le polygone de Newton de l	une quelconque des �equations �Aj� associ�ee au syst�eme
par �elimination de toutes les inconnues sauf une� yj�
On op�ere comme suit � on d�etermine la partie principale des coe�cients de �D�

aj�x� � aj���j�x
��j�  O�x��j����
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et on marque dans le demi�plan R� 
 R les points de coordonn�ees �j� #�j� � j��
Le polygone de Newton de �D� est l	enveloppe convexe de la famille des deuxi�emes

quadrants f�u� v�ju � j et v � #�j� � jg de sommets chacun des points marqu�es
�voir exemples et dessins en encadr�e��

Point singulier r�egulier et point singulier irr�egulier

Lorsque le point x� � � est singulier on distingue deux cas dits singulier r
egulier
ou singulier irr
egulier suivant que le polygone de Newton est r�eduit ou non �a un
seul c�ot�e horizontal� Nous allons voir que la forme et le comportement des solutions
sont tout �a fait di��erents suivant que l	on est dans l	un ou l	autre cas�

Etude locale au point ordinaire x� � �

Les r�esultats sont classiques� connus depuis le ���eme si�ecle ��Ca�� chap�VII� �Ca���
�He� Th���
�c et d page ���� Nous �enon"cons les r�esultats sous une forme qui pr�epare la

suite et dans le contexte des syst�emes di��erentiels � une solution est alors un vecteur
de dimension n� la dimension du syst�eme�
Les solutions s�eries formelles

P
p�NCpx

p forment un espace vectoriel sur C et
elles sont en 
nombre su�sant� pour que la dimension de cet espace soit �egale �a n�

En outre� elles sont convergentes et leur domaine de convergence contient au moins
un disque commun de centre �� en fait n	importe quel disque qui ne contient aucun
point singulier autre que �� Sur ce disque commun les sommes de ces s�eries formelles

�sommes au sens usuel de la sommation des s�eries convergentes� forment un espace
vectoriel de dimension n de vraies solutions du syst�eme�
On appelle matrice fondamentale de solutions du syst�eme ou plus simplement�

solution fondamentale du syst�eme toute matrice dont les vecteurs colonnes sont n

solutions lin�eairement ind�ependantes� Pour �etre pr�ecis on parlera de solution fonda�
mentale formelle ou analytique suivant le contexte choisi� Etant donn�e deux solutions
fondamentales F et H� toutes deux soit formelles soit analytiques sur un m�eme do�
maine de d�e�nition� il existe une matrice constante inversible C faisant passer de

l	une �a l	autre �
H � FC C � GL�n�C��

Etude locale au point singulier r�egulier x� � �

Ces r�esultats sont eux aussi classiques depuis le ���eme si�ecle� Les solutions s�eries
formelles� s	il en existe� ne sont en g�en�eral pas assez nombreuses pour constituer une
solution fondamentale � elles forment toujours un espace vectoriel mais celui�ci est

en g�en�eral de dimension inf�erieure �a n� voire nulle� Mais on obtient le r�esultat esp�er�e
en leur adjoignant simplement des puissances de x et des logarithmes� De fa"con
pr�ecise le syst�eme di��erentiel admet une solution fondamentale de la forme Y �x� �
F �x�xL o�u F �x� est une matrice inversible �a coe�cients s�eries formelles ou s�eries

m�eromorphes formelles et o�u L est une matrice constante� On note xL �� eLln�x��
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Exemples comment�es dans le texte et dessins de polygones de Newton

Exemple � � La singularit�e x� � � est r�eguli�ere�

xy� � ay � ��E�	

o�u on note y� � dy
dx et on a a � C
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s

�
s

�

p

p

p

p

p

p

p

p
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p
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p

p

p

p

p

p

Les solutions sont proportionnelles �a y�x	 � xa� Lorsque le coe��cient a est un entier
positif la singularit�e du syst�eme en � ne se r�epercute pas sur les solutions� On dit dans
ce cas que � est un point singulier apparent au sens de �qui a l�apparence d�un point
singulier	�

Exemple 
 � Equation d�Euler � la singularit�e x� � � est irr�eguli�ere de niveau ��

x�y� 
 y � x

Elle n�est pas de la forme �etudi�ee ici mais elle le devient si
on la d�erive apr�es l�avoir �ecrite xy� 
 �

xy � �� On obtient
l��equation

x�y�� 
 �x� 
 x	y� � y � ��E�	

qui admet pour solutions celles de l��equation d�Euler et
celles de l��equation sans second membre associ�ee x�y� 

y � �� Son syst�eme compagnon s��ecrit
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dY

dx
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 � �
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x�
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�
Y o�u Y �

�
y
y�

�
��E��

Exemple � � Equation d�Euler
bis � la singularit�e x� � � est irr�eguli�ere de niveau ��

x�

�
y� 
 y � x�

Elle est obtenue �a partir de l��equation d�Euler par le
changement de variable x �� x�� Sous forme homog�ene
elle s��ecrit

x	y�� 
 �x� 
 �x	y� � �y � ��E�	

et sous forme de syst�eme

dY

dx
�

�
 � �
�

x	
�� �

x



�

x�
	

�
Y�
�
u

�v

s

�
s

�
p

�

�

� s s

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

p

�
�
�
�
�
�



�� Mich�ele Loday�Richaud

Exemples comment�es dans le texte et dessins de polygones de Newton

�suite�

Exemple � � Equation de Ramis
Sibuya �
la singularit�e x� � � est irr�eguli�ere des niveaux � et ��

Dy � �x
 �x� 
 ��x� � �x	

o�u

D � x
��� x	
d�

dx�




x��� 
 �x� � �x�	
d

dx

 ���� x 
 x�	

Sous forme homog�ene elle s��ecrit

D�y � � avec�E�	

D� � ��x� 
 ��x
 � ��x� 
 �x��	
d�

dx�


���x� 
 � � �
 ��x�	
d�

dx�


���x
 � � �
 �x
	
d

dx
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Exemple � � Equation d�Airy � la singularit�e x� � � est irr�eguli�ere de niveau �
� �

y�� � zy � �

Traditionnellement son point singulier est plac�e �a l�in�ni�
On le ram�ene �a l�origine par le changement de variable
z � �

x � Elle s��ecrit alors

�E�	 x
y�� 
 �x	y� � y � ��
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Les niveaux� contrairement aux apparences ici� ne sont pas les pentes non nulles du poly


gone de Newton de l��equation ou du syst�eme lui
m�eme� Ce sont exactement les pentes du

polygone de Newton d�un syst�eme associ�e dit syst�eme des endomorphismes� Mais on peut

d�ej�a les deviner sur le polygone de Newton de l��equation elle
m�eme�
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On peut imposer� si on le d�esire� que la matrice L� appel�ee matrice des exposants
de monodromie formelle soit sous forme de Jordan� Nous notons d�esormais par

la m�eme lettre Y aussi bien le vecteur inconnu qu	une matrice fondamentale de
solutions� le contexte ne pr�etant jamais �a confusion�
Une propri�et�e remarquable de ces solutions est que toutes les s�eries formelles

contenues dans F sont convergentes� Ici encore� elles convergent dans un m�eme

disque de centre � d�es que celui�ci ne contient pas d	autre point singulier que �� Par
ailleurs� l	expression formelle xL est une vraie fonction multivalu�ee c	est��a�dire une
fonction d�e�nie non pas sur C mais sur la surface de Riemann du logarithme au
voisinage de �� Ainsi� l	expression

Y �x� � F �x�xL

d�e�nit une solution fondamentale analytique au voisinage de � �� exclu� sur la
surface de Riemann du logarithme� Les autres solutions fondamentales sont toutes
les matrices de la forme Z�x� � Y �x�C avec C matrice constante inversible�

Etude locale au point singulier irr�egulier x� � �

La situation dans ce cas est beaucoup plus compliqu�ee� Elle fait appara��tre des

ph�enom�enes nouveaux d�esign�es globalement sous le nom de ph
enom�ene de Stokes et
qui se traduisent dans la r�ealit�e par des dilatations ou des compressions brutales alors
m�eme que les quantit�es �etudi�ees sont tr�es r�eguli�eres puisqu	analytiques� Les avatars
techniques de ce ph�enom�ene sont d	une part que la variable x ne su�t plus toujours

aux calculs . il faut en prendre une racine t � x
�
� .� d	autre part que les s�eries

enti�eres qui apparaissent dans les calculs sont en g�en�eral divergentes� Mentionnons
que le degr�e de rami�cation $ est facile �a 
lire� sur le polygone de Newton � c	est le

p�p�c�m� des d�enominateurs des pentes non nulles des di��erents c�ot�es du polygone
de Newton� En particulier� il divise n!� Lorsque $ � � on dit qu	on est dans le cas
sans rami�cation et lorsque $ �� � dans le cas avec rami�cation�
Ce ph�enom�ene s	accompagne d	une grande instabilit�e num�erique au voisinage

du point singulier qui exclut toute approche num�erique de tels points singuliers de
l	ext�erieur� C	est pourquoi� si l	on veut analyser en d�etail ce qui se passe �a proximit�e
de ces points on est amen�e �a la d�emarche oppos�ee qui consiste �a commencer par
une �etude formelle c	est��a�dire une �etude au point singulier lui�m�eme puis �a concr�e�

tiser les solutions formelles en de vraies fonctions solutions qui nous permettent
de nous �eloigner du point singulier� C	est ainsi que nous avons pr�esent�e l	�etude
dans le cas o�u � est un point ordinaire ou singulier r�egulier� la concr�etisation des
solutions formelles se faisant alors naturellement et globalement sur tout un voisinage

de � en rempla"cant les s�eries formelles obtenues par leur somme au sens usuel du
terme� Dans le cas d	un point singulier irr�egulier celles des s�eries �a sommer qui sont
divergentes n	admettent pas� par d�e�nition� de somme sur un vrai voisinage de �� Il

faut introduire une sommation directionnelle c	est��a�dire sur des secteurs de sommet
� et de bissectrice une direction donn�ee� Dans le cas de s�eries convergentes la s�erie
appara��t comme le d�eveloppement de Taylor de sa somme� Il est naturel de demander
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aux s�eries divergentes �a sommer d	�etre de m�eme le d�eveloppement de Taylor de leur

somme� � on dit alors d
eveloppement asymptotique�

Dans le cas de s�eries convergentes la somme est unique et v�eri�e automatique�
ment les m�emes �equations di��erentielles que la s�erie� Dans le cas de s�eries divergentes
l	unicit�e n	est jamais assur�ee et les contraintes di��erentielles ne sont pas automa�

tiquement transmises� Il est l�egitime de vouloir imposer aux sommes de satisfaire
aux m�emes �equations di��erentielles que les s�eries qu	elles sont supos�ees concr�etiser�
Ce faisant on n	acquiert pas n�ecessairement l	unicit�e m�eme par des choix adapt�es
des secteurs d	asymptoticit�e et on perd l	existence d�es lors que les secteurs devien�

nent trop gros� Mais comme toujours� le plus g�enant dans la th�eorie est le d�efaut
d	unicit�e qui contraint �a d	autres crit�eres de choix� mais quels crit�eres � Nous d�e�
crivons dans la deuxi�eme partie une solution possible et depuis peu unanimement
privil�egi�ee �a ce probl�eme de sommation pour les s�eries divergentes provenant de

syst�emes di��erentiels lin�eaires m�eromorphes� Ce probl�eme qui doit de fa"con sub�
stantielle son avancement �a divers auteurs� J��P� Ramis� B� Malgrange� J� Martinet�
Y� Sibuya� pour n	en citer que quelques uns� a atteint la �n d	une �etape avec la

th�eorie de la r�esurgence et de l	acc�el�eration de J� Ecalle dans les ann�ees �������� Ce
sont les formules int�egrales qui r�esultent de cette th�eorie dans le cas lin�eaire que nous
d�ecrivons dans cette deuxi�eme partie� Mais auparavant� nous terminons la premi�ere
partie avec la description des solutions formelles et des formes particuli�eres qu	on

peut leur donner pour faciliter la d�emonstration de leur sommabilit�e�

Un r�esultat classique� connu depuis le d�ebut du si�ecle �Poincar�e� Fabry� a�rme
qu	un syst�eme di��erentiel lin�eaire admet une solution fondamentale de la forme

bY � b�t�LeQ���t�

o�u $ est le degr�e de rami�cation d�e�ni ci�dessus �t� � x�� Q � diag�q�� q�� � � � � qn� est
une matrice diagonale dont les termes diagonaux sont des polyn�omes de la variable
�
t sans terme constant� o�u L est la matrice constante des exposants de monodromie

formelle et o�u b� est une matrice inversible �a coe�cients s�eries formelles en t�

Le syst�eme compagnon de l��equation d�Euler admet pour solution
fondamentale formelle bY � b��x	eQ
o�u Q �

� �
x �
� �

�
et o�u b��x	 �

�
� bf�
� �

x�
bf ��
�

avec bf� �X
n��

���	nn�xn�� et bf �� la s�erie d�eriv�ee de bf��
La s�erie bf� est la s�erie d�Euler c�est
�a
dire l�unique solution formelle
de l��equation d�Euler x�y� 
 y � x qui v�eri�e y��	 � ��

Cet exemple appartient au cas sans rami�cation � il n�est pas n�e


cessaire d�introduire une variable t� racine de x �	 � ���

Exemple � � Equation d	Euler
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Le syst�eme compagnon de l��equation d�Airy admet pour solution
fondamentale formelle

bY �

�
A B
A� B�

�
o�u A et B sont les �s�eries	 d�Airy� A� et B� leur d�eriv�ee par rapport
�a x� c�est
�a
dire� en notant t � x��� �

A � �
X
n��

���	nant�n	t�
�
� exp�� �

�t�
	

B � �
X
n��

ant
�n	t�

�
� exp�

�

�t�
	

avec a� � � et pour n � ��

an �
��n
 �	��n
 �	 � � � ��n� �	

���nn�

�
�

�


�
�

�

�n �

n�
��n 


�

�
	��n


�

�
	�

Cet exemple appartient au cas avec rami�cation avec pour ordre
de rami�cation 	 � ��

On a L � � et Q �

�� �
�t�

�
� �

�t�

�
�

Exemple � � Equation d	Airy

Une am�elioration relativement r�ecente de ce r�esultat ��BJL���� permet de sup�
primer la rami�cation dans le facteur s�erie formelle b� par un choix ad�equat de la
matrice L�

Le syst�eme compagnon de l��equation d�Airy admet pour solution fondamentale formelle

bY � bF �x	xJUeQ

o�u Q est comme pr�ec�edemment� o�u U �

�
� �
� ��

�
� J �

�
��� �
� ���

�
et o�u bF �

�			

X
n��

a�nx
�n

X
n��

�a�n��x
�n��

�
x

X
n��

��a�n�� 
 ��n

�

�
	a�n	x

�n �
x�

��a� 
 X
n��

�a�n�� � ��n

�

�
	a�n��	x

�n��

�A
����
 �

Seul le facteur eQ contient la variable rami��ee t � les s�eries sont de vraies s�eries formelles

en x�

Exemple � � Equation d	Airy
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La d�etermination des solutions formelles est algorithmique � pour d�eterminer les
polyn�omes q�� � � � � qn de la diagonale de Q on r�esout les �equations caract�eristiques

du syst�eme� Ces �equations associ�ees �a chaque c�ot�e oblique du polygone de Newton
g�en�eralisent les classiques �equations caract�eristiques des �equations di��erentielles �a
coe�cients constants� Les exposants de monodromie formelle s	obtiennent par la
m�ethode de Frobenius ��For�� � les valeurs propres sont les racines des �equations in�

dicielles associ�ees au c�ot�e horizontal de divers polygones de Newton � les logarithmes
qui peuvent appara��tre lorsque certaines de ces valeurs propres di��erent d	un entier
sont plus di�ciles �a d�eterminer� Par identi�cation on obtient en�n les coe�cients
des s�eries formelles comme solutions d	�equations de r�ecurrence lin�eaires�

Forme normale

Supposons que bY � b��x�xLeQ���t� soit une solution fondamentale formelle dans
laquelle le facteur b��x� soit non rami��e� Alors le syst�eme
�A��

dY

dx
� A�Y

qui admet la matrice Y� � xLeQ���t� pour solution fondamentale est �a coe�cients
m�eromorphes� On l	appelle une forme normale du syst�eme consid�er�e� Et le facteurb��x� est une solution du syst�eme di��erentiel lin�eaire m�eromorphe de dimension n�

�A��A�
dF

dx
� A�x�F � FA��x�

Sans pr�ecautions particuli�eres le facteur b� qui relie le syst�eme �A��

au syst�eme �A� n�est pas unique m�eme si on lui impose une valeur

initiale en �� Ainsi le syst�eme dY
dx � AY o�u A �

��k�x �
� �

�
et k �

N qui a pour solution fondamentale Y� � xL avec L �

��k �
� �

�
peut �etre choisi comme forme normale� Le syst�eme de passsage

est alors �A�A� � dY
dx � FA � AF et il admet les deux solutions

lin�eairement ind�ependantes b� � I �l�identit�e� et b� � I 


�
� �
xk �

�
qui toutes deux v�eri�ent la condition initiale b���	 � I �

Contre�exemple d	unicit�e

Forme pr�epar�ee

Un changement lin�eaire d	inconnue X � PY �a coe�cients m�eromorphes n	af�
fecte ni la convergence ni la sommabilit�e des s�eries apparaissant dans les solutions



S�eries formelles et syst�emes di��erentiels lin�eaires m�eromorphes ��

formelles� Et un tel changement permet de modi�er arbitrairement un nombre arbi�
trairement grand de termes dans b��x�� En particulier� on peut toujours se ramener
au cas o�u b� s	�ecrit b��x� � I  O�xp� avec p entier quelconque �x�e �a l	avance� Nous
notons bF le facteur b� ainsi normalis�e�
Il est en outre possible de normaliser la forme normale �A�� de telle sorte que le

syst�eme �A��A� admette une solution s�erie formelle bF d�etermin�ee de mani�ere unique
par la condition initiale bF ��� � I� L	id�ee consiste �a r�eduire les valeurs propres de
L modulo les entiers �� � Re
 � �� par un changement lin�eaire d	inconnue qui
multiplie Y� �a gauche par des puissances convenables de x� Ainsi� le contre�exemple

ci�dessus n	a plus cours�

Ph�enom	ene de Stokes

Notons /��x�x
�Le

�Q une solution fondamentale formelle du syst�eme �A��A� de di�
mension n�� Les polyn�omes /q non nuls de la diagonale de /Q sont exactement les

polyn�omes qj�q� pour tous les couples �qj� q��� qj �� q� extraits de la diagonale de Q�
Ce sont ces polyn�omes qui jouent le r�ole fondamental dans le ph�enom�ene de Stokes�
Leurs degr�es sont appel�es les niveaux du syst�eme� Les directions pour lesquelles

l	une des exponentielles e�q au moins est �a d�ecroissance maximale �le terme domi�
nant de /q��
x� est r�eel n�egatif� sont appel�ees les directions anti�Stokes du syst�eme�
Celles pour lesquelles le terme dominant est purement imaginaire sont appel�ees les
directions de Stokes du syst�eme�

L��equation di��erentielle

x�y� � y � �

admet la s�erie nulle bf�x	 � � comme solution formelle�
La fonction nulle f��x	 � � et la fonction f��x	 � exp����x	
sont toutes deux des solutions de cette �equation asymptotiques
�a bf sur le demi
plan Re x � �� Mais lorsqu�on franchit l�un ou
l�autre des demi
axes imaginaires� alors que f� reste asympto

tique �a �� la fonction f� devient fortement non born�ee puisqu��a
croissance exponentielle� Num�eriquement� pour x proche de l�o

rigine dans le demi
plan Re x � � les deux fonctions f� et f� sont
indiscernables mais leurs prolongements analytiques apparaissent
comme fort di��erents�

Ceci explique les di�cult�es rencontr�ees lors de la r�esolution num�e


rique des �equations di��erentielles � des erreurs exponentiellement

petites se transforment tout naturellement en des erreurs expo


nentiellement grandes �

Les directions anti�Stokes sont celles qui r�egissent le ph�enom�ene de Stokes � nous
verrons que les sommes de bF d�etermin�ees suivant deux directions voisines se recollent



�� Mich�ele Loday�Richaud

analytiquement sur leur domaine commun de d�e�nition� sauf �eventuellement quand
ces deux directions sont situ�ees de part et d	autre d	une direction anti�Stokes � on

dit alors que cette direction anti�Stokes est une direction singuli�ere pour bF �
Les directions de Stokes sont les directions en lesquelles se manifeste le ph�e�

nom�ene de Stokes � c	est en franchissant ces directions qu	une 
solution� F �x�
asymptotique �a bF � donc parfaitement born�ee� peut pr�esenter brutalement une forte
croissance exponentielle qui sera instantan�ement signal�ee par un 
over(ow� sur votre
ordinateur ! La raison en est la possible pr�esence d	exponentielles e�q asymptotique�
ment indiscernables tant que celles�ci sont plates �asymptotiques �a la s�erie nulle� et
qui apparaissent brutalement lorsqu	elles cessent d	�etre plates� pr�ecis�ement lorsqu	on

traverse une direction de Stokes�

Deuxi�eme partie

Nous nous proposons maintenant de d�ecrire des formules de sommation pour les

s�eries formelles bF qui apparaisssent dans la r�esolution formelle en � de syst�emes
di��erentiels lin�eaires m�eromorphes� Seul pose probl�eme le cas des s�eries divergentes�
Nous avons vu qu	alors � est n�ecessairement un point singulier irr�egulier du syst�eme
di��erentiel consid�er�e et que la sommation est n�ecessairement polaris�ee � dans chaque

direction � sauf un nombre �ni de directions singuli�eres qui sont des directions
anti�Stokes on d�e�nit un op�erateur de sommation S�� Ceci signi�e que la fonction
S�� bF � est d�e�nie sur un secteur contenant �� qu	elle y est asymptotique �a bF et que

substitu�ee �a bF dans la solution formelle elle en fait une vraie solution du syst�eme� Ces
op�erateurs sont en outre des homomorphismes d	alg�ebres di��erentielles �cf� �Ra���
ce volume��
Dans une direction singuli�ere� on peut consid�erer deux op�erateurs naturels� un

op�erateur �a gauche S�� d�e�ni par la sommation S��� �a gauche de � et 
arbitairement�
proche de � et un op�erateur �a droite S�

� d�e�ni par la sommation S��� �a droite de � et

arbitrairement� proche de �� La matrice faisant passer de la solution obtenue par
sommation �a gauche �a celle obtenue par sommation �a droite est appel�ee une matrice

de Stokes� Plus pr�ecis�ement� si bY � bFY� est une solution fondamentale formelle et
� une direction singuli�ere� on a une relation du type

S�
� �
bF �Y��� � S�� �

bF �Y���C�

o�u Y��� est la vraie fonction associ�ee �a la solution formelle Y� de la forme normale
par le choix d	un argument �on choisit en g�en�eral l	argument principal � � � � ����
La matrice constante inversible C� est la matrice de Stokes �principale� de bY dans

la direction ��
On montre que pour une forme normale donn�ee la famille des matrices de Stokes

en les di��erentes directions singuli�eres caract�erise la singularit�e �a changement d	in�

connue Y � PX lin�eaire m�eromorphe pr�es� Nous n	abordons pas dans ce qui suit
ces questions de classi�cation des singularit�es� Nous nous bornons �a d�ecrire les op�e�
rateurs de sommation S�� Ces op�erateurs d�ependent des niveaux du syst�eme que
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nous supposons entiers �cas sans rami�cation�� En e�et� le changement de variable
t � x��� multiplie les niveaux par $ � on peut donc toujours se ramener au cas sans

rami�cation�

Avant d	expliciter ces op�erateurs nous introduisons les outils sur lesquels ils re�
posent�

L��equation d�Euler admet pour solution formelle la s�erie d�Euler

bf��x	 � X
n��

���	nn�xn���

Cette s�erie est divergente et ses coe�cients ont une croissance de

type n�An �avec ici A � �� � on dit que cette s�erie est Gevrey de

niveau �� Nous allons voir qu�elle est m�eme ��sommable�

Exemple � � Equation d	Euler

L��equation d�Euler
bis admet pour solution formelle la s�erie
d�Euler
bis bf��x	 � X

n��

���	nn�x�n��

Cette s�erie est divergente mais ses coe�cients ont une croissance

beaucoup moins rapide puisque de type
p
n�An �avec A � �� �

on dit que cette s�erie est Gevrey de niveau �� Elle n�est pas �


sommable mais elle est ��sommable�

Exemple � � Equation d	Euler�bis

L��equation de Ramis
Sibuya admet pour solution formelle la s�erie

bf� � bf� 
 bf�
somme de la s�erie d�Euler et de la s�erie d�Euler
bis� Comme bf� etbf� elle est Gevrey de niveau 
 mais elle n�est pas de niveau �� Elle

n�est ni 

sommable ni �
sommable mais elle est ��
 �	�sommable�

Exemple 
 � Equation de Ramis�Sibuya
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Transform�ee de Borel formelle d�une s�erie bf � X
p��

fpx
p�� sans terme

constant

On pose

bB bf�x� ��X
p��

fp
#�p  ��

�p #�p  �� � p!

Transform�ee de Borel dans la direction � d�une fonction f d�e�nie pr	es

de � sur un secteur de sommet � bissect�e par � et d�ouverture � � �

On pose �voir la �gure ��

B�f��� �� �

�i�

Z
�
f�x�e
�x

dx

x�

Figure �

On notera aussi B� � B��� pour indiquer le niveau ��

Pour f�x� � xp�� on a Bf��� � �
��p���

�p �c	est la formule de Hankel��

La transform�ee de Borel d	une constante n�ecessite une d�e�nition particuli�ere �

on est conduit �a prendre pour transform�ee de Borel� formelle ou non� de � la distri�
bution � de Dirac �a l	origine� On fait ainsi correspondre �a l	�el�ement neutre � de la
multiplication� l	�el�ement neutre � du produit de convolution� Mais on peut toujours
si on le d�esire �eliminer les constantes�

Sous de bonnes hypoth�eses qui seront r�ealis�ees pour les s�eries provenant de syst�e�

mes de niveau �� la s�erie bB bf�x� est convergente �i�e� bf est Gevrey de niveau �� et
elle peut �etre prolong�ee analytiquement jusqu	�a l	in�ni dans certaines directions ��
plus pr�ecis�ement �a certains secteurs de sommet � contenant la direction �� On peut

de m�eme prolonger la transform�ee de Borel B�f�x� de certaines fonctions f � Par
abus� nous noterons encore B�f ou ef cette fonction prolong�ee et nous la d�esignerons
encore par transform�ee de Borel de bf ou de f dans la direction ��
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Transform�ee de Laplace dans la direction � d�une fonction f d�e�nie

sur la demi
droite d� issue de � et de direction �

On pose �voir la �gure ��

L��f��x� ��
Z
d�

f���e�
�xd��

jf���j � C te exp�a j�j�
�Plan des ��

Disque d	analyticit�e de L�f�x�

�Plan des x�

Figure �

Lorsque f est �a croissance exponentielle d	ordre � sur la demi�droite d� la fonction

L��f��x� est d�e�nie sur au moins un disque de diam�etre port�e par d� et contenant �
sur son bord� Plus pr�ecis�ement si jf���j � C teexp�aj�j� ce disque a un diam�etre de
longueur �
a� On l	appelle un disque de Borel dans la direction ��

Op�erateurs de rami�cation �k et ���k� k � N

Notons C�
x un exemplaire de C

� dont la variable est appel�ee x etgC�
x son rev�ete�

ment par les coordonn�ees polaires ou surface de Riemann de logx� L	application

gC�
x x � t��k����y

����y
gC�

t t � xk

est un changement de variable analytique� L	op�erateur de rami�cation �k est l	action
de ce changement de variable sur les s�eries ou les fonctions de x� Ainsi on a

�k�f��t� � f�x� avec x � t��k�

L	op�erateur r�eciproque ���k agit sur les s�eries ou les fonctions de t et il est d�e�ni par
���k����x� � ��xk��
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Op�erateurs d�acc�el�eration ��k�k����

Pour a � � on d�e�nit le noyau d�acc
el
eration Ca de puissance a par

Ca��� �� �

�i�

Z
H
eu�u

��a�du

o�u H d�esigne un contour de Hankel 
autour� de R� �voir la �gure 
�� Les noyaux

Figure 


Ca ont dans toute direction v�eri�ant jarg�j � �� � �
a
�	
�
� une croissance �a l	in�ni du

type

��� �b��e
�
b
a�b�a�b o�u b v�eri�e

�

a
 
�

b
� ��

Le noyau C� est le seul �a �etre une fonction classique �

C���� � �

�
p
�
e��

��	

Dans le cas o�u a est rationnel� qui est le seul cas que nous rencontrerons� les
noyaux Ca sont des fonctions G de Meijer� En particulier� ils v�eri�ent des �equations

di��erentielles lin�eaires�
Les op�erateurs d	acc�el�eration sont d�e�nis par

��k�k��������% � ��
�i�

%

Z
d�
Ck��k

�
�

% k�k�

�
����d� �k � k���

On a Lk�� � �k��k � Bk� � ��k�k���k�� Mais alors que l	op�erateur �ecrit au premier
membre ne s	applique qu	aux fonctions �a croissance au plus exponentielle d	ordre �

�a l	in�ni� l	op�erateur d	acc�el�eration au second membre est applicable aux fonctions
�a croissance exponentielle d	ordre k�

k��k
� � �cf� formule ��� ci�dessus�� C	est l�a son

int�er�et majeur�
On pr�ef�ere parfois utiliser les op
erateurs d�acc
el
eration �redress
es	 d�e�nis par

A�k�k���� �� ���k� � ��k�k���k� � �k�
Ceux�ci sont applicables aux fonctions �a croissance exponentielle �a l	in�ni d	ordre

� avec �
�
� �

k
� �

k�
� La justi�cation du quali�catif 
redress�e� appara��tra dans les

diagrammes qui suivent � ils correspondent �a des (�eches horizontales alors que les
op�erateurs � correspondent �a des (�eches obliques�
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Quelques propri�et�es de la transformation de Borel

Il s	agit de propri�et�es communes �a la transformation formelle ou fonctionnelle

ainsi qu	au prolongement analytique�

Fonction ou s�erie f�x� Transform�ee de Borel ef���
xp��� �p � N� �p
p!

� � �distribution de Dirac�

x� �� � C� �� �� N� ����
#���

f � g ef � eg��� � R 

�
ef�t�eg�� � t�dt

x��d
dx�f�x� � ef ���
g�x� � f�x�
x avec g��� � a� a��  �d
d�� ef ���

Quelques propri�et�es de la transformation de Laplace

Fonction ��x� Transform�ee de Laplace L����x�

� � ���� L����x� � L����x�
R u
� ��u�du ��
x�L����x�

�d
d������ ����  ��
x�L����x�

����� x��d
dx�L����x�

Nous �xons d�esormais une forme normale �A�� du syst�eme �A� �etudi�e et une
solution fondamentale normale Y� � xLeQ de celui�ci� Il s	agit de sommer le facteur
s�erie formelle bF �x� d	une solution formelle bFY� de �A�� Nous avons vu que bF est une
solution du syst�eme de passage

�A��A�
dF

dx
� AF � FA�

et qu	on peut imposer bF ��� � I�
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Sommation dans le cas d�un syst	eme de niveau unique k � �

Supposons que le syst�eme �A� n	admette qu	un seul niveau k � �� Alors la s�eriebF est sommable par le proc�ed�e de sommation de niveau � �

bF �x� B������ eF ��� L����� F �x�

dans toute direction � sauf un nombre �ni de directions singuli�eres qui sont des

directions anti�Stokes du syst�eme� On dit alors que bF est ��sommable�
Domaines de d�e�nition de bF � eF et F � voir la �gure ��

bF �Plan des x� eF �Plan des �� F �Plan des x�

Figure �

Cet �enonc�e a le sens suivant �

a� la transform�ee de Borel formelle bB� bF � de bF est convergente �

b� dans une direction � quelconque qui n	est pas une direction anti�Stokes� la
somme de la s�erie bB� bF � admet un prolongement analytique complexe jusqu	�a
l	in�ni� Nous le notons B�� bF � � eF �

c� eF est �a croissance exponentielle d	ordre � �a l	in�ni au voisinage de la direction
�� i�e� il existe des constantes C et � � � et des arguments �� et �� avec
�� � � � �� tels que

j eF ���j � Cexp�j�j
pour tout � dont l	argument v�eri�e �� � arg��� � �� �

d� La transform�ee de Laplace F �x� � L��� eF ��x� de eF existe dans toutes les
directions ��� �� � �� � �� et elle est analytique sur la r�eunion D����� des
disques de Borel de diam�etre de longueur �

�
dirig�e par �� �

e� la fonction F est asymptotique �a bF en � sur D�� ��� et elle est solution du
syst�eme �A��A�� C	est donc une somme de bF sur D������
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Nous donnons en appendice les d�etails d	une d�emonstration de ce r�esultat dans le
cas o�u la monodromie formelle cM � e�i	L est triviale i�e� cM � I� La d�emonstration

du cas g�en�eral est tr�es voisine�

La s�erie d�Euler est un exemple de s�erie sommable de niveau 
�
On pourra remarquer que la classique m�ethode de variation de la
constante appliqu�ee �a l��equation d�Euler correspond exactement �a
ce proc�ed�e� Prenons par exemple la direction � � � ou demi
axe
r�eel positif� Les solutions de l��equation homog�ene x�y�
y � � sont
de la forme y � Ctee��x� La m�ethode de variation de la constante
donne directement la solution

f��x	 �
Z x

�
e��xe���t

dt

t

et apr�es le changement de variable t �� � d�e�ni par ��t���x � ��x

f��x	 �
Z ��

�

�

� 
 �
e�
�x d��

On obtient donc exactement f��x	 � L��B�� bf�		�x	 puisquebB� bf�	��	 �
P

n�����	n�n et que cette s�erie a pour somme �
��
 �

Observer en outre que� bien que la s�erie bB� bf�	 ait un rayon de

convergence �egal �a 
� sa somme peut �etre prolong�ee analytique


ment jusqu��a l�in�ni au voisinage de la direction � � �� Cette

propri�et�e vaut pour toute direction � sauf � � 
 qui est la seule

direction singuli�ere de la s�erie d�Euler�

Exemple �

Sommation dans le cas d�un syst	eme de niveau unique k quelconque

Supposons que le syst�eme �A� n	admette qu	un seul niveau k� Alors la s�erie bF
est sommable par le proc�ed�e de sommation de niveau k

x � t��k bF �x� F �x�����y �k

����y
x���� ���k

t � xk bf �t� Bk������ ef�% � Lk������ f�t�

dans toute direction � sauf un nombre �ni de directions singuli�eres qui sont des
directions anti�Stokes du syst�eme� On dit alors que bF est k�sommable�
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La s�erie d�Euler
bis est une s�erie �
sommable� Ses directions sin


guli�eres sont les deux demi
axes imaginaires� On v�eri�e ais�ement

qu�on ne peut lui appliquer le proc�ed�e de sommation de niveau 


dans aucune des directions � ��� �	
	 
�	

	 ���		 
 �		 �� Elle n�est donc

pas 

sommable ��L
R����� Dans les autres directions � on peut lui

appliquer �a la fois le proc�ed�e de niveau 
 et le proc�ed�e de niveau ��

La somme de niveau 
 est d�e�nie sur un demi
plan� celle de niveau

� sur un quart de plan tous deux bissect�es par �� Mais naturelle


ment� sur la partie commune de leur domaine de d�e�nition� les

deux sommes co��ncident� Ce ph�enom�ene est g�en�eral � lorsque dans

une direction � on peut appliquer plusieurs des op�erateurs de som


mation S� les sommes obtenues co��ncident sur la partie commune

de leur domaine de d�e�nition�

Exemple �

On a bf �t� � �k� bF ��x� � bF �t��k� et F �x� � f�xk�� On peut si on le pr�ef�ere
rester dans les 
plans� des variables x et �� En notant Bk�� �� ���k � Bk� � �k et
Lk�� �� ���k � Lk� � �k on a alors le diagramme de sommation

bF �x� Bk������� eF k���
Lk������� F �x�

�k

����y ���k

����y
x���� �k

x���� ���k

�
Bk������ �

Lk������ �

�on a x � t��k et � � % ��k��

La m�ethode consiste donc �a se ramener au cas de niveau � par l	interm�ediaire

des op�erateurs de rami�cation�k et ���k�

Domaines de d�e�nition correspondants � voir la �gure ��
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bF �Plan des x� ���� ef �Plan des �� F �Plan des x�

bf �Plan des t� ef �Plan des % � f �Plan des t�

Figure �

Sommation dans le cas d�un syst	eme 	a deux niveaux k� et k� �k� � k��

Supposons que le syst�eme �A� admette les deux niveaux k� et k�� Alors la s�eriebF est sommable par le proc�ed�e suivant �voir le diagramme �� �

bf�t�� ef��%���
Bk��

bF �x�

�

�k�

ef��%�� f�t���
Lk��

F �x�

�

���k�

��k��k���k��

HHHHHHHHHj

�

�
�

diagramme �

�on commence par le niveau le plus bas�� On dit que bF est multisommable ou
acc
el
ero�sommable et si on veut pr�eciser les niveaux qu	elle est �k�� k���sommable�

L	op�erateur ��k� �k���k�� est l	op�erateur d	acc�el�eration d�e�ni au d�ebut de cette
deuxi�eme partie� C	est la forme int�egrale de la compos�ee des trois (�eches en pointill�es
��L�R�����

Cet �enonc�e a le sens suivant �

a� la s�erie bBk�� bf �%�� est convergente �
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bf�t�� ef��%���
Bk��

bF �x� eF �����
Bk���

�

�k�

ef��%�� f�t���
Lk��

eF ���� F �x��
Lk���

�

���k�

ef��%��

��k��k���k��

HHHHHHHHHj

�
A�k� �k����

�

�k�

�
���k�

�

�k�

�

���k�

diagramme �

b� sa somme peut �etre prolong�ee �a un secteur k��� � k�� � k��� voisinage du

rayon dk�� en une fonction
ef� �a croissance exponentielle d	ordre k�
�k� � k�� �

c� la fonction ef� d�eduite de ef� par acc�el�eration de puissance k�
k� dans la di�

rection k�� est d�e�nie et �a croissance exponentielle d	ordre � sur un secteur
�k���� k���� �

d� sa transform�ee de Laplace est la somme cherch�ee �a condition de l	exprimer en
fonction de x via l	op�erateur de rami�cation ���k��

On peut si on le pr�ef�ere rester dans les 
plans� des variables x et �� On a alors
le diagramme de sommation � voir le diagramme ��

Domaines de d�e�nition correspondants � voir la �gure ��

bF �x� ���k�
ef���� ���k�

ef���� F �x�

bf�x�� ef��%�� ef��%�� f�t��

Figure �
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La s�erie de Ramis
Sibuya est �
� ��
sommable� Il est clair qu�elle
n�est ni 

sommable ni �
sommable puisqu�elle s��ecrit

bf� � bf� 
 bf�
o�u bf� est la s�erie d�Euler qui est 

sommable mais pas �
sommable
et o�u bf� est la s�erie d�Euler
bis qui est �
sommable mais pas 


sommable�
On peut montrer directement �a titre d�exercice qu�elle est �
�
��
sommable ��L
R����� Rappelons que le noyau d�acc�el�eration �a
utiliser dans ce cas est

C���	 � i
q
�
	�e�

��

	

qui est de toute �evidence �a croissance exponentielle d�ordre au plus

��

Exemple 


Sommation dans le cas d�un syst	eme 	a un nombre quelconque de

niveaux

Supposons que le syst�eme �A� admette les niveaux k� � k� � � � � � kr� Alors
le proc�ed�e de sommation pr�ec�edent s	it�ere sans nouveaut�e� En particulier les op�e�
rateurs d	acc�el�eration faisant passer d	un niveau au suivant su�sent� Ici encore on

proc�ede par niveaux croissants� Avec pour seule raison de rester dans les limites de
la feuille de papier nous donnons le diagramme de sommation dans le cas de trois
niveaux seulement k� � k� � k� �voir le diagramme 
��
La s�erie bF est sommable par ce proc�ed�e dans toute direction � sauf un nombre

�ni de directions singuli�eres qui sont des directions anti�Stokes du syst�eme� On dit
que bF est multisommable ou acc
el
ero�sommable des niveaux k�� k�� � � � � kr ou encore
�k�� k�� � � � � kr��sommable�
Si on d�esire rester dans les 
plans� des variables x et � on a le diagramme ��
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bf �x�� ef������
Bk��

bF �x�

�

�k�

ef�����

��k��k���k��

HHHHHHHHHj

��k� �k���k��

HHHHHHHHHj ef����� f�x���
Lk��

F �x�

�

���k�

�

�
� �

�
�

diagramme 


bf �x�� ef������
Bk��

bF �x� eF �����
Bk���

�

�k�

�

�k�

�
���k�

ef����� f�x���
Lk��

eF ���� F �x��
Lk� ��

�

���k�

�

�k�

�

���k�

�
A�k��k���� eF ���� �

A�k��k����

��k��k���k��

Q
Q
Q
Q
Q
QQsef�����

��k��k���k��

Q
Q
Q
Q
Q
QQs

�

�k�

�

���k�

diagramme �
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Appendice

Dans cet appendice nous d�etaillons une d�emonstration de la sommabilit�e dans le
cas particulier des syst�emes de niveau unique �� Celle�ci bien que plus simple que la
d�emonstration du cas g�en�eral est typique des arguments �a utiliser� Nous suivons la

m�ethode propos�ee par Ecalle ��E���� �E����� Nous rappelons qu	il en existe d	autres�

Th�eor�eme� � Le facteur s
erie formelle bF d�une solution fondamentale formel�
le bF �x�xLeQ d�un syst�eme di�
erentiel lin
eaire m
eromorphe �A� � dY

dx
� AY quand

celui�ci ne comporte qu�un seul niveau 
egal �a � est sommable par le proc
ed
e de som�
mation de niveau �

bF �x� B������ 0F ���
L������ F �x�

dans toute direction � qui n�est pas une direction anti�Stokes du syst�eme �A��

D�emonstration� . Il s	agit d	�etablir les points a� �a e� d�ej�a �enonc�es et que nous
r�ep�etons ici �

a� la transform�ee de Borel formelle bB� bF � de bF est convergente �

b� dans une direction � quelconque qui n	est pas une direction anti�Stokes� la
somme de la s�erie bB� bF � admet un prolongement analytique complexe jusqu	�a
l	in�ni� Nous le notons B�� bF � � 0F �

c� 0F est �a croissance exponentielle d	ordre � �a l	in�ni au voisinage de la direction
�� i�e� il existe des constantes C et � � � et des arguments �� et �� avec

�� � � � �� tels que
j 0F ���j � C exp�j�j

pour tout � dont l	argument v�eri�e �� � arg��� � �� �

d� La transform�ee de Laplace F �x� � L��� 0F ��x� de 0F existe dans toutes les
directions ��� �� � �� � �� et elle est analytique sur la r�eunion D����� des

disques de Borel de diam�etre de longueur �
�
dirig�e par �� �

e� la fonction F est asymptotique �a bF en � sur D�� ��� et elle est solution du
syst�eme �A��A�� C	est donc une somme de bF sur D������

Pour simpli�er� nous faisons l	hypoth�ese que la monodromie formelle cM � e�i	L

est triviale mais la d�emonstration s	�etend sans di�cult�e au cas o�u cM est quelconque�
On peut alors r�eduire le syst�eme �etudi�e �a la forme pr�epar�ee suivante �

�A� x�
d

dx
Y � AY
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avec A�x� � diag�a�� a�� � � ��  x�B�x� o�u les ai sont des scalaires �ai � C� et o�u
B�x� est analytique en x � � avec diagB��� � �� Le syst�eme �A� admet une solution

fondamentale formelle de la forme bY �x� � bF �x�eQ���x� avec

Q�
�

x
� � diag��a�

x
��a�

x
� � � �� et bF �x� � I  O�x���

On choisit la forme normale �A�� � x� dY
dx
� A�Y o�u A� � diag�a�� a�� � � �� et sa

solution fondamentale Y��x� � eQ���x��
La matrice bF est l	unique solution s�erie formelle du syst�eme

��� x�
dF

dx
� A�F � FA�  x�BF

qui v�eri�e bF ��� � I�
Conform�ement aux propri�et�es de la transformation de Borel le syst�eme trans�

form�e de Borel de ��� s	�ecrit

�0�� � 0F � A�
0F � 0FA�  �gx�B� � 0F�

Dans une matrice U nous notons d�esormais U �j��� l	�el�ement plac�e en j�eme ligne

et #�eme colonne� Et si U�x� �
hP

p�� U
�j���
p xp

i
nous notons jU j�x� �

hP
p�� jU �j���

p jxp
i

la 
s�erie des modules�� On a jU�x�j � jjU j�x�j � jU j�jxj��

L	id�ee de base est d	introduire la perturbation r�eguli�ere suivante du syst�eme ��� �

���� x�
dF

dx
�A�F  FA� � �x�BF

qui redonne le syst�eme ��� en substituant � �a �� Par transformation de Borel ����

devient

� 0��� � 0F �A�
0F  0FA� � ��gx�B� � 0F �

En d�eveloppant les syst�emes ���� et � 0��� s	�ecrivent

����

�		

x� d

dx
F ����� �x� d

dx
� �a� � a���F ����� � � �

�x� d
dx
� �a� � a���F ����� x� d

dx
F ����� � � �

���
���

� � �

���
 � �x�BF

et

� 0���

�	
 � 0F ����� �� � �a� � a��� 0F ����� � � �
�� � �a� � a��� 0F ����� � 0F ����� � � �

���
���

� � �

��
 � ��gx�B� � 0F�

On voit appara��tre les points � � aj � a� �� � comme singularit�es potentielles de
0F � En revanche� le membre de droite �etant divisible par �� le point � � � n	appara��t
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pas comme tel� Ces points �aj�a�� d�eterminent les directions anti�Stokes du syst�eme
�A��

Choisissons une direction d	�etude � qui n	est pas une direction anti�Stokes � nous

notons d� la demi�droite issue de � et de direction �� Et consid�erons un domaine
ouvert ,� r�eunion d	une boule de centre � et d	un secteur� voisinage de d�� qui ne
rencontre aucun des points aj � a� �� � � nous notons m � min

�j���
aj�a� �
�

inf

��

j� � �aj � a��j

la plus petite distance entre , et les points aj � a� �� � �voir la �gure ���

Figure �

Les points a�� b� et c� sont �etablis dans les lemmes � �a � ci�dessous� Le point d� est
une propri�et�e classique de la transformation de Laplace qui d�ecoule imm�ediatement
des propri�et�es rappel�ees dans la deuxi�eme partie de ce texte� Le point e� s	obtient

par un argument classique de passage �a la limite sous le signe somme�

Lemme 	�

�i� Le syst�eme ���� admet une unique solution s
erie formelle bF �x� �� � bF�  P
i��

bFi�
i qui v
eri�e bF� � I et bFi��� � �� i � �� On a en fait bFi�x� � O�x���

�ii� Le syst�eme �e��� admet une unique solution s
erie formelle ���� �� � ��  P
i��

�i����i� qui v
eri�e �� � �I et �i��� � �� i � ��

�iii� Les s
eries �i sont les transform
ees de Borel formelles de bFi � �i � bB� bFi�� i � ��

Elles sont convergentes et elles admettent sur le domaine , un prolongement ana�
lytique� que nous noterons encore �i���� En outre� �� � bB� bF���

D�emonstration� . Les bFi sont d�etermin�ees de proche en proche �a partir debF� � I comme unique solution v�eri�ant bFi��� � � des syst�emes

��� i�

�		

x� d

dxF
�����
i �x� d

dx � �a� � a���F
�����
i � � �

�x� d
dx
� �a� � a���F

�����
i x� d

dx
F

�����
i

���
� � �

���
 � x�BFi�� �
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Et l	hypoth�ese diagB��� � � �en fait B�j������ � � si aj � a� � �� entra��nebFi�x� � O�x���
Les �i sont d�etermin�es de proche en proche �a partir de �� � �I comme unique

solution v�eri�ant ���� � � des syst�emes

� g�� i�

�		

� �

�����
i �� � �a� � a����

�����
i � � �

�� � �a� � a����
�����
i ��

�����
i

���
� � �

���
 � �gx�B� � �i��
d�eduits de ��� i� par transformation de Borel�
Les m�emes conditions d�eterminent de toute �evidence de vraies fonctions �i solu�

tions analytiques sur , � �la s�erie x�B�x� �etant convergente� sa transform�ee de Borel
est une fonction analytique sur C tout entier�� Par unicit�e� ce sont les sommes des

s�eries pr�ec�edentes�

Remarque� . Le point iii� justi�e du d�eveloppement en s�erie de �� c	est��a�dire
de la n�ecessit�e d	une perturbation � l	existence sur , d	une vraie fonction ���� ��
n	est pas �evidente au vu du syst�eme �e��� et cela� m�eme si on �xe � � ��
Nous allons montrer que les fonctions �i sont en module major�ees sur , par des

fonctions positives �i dont la somme ���� ��� �� �
P
i��

�i����i est analytique et �a

croissance exponentielle d	ordre � �a l	in�ni� D	o�u� �a la fois l	existence de la fonction �

cherch�ee� son analyticit�e et sa croissance exponentielle �a l	in�ni sur ,� Pour cela on
�etablit que ���� �� est la transform�ee de Borel en x d	une fonction G�x� �� solution
d	un syst�eme sans point singulier en x � �� �Sans l	hypoth�ese cM � I on obtiendrait

un syst�eme �a point singulier r�egulier en x� � � et on pourrait donc conclure de la
m�eme fa"con��

Lemme ��

�i� Le syst�eme

�f���
�	
 � eG����� m eG����� � � �
m eG����� � eG�����

���
� � �

��
 � �� gx�jBj� � eG �


on remplace � � �aj � a�� par m dans �f��� lorsque aj � a� �� �� admet une
unique solution s
erie formelle

���� �� � ��  
X
i��

�i����
i

v
eri�ant �� � �I et �i��� � �� i � ��
�ii� La s
erie ���� �� � �� est �a coe�cients positifs et converge pour tout ��� ���

Notons encore ���� ��� �� sa somme et �i��� celles des s
eries �i����

�iii� Pour tout �� la fonction ���� �� � �� est �a croissance exponentielle d�ordre �
quand � tend vers l�in�ni�
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D�emonstration� . Les s�eries �i��� sont d�etermin�ees de proche en proche �a
partir de �� � �I comme unique solution v�eri�ant �i��� � � des syst�emes

� g�� i�

�		

��

�����
i m�

�����
i � � �

m�
�����
i ��

�����
i

���
� � �

���
 � � gx�jBj� � �i�� �

Elles ont de toute �evidence des coe�cients positifs�

La s�erie ���� �� est la transform�ee de Borel de l	unique solution bG�x� �� � bG�  P
i��

bGi�x��i qui v�eri�e bG� � I et bGi��� � �� i � � du syst�eme

����

�		

x� d

dx
G����� mG����� � � �

mG����� x� d
dx
G�����

���
� � �

���
 � � x�jBjG �

Or� quel que soit �� l	origine x � � est un point ordinaire de ce syst�eme� La s�e�
rie bG�x� �� est donc une s�erie de x convergente� Par suite� sa transform�ee de Borel
���� �� a un rayon de convergence in�ni et elle est �a croissance exponentielle d	ordre

� �a l	in�ni�

Lemme 
� � Pour tout � � R� 
, on a les majorations

j�i���j � �i��� i � � �

D�emonstration� . Elle se fait par r�ecurrence sur i en comparant les syst�emes
� g�� i� et � g�� i��

Lemme �� � Pour tout � � , on a les majorations

j�i���j � �i��� i � � �

D�emonstration� . Soit �� une direction quelconque et � � ,
d�� � On applique
le lemme pr�ec�edent au syst�eme ����� d�eduit de ���� par le changement variable x ��
e�i�x� A ce syst�eme est associ�e le m�eme syst�eme 
majorant� ����� d	o�u le r�esultat�

Il r�esulte de ces quatre lemmes que la s�erie ���� ����� �
P
i��

�i����i d�e�nit pour

tout �� en particulier pour � � �� une vraie fonction solution de ���� et �a croissance
exponentielle sur ,� On peut donc �enoncer �points a�b�et c�

Lemme �� � La s
erie formelle bB bF ���� �I est convergente� sa somme admet
un prolongement analytique sur , qui est �a croissance exponentielle d�ordre � �a
l�in�ni�
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Proc�ed�es formels et num�eriques

de sommation de s�eries
solutions d��equations di��erentielles

Jean Thomann

�� Pr�eliminaires

Une s�erie formelle bf �x� � a�  a�x  a�x
� � � �  anx

n  � � � est d�e�nie si tous
les coe�cients aj �j � N� peuvent �etre d�e�nis par un ou plusieurs algorithmes

num
eriques� formels ou formels�num
eriques �
& num
eriques au sens o�u chaque aj peut �etre �evalu�e par un calcul num�erique

classique �par exemple une quadrature�� avec n�ecessairement une erreur de repr�e�

sentation�
& formels au sens o�u� par exemple �

��  �j���  �j�aj  ���  �j�aj�� � ��  �j�aj�� � � �j � �� �� �� � � ��

et o�u nous connaissons les conditions initiales � a� � � et a� � ��
Dans ce cas� les aj sont solutions d	une �equation de r�ecurrence avec des coe��

cients polynomiaux� Ces polynomes ont des coe�cients qui appartiennent �a Z� Q
ou qui peuvent �etre des nombres alg�ebriques �par exemple i�

p
�� � � �� ou beaucoup

plus compliqu�es��

Si les valeurs initiales apartiennent �a ces ensembles� nous pouvons calculer exacte�
ment tous les aj �m�eme si leur repr�esentation est symbolique pour les nombres alg�e�
briques��

Ces d�e�nitions sont d	une importance primordiale parce que les valeurs de aj� si
elles sont calcul�ees par des m�ethodes num�eriques faisant appel �a l	arithm�etique de

la virgule (ottante� peuvent d�evier tr�es rapidement de leurs vraies valeurs� pour des
raisons d	instabilit�e bien connues notamment dans les r�ecurrences �a 
 termes�
& formels�num
eriques� par exemple� au cas o�u les conditions initiales sont ex�

prim�ees par des nombres en virgule (ottante et o�u l	�equation de r�ecurrence est
formelle au sens ci�dessus�

Cette distinction ou synth�ese formelle�num
erique sera utile dans tout calcul con�
cernant les �equations di��erentielles� les solutions sous formes de s�eries� d	approxi�
mants rationnels� etc�

La r�egle sera � utiliser les algorithmes formels� donc exacts� le plus longtemps
possible� puis passer �a un calcul num�erique contr�ol
e�

���
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�� Somme d�une s�erie convergente

Connaissant une s�erie formelle bf �x�� le but est de lui associer une fonction unique
f�x�� somme de la s�erie formelle en x�
Si tout va bien� nous pouvons utiliser directement les crit�eres de convergence

�Cauchy� d	Alembert� etc�� et constater la convergence d	une s�erie dans un disque

de rayon non nul� comme dans le cas trivial �

bf�x� � �� x x� � x�  � � �  ����nxn  � � �
convergente dans un disque de rayon � ��

Mais aussit�ot� on aimerait conna��tre la somme f�x� dans le domaine le plus
grand possible du plan complexe � d	o�u les m�ethodes de prolongement analytique
bien connues �Weiertrass� Borel� Mittag�Le$er� approximants rationnels� etc���

Dans notre cas simple� la fonction rationnelle �
��x

nous donne imm�ediatement
une fonction holomorphe dans tout le plan complexe priv�e du point singulier ���
D	o�u l	id�ee d	e�ectuer un prolongement analytique par des fonctions rationnelles

avec l	aide d	algorithmes qui sont plus faciles �a mettre en oeuvre que les autres

m�ethodes mentionn�ees et qui peuvent �etre enti�erement formels�
La s�erie formelle

bf �x� � �� 

�
x 


�


�
x� � ���

���
x�  

���


����
x	 � �����

����
x
  � � �

semble plus di�cile �a analyser� �a sommer et �a prolonger que la pr�ec�edente�
Par contre� si nous savons que cette s�erie est solution formelle de l	�equation

fonctionnelle �

��  �x�f� � �� �
�
x � ��

nous pouvons constater qu	une singularit�e se situe en ��
�� et que

bf est convergent
dans un disque de rayon � �
�
D	autre part� l	approximant de Pad�e ��
�� � ����
x

�����
x
�approximant rationnel ad�

mettant une s�erie de Taylor co��ncidant ave bf jusqu	�a l	ordre �  � � � inclu
et calcul�e directement �a partir de 
 termes de la s�erie bf� repr�esente la somme
f�x� �

q
�����x
���x

avec une pr�ecision d�ej�a remarquable� de sorte que f��� � �������� et

��
����� � ��������� ainsi que f��� � ��� et ��
����� � ����� �Voir G�A� Baker and
P� Graves�Morris � Pad�e Approximants� Addison�Wesley P�C� ������
Dans notre cas simple� il est facile de voir que �

bf�x� � �� x x� � � �  ����nxn  � � �
est une s�erie formelle� solution formelle de l	�equation di��erentielle �

�x ��y�  y � ��

Cette s�erie formelle a �et�e obtenue en reportant la s�erie

y�x� � a�  a�x a�x
� � � � anx

n  � � �
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ainsi que sa d�eriv�ee formelle dans l	�equation di��erentielle et en identi�ant les coef�
�cients aj des m�emes termes en xj�

D	o�u une �equation de r�ecurrence �

aj��  aj � � �j � �� �� �����

associ�ee �a l	�equation di��erentielle g�en�eratrice et permettant le calcul exact de tous

les aj �a partir de a� � ��
Cette dualit�e 
equation di�
erentielle�
equation de r
ecurrence �utilis�ee par Frobe�

nius et Pincherle� a �et�e d�evelopp�ee et est un �el�ement de base des logiciels de calcul
formel des solutions d	�equations di��erentielles lin�eaires �par exemple le code DESIR

d�evelopp�e au LMC de Grenoble ��� �����
Il est important de remarquer que nous pouvons lire la singularit�e �� sur l	�e�

quation di��erentielle� En e�et� l	�equation caract�eristique x � � � a comme racine

���

�� Somme d�une s�erie divergente

Nous pouvons utiliser le m�eme proc�ed�e sur l	�equation di��erentielle �

x�y�  y � x

pour trouver la s�erie formelle solution �

x bf�x� � x��� �!x �!x� � � � ����nn!xn  � � ���
Cette fois�ci� la s�erie bf�x� est divergente � ce qui pouvait �etre pr�evu en regardant
l	�equation di��erentielle qui pr�esente une singularit�e irr�eguli�ere �a l	origine�
La th�eorie des d�eveloppements asymptotiques Gevrey� solutions d	�equations di��e�

rentielles lin�eaires ���� nous permet de dire qu	�a l	int�erieur d	un secteur assez petit V
�d	ouverture � �
k�� la sommation au plus petit terme de bf�x� donne une approxi�
mation d	une solution f�x� holomorphe dans V telle que �

jf�x�� X
p�LV jxj�k

apx
pj � CV exp��KV jxj�k��

o�u LV � CV et KV sont des constantes li�ees �a V � k vaut � dans notre cas particulier�

Cette somme tronqu�ee donne une solution �a une fonction exponentiellement d�e�
croissante pr�es�
Dans les cas usuels� notamment les s�eries solutions d	�equations de fonctions sp�e�

ciales� ce proc�ed�e revient �a tronquer la s�erie juste avant le plus petit terme janxnj�
C	est ainsi qu	on trouve la somme de la s�erie� c	est �a dire une solution de l	�e�

quation di��erentielle � par exemple en ��� � f����� � ������� �la valeur exacte de
cette fonction connue �etant ������
��

Au sens de l	analyse num�erique classique� ce proc�ed�e permet d	avoir une tr�es
bonne approximation dans un petit voisinage de O� puisque l	erreur d�ecroit expo�
nentiellement si on tend vers O sur n	importe quel rayon issu de l	origine�
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Si on entreprend une analyse plus �ne� on peut dans certains cas repr�esenter la
solution d	une �equation di��erentielle lin�eaire� dont le d�eveloppement de Taylor est

une s�erie formelle bf�x�� sous la forme �
f�x� �

k

xk

Z
d
��t� exp��tk
xk�tk��dt

o�u k est un entier positif�

��t� est le prolongement analytique sur une droite d issue de � de la somme de la
s�erie formelle b��t� � P

n��
an

����n�k�
tn convergente dans un disque de rayon non nul�

Cette repr�esentation est vraie si bf �x� est k�sommable d	apr�es la th�eorie d�e�
velopp�ee par J�P�Ramis ����

Si k est entier �sinon on peut s	y ramener par une rami�cation� si l	�equation est �a
coe�cients polynomiaux�� cette int�egrale existe dans toute direction sauf un nombre

�ni de directions singuli�eres et f�x� est l	unique solution de l	�equation di��erentielle
dans un secteur d	ouverture � �
k� dont le d�eveloppement de Taylor est bf �x��
Toutes les s�eries solutions d	�equations di��erentielles du premier et du second or�

dre �fonctions sp�eciales� etc�� homog�enes sont k�sommables et bien d	autres encore���

k peut �etre lue directement �a partir des coe�cients de l	�equation di��erentielle

avec l	aide du polygone de Newton�

D�efinition du polygone N�R�M �Newton� Ramis� Malgrange� en x � �� d	un

operateur di��erentiel
nX
i��

�X
j��

pi�jx
j

�
d

dx

�i

� Si Q��u� v� � f�x� y� � R�� x � u� y �
vg� est le second quadrant de R� translat�e en �u� v�� on d�e�nit �

M��L� �
�

pi�j 	��

Q��i� j � i��

Le polygone N
R
M de L est l	enveloppe convexe inf�erieure de M��L��

Toutes ses pentes �nies sont rationnelles� Par exemple� le polygone N�R�M de
l	�equation �

�x
y��  �x�y�  y � �

est repr�esent�e sur la �gure ��

Pour l	�equation d	Euler x�y�  y � x� la s�erie bf�x� est ��sommable parce que le
polygone de Newton n	a qu	une seule pente �egale �a ��

Le fait que la pente soit di��erente de � nous indique aussi que la singularit�e �a
l	origine est irr
eguli�ere et que par cons�equent la s�erie est en g�en�eral divergente�

La s�erie bf�x� a une somme unique d�e�nie par
f�x� �

�

x

Z
d
��t� exp��t
x�dt

o�u d est toute direction issue de O sauf la direction R��

Pourquoi la direction singuli�ere est�elle R� �
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Figure �

Si nous calculons formellement b��t�� d�e�nie pr�ec�edemment et appel�ee trans�
form�ee formelle de Borel� nous obtenons �

� � t t� � � � �  ����ntn � � � � �

�  t

et nous connaissons son prolongement sur toute droite d� sauf celle qui correspond
�a R� puisque �

��t a un p�ole en ���
Si d prend toutes les directions non singuli�eres� les fonctions d�e�nies par l	int�e�

grale et holomorphes dans un demi�plan bissect�e par d� se recollent pour donner une
seule fonction f�x� d�e�nie dans un secteur d	ouverture 
��
Dans le demi�plan bissect�e par R�� nous voyons que nous obtenons � d�etermi�

nations de f�x� en faisant tourner d depuis la position o�u d forme un angle ��  �

avec R� jusqu	�a la position o�u d forme un angle  � � � avec R� � et par un calcul
de r�esidu on trouve que la di��erence des deux d�eterminations est �i� exp��
x��
Nous voyons donc que la notion de disque de convergence est remplac�ee par la

notion de secteurs de convergence�
La transform�ee de Borel formelle permet de transposer l	�etude de f�x� dans

un nouveau plan complexe o�u les s�eries b��t� sont cette fois�ci convergentes comme
pr�ec�edemment avec les m�emes probl�emes de prolongement analytique�

Dans cette transposition il y a correspondance entre directions singuli�eres debf�x� et directions sur lesquelles se trouvent les singularit
es de ��t��

� Un exemple particulier

Nous allons illustrer cette d�emarche sur un exemple un peu plus complexe�

La s�erie formelle

bg�x� � �  �x ���
�x�  ���
�x� � � �
est l	une des � solutions de l	�equation di��erentielle �

�x�y�� ����x�  �x� ��y�  ���x ��y � ��
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Figure �

Le polygone de Newton de cette �equation� repr�esent�e sur la �gure �� est compos�e
d	un segment de pente nulle et d	un segment de pente �� Nous pouvons en d�eduire
que la s�erie formelle bg�x�� correspondant �a la pente nulle� est ��sommable�
Les coe�cients de la s�erie formelle sont obtenus par l	�equation de r�ecurrence

associ�ee �a l	�equation di��erentielle g�en�eratrice �

��  �j���  �j�aj  ���  �j�aj�� � ��  �j�aj�� � � �j � �� �� � � � ���

o�u a� � � et a� � ��
Si nous scindons bg�x� en � sous�s�eries � b���u� x b���u�� o�u u � x�� ���u� et ���u�

sont chacune ��sommable�
Les coe�cients des transform�ees de Borel formelles � b���t� et b���t� seront solu�

tions respectivement des �equations de r�ecurrence �

��  �j���  �j���  �j����  �j�aj

����  �j���  �j����  �j��j  ��aj��

 ��  �j���  �j��j  ���j  ��aj�� � �

et

��  �j���  �j����  �j���
  �j�aj

����  �j����  �j���
  �j��j  ��aj��

 ��  �j����  �j��j  ���j  ��aj�� � �

Si nous calculons formellement l	�equation di��erentielle g�en�eratrice de la premi�ere
�equation nous trouvons �

�����t� � �t ��t�d
	U

dt	
 �
���t� � ����t  ���td

�U

dt�

 ��
���t� � ����t  ���d
�U

dt�
 ������t � �
���dU

dt
 
���U � �

Nous savons que b���t� est solution de cette �equation�
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L	�equation caract�eristique � ��t� � �t � � ��t� ��� � � a une racine double en
�
�� qui est donc la seule singularit�e �a distance �nie de l	�equation di��erentielle� donc

la seule possible �a distance �nie pour ���t�� On peut situer de la m�eme mani�ere la
seule singularit�e possible �a distance �nie de ���t�� en �
��
En analysant formellement cette �equation di��erentielle� par exemple par le code

DESIR� nous constatons que nous nous trouvons en face d	une singularit�e essentielle�

Nous savons donc dans quelles directions nous pouvons e�ectuer le prolongement
analytique de ���t� a�n de pouvoir calculer �

���u� �
�

u

Z
d
���t� exp��t
u�dt�

d pourra donc �etre toute direction sauf R� qui contient �
��

�� Calculs e�ectifs�

Nous pouvons donc passer au calcul e�ectif de ces transform�ees de Laplace �
f�x� � �
x

R
d ��t� exp��t
x�dt o�u ��t� est la somme d	une s�erie formelle b��t� con�

vergente dans un disque de rayon non nul�
Si bf �x� est k�sommable� nous pouvons toujours� comme dans l	exemple pr�ec�edent�

scinder bf�x� en sous�s�eries ��sommables et nous ramener �a ce cas�
Rappelons que les coe�cients de la s�erie bf�x�� donc de la s�erie b��t� sont des

nombres alg�ebriques si bf�x� est solution d	une �equation di��erentielle lin�eaire �a coef�
�cients polynomiaux� ces polyn�omes ayant eux�m�emes des coe�cients qui sont des
nombres alg�ebriques�

Nous connaissons l	�equation de r�ecurrence exacte que v�eri�ent les coe�cients deb��t�� et par cons�equent l	�equation di��erentielle que v�eri�e b��t�� Donc ses singularit�es
sont connues ainsi que les directions singuli�eres correspondantes�

De plus la th�eorie de la k�sommabilit
e nous assure de la croissance au plus expo�
nentielle de ��t� quand t tend vers l	in�ni dans toute direction non singuli�ere�

���� D�ecomposition spectrale formelle

Une premi�ere m�ethode consiste �a prolonger ��t� par un approximant rationnel
de type Pad�e dans les directions non singuli�eres�

Dans le cas o�u il n	y a qu	une seule direction singuli�ere ��equations di��erentielles
homog�enes du second ordre� fonctions sp�eciales� etc��� nous pouvons approcher ��t�
par PM �t�
QN�t� o�u PM �t� et QN �t� sont des polynomes respectivement de degr�e
M � N j� o�u j � ��� et de degr�e N � On choisit QN�t� de telle sorte que les racines

de QN�t� soient situ�ees sur la coupure T correspondant �a la demi�droite issue de la
singularit�e la plus proche de O� d	a�xe a� et de direction� la direction singuli�ere�
A la di��erence des approximants de Pad�e� pour les approximants de type Pad
e�

on choisit les d�enominateurs QN�t�� puis on d�etermine PM �t� de sorte que le d�e�
veloppement de Taylor de PM �t�
QN�t� co��ncide avec la s�erie formelle jusqu	�a l	ordre
M inclu�
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On prendra QN �t� � tNvN��
t� o�u vN sera un polynome orthogonal �Legendre�
Tchebyche�� ayant ses racines situ�ees sur le segment inverse de T �

Dans ce cas� il est d�emontr�e �
� que �

�

x

Z
d

PM �t�

QN�t�
exp��t
x�dt tend vers

�

x

Z
d
��t� exp��t
x�dt�

quand N tends vers l	in�ni et M � N  j o�u j � ���
En d�ecomposant PM �t�
QN �t� en �el�ements simples� nous obtiendrons une ex�

pression de la forme

f�x� � Pol�x�  
NX
i��

Ai

x

Z
d

�

t� ti
e�t�xdt

� Pol�x�  
NX
i��

�Ai

ti
EXPI��x

ti
��

o�u Pol�x� est un polynome en x et o�u EXPI d�esigne �

EXPI�x� �
�

x

Z
d

�

�  t
e�t�xdt�

qui est la solution de l	�equation d	Euler�
D	ailleurs dans ce cas simple� nous avons bien exprim�e directement ��t� par la

fonction rationnelle �
��t � qui peut �etre consid�er�ee comme un approximant de type

Pad�e�
Bien plus� comme nous le verrons en ���� ces fonctions EXPI�x� peuvent �etre

calcul�ees par de vrais approximants de Pad�e� obtenus par un algorithme purement
formel� Les coe�cients Ai

ti
�etant des nombres alg�ebriques� cette m�ethode peut donc

�etre men�ee au bout par des algorithmes formels�
L	�evaluation de ���u� � ���x

�� pour x � ���� donne le r�esultat �����

� en
utilisant cette m�ethode�

���� Prolongement num�erique de la transform�ee de Borel

Une autre mani�ere de concr�etiser le prolongement analytique de ��t� est mi�
formelle�mi�num�erique� En e�et� le calcul formel nous fournit l	�equation di��erentielle
v�eri��ee par ��t� �

P�
n�


an
n�
tn� Les conditions initiales de ��t� en � sont facilement

lisibles sur la s�erie elle�m�eme� Cette �equation di��erentielle est transform�ee en un
syst�eme di��erentiel d	ordre � par un algorithme formel� A partir de ce syst�eme
formel� nous pouvons g�en�erer un programme num�erique classique� par exemple en
Fortran ou en Pascal� qui va r�esoudre le syst�eme di��erentiel par un sous�programme

de biblioth�eque de r�esolution par la m�ethode de Runge�Kutta� puis l	int�egration
de �
x

R
d ��t� exp��t
x�dt par un sous�programme de biblioth�eque de quadrature

optimale par la m�ethode de Gauss�Laguerre�

Ces m�ethodes num�eriques sont stables dans le plan complexe� sauf �a proximit�e
des singularit�es de ��t�� qui sont connues�
C	est ainsi que ���x�� vaut �������� au m�eme endroit que pr�ec�edemment�
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���� S�eries de factorielles

Une troisieme m�ethode num�erique particuli�erement e�cace consiste �a trans�

former bf�x� en s�erie de factorielles g�en�eralis�ees �ou s�eries de facult
es g�en�eralis�ees��
Les nombres de Stirling g
en
eralis
es de �ere esp�ece St�n� k� sont d�e�nis par la formule
de r�ecurrence �

St�n �� k� � St�n� k � �� � tnSt�n� k� �n� k � ��

St��� �� � �� St�n� �� � � si n �� � et St�n� k� � � si k � n �
o�u n� k � N et ft�� t�� � � � tn� � � �g est une suite quelconque de nombres complexes�
que nous supposerons situ�es sur �
d�
Toute s�erie formelle �

bf �x� � a�  a�x a�x
�  � � � anx

n  � � �

peut �etre transform�ee formellement� telle que �

�

z
bf��
z
� �

X
n��

bn��

z�z  t�� � � � �z  tn�
�

o�u

bn�� �
nX

k��

����k�nSt�n� k�ak�

et o�u z � �
x����
On appellera SFG �comme s�erie de factorielle g�en�eralis�ee� formelle� la s�erie �

X
n��

bn��

z�z  t���z  t�� � � � �z  tn�
�

Remarque� . Par r�ecurrence� on peut construire les formules de passage entre

SFG formelles� correspondant �a des suites ft�� t�� � � � tn� � � �g di��erentes�

On a vu que� si une s�erie bf �x� �etait ��sommable dans une direction d� d	angle �
avec le demi�axe positif� sa somme s	exprimait par �

f�x� �
�

x

Z
d
��t�e�t�xdt �

�

x�

Z �

�
��tei��e�t�x

�

dt o�u x� � xe�i�

ou par �

�

z
f�
�

z
� � ei�

Z �

�
��tei��e�tz

�

dt x �
�

z
et x� �

�

z�

En situant ft�� t�� � � � tng sur la demi�droite de direction ��� on a l	�equivalence
formelle �

�

z
bf��
z
� �

X
n��

bn��

z�z  t�� � � � �z  tn�
�
X
n��

b�n��

zei��zei�  %�� � � � �zei�  %n�
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o�u

bn�� �
nX

k��

����k�nSt�n� k�ak� b�n�� �
nX

k��

����k�nS� �n� k�akei�k����

et %l � tl exp�i�� �l � �� �� � � � � n��
Les %l sont alors situ�es sur la demi�droite R��

En posant �

u� �
a�
z
� u� �

a�
z�

� � � � � um �
am��
zm

et y � zei� �

�

z
bf��
z
� �

X
n��

vn�� �
X
n��

Pn
k�� uk��y

k��jS��n� k�j
y�y  %�� � � � �y  %n�

�

L	�evaluation directe des termes vn�� est impossible �a cause de la croissance ex�
plosive des S��n� k�� En utilisant la r�ecurrence d�e�nissant les nombres de Stirling

g�en�eralis�es de ��
� on peut construire un algorithme r�ecursif o�u les termes �

v
�j�
n�� �

%n��v
�j�
n  yv�j���

n

y  %n

sont calcul�es par colonnes dans le tableau �

v
���
� � u�

v
���
� � yu�

y���

v
���
� � u� v

���
� �

��v
���
� �yv

���
�

y���

v
���
� � yu�

y���
v
���
	 �

��v
���
� �yv����
y���

v
���
� � u� v

���
� �

��v
���
� �yv����

y���

� � �

v
���
� � yu	

y���

v
�	�
� � u	
���

Les termes diagonaux � v���� � v
���
� � � � � � v���n � v

���
n�� � � � sont les termes de la SFG cher�

ch�ee � v�� v�� � � � � vn� vn���

D	apr�es la th�eorie de la k�sommabilit�e d�evelopp�ee par J�P�Ramis ���� reprenant
un r�esultat de Watson� nous avons correspondance entre les r�esultats suivants �
d	une part �

f�x� �
�

x

Z
d
��t�e�t�xdt

d	autre part �
�

z
f�
�

z
� �

X
n��

bn��

z�z  t�� � � � �z  tn�
�

o�u les coe�cients bn�� sont d�e�nis pr�ec�edemment� et o�u la SFG est uniform�ement
convergente dans le demi�plan Re�zei�� � 
 �
 � ��� �a condition que �

tl � l� exp��i�� �l � �� � � � � n�
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� � R� � � � tel que � � �� � ��

�� est la valeur critique li�ee au type de bf et aux singularit�es de ��
La valeur de ��� qui d�epend de �� peut s	�evaluer simplement �a partir des situations

des singularit�es de � dans le plan complexe�

La d�emonstration� d	apr�es Watson� N�orlund� Nevanlinna� de la convergence uni�
forme de X

n��

b�n��

z��z�  �� � � � �z�  n��
o�u z� � z exp�i��

utilise la transformation conforme s � exp���t��

L	image r�eciproque du cercle fj� � sj � �g est la courbe C constitu�ee des t �
��u  iv�� o�u � u � � log�� cos�v��� v �� � �
�� �
��� L	�etude de ��tei�� dans
l	image r�eciproque U du disque ouvert fj� � sj � �g est ainsi remplac�ee par l	�e�
tude du d�eveloppement de Taylor de ��� log�s�ei�
�� au centre de ce disque� Ce
changement de variable permet d	ailleurs d	�ecrire la transform�ee de Laplace sous

forme de transform�ee de Mellin� puis de s�erie de factorielle convergente�

Tout ceci d�epend de la condition d	holomorphie de ��tei�� dans U � La valeur
maximale �� de � est telle que C passe par la premi�ere singularit�e rencontr�ee de

��tei���

Comme nous pouvons localiser les singularit�es de ��t� dans le plan complexe�

nous pouvons donc calculer facilement �� par un algorithme num�erique�

Remarque� . Des exp�eriences num�eriques montrent que la convergence de la
SFG est d	autant plus rapide que � est proche de ���

��
� Approximation rationnelle directe

Si nous examinons les s�eries de factorielles g�en�eralis�ees� nous constatons que

l	approximant de type Pad�e Pn�x�
Qn�x� de la s�erie formelle bf �x�� o�u �
Qn�x� �

�
x 

�

t�

��
x 

�

t�

�
� � �

�
x 

�

tn

�
�

co��ncide formellement avec la somme des n  � premiers termes de la SFG divis�ee
par x �ou multipli�ee par z � �
x��

Si bf�x� n	a qu	une direction singuli�ere� nous pouvons d�emontrer que� d	une
mani�ere plus g�en�erale ���� �

x

R
d ��t� exp��t
x�dt o�u d forme avec R� un angle �

et avec
P
�D� un angle �s sup�erieur �a �
�� peut �etre approch�e ind�e�niment quand

n tend vers l	in�ni� pour x �x�e� par l	approximant de type Pad�e Pm�x�
Qn�x� debf�x�� o�u m � n j �j � �� et o�u nous avons choisi le d�enominateur �

Qn�x� �

�
x 

�

t
�n�
�

��
x 

�

t
�n�
�

�
� � �

�
x 

�

t
�n�
n

�
�

Les t
�n�
j �j � �� �� � � � n� sont cette�fois d�ependants de n � t

�n�
j � A%

�n�
j exp��i�� �
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les %
�n�
j �j � �� � � � � n� sont les racines du polynome de Laguerre Ln�x� de degr�e

n et A est un scalaire � �
�ja cos��s�j

� a �etant la singularit�e de ��t� la plus proche de O�
En pratique� cette approximation rationnelle revient �a accumuler� de plus en plus

pr�es de l	origine� les racines��
tj de Qn sur �d� d	une part si n augmente� mais aussi
si d tend vers les positions limites� o�u d forme un angle de valeur absolue �
� avec
la direction singuli�ere� Entre ces positions d peut prendre toutes les directions dans
le demi�plan compl�ementaire au demi�plan bissect�e par cette direction singuli�ere�

Autrement dit� nous pouvons encore construire une approximation rationnelle
de f�x�� qui r�ealise une g�en�eralisation du prolongement analytique� en simulant la
direction singuli�ere par une accumulation de p�oles dans cette direction�

L	�evaluation de ���x
�� en x � ���� donne cette�fois ci � ���������

Soit la fonctionnelle lin�eaire c telle que �

c��� � a�� c�x� � a�� � � � c�x
n� � an � � �

Un choix de v�x�� s	il existe� tel que �

c�xlv�x�� � � pour l � �� � � � � n� �

nous conduit �a un choix des t�n�l �l � �� �� � � � n� du d�enominateurQn�x� � xnv��
x�
tels que l	approximant de type Pad�e Pn�x�
Qn�x� devienne l	approximant de Pad�e

tout court�
Malheureusement� dans ce cas� on ne peut plus rien conclure sur la convergence

de ces approximants de Pad�e vers f�x�� sauf si la s�erie bf�x� est du type Stieljes�
Dans le cas de la s�erie d	Euler ���!x �!x� � � �� l	approximant de Pad�e� construit

�a partir du d�enominateur o�u vn�x� est un polynome de Laguerre� converge bien vers
la somme f�x� sauf si x � R��
Pour x � ���� comme dans le paragraphe 
� nous obtenons f����� � ������





avec � chi�res signi�catifs exacts�

Dans les cas o�u on peut �etablir la convergence des approximants de Pad�e vers
f�x�� on dispose ainsi d	un algorithme formel permettant de calculer cet approxi�
mant� alors qu	en ��
 et ���� on dispose d	un algorithme essentiellement num�erique�

���� Conclusion

Nous constatons que l	�evaluation de la fonction ���x�� pour x � ����� par les 

m�ethodes d�ecrites� donne un r�esultat stable sur 
 chi�res signi�catifs� ce qui peut
�etre consid�er�e comme acceptable en tenant compte de la divergence tr�es forte debg�x�� donc de b���x���

D	ailleurs la seule fa"con de v�eri�er la validit�e des r�esultats est de confronter� en
diverses r�egions du plan complexe� les valeurs obtenues par di��erentes m�ethodes�
Un logiciel complet de sommation de s�eries divergentes� solutions d	�equations

di��erentielles� doit �etre interactif� et utiliser toutes les ressources donn�ees par ces
�equations� pour analyser les r�egions de stabilit�e des di��erentes m�ethodes de calcul
utlis�ees� et confronter ces m�ethodes par recoupement des r�esultats�
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L	outil graphique interactif est alors indispensable et le seul moyen d	avoir une
vision d	ensemble �comme dans le logiciel d�evelopp�e par F�Richard�Jung �����

Cette analyse est caract�eris�ee par le contr�ole formel� qui� suivant des choix pr�evus
ou donn�es interactivement� engendre les di��erentes parties num�eriques�
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S�eries divergentes de la M�ecanique C�eleste
�probl�emes plan�etaires�

Alain Chenciner

Introduction

La recherche de solutions 
quasi�p�eriodiques� des �equations qui d�ecrivent le mou�
vement des plan�etes� et plus pr�ecis�ement la question de l	existence parmi ces solu�
tions de celle qui nous int�eresse tant� ont conduit depuis deux si�ecles �a des expressions

approch�ees� puis formelles� dont la signi�cation est l	objet de la pr�esente causerie�

Ces �equations� qui dans l	id�ealisation du 
Probl�eme des �n  �� corps� . les
plan�etes et le soleil sont des points mat�eriels strictement r�egis par la loi de New�
ton . d�e�nissent apr�es �xation du centre de gravit�e un 
syst�eme hamiltonien� �a


n degr�es de libert�e �voir le paragraphe ��� ont pour limite lorsque les masses des
plan�etes tendent vers z�ero la r�eunion de n 
Probl�emes de Kepler� dont les solutions
dans le domaine d	�energies pertinent sont des mouvements elliptiques non coupl�es�
Exprim�ees en termes des proportions d	aires balay�ees sur chaque ellipse par le seg�

ment joignant au soleil la plan�ete correspondante �anomalies moyennes ou longitudes
moyennes� voir le paragraphe ��� les solutions du syst�eme limite deviennent des fonc�
tions quasi�p�eriodiques du temps ayant n fr�equences� �eventuellement d�ependantes

�deuxi�eme loi de Kepler�� Il s	agit d	une situation tr�es d�eg�en�er�ee� les solutions quasi�
p�eriodiques d	un syst�eme hamiltonien �a 
n degr�es de libert�e 
compl�etement int�e�
grable� non d�eg�en�er�e �voir le paragraphe 
� ayant pour la plupart 
n fr�equences�
Cette d�eg�en�erescence est lev�ee dans l	approximation suivante dans laquelle on ne

tient compte des interactions plan�etaires qu	en moyenne sur un grand nombre de
r�evolutions tout en oubliant les termes non lin�eaires en les excentricit�es et les in�
clinaisons des ellipses kepleriennes� Les solutions ainsi obtenues sont c�el�ebres �mou�
vements de Laplace�Lagrange� voir le paragraphe 
� � elles fournirent �a Laplace la

premi�ere 
preuve� de la stabilit�e d	un syst�eme plan�etaire� Les nouvelles fr�equences�
qui l�event la d�eg�en�erescence� sont celles des mouvements 
s�eculaires� des p�erih�elies
et des n'uds des ellipses kepleriennes�

La relation du syst�eme ainsi 
moyenn�e� au syst�eme complet des �equations de

Newton est �elucid�ee dans le paragraphe quatre � au niveau des 
s�eries formelles��
il repr�esente bien une approximation de ce dernier pourvu qu	on ne consid�ere pas
les solutions dans lesquelles les fr�equences des mouvements kepleriens approch�es ne

���
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sont pas ind�ependantes �
r�esonances en moyens mouvements��� C	est d	ailleurs la
proximit�e d	une telle r�esonance dans le couple Jupiter�Saturne �le fameux ���� qui
est �a l	origine des 
in�egalit�es� de leurs mouvements dont l	explication est l	une des
plus belles d�ecouvertes de Laplace�

Il reste �a comprendre les mouvements s�eculaires au�del�a de l	approximation lin�e�
aire en excentricit�es et inclinaisons et �a construire des s�eries . a priori seulement
formelles en les masses plan�etaires . qui d�e�nissent les solutions quasi�p�eriodiques

recherch�ees� Cette construction est indiqu�ee dans le paragraphe � pour le Probl�eme
des trois corps dans le plan que la compl�ete int�egrabilit�e du syst�eme s�eculaire qui
lui est associ�e rend plus simple que le probl�eme g�en�eral � loin des r�esonances en
moyens mouvements et des r�esonances s�eculaires� on obtient des s�eries formelles

en les masses plan�etaires� Dans le cas g�en�eral� il faut �egalement e�ectuer des d�e�
veloppements formels en excentricit�es et inclinaisons�

Tout ceci n	est que formel bien qu	une d�emonstration de ce fait soit di�cile �para�
graphe ��� Les arguments de Poincar�e montrent que la divergence de ces s�eries est
tr�es probable dans la situation d�eg�en�er�ee qui nous int�eresse� et ce bien que l	existence

de solutions quasi�p�eriodiques du Probl�eme des trois corps dans le plan soit prouv�ee
par Arnold et que la convergence ait lieu lorsque la non�d�eg�en�erescence permet de
�xer les fr�equences ind�ependamment des masses plan�etaires �Moser� Zehnder�� De
toute fa"con� les r�esultats semi�num�eriques de Jacques Laskar sur deux cents mil�

lions d	ann�ees indiquent que nous ne sommes probablement pas sur une solution
quasi�p�eriodique des �equations de Newton�

�� Forme hamiltonienne des �equations dans un rep	ere h�eliocentrique �

approximation keplerienne

Soient m��m�� � � � �mn les masses� y�� y�� � � � � yn les positions de n  � corps

ponctuels dans l	espace identi��e �a R� par le choix d	un rep�ere galil�een� Les �equations
de Newton s	�ecrivent

mj
d�yj
dt�

� �
X

��k�n
k 	�j

mjmk

jyj � ykj� �yk � yj� �j � �� � � � � n��

o�u �y�� � � � � yn� appartient au compl�ementaire dans �R��n�� de l	union des diagonales
d	�equations yj � yk� D�e�nissant les moments

xi � mi
dyi
dt

�

on obtient la forme hamiltonienne de ces �equations �



S�eries divergentes de la M�ecanique C�eleste ���

�������������������������

dxj
dt

� ��H
�yj

dyj
dt

�
�H
�xj

�j � �� � � � � n��

H�x� y� �
nX

j��

jxjj�
�mj

� �
X

��j�k�n

mjmk

jyk � yjj �

�H�

o�u l	on a not�e

x � �x�� � � � � xn�

xj � �xj�� xj�� xj�� �j � �� � � � � n��

�H
�xj

�

�
�H
�xj�

�
�H
�xj�

�
�H
�xj�

�
� etc�

H est le Hamiltonien ou �energie totale� somme de l	�energie cin�etique et de l	�energie
potentielle�

Introduisons la ��forme symplectique standard sur R��n��� 
R��n���

� �
nX

j��

�X
k��

dxjk � dyjk�

encore not�ee � � dx � dy� Les �equations �H� s	�ecrivent encore
d

dt
�xj� yj� � ���H

�yj
�
�H
�xj

� � grad�H�

o�u le gradient symplectique grad� est d�e�ni par l	identit�e� valable pour tout champ

de vecteurs X�
��X� grad�H� � dH �X�

On comparera bien entendu au gradient riemannien d�e�ni par

� X� gradH �� dH �X�

dont le gradient symplectique ne di��ere que par une rotation de �
� dans chaque
��plan �xjk� yjk� ��a condition bien entendu d	avoir choisi le produit scalaire euclidien
dans R��n����� La conservation de l�
energie par le (ot d	un gradient symplectique
s	en d�eduit imm�ediatement ��gure �� sch�ematique��

De m�eme qu	une isom�etrie transforme un gradient en gradient� un changement
de coordonn�ees dans R�N

1 � �a�� � � � � aN � b�� � � � � bN� ��� �p�� � � � � pN � q�� � � � � qN�

qui pr�eserve � �
PN

i�� dai � dbi �
PN

i�� dpi � dqi� transforme le gradient symplectique
de H�p� q� en celui de la fonction correspondante H � H � 1� Un tel 1 est dit
symplectique ou canonique�
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XXXz
�
�
���

r grad�H

gradH

H � cste

Figure �

Dans les nouvelles coordonn�ees� les �equations du mouvement conservent donc la
forme hamiltonienne�

Tous les changements de coordonn�ees que nous ferons seront canoniques � une
m�ethode g�en�erale de construction sera donn�ee dans le paragraphe �� mais nous
commen"cons par un exemple �el�ementaire� la r
eduction du centre de masse par les
coordonn�ees h
eliocentriques de Poincar�e� Posons

X� � x�  � � � xn�

Xj � xj �j � �� � � � � n��

Y� � y��

Yj � yj � y� �j � �� � � � � n��

Le caract�ere symplectique de la transformation est �evident� Puisque

nX
j��

mj
d�yj
dt�

� ��

on peut choisir le rep�ere galil�een de fa"con que X� � �� On peut alors oublier les
variablesX�� Y� �r�eduction� et d�e�nir le mouvement des nmassesm�� � � � �mn �plan�e�
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tes� autour de la masse mo �soleil� par le syst�eme hamiltonien dans R�n

�����������������������������������������

dXj

dt
� ��H

�yj
dYj
dt

�
�H

�xj

�j � �� � � � � n��

H � H�  H��

H��X�Y � �
nX

j��

� jXj j�
��j

� �
�jMj

jYj j

�
�

H��X�Y � � ��
X

��j�k�n

mjmk

jYj � Ykj  
X

��j�k�n

Xj �Xk

m�
�

�H�

o�u �j � m�mj
�m�  mj�� Mj � m�  mj�
Le terme H�� encore appel�e Hamiltonien non perturb
e d�ecrit une somme de

probl�emes �a � corps �m� et mj� non coupl�es en coordonn�ees h�eliocentriques canoni�
ques � on peut l	interpr�eter comme une somme de probl�emes de Kepler dans lesquels

un centre �xe de masse Mj attire une particule mobile de masse �j � Nous ne nous
int�eresserons qu	aux solutions elliptiques de ces probl�emes de Kepler�
Si lesmj� j � �� � � � � n� sont beaucoup plus petites quem�� ce qu	on supposera� et

si les mouvements des plan�etes restent proches de mouvements circulaires coplanaires
de rayons bien distincts� ce qu	on supposera �egalement� le terme H� reste au cours
du mouvement tr�es inf�erieur �a H�� On l	appelle la fonction perturbatrice �le premier
et le deuxi�eme terme sont appel�es respectivement partie principale et partie compl
e�

mentaire de la fonction perturbatrice��

�� Variation des constantes

On fabrique des coordonn�ees avec les diverses constantes des mouvements ke�

pleriens elliptiques d�ecrits par les solutions de �H��� c	est �a dire avec les 
el
ements
des ellipses parcourues � on compl�ete par des angles param�etrant ces ellipses� Le
Hamiltonien non perturb�e H� prend alors une forme particuli�erement simple et r�e�
soudre �H� revient �a comprendre la variation des constantes ��a la Lagrange� au cours

des mouvements r�eels � variation de la taille �demi�grand axe�� de l	excentricit�e� de
l	inclinaison� pr�ecession des n'uds et des p�erih�elies�
Plus pr�ecis�ement� nous utiliserons deux syst�emes de coordonn�ees d�us �a Poincar�e�

qui ont entre eux la relation des coordonn�ees polaires aux coordonn�ees cart�esiennes�
�a ceci pr�es qu	il s	agit de coordonn�ees polaires symplectiques �dx � dy � dr � d�� �

x �
p
�r cos �� y �

p
�r sin ��

Issues des classiques coordonn
ees de Delaunay���� ces coordonn
ees de Poincar
e sont
particuli�erement bien adapt�ees �a la description des mouvements plan�etaires proches
de mouvements horizontaux et circulaires�

���que l�on peut retrouver en appliquant la m�ethode de Hamilton�Jacobi au probl�eme de Kepler�
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Notations � Tn d�esigne le tore �R
��Z�n� produit de n cercles�

Coordonn�ees de Poincar�e cart�esiennes �

�%j� 
j� uj � �j  i�j� zj � pj  iqj�j�������n � �R��
n 
Tn 
Cn 
Cn�

Coordonn�ees de Poincar�e polaires �

�%j� 
j�Hj � hj� Zj� �j�j�������n � �R��
n 
Tn 
 �R��

n 
Tn 
 �R��
n 
Tn�

o�u l	on a pos�e

%j �
p
��j

q
Mj
p
aj �aj � �
� grand axe de la j�eme ellipse keplerienne��


j � #j  gj  �j �longitude moyenne��

Hj � %j���
q
�� e�j��

Zj � %j
q
� � e�j��� cos ij��

�hj � gj  �j �longitude du p�erih�elie��

��j � �j �longitude du n'ud ascendant��

uj � �j  i�j �
q
�Hje

ihj �
q
%jej��  O�e�j ��e

ihj �

zj � pj  iqj �
q
�Zje

i�j �
q
%jij��  O�e�j �  O�i�j ��e

i�j�

Les coordonn�ees uj� zj sont l	avatar symplectique des coordonn�ees eje
ihj � ije

i�j

utilis�ees par les astronomes�

Dans l	un ou l	autre des syst�emes de coordonn�ees de Poincar�e le HamiltonienH

s	�ecrit F � F�  F�� o�u

F� �
nX

j��

������
jM

�
j

�%�
j

�
�
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�
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Figure �

et les �equations �H� deviennent���������������������������������������������������������

d%j
dt

� � �F
�
j

�

d
j
dt

�
�F
�%j

�

d�j
dt

� ��F
��j

�

d�j
dt

�
�F
��j

�

dpj
dt

� ��F
�qj

�

dqj
dt

�
�F
�pj

�

�j � �� � � � � n��F�cart�
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en coordonn�ees cart�esiennes� et���������������������������������������������������������

d%j
dt

� � �F
�
j

�

d
j
dt

�
�F
�%j

�

dHj

dt
� � �F

�hj
�

dhj
dt

�
�F
�Hj

�

dZj

dt
� ��F

��j
�

d�j
dt

�
�F
�Zj

�

�j � �� � � � � n��F�pol�

en coordonn�ees polaires� Notons que la deuxi�eme famille d	�equations de �F�cart�
prend en coordonn�ees complexes la forme particuli�erement agr�eable

duj
dt

� i
�F
�uj

dzj
dt

� i
�F
�zj

�

�j � �� � � � � n�

Dans les deux cas� les solutions de �F�� sont comme on s	y attendait de la forme

%j � constante�


j � constante  njt ���eme loi de Kepler��

les autres coordonn�ees �etant constantes� et telles que n�
ja

�
j � �Mj �
�eme loi de

Kepler��

Les d�eveloppements en s�eries que nous avons en vue nous am�enent �a choisir���

un petit param�etre � qui mesure la distance de F au hamiltonien non perturb�e
F�� Le plus simple est de poser mj � �fmj o�u mo et les fmj� j � �� � � � � n� sont
consid�er�es comme O���� et de choisir de nouvelles coordonn�ees �e%j � e
j � euj� ezj� �resp�
�e%j� e
j �fHj � ehj� eZj � e�j��� d�e�nies par

e%j �
�

�
%j�

e
j � 
j �

�euj� ezj� �
�p
�
�uj� zj��

���c�est un point faible de cette th�eorie � le choix est assez arbitraire�
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Ces coordonn�ees ne conservent la forme symplectique qu	�a homoth�etie pr�es� ce qu	on
r�etablit en rempla"cant F �qui est d	ordre � en �� par F � �



F � c	est �a dire en

changeant l	�echelle de temps�
D�eveloppant F par rapport �a �� on met le Hamiltonien du mouvement des plan�e�

tes sous la forme de ce que Poincar�e nomme �le probl�eme fondamental de la dy�
namique	 �

F � F�  �F�  O�����

o�u

F� �
nX

j��

�
�m�

�fm�
j

0%�
j

�

�attention� ce n	est �


F� qu	�a O��� pr�es� et F� est somme d	une fonction des e%j �qui

provient de �


F�� et de la fonction perturbatrice

��
X

��j�k�n

fmjfmk

jYk � Yj j  
X

��j�k�n

fXj � fXk

m�

�ecrite dans les nouvelles variables �on a not�e fXj �
�


Xj��

�� Mouvements s�eculaires dans l�approximation de Laplace

A l	ordre � �� � ��� F se r�eduit �a F� qui d�ecrit l	�evolution de n mouvements
kepleriens ind�ependants� Dans l	espace des phases de dimension �n� chaque courbe
int�egrale appartient �a un tore de dimension n d	�equationse%j � constante�euj � constante� �j � �� � � � � n�ezj � constante�

sur lequel les e
j sont coordonn�ees globales � la restriction �a un tel tore du syst�eme
�F�� est simplement

de
j
dt

� nj � j � �� � � � � n�

les fr�equences nj d�ependant des constantes choisies� Suivant les rapports de d�e�
pendance sur le corps Q des nombres rationnels des nj
��� l	adh�erence de chaque
courbe int�egrale dans un tore donn�e est un tore dont la dimension peut varier de �

�orbite p�eriodique si tous les nj sont multiples entiers d	une m�eme fr�equence� �a n �si
les nj
�� �j � �� � � � � n� sont ind�ependants sur Q�� La �gure 
 est une repr�esentation
grossi�ere de la situation� A l	ordre � �oubli des termes O����� le probl�eme poss�ede
d�ej�a la complexit�e du cas g�en�eral mais on peut� comme Laplace et les astronomes �a sa

suite� consid�erer le syst�eme moyenn
e ou syst�eme s
eculaire �a l�ordre �� de Hamiltonien

F�  �R � F�  
�

����n

Z
Tn

F�de

� F� � �

����n

Z
Tn

�
X

��j�k�n

fmjfmk

jYj � Ykjd
e
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�

� �

ezj
euj �R��n
T

n

�e�j�e�j�

r

euj �ezj �x�es

� tore Tne�j �x�es

�espace s�eculaire� 
 espace de

n�uples d�ellipses �C�n
R�n
J
JJ�

Figure 
 �ordre ��

dans lequel on ne retient des variations �a courtes p
eriodes �i�e� celles des e
j� que
leur moyenne� pour s	int�eresser exclusivement aux variations �a longues p
eriodes ou
s
eculaires des ellipses kepleriennes� Ce syst�eme d�ecrit le mouvement sous l	attraction
newtonienne de n ellipses massives dont la masse est r�epartie proportionnellement

�a l	aire balay�ee par le rayon vecteur issu du foyer� Il est encore assez compliqu�e
�voir le paragraphe �� mais si� suivant toujours Laplace� on remplace R par le d�e�
but R��� de son d�eveloppement de Taylor en � �i�e� aux mouvements horizontaux et
circulaires directs� par rapport aux variables euj� ezj� il devient analysable et c	est sa
r�esolution qui a fourni �a Laplace son c�el�ebre th�eor�eme sur la stabilit
e du syst�eme
solaire � d	une part� les e
j n	apparaissant plus dans le Hamiltonien moyenn�e� les e%j
sont des constantes du mouvement � d	autre part� R��� �etant une forme quadratique
en les e�j � e�j� 0pj � eqj �dont les coe�cients d�ependent des constantes e%j�� les variations
s�eculaires sont maintenant d�ecrites par un syst�eme lin�eaire sur R	n �coordonn�eese�j � e�j � epj� eqj� d�ependant des e%j� Le contenu du th�eor�eme de Laplace est le caract�ere
purement imaginaire des valeurs propres de ce syst�eme lin
eaire� d	o�u l	on d�eduit la

repr�esentation de la �gure �� Dans l	espace des phases� les solutions sont maintenant
contenues dans des tores de dimension 
n �qui est la moiti�e de la dimension �n de
l	espace des phases� ce n	est pas un hasard !� obtenus en �xant les actions

e%j�cHj �
�

�
jbujj� �

bZj �
�

�
jbzjj� �

o�u cHj� bZj sont les analogues de fHj� eZj apr�es un changement de coordonn�ees lin�e�

aire symplectique qui transforme la forme quadratique R��� en une somme de carr�es

�On montre que la moyenne de la partie compl�ementaire de la fonction perturbatrice est iden

tiquement nulle



S�eries divergentes de la M�ecanique C�eleste ���

��
��

��
��
�

��
��

��
��
�

��
��

��
��
�	

�

� �

ezj
euj �R��n
T

n

�e�j�e�j�
R
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tore T�n �e�j constantes�

mouvement s�eculaire de pr�ecession
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B
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B
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BBM

Figure � �ordre �� approximation lin�eaire�

Pu
j�� �j jbujj� �jjbzjj� �passage �a une base propre de la matrice qui repr�esente R�����

�En fait l	adh�erence des solutions dans chacun de ces tores est un tore dont la
dimension n	exc�ede pas 
n � � � la conservation du moment cin�etique implique en
e�et l	existence d	une relation entre les p�eriodes de pr�ecession des n'uds qui limite
�a �n � � le nombre de fr�equences s�eculaires ind�ependantes� Sur le plan technique�
on se d�ebarrasse de ce probl�eme par une r
eduction du moment cin
etique qu	il est
inutile de d�ecrire ici��

L	hypoth�ese la plus optimiste sur les mouvements r�eels . la 
compl�ete int�e�
grabilit�e� . peut maintenant �etre avanc�ee � l	espace des phases��� serait feuillet�e par
une famille �a 
n param�etres de tores invariants de dimension 
n et un changement

de coordonn�ees symplectique existerait qui redresse ces tores ��gure ��� Les ellipses
kepleriennes seraient donc anim�ees d	une lente pr�ecession des p�erih�elies et des n'uds�
accompagn�ee de variations born�ees des demi�grands axes� des excentricit�es� et des

inclinaisons�

Plus pr�ecis�ement� il existerait dans la r�egion de l	espace des phases qui nous int�e�
resse des coordonn
ees actions�angles �b%j� b
j �cHj� bhj� bZj � b�j�j�������n dans lesquelles les
tores en question seraient obtenus en �xant les actions b%j� b
j �cHj� bZj �j � �� � � � � n��

Une condition n�ecessaire et su�sante pour que ceci ait lieu est que� dans les nouvelles
coordonn�ees� le Hamiltonien soit ind�ependant des angles �

bF � bF �b%j�cHj � bZj��

En e�et� on aurait

� �
db%j
dt

� � � bF
�b
j � etc�

���plus pr�ecis�ement le compl�ementaire d�une r�eunion d�hypersurfaces� elle
m�eme feuillet�ee par des
tores de dimension inf�erieure �a �n�
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Figure �

mais alors les fr�equences

bnj � db
j
dt

�
� bF
� b%j

resteraient constantes au cours du mouvement� qui serait donc quasi�p
eriodique�

Si de plus la transformation des e%j�fHj � eZj� e
j � ehj� e�j aux b%j�cHj� bZj � b
j� bhj � b�j �etait
analytique� et d�ependait analytiquement du petit param�etre �� les solutions de �F�

�Ceci ne peut se produire pour les coordonn�ees sous forme polaire que si le tore qui nous int�eresse
correspond �a des mouvements su�samment di��erents des mouvements circulaires et horizontaux
�excentricit�es et inclinaisons ne doivent pas �etre trop petites par rapport au masses	
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seraient donn�ees par des s
eries de Lindstedt

�L�

���������������������������������������������������

e%j � e%�
j  

P
k�� �

k1j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

e
j � e
�j  nj���t 
P

k�� �
k�j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

fHj � fH�
j  

P
k�� �

k2j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

ehj � eh�j  mj���t 
P

k�� �
k�j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

eZj � eZ�
j  

P
k�� �

k3j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

�j � e��j  �j���t 
P

k�� �
k�j�k

�e
�j  nj���t� eh�j  mj���t� e��j  �j���t
�
�

o�u les 1j�k� �j�k etc� sont des fonctions analytiques sur le tore T�n et o�u les di��e�

rentes fr�equences nj���� � � � � sont analytiques en � et en les constantes e%�
j �
fH�
j �
eZ�
j �

et v�eri�ent mj��� � �j��� � ��

�En d�eveloppant ces expressions par rapport �a � et en regroupant les termes

correspondant �a une m�eme puissance de �� ce qu	on se gardera bien de faire� on
obtiendrait les d�eveloppements classiques des astronomes contenant des termes s
e�
culaires ta ou ta sin bt� qui proviennent du d�eveloppement de termes du type sin�� 

��t���

Nous allons voir qu	au niveau formel� des solutions quasi�p�eriodiques donn�ees
par de telles s�eries existent� mais qu	il y a tr�es certainement divergence�

Dans le cas du probl�eme plan des 
 corps �n � ��� les d�eveloppements en s�erie se
font comme ci�dessus par rapport au seul param�etre � qui caract�erise le rapport des
masses plan�etaires �a la masse du soleil� D�es que l	on aborde le probl�eme de n � � 

corps dans l	espace ou de n  � � � corps dans le plan� il faut �egalement e�ectuer
des d�eveloppements formels par rapport aux excentricit�es et aux inclinaisons des
ellipses kepleriennes�


� Elimination des longitudes moyennes

Comme premier pas dans la construction de s�eries de Lindstedt� nous �elucidons
dans ce paragraphe le r�ole du syst�eme moyenn�e �F�  �R��

Voici les notations all�eg�ees que nous utiliserons �� �

% � �e%j�j�������n � Rn�


 � �e
j�j�������n � Tn�

� � ��e�j�j�������n� �epj�j�������n� � R�n�

��On notera que ��� �	 varie dans un certain domaine born�e  de R�n �R�n�
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� � ��e�j�j�������n� �eqj�j�������n� � R�n�

F�
� � F�  �F�  ��F�  � � �
Cherchons une famille �d�ependant de �� de di��eomorphismes

1
 � �%
�� 
�� ��� ��� ��� �%� 
� �� ��

telle que �����
�i� d% � d
  d� � d� � �d%� � d
�  d�� � d��� � ��

�ii� F�
��%� 
� �� �� � F �
�
��%

�� ��� ����

o�u F �
�
� est une fonction ind
ependante des angles 
� �i�e� ayant les m�emes sym�etries

que F� �R�� La condition �i�� qui exprime que 1
 est symplectique� s	�ecrit encore

d �% � d
  � � d�  
� � d%�  �� � d��� � ��
o�u les points � d�esignent le produit scalaire euclidien� et il su�t pour la remplir de
trouver une famille de fonctions g
en
eratrices S�
��%�� 
� ��� �� telles que

dS�
� � % � d
  � � d�  
� � d%�  �� � d���
c	est �a dire

�S�
�

�

� %�

�S�
�

��
� ��

�S�
�

�%�
� 
��

�S�
�

���
� ���

On traite ici les composantes de 
 comme des nombres r�eels et on exige que les
d�eriv�ees partielles ci�dessus soient p�eriodiques en ces variables� On exige de plus

que la matrice de d�eriv�ees secondes mixtes
��S�
�

�a��b
�o�u a� � �%�� ���� b � �
� ��� soit

inversible� ce qui permet de d�eterminer 1
 par application du th�eor�eme des fonctions
implicites� En�n� puisque le Hamiltonien F��� � F� ne d�epend que des variables %�
on peut se restreindre aux 1
 de la forme Identit�e  O���� Une fonction g�en�eratrice

de l	Identit�e �etant �evidemment %� � 
  �� � �� on cherchera S�
� sous la forme d	un
d�eveloppement formel en �

S�
��%
�� 
� ��� �� � %� � 
 �� � �  

�X
k��

�kSk�%
�� 
� ��� ���

dans lequel les conditions de p�eriodicit�e imposent que

Sk�%
�� 
� ��� �� � �k � 
  sk�%

�� 
� ��� ��

o�u �k � Rn et sk est p�eriodique en 
�
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Quant �a la condition �ii�� c	est une 
equation de Hamilton�Jacobi

F�
��
�S�
�

�

� 
�

�S�
�

��
� �� � F �

�
��%
�� ���

�S�
�

���
�

dans laquelle les actions %� apparaissent comme des param�etres�
Posons F �

�
� � F �
�  �F �

�  ��F �
�  � � �

L	identi�cation des termes d	ordre � en � donne simplement

F��%
�� � F �

��%
�� ��� ����

celle des termes d	ordre �

�F�

�%
�%�� � �S�

�

�%�� 
� ��� ��  F��%

�� 
� ��� �� � F �
��%

�� ��� ���

Egalant les valeurs moyennes sur Tn �coordonn�ees 
� des deux membres� on voit

que

F �
��%

�� ��� ��� � R�%�� ��� ���  
�F�

�%
�%�� � ���

si le probl�eme pos�e a une solution� on a donc n�ecessairement

F �
�
��%

�� ��� ��� � F��%
��  

�F�

�%
�%�� � ��  �R�%�� ��� ���  O�����

qui� au terme �arbitraire� pr�es en �� et modulo les termes d	ordre � et plus en ��
n	est autre que le syst�eme moyenn�e�
Pour montrer l	existence de S� il est naturel de d�evelopper les fonctions en s�eries

de Fourier relativement aux variables 
 � la fonction

s��%
�� 
� ��� �� �

X
h��h� �����hn��Zn�f�g

	h�%
�� ��� ��eih��

est d�etermin�ee �a partir de

F��%� 
� �� �� �R�%� �� �� �
X

h�Zn�f�g

fh�%� �� ��e
ih��

par les identit�es

	h�%
�� ��� �� � � fh�%�� ��� ��

ih � �F�

�%
�%��

�

Les coe�cients de la s�erie de Fourier d	une fonction analytique d�ecroissant plus vite
qu	une puissance arbitraire de jhj � h� � � � hn� la s�erie de Fourier de s� d�e�nira une
fonction analytique tant que la croissance des petits d
enominateurs h � �F�

�� �%
�� sera

polynomiale en jhj� c	est �a dire tant que %� appartiendra �a l	un des sous�ensembles
D�

��� du domaine de d�e�nition D� � Rn de %�� d�e�nis par

D�
��� �

�
%� � D���h � Zn � f�g

�����h � �F�

�%
�%��

����� � �

jhj�
�
�
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Les fr�equences ���%�� �
�F�
��
�%�� sont celles des mouvements kepleriens non perturb�es

d�ecrits par F�� et l	appartenance �a D�
��� signi�e que l	on ne s	approche pas trop des

r
esonances en moyens mouvements� c	est �a dire des commensurabilit�es entre les
p�eriodes de ces n mouvements kepleriens�

Nous avons donc montr�e l	existence d	un changement de coordonn
ees symplec�
tique de la forme Identit�e  O��� qui� �a l	ordre deux pr�es en �� transforme F�
� en

le syst�eme moyenn�e F�  �R� �a ceci pr�es cependant que cette transformation

�%�� 
�� ��� ��� ��� �%� 
� �� ��

n	est d�e�nie que su�samment loin des r�esonances en moyens mouvements� c	est
�a dire pour %� appartenant �a un sous�ensemble de Cantor de Rn� Cette derni�ere
restriction n	�etonnera pas le lecteur attentif qui aura not�e l	analogie existant avec
le ph�enom�ene de la r�esonance m�ecanique � certaines con�gurations des plan�etes se

r�ep�etant p�eriodiquement� de petits e�ets s	ajoutent �a l	in�ni et font exploser les
coe�cients de Fourier de la transformation�

Revenant aux variables initiales� on voit qu	�a la constance de %� le long des
solutions de �F�  �R� peuvent correspondre des oscillations de % d	autant plus

grandes que l	on s	approche d	une r�esonance en moyens mouvements� Ces variations
des demi�grands axes s	accompagnent d	inegalit
es sur les longitudes moyennes� dont
la plus c�el�ebre� d�ecouverte par Laplace� a une p�eriode d	environ ��� ans et provient

de la petitesse de la combinaison

� 
 �p�eriode de Saturne� � �
 �p�eriode de Jupiter�

��a titre de comparaison� la p�eriode de Jupiter est d	environ �� ans��

Il est temps de remarquer que lorsque certaines variables habitent un ensemble
de Cantor� la notion de changement de coordonn�ees pose quelques probl�emes� Ne
serait�ce que pour donner un sens �a la formule


 � 
� � �
�S�

�%�
 O�����

on a besoin de pouvoir d�eriver par rapport aux variables %�� E�ectuant cette d�e�
rivation sur l	�equation qui d�e�nit S�� on constate que la s�erie de Fourier de chacune
des d�eriv�ees partielles �S�
�%� peut �etre calcul�ee �par r�ecurrence sur l	ordre de d�e�
rivation�� ce qui donne au changement de coordonn�ees ainsi d�etermin�e le statut

de jet d�ordre in�ni de di��eomorphisme le long de D�
��� 
 Tn 
 R�n 
 R�n �cela

signi�e simplement que les d�eriv�ees par rapport �a toutes les variables %�� 
�� ��� ��

sont d�e�nies en tout point��

Exercice � Poursuivre le processus �a tous les ordres en � et obtenir une trans�
formation 1
 sous la forme d	une s�erie formelle en � dont les coe�cients sont d�e�nis

ainsi que leurs d�eriv�ees le long d	un domaine D�
��� 
Tn
,�� qui rende ind�ependant

des angles 
� le Hamiltonien F �
�
��
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Ce dernier peut �etre appel�e syst�eme s
eculaire d�ordre in�ni� On notera que con�
trairement au syst�eme s�eculaire d	ordre �� c	est �a dire au syst�eme moyenn�e� il n	est

pas d�e�ni au voisinage des fr�equences %� qui correspondent �a des r
esonances en
moyens mouvements�

�� Elimination des longitudes des n�uds et des p�erih�elies� s�eries de

Lindstedt

Consid�erons tout d	abord le probl�eme des trois corps dans le plan� Ce cas est
particulier en ce que la conservation du moment cin�etique su�t� pour des raisons de
dimension� �a forcer l	 int
egrabilit
e compl�ete du syst�eme moyenn�e� Autrement dit� le

discours tenu dans le paragraphe 
 sur le syst�eme lin�earis�e �F�  �R���� peut l	�etre
sur le syst�eme moyenn�e �F�  �R� lui�m�eme�
La di��erence essentielle entre les deux est l	apparition de torsion � le param�etre

% �etant �x�e les fr�equences des mouvements appartenant �a un tore invariant dans
l	espace R	n�coordonn�ees �� �� d�ependent e�ectivement du tore consid�er�e� contraire�
ment �a ce qui se passe dans le cas lin�eaire �pour qu	il n	en soit pas ainsi� il e�ut fallu
que de miraculeuses identit�es soient satisfaites � qu	elles ne le sont pas a �et�e montr�e

par Arnold en ���� dans sa tentative de preuve de la stabilit�e du syst�eme solaire��
Il est alors possible �exercice demandant un peu de r�e(exion� d	introduire des

coordonn�ees que nous noterons �%� 
� �� �� sur l	espace des phases�� telles que le

Hamiltonien
F�
��%� 
� �� �� � F��%�  �F��%� 
� �� ��  � � �

ait une moyenne
�

����n

Z
T
n
F��%� 
� �� ��d
 � R�%� ��

ind�ependante des angles �� Dans de telles coordonn�ees� l	existence de torsion se

traduit par l	inversibilit�e de la matrice de d�eriv�ees partielles
��R

���
�%� ���

On peut alors reprendre les calculs du paragraphe pr�ec�edent� en cherchant main�

tenant un di��eomorphisme

1
 � �%
�� 
�� ��� ��� �� �%� 
� �� ���

de fonction g�en�eratrice

S�
��%
�� 
� ��� �� � %� � 
 �� � �  

�X
k��

�kSk�%
�� 
� ��� ���

qui au lieu de �ii� v�eri�e

F�
��%� 
� �� �� � F �
�
��%

�� �����iii�

�qui est maintenant de dimension �n et non �n �probl�eme plan 
 on oublie les variables eZ et e
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o�u F �
�
� est une fonction ind�ependante de tous les angles 


�� �� �i�e� ayant les m�emes
sym�etries que F�  �R�� A l	ordre � en � on obtient comme pr�ec�edemment

F �
����%

�� ��� � F��%
���

�a l	ordre �� on a de m�eme

�F�

�%
�%�� � �S�

�

�%�� 
� ��� ��  F��%

�� 
� ��� �� � F �
��%

�� ����

dont les solutions� si %� � D�
��� � sont de la forme

S��%
�� 
� ��� �� � �i � 
  �� � �  es��%�� 
� ��� ��  t��%

�� ��� ���

o�u �� � Rn� �� � Rn� et la fonction t� sont arbitraires� et es� est uniquement d�e�
termin�ee ainsi que ses d�eriv�ees par rapport aux %��
De plus on a n�ecessairement

�F�

�%
�%�� � ��  R�%�� ��� � F �

��%
�� ����

L	identi�cation des termes d	ordre � en � donne �avec des notations �evidentes�

F �
��%

�� ��� �

�
�F�

�%
�%�� � �S�

�

�%�� 
� ��� ��  

�

�

��F�

�%�
�%�� �

�
�S�

�

�%�� 
� ��� ��

��

 
�F�

�%
�%�� 
� ��� �� � �S�

�

�%�� 
� ��� ��  

�F�

��
�%�� 
� ��� �� � �S�

��
�%�� 
� ��� ��

 F��%
�� 
� ��� ���

Si l	on groupe sous la d�enomination 1��%�� 
� ��� �� les termes d�ej�a d�etermin�es� on
obtient apr�es avoir pos�e

Sk�%
�� 
� ��� �� � �k � 
  �k � �  sk�%

�� 
� ��� ��

o�u sk est p�eriodique en les angles 
 et �� l	�equation

�F�

�%
�%�� � �s�

�

�%�� 
� ��� ��  

�F�

��
�%�� 
� ��� �� � �t�

��
�%�� ��� ��  1��%

�� 
� ��� ��

� F �
��%

�� ���� �F�

�%
�%�� � �� � �F�

��
�%�� 
� ��� �� � ���

qui int�egr�ee sur les angles 
 devient

�R

��
�%�� ��� � �t�

��
�%�� ��� ��  

�

����n

Z
Tn
1��%

�� 
� ��� ��d


� F �
��%

�� ���� �F�

�%
�%�� � �� � �R

��
�%�� ��� � ���
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Si l	on est su�samment loin des r
esonances s
eculaires�� c	est �a dire si

�%�� ��� � ,�
��� �

�
�%�� �����# � Zn � f�g�

�����# � �R�� �%�� ���
����� � �

j#j�
�
�

on d�etermine t� analytique en � �et ses d�eriv�ees par rapport aux variables %�� ���� L	�e�
quation non moyenn�ee fournit alors s� �a une fonction t��%�� ��� �� pr�es et la moyenne

par rapport �a tous les angles 
� � donne

F �
��%

�� ��� �
�F�

�%
�%�� � ��  

�R

��
�%�� ��� � ��  R��%

�� ����

o�u

R��%
�� ��� �

�

�����n

Z
T
n
Tn

1��%
�� 
� ��� �� d
 d��

Les �etapes suivantes sont identiques et fournissent entre les �j� les �j� et les
F �
k�%

�� ��� les relations

F �
k�%

�� ��� �
�F�

�%
�%�� � �k  

�R

��
�%�� ��� � �k��  Rj�%

�� ����

o�u Rj�%�� ��� d�epend du choix que l	on a fait des �i� i � k � �� et des �i� i � k � ��
Maintenant� on voit par un calcul explicite que la matrice des d�eriv�ees partielles

��F�

�%�
�%�� est inversible� Jointe �a l	inversibilit�e d�ej�a �evoqu�ee de la matrice

��R

���
�%�� ���

�existence de torsion�� cette propri�et�e montre que l	application des actions dans les

fr�equences

�%� �� �� �
�F�

�%
�%��

�R

��
�%� ���

est un di��eomorphisme local au voisinage de tout point �%�� ���� Le th�eor�eme des
fonctions implicites montre alors qu	on peut choisir les �k et les �k �d�ependant

de �%�� ��� � D�
��� 
 ,�

���!!!� de fa"con �a annuler les
�F �

k

��� �%�� ��� pour k � � et les
�F �k
���
�%�� ��� pour k � �� On obtient ainsi des s�eries de Lindstedt� pour les mouve�

ments de 
 corps dans le plan� dont les fr�equences �nj����mj���� sont de la forme

��F�
�� �%��� �

�R
��
�%�� �����

Remarque� . Nous avons d�ej�a not�e que de telles s�eries d�ecrivent des mouve�
ments �formels� quasi�p�eriodiques dans lesquels les excentricit�es des ellipses keple�

riennes associ�ees restent born�ees inf�erieurement par une constante d�ependant du
param�etre de masse �� Pour d�ecrire les mouvements tr�es voisins de mouvements cir�
culaires� un changement d�origine est n�ecessaire� qui remplace le tore de dimension

deux d	�equations � � � � �� invariant par le syst�eme moyenn�e� par un tore de dimen�
sion deux invariant par le syst�eme F�
� lui�m�eme� Un tel tore existe et correspond

�i�e� des commensurabilit�es entre les p�eriodes des divers p�erih�elies �rappelons qu�il s�agit du
probl�eme des � corps �n � �	 dans le plan	�
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apr�es r�eduction �c	est �a dire apr�es passage au quotient par le groupe des rotations
du plan� �a ce que Poincar�e a appel�e une orbite p
eriodique de premi�ere esp�ece � les

plan�etes d�ecrivent autour du soleil des orbites presque circulaires et se retrouvent
au bout d	une p�eriode dans la m�eme situation �a une rotation pr�es�

S	il y a au moins quatre corps� ou s	il s	agit du probl�eme dans l	espace� le syst�eme
moyenn�e n	a plus de raison d	�etre compl�etement int
egrable� Il l	est cependant �a

l	origine � � � � �� c	est �a dire dans un voisinage in�nit�esimal des mouvements
circulaires directs et horizontaux� pourvu que les valeurs propres du syst�eme lin�e�
aire �R���� v�eri�ent des conditions de non�r
esonance �th�eorie de Birkho��� Il est

donc impossible d	�ecrire des s�eries de Lindstedt qui correspondent �a des fr
equences
s
eculaires ��R

��
�%�� ��� d�etermin�ees � ces derni�eres ne sont plus donn�ees que comme

des s�eries formelles� non seulement en �� mais �egalement en excentricit�es et incli�
naisons� et ce sont de tels d�eveloppements qui doivent �etre manipul�es� Quant aux

mouvements formels ainsi d�ecrits� on notera qu	ils sont du type de ceux �evoqu�es
dans la remarque pr�ec�edente�

�� Divergence des s�eries de Lindstedt

C	est �au 
M�� pr�es devant le nom propre� le titre du chapitre XIII desM�ethodes
Nouvelles de la M�ecanique C�eleste�

A�rmation centrale �a laquelle conduit tout l	ouvrage et pourtant a�rmation
non math�ematiquement d�emontr�ee���
Reprenons le probl�eme des trois corps dans le plan et �xons �%�� ��� � D�

���
,�
����

Si les s�eries correspondant �a cette valeur des actions convergent� elles d�ecrivent

des solutions quasi�p�eriodiques dont l	ensemble �pour toutes les valeurs des angles
initiaux� remplit un tore T
 de dimension � invariant par le syst�eme �F�
��� Lorsque
� varie� ce tore varie contin�ument ainsi que les fr�equences

�
�F�

�%
�%��� �

�R

��
�%�� ����

des solutions qu	il contient� Il existe donc une in�nit�e de valeurs de � arbitrairement
proches de � pour lesquelles ces fr�equences sont r
esonantes � le tore T
 est alors
feuillet�e par une famille de tores invariants de dimension inf�erieure� Une pr�ecaution

est n�ecessaire �a ce point � �a cause de l	invariance du probl�eme par rotations� chacun
des tores T
 est feuillet�e par des tores invariants de dimension trois� ces tores �etant
eux�m�emes feuillet�es par des tores invariants de dimension deux pour les valeurs
r
esonantes de ��

On se d�ebarasse de ce probl�eme en consid�erant le probl�eme r
eduit dans lequel les
deux arguments des p�erih�elies des plan�etes �ctives sont remplac�es par leur seule di��e�
rence� Le nombre de degr�es de libert�e passe ainsi de quatre �a trois� les tores invariants

T
 ont maintenant la dimension trois �deux fr�equences rapides �� �
�F�
�� �%��� une

fr�equence lente ���� et sont feuillet�es par des tores invariants de dimension deux
pour les valeurs r
esonantes de �� Mais l	existence de telles familles continues de



S�eries divergentes de la M�ecanique C�eleste �
�

tores invariants de dimension deux remplissant un tore de dimension trois est un
ph�enom�ene tout �a fait exceptionnel� Il ne se produit le plus souvent que forc�e comme

ci�dessus par une sym�etrie des �equations� c	est �a dire par une int
egrale premi�ere �ci�
dessus� le moment cin�etique�� Mais l	inexistence pour le probl�eme des trois corps
de telles int�egrales premi�eres autres que celles� classiques� de l	�energie� du centre de
masse� et du moment cin�etique� a �et�e prouv�ee par Bruns dans le cadre alg�ebrique

et par Poincar�e dans le cadre analytique �pour ce dernier dans un sens assez faible�
il est vrai� puisque seules sont envisag�ees les int�egrales premi�eres d�ependant analy�
tiquement du param�etre ��� C	est ce qu	on appelle la non�int
egrabilit
e du Probl�eme
des trois corps� La d�emonstration de Poincar�e repose sur un examen approfondi du

d�eveloppement de Fourier de la fonction perturbatrice� Elle constitue le c'ur du
premier volume des M�ethodes Nouvelles�
Malheureusement la non�int�egrabilit�e ne su�t pas directement �a assurer la di�

vergence des s�eries de Lindstedt� bien qu	elle rende celle�ci tr�es probable pour la

plupart des fr�equences ���� ���� � les hypoth�etiques tores T
 feuillet�es par des tores
invariants de dimension deux ont en e�et toutes les chances d	�etre remplac�es chacun
par un nombre �ni de tores invariants de dimension deux�

Il n	est m�eme pas prouv�e� bien qu	in�niment probable� que la non�int�egrabilit�e
soit incompatible avec la convergence� pour des fr�equences diophantiennes �� �x�ees�
de toutes les s�eries de Lindstedt �a fr�equences de la forme ��o� ���� �il n	y a pas
de condition diophantienne sur l	unique fr�equence lente� ce qui est une particularit�e

de plus du probl�eme des trois corps dans le plan�� Une telle convergence implique
pourtant l	existence� comme dans le syst�eme moyenn�e� d	une famille �a � param�etre
�� de tores de dimension trois invariants par F�
� �correspondant aux s�eries de fr�e�
quences ���� ����� � �x�e� qui ne peuvent qu	entourer un tore invariant de dimension

deux portant des mouvements quasi�p�eriodiques de fr�equences ���
Notons que tout argument prouvant la divergence devra n�ecessairement faire

usage de la variation avec � des fr�equences en jeu� variation que force la d�eg�en�e�
rescence du Probl�eme de Kepler � un avatar de la th�eorie de Kolmogorov � Arnold �

Moser �K�A�M�� dit en e�et que� dans le cas d	un probl�eme non d�eg�en�er�e �absence
de fr�equences lentes� tel le probl�eme des trois corps avec presque toute autre loi
d	attraction en puissance de la distance que la loi de Newton� les s�eries de Lindstedt

�a fr�equence diophantienne �x�ee �� convergent toujours ! Poincar�e� qui consid�ere ce
cas dans le fameux paragraphe ��� des M�ethodes Nouvelles� ne rejette pas cette
possibilit�e tout en la consid�erant comme �fort invraisemblable	�
Nous retiendrons que les s�eries de Lindstedt du Probl�eme des 
 corps dans le

plan divergent tr�es probablement� que la raison de la divergence est g�eom�etrique� et
que cette g�eom�etrie est bien di�cile �a mettre en �evidence�
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