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0. Introduction

Le but de ce texte est d’offrir une introduction aussi élémentaire que possible a
un résultat important concernant la géométrie des courbes holomorphes tracées dans
les variétés algébriques complexes. Ce résultat trouve son origine dans les travaux
fondamentaux d’André Bloch [Blo26a, 26b], et dans la These de Henri Cartan [Car28|.
La démonstration que nous allons présenter est une contribution tres récente de Y.T. Siu
et S.K. Yeung ([SiYe96b], [Siu97]). Elle s’obtient de maniére relativement simple a
I’aide d’estimations classiques en théorie de Nevanlinna, comme le lemme de la dérivée
logarithmique, et par I'utilisation d’opérateurs différentiels tels que les Wronskiens, toutes
idées déja présentes en germe dans la These de Henri Cartan.

Avant de passer a des énoncés détaillés, rappelons un peu de terminologie. On
s'intéressera particulierement aux variétés algébriques dites de type général. Rappelons
qu'une forme de type (p,q) sur une variété complexe est une forme différentielle u de
degré (p + q) admettant dans tout systéeme de coordonnées holomorphes (z1, ..., z,) une
écriture du type

U= E urg (21, 2n)dzy Ao Ndzy, NdZj NN dZ,.
|I1=p,|J|=q
La somme ci-dessus est étendue a tous les multi-indices croissants I = (i1,...,1p),

J = (j1,...,Jq) dentiers de {1,2,...,n}. On appelle p-forme holomorphe une forme
de type (p,0) ayant tous ses coefficients holomorphes. Le fibré (ou faisceau ...)
des p-formes holomorphes sur X est noté habituellement Q5. On appelle section
canonique, resp. section pluricanonique de X toute section holomorphe globale du
fibré en droites canonique Kx = %, resp. du fibré en droites K}‘?k pour un certain
entier £ > 0. Une section pluricanonique d’ordre k peut donc s’écrire localement
h(z1,...,20)(dz1 A ... A dz,)®F avec des coefficients holomorphes h. On dit qu'une
variété X de dimension n est de type général si le nombre de sections pluricanoniques
d’ordre k est de 'ordre de grandeur de k" quand k tend vers +oo.
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Par exemple si X est une hypersurface lisse dans l’espace projectif complexe IP@H
de dimension n + 1, définie par une équation polynomiale

(20,21, -%n41) =0
homogene de degré p, alors toute expression de la forme

20<j<n+1(—1>j2j dZ() N le AL, .de VAN dZn_H

u = q(2) o

définit une n-forme holomorphe sur X des lors que ¢ est un polynéme homogene de degré
p — (n+2) (en sorte que u est homogene de degré 0, i.e. invariante par homothétie). Il
en résulte facilement que X est de type général si p > n + 3. La théorie des surfaces
de Riemann montre de méme qu’'une courbe (compacte lisse) est de type général si et
seulement si elle est de genre au moins 2, c’est-a-dire n’est ni P ni une courbe elliptique.
De facon équivalente, une courbe est de type général si et seulement si elle peut étre munie
d’une métrique hermitienne a courbure constante négative; il suffit en effet de prendre la
métrique induite par la métrique de Poincaré sur le revéetement universel de la courbe, a
savoir le disque unité. Cela étant, on s’intéresse a la conjecture fondamentale suivante,
proposée par Green-Griffiths [GrGr80] et Lang [Lang86, 87].

0.1. Conjecture. Soit X une variété algébrique lisse de type général. Alors il existe
une sous-variété algébrique propre Y C X telle que toute courbe entiere non constante
f:C — X est contenue dans 'Y .

Les variétés algébriques considérées ici seront toujours des variétés projectives, a
savoir des variétés définies par un nombre fini d’équations polynomiales homogenes
dans un espace projectif complexe. La locution “courbe entiere” désignera une courbe
holomorphe définie sur C tout entier. Insistons sur le fait que I’énoncé de la conjecture
inclut le cas des courbes entieres transcendantes. Si elle était vraie, il en résulterait que
les courbes elliptiques ou rationnelles C' tracées dans X sont toutes contenues dans un
sous-variété algébrique Y C X (Rappelons qu'une courbe algébrique C' C X est dite
rationnelle, resp. elliptique, si sa désingularisée est la droite projective IP’%:, resp. une
courbe elliptique, i.e. un tore C /A. Dans les deux cas, en effet, on a des applications
holomorphes f : C — C qui couvrent C' toute entiere). En particulier, si X est une
surface de type général, alors Y serait de dimension < 1, et par conséquent X ne
devrait avoir qu’un nombre fini de courbes rationnelles ou elliptiques. Cette “toute
petite” conséquence est encore largement conjecturale, en dépit d’avancées notables dues
a Bogomolov [Bog77], Lu-Yau [LuYa90], Lu-Miyaoka [LuMi95, 96], [Lu96], dans le cas
ou on pose certaines conditions numériques sur les classes de Chern de X.

On dit qu’une variété complexe X est hyperbolique au sens de Brody si elle n’admet
aucune courbe entiere non constante f : C — X (lorsque X est compacte, Brody
[Bro78] a montré que cela équivaut a ’hyperbolicité au sens de Kobayashi [Kob70], i.e. &
la non dégénérescence de la pseudo-métrique de Kobayashi). La encore, la situation
est relativement claire en dimension 1, une courbe complexe est hyperbolique si et
seulement si son revetement universel est le disque, en particulier une courbe algébrique
complexe est hyperbolique si et seulement si elle est de type général (i.e. de genre au
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moins 2). La situation se complique des la dimension 2. Ainsi, les surfaces de Fermat
28+ 20 4+ 28 + 28 = 0 dans P2, qui sont de type général pour p > 5, contiennent toujours
des droites projectives, par exemple les droites définies par z; = (29, 23 = 1z avec (,
1 racines p-iemes de —1, et ne sont donc pas hyperboliques. S. Kobayashi a néanmoins
conjecturé I’énoncé suivant [Kob70, KobO75].

0.2. Conjecture. Pour tout n, il existe un entier dyo(n) tel qu’une hypersurfaces X
générique de degré d dans IP’EJrl est hyperbolique pour d > do(n).

La borne optimale attendue est do(n) = 2n + 1 (pour le degré 2n, on n’a pas
génériquement hyperbolicité d’apres Zaidenberg [Zai87]). Le mot “générique” signifie
ici qu’on doit omettre un ensemble algébrique dans 1’espace projectif des coefficients
des polynomes paramétrisant les hypersurfaces algébriques de degré d. La conjecture
0.2 est démontrée a I’heure actuelle seulement pour n = 2 et pour la propriété plus
faible “d’hyperbolicité algébrique”, a savoir la non existence de courbes rationnelles et
elliptiques; ceci se fait au moyen d’un calcul précis du genre des courbes (voir Clemens
[Cle86]). Des résultats d’hyperbolicité au sens analytique du terme ont été obtenus
récemment pour les complémentaires de courbes algébriques dans IP(ZC, cas un peu plus
facile a traiter que celui des surfaces dans IF’(% . Les premiers résultats obtenus concernent
les complémentaires de courbes ayant au moins 3 composantes irréductibles génériques
([DSW92, 94]). 1l y a deux ans, Siu-Yeung [SiYe96a] ont annoncé I’hyperbolicité au sens
de Kobayashi du complémentaire d'une courbe générique de tres grand degré dans PZ,
leur borne étant de 1’ordre de 10'3.

L’intérét a ’égard les variétés hyperboliques tient principalement au fait qu’on attend
de celles-ci des propriétés arithmétiques de finitude généralisant le théoreme de Mordell-
Faltings pour les courbes. Ainsi, Lang a conjecturé qu’une sous-variété algébrique
hyperbolique de l'espace projectif définie sur un corps de nombres (c’est-a-dire par
des polynomes ayant leurs coefficients dans ce corps) n’admet qu'un nombre fini de
points rationnels. P. Vojta [Voj87] a formulé des conjectures quantitatives explicites qui
devraient permettre de faire le lien entre la géométrie des variétés et leurs propriétés
arithmétiques. Le lecteur pourra aussi consulter [Nog81, 91], [NoOc90] a ce sujet.

Notre ambition (beaucoup plus modeste ici) est d’abord de faire le lien entre
I’existence des courbes entieres et celle des opérateurs différentiels algébriques globaux
sur la variété. Nous suivons en cela des idées remontant aux travaux originaux de Bloch,
a la lumiere des éclaircissements apportés cinquante ans plus tard par Ochiai [Och77],
Noguchi [Nog77] et Green-Griffiths [GrGr80].

Sif:(C,0) = (X,x) est un germe de courbe holomorphe tel que f(0) = z, représenté
dans des coordonnées locales au voisinage de X par des composantes (fi,..., fn), on
considere les opérateurs différentiels algébriques d’ordre k£ agissant sur f, a savoir les
opérateurs de la forme

P(flvfﬂa"'af(k)) = Z aalal---@k(f)(f/)al(f//)a2 (f(k))ak7

a1,a2,...,a EN?

ou les coefficients an,a,...0p (21, - - -, 2n) sont holomorphes, et ou

(P = () D) = (i),
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Le degré total d’un tel opérateur est le maximum des degrés de ses monomes non nuls,
défini comme

jon | + 2| + -+ Elag, ol fai] =)o
i

(on peut voir le degré comme le nombre total de ' figurant dans le monéme). On
considérera uniquement des opérateurs différentiels homogénes en ce sens, et on notera
m le degré commun des monomes. En fait, on a une C *-action sur les germes de courbes,
définie par reparamétrisation linéaire des germes,

(A ) =f(N), teC,AeC’,
en sorte que (X - f)® = X f)(\t), et P est homogene de degré m si on a la relation

P(A-f) () N DW= XxmP(f 7 )

pour tout germe f et tout A € C*. On notera Ej ., le fibré vectoriel holomorphe dont
les sections sont les opérateurs différentiels algébriques d’ordre k et de degré m, a valeurs
scalaires. De méme, si V est un fibré vectoriel sur X, on peut considérer les opérateurs
différentiels P(f',..., f*)) de degré m & valeurs dans V comme étant les sections de
Epm®V.

Nous aurons encore besoin de la notion de courbure d'un fibré en droites holomorphe
hermitien (L, h). Si (L,h) est un tel fibré sur X et Ly =S UXC, L, >¢&m (2,8/n)

une trivialisation donnée par une section holomorphe locale non nulle 1 du fibré, la norme
hermitienne sur L, est donnée par une expression de la forme

IEl17 = 1&/n(@)Plln()I} = €/n(x)|?e=#>)

avec p(z) = —log|ln(z)||?. La fonction ¢ est une fonction réelle de classe C™ sur U
qu’on appelle poids de la métrique h relativement a 7). La courbure de la métrique h est
par définition la forme réelle de type (1,1)

. o . 82
On(L) = %5’8@ - % N T dz A dz,

0z:;0Z
1<j,osn A7k

qui est indépendante du choix de la section 1. On dit que cette courbure est positive si la
matrice hermitienne (0% /0z;0%y) est définie positive en tout point. Dans ce contexte, on
a le théoreme d’annulation fondamental suivant, énoncé par Green et Griffiths [GrGr80].

0.3. Théoreme. Soit X une variété algébrique projective et f : C — X une courbe
entiére non constante. Alors on a P(f',..., f*)) = 0 pour tout opérateur différentiel
algébrique P a valeurs dans le dual L* d’un fibré holomorphe en droite a courbure positive
sur X (c’est-a-dire pour toute section globale P € H°(X, Ey m ® L*)).

Le point essentiel (que nous ne vérifierons ici que sur quelques exemples, voir §5)
est qu'une surface X de type général possede toujours beaucoup de tels opérateurs P,
la dimension de l’espace des opérateurs P globaux pouvant étre évaluée a partir de
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la formule de Riemann-Roch; on a en fait la formule générale suivante, diie a Green-
Griffiths [GrGr80]: pour tout fibré en droites L sur X, la caractérisque d’Euler-Poincaré
XX, Egm @ L7Y) =57 (=1)49dim HY(X, By, ® L™1) admet une estimation

mn+kn—1
(kD)™ (n + kn —1)!
lorsque m > k > 1, ou ¢; = ¢;(X) désignent les classes de Chern de X, n = dim X,

et les O(...) sont des expressions polynomiales en les classes de Chern. Par ailleurs, un
théoreme d’annulation di & Bogomolov [Bog79] montre que

H*(X,Exm®@L ') =0  pourm >k > 1,

XX Bm®L7) = ((=1)"¢} (log k)"~ O((log )" 1)) +O(m™+47=2),

lorsque X est une surface, de sorte que ’estimation précédente pour la caractéristique
d’Euler donne aussi une minoration pour le H°.

Il en résulte qu’une courbe entiere f tracée sur une surface X de type général
est nécessairement une courbe intégrale d’une certaine équation différentielle algébrique
sur X. Pour achever la preuve de la conjecture 0.1 dans le cas des surfaces, il reste
encore un point a priori tres délicat a prouver, qui serait de montrer la finitude du
nombre de trajectoires ayant un revétement universel de type conforme C ou IP’}C. Ony
parvient effectivement dans quelques cas tres particuliers, mais le probleme général est
completement ouvert.

Le schéma de preuve suggéré dans [GrGr80] pour le théoreme 0.3 est malheureuse-
ment incomplet. Il a fallu attendre ces 2 dernieres années pour voir apparaitre des preuves
convaincantes. L’un de nos principaux objectifs sera de présenter une telle preuve, due a
Y.T. Siu et S.K. Yeung (voir [SiYe96a], [Siu97]); une preuve entierement différente d’un
résultat un peu moins fort mais suffisant pour les applications a aussi été obtenue dans
[Dem95].

Comme application, nous obtenons des exemples explicites de surfaces algébriques
hyperboliques de tres bas degré, améliorant ainsi des résultats obtenus successivement par
Brody-Green [BrGr77] et Nadel [Nad89]. L’idée est d’appliquer le théoreme d’annulation
0.3 dans le cas des opérateurs wronskiens. L’énoncé qui suit est di indépendamment a
[SiYe96b] et [DeEGIT] (voir aussi [EGI6]).

0.4. Théoréme. La surface algébrique lisse X C P2 définie par
X ={8 4+ 2P + 284+ 22 %(e02d + €127 + €222 + 22) = 0}

est hyperbolique pour des valeurs génériques des constantes €; et pour tout degré p > 11.

Le plan de cet article est le suivant: apres quelques rappels de notions de base
sur la théorie de Nevanlinna au §1, 2, 3, nous démontrons le théoreme fondamental
0.3 au §4. La section §4 décrit un peu de géométrie des connexions méromorphes, en
vue de la construction de “bons” opérateurs wronskiens. Les deux dernieres sections
illustrent I'utilisation du théoréeme fondamental et détaillent la construction de surfaces
hyperboliques explicites possédant de tels opérateurs wronskiens.

L’auteur remercie vivement la SMF de lui avoir donné I'occasion de rendre hommage
a Monsieur Henri Cartan par cet exposé, présenté devant un large auditoire.
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1. Notions de base de la théorie de Nevanlinna

Soit w = i), wik(2)dz; A dz une (1,1)-forme de classe C° sur une variété
complexe compacte X. On supposera que w est définie positive, c’est-a-dire que la
matrice hermitienne (w;x(z)) est définie positive en chaque point. Suivant les besoins, on
considerera un tel objet ou bien comme une 2-forme sur X ou bien comme une métrique
hermitienne sur le fibré tangent T'x. Rappelons que la métrique w est dite kahlérienne
si dw = 0.

Etant donné une courbe entiere f:C — X, lindicatrice de croissance de f est la
fonction T, telle que

(1.1) To) = [ 4L )= [ p

To p D(O,p)

ou ty,(p) n'est autre que l'aire par rapport a w de I'image f(D(0, p)) du disque de centre
0 et de rayon p dans C. Si on s’intéresse seulement a 'ordre de grandeur O(T f,w(r))
quand r tend vers +oo (a des constantes multiplicatives pres), il est clair que cet ordre de
grandeur est indépendant du choix de la métrique w. Notons des a présent que la limite
lim, 4 o0 T,0(7)/ log T est égale a laire totale A = [ f*w, de sorte que T, (1) ~ Alogr
si A < 400. On verra plus loin que la finitude de 'aire caractérise les courbes f qui sont
algébriques.

Notons que si f : C — X est une courbe de Brody, c’est-a-dire une courbe ayant une
dérivée || f|l, < C bornée, alors ty,(r) < 7Cr? et Ty, (r) < 5Cr?. De manitre générale,
on dit que la courbe f a une croissance d’ordre a si pour tout € > 0 on a une majoration
trw(r) < Cer®te (ou, ce qui revient au méme, T, (r) < CLroTe). 1l est facile de voir
qu'une courbe non constante f : C — X = C"/A tracée dans un tore complexe a une
croissance d’ordre au moins 2 ; en effet la simple connexité de C implique 'existence d’'un
relevement f: C — C™ et l'aire euclidienne de f est donnée par I'intégrale

r(r) = /D o FOPG) = w2 o)

(A = mesure de Lebesgue). Une estimation au plus quadratique de cette intégrale
implique facilement par l'inégalité de moyenne que la dérivée f’ est bornée, donc
f(t) = at + b décrit une droite affine complexe. Inversement, le théoreme de reparamé-
trisation de Brody [Bro78] garantit ’existence d’une courbe entiére non constante a
dérivée bornée des lors qu’il existe une courbe entiere non constante, et on peut donc
ainsi se ramener a des courbes d’ordre au plus 2.

On s’intéresse particulierement au cas ot w = O, (L) est la forme de courbure d’un
fibré en droites hermitien (L,h) & courbure positive sur X. Dans ce cas, on peut voir
que, a des constantes additives preés, la taille de T, (r) quand r — 400 ne dépend pas du
choix de la métrique h. Il suffit pour cela d’utiliser la formule de Jensen d’une variable
complexe, sous la forme

T d i — 1 2 ) 1 27 ]
(1.2) /TO ?p /D —00v = %/0 v(re’?)do — gy v(roe®)de,

0,0 T 0
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vraie pour toute fonction v dont le laplacien i90v est une mesure réelle (i.e. une fonction
qui est la différence de deux fonctions sous-harmoniques) : la démonstration de (1.2) est
une conséquence directe de la formule de Stokes. Si h; = he™¥ est une autre métrique
hermitienne sur L, alors son poids ¢; est tel que ¢1 = ¢ + 1, par suite

w1 = O, (L) = On(L) + %aﬁw.

Comme la fonction 1 est bornée sur X par compacité, on voit que le terme f*o0y =
00y o f dans Ty, s’exprime a 'aide de moyennes de v = v o f sur des cercles, quantités
qui restent bornées indépendamment de r, de sorte que T, (1) = T}, (r) + O(1).

1.3. Exemple. L’exemple fondamental est celui de I'espace projectif P¢: avec son fibré
en droites canonique O(1) (par définition O(—1) est le fibré dont la fibre au dessus
d’un point de P{ est la droite correspondante de C™*' O(1) est son dual, et O(k),
k € Z, est le fibré en droites obtenu en prenant la puissance tensorielle k-iéme). Si
[2] = [z0 : 21 ¢ ... 1 2] € PE, alors la fibre O(—1)[,; est Cz. On munit ce fibré de la
métrique hermitienne induite par la métrique hermitienne canonique |z|*> = 3 |z;|? de
C"t Si¢ e 0(1)[z) = (Cz)*, la métrique duale est donnée par

2
1.4 2 M

(1.4 el = 5

Sur la carte affine zp # 0 de P¢, on a des coordonnées locales holomorphes ((1,...,(,) =
(21/20,---,2n/20), €t une section trivialisante n : [z] — (1,21/20,...,2n/20) de O(—1).

Il en résulte que le poids (resp. la courbure) de la métrique canonique de O(1) dans cette
carte est

¢([z]) = —logln*([2DII* = log [In([z])[I* = log(1 + |G1[* + -+ +[Cal?),
- -
w = Oan(O(1)) = 5-00log(1 + |G> + - + |G ) = 5-0D log|s[2
Un calcul facile montre que w est bien une forme hermitienne positive sur P¢ (c’est a

constante multiplicative pres I'unique métrique invariante sous I’action du groupe unitaire
U(n+1), dite “métrique de Fubini-Study”). Toute courbe holomorphe f : C — P¢ peut

étre relevée en une courbe holomorphe f = (fo, ..., f»): C — C™*1 < {0}, et on a alors
la formule
P 2 2 2
(1.5 )= [ a0l + A+ 1)
D(©,p) 27

En particulier, toute courbe f: C — P{ = C U {co} peut étre vue comme une fonction
méromorphe sur C, donnée par ¢t +— [1 : f(¢)] en coordonnées homogenes, et

/ IF/ 02 idtAdl
pop I+[fB)H2 27

tole) = [ o0log(1+117) -

(0,p) 4T
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Il nous sera utile de savoir comparer 'indicatrice de croissance d’une courbe entiere
f:C — X avec celle de son image u o f par une application méromorphe (rationnelle)
u: X --» Y dans une autre variété projective.

1.6. Lemme. Soit u : X --+ Y wune application rationnelle entre variétés projectives,
et soient w, w' des métriqgues hermitiennes sur X et Y respectivement. Il existe une
constante C' > 0 telle que pour toute courbe entiére f : C — X mnon contenue dans le
lieu d’indétermination de u on ait

Tyotw (1) K CTyu(r)+O(1)
(la constante O(1) pouvant dépendre de f).

Démonstration. On peut supposer que X, Y sont plongées dans des espaces projectifs IP(]CV ,
IP(]CV " et que w, w’ sont les restrictions des métriques de Fubini-Study respectives. Alors,
si (ug,uq,...,uns) sont des fonctions rationnelles de degré 0 sur Pfcv qui définissent u
en restriction & X, et si u; = p;/q est une réduction des u; au méme dénominateur, on
obtient

* i oo ' o9
ww' = %0ﬁlog(|u0|2 + ur)? + -+ Jun ) = ﬂaalog(|p0|2 +pi* 4+ o )

(I’égalité étant valable seulement en dehors du lieu d’indétermination de w). Soit m le
degré commun des polynomes p;. On peut écrire

W =mw + Lﬁgw
2

ot ¥(z) = log > (Ipj(2)|?/]2|*™) est une fonction majorée supérieurement sur PY (par
une certaine constante K ne dépendant que des coefficients des p;). On a donc
(uo f)*w' =m f*w+ 5=00(¢ o f), et une application de la formule de Jensen & v = tpo f
montre que

1 27 ) 1 27 .
Tyofw (1) =mTy,(r) + — / v(re?)dh — — v(roe'?)dh
’ ’ 21 0 21 0

1 27 ‘
<mTy,(r)+ K — —/ v(ree’®)dd. O
27 0

1.7. Corollaire. L’aire A = f(c ffw = limsup Ty, (r)/logr est finie si et seulement
st f admet une factorisation sous la forme f = go R ou R € C(z) est une fonction
rationnelle (vue comme fonction C — PL) et g : P! — C C X une courbe rationnelle

de X.

Démonstration. La condition est suffisante, car si w; est la métrique de Fubini-Study

sur PL, on a fIP’é w1 = 1et f% R*wi = d ou d est le degré de R (sup des degrés du

numérateur et dénominateur de R). On peut alors d’appliquer le lemme 1.6 pour voir
que

Tr (7 . ) TR w (7

lim sup Trw(r) = lim sup < Climsup Trw,(r)

< +00.
r—too lOgT I —s+00 ogr r—too  lOgT
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Inversement, supposons A < +oo. Si X = P}, la conclusion est immédiate. En effet,
f peut étre vue comme une fonction méromorphe sur C ; si f n’est pas une fraction
rationnelle, le théoreme de Picard montre que f revét une infinité de fois P§ & I’exception
d’au plus 2 points, d’ou f(c f*w1 = +o00. En général, soit X une variété de dimension
n quelconque plongée dans un espace projectif IED(]CV avec sa métrique de Fubini-Study w.
Quitte a bien choisir les coordonnées, on peut supposer que la courbe entiere f n’est
contenue dans aucun des hyperplans z; = 0. Soit f = (fo, f1,...,fn) un relevement
de f a CVT Alors fi/fo = ujo f ot uj : PY —» Pl est lapplication rationnelle
[z] = zj/2z0. L’hypothese que 'aire décrite par f soit finie entraine que l'aire décrite par
les u; o f est finie, de sorte que F; = f;/f est une fonction rationnelle. II suffit alors de
factoriser F; = g; o R en sorte que g = (1,91,...,9n) : Pt — X définisse une application
génériquement injective. O

2. Le premier théoreme fondamental de Nevanlinna

On cherche ici a dénombrer les incidences de la courbe f : C — X avec une
hypersurface H = {o(z) = 0} C X définie par une section globale ¢ de L. On
regarde pour cela la fonction holomorphe o o f : C — L et on introduit la fonction
de dénombrement des zéros

" d
(2.1) Nyio(r)= / nf,g(p)?p, n¢,o(p) = nombre de zéros de o o f dans D(0, p),

To

ou les zéros sont comptés avec multiplicités. Enfin, on introduit la fonction my ., dite
fonction de proximité, telle que

1 [ 1
2.2 myeqo(r)=— lo . de.

Cette fonction est positive ou nulle, si on normalise ¢ par une constante en sorte que
lo||ln < 1 (ce que nous supposerons désormais). Intuitivement, my ,(r) est d’autant plus
grand que f s’approche souvent de H = {o = 0} sur le cercle de rayon r. Nous pouvons
maintenant énoncer le

2.3. Premier théoréeme fondamental de Nevanlinna. Soit (L, h) un fibré en droites
hermitien de forme de courbure w = Op(L) > 0. Pour toute section o de L et toute
courbe f : C — X dont l'image n’est pas contenue identiquement dans [’hypersurface
H={0o=0},0na

My, (r) + Npo(r) = Trw(r) + O(1).

En particulier, a constante additive prés, l'ordre de grandeur du membre de gauche quand
r — 400 ne dépend pas du choix de o, mais seulement de l’indicatrice de croissance de f.

Démonstration. C’est une conséquence de la formule de Jensen (1.2), appliquée a la
fonction v(t) = log||o o f(t)||n. On constate que, au sens des distributions

- - N
—00v = —00log||o o f(t)l|n = > mjda, — frw
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ol d,; est la mesure de Dirac en les zéros (a;) de o o f et m; la multiplicité de ce zéro
(c’est le cas particulier & une variable de la formule dite de “Lelong-Poincaré”; le terme
f*w provient de la différentiation de la fonction ¢ o f, issue du poids de la métrique h).
En substituant dans la formule de Jensen, on trouve alors

Nt o(r) = Trw(r) = —my (1) + myso(ro). O

On introduit classiquement le défaut de f par rapport & 'hypersurface H = {o = 0}
comme étant
(1)

(2.4) 5,(f) = liminf 22"/

1].
r—+00 Tf,w(r) < [O’ ]

En particulier, le défaut est égal a 1 si oo f ne s’annule pas, et il est égal a 0 si la fonction
de dénombrement des zéros Ny () croit aussi vite que possible.

Pour une fonction méromorphe f: C — P{ = C U {oc}, un résultat essentiel de la
théorie de Nevanlinna est que la somme des défauts ZaGPé da(f) est au plus égal a 2
(ce qui redonne sous forme quantitative le théoréme de Picard). L’un des principaux
ingrédients de la preuve est une estimation de la fonction de proximité des dérivées
logarithmiques de f. En l'occurrence, la fonction de proximité au point oo est donnée
par

1 27 .
(2.5)0c 1 00 () = %/ log, | f(rei®)| d8 + O(1)
0
En effet, si o(z) = (1,2)7! € O(1) est la section de O(1) s’annulant & 'infini, on a
lo(2)[| = (1 + [2*)7"/2, de sorte que log1/[|o o f)|| = log(1 + |f|*)'/* = log, | f| + O(1)
(en fait, erreur est majorée par log2). De méme, la fonction de proximité a un point
a € P, a # oo, est donnée par

I 1
Mmf.a(r) = mi/(r—a),oo(r) = %/0 log, Flre®) —a| df + O(1)

2
(2.5)q = %/0 log_ |f(re?) —a|df + O(1).

Pour un produit de fonctions méromorphes, I'inégalité 1 + |[fg|* < (1 + |f|*)(1 + |g]?)
implique aussitot

(2.6) Mfgoo < Moo+ Mg oo

et de méme myq 0 < myo + My en passant aux inverses. Etant donné a € IP’}C, nous
noterons Ny ,(r) la fonction de comptage des pré-images t € C telles que f(t) = a, ce qui
revient a compter les zéros de o o f ou ¢ est la section de O(1) qui s’annule au point a.
Dans ce contexte, le premier théoreme fondamental s’écrit

(2.7) Mmyf.a(r) + Npa(r) = Trw(r) + O(1)
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pour tout point a € P{, ou w est la métrique de Fubini-Study sur Pg. 11 est clair que
(2'8) Nfg70 < Nf’0+NgaO7 Nfg,OO < Nf,OO +N , 00

(avec égalité si aucun zéro de f n’est pole de g et si aucun pole de f n’est zéro de g). La
combinaison de (2.6), (2.7), (2.8) donne en particulier

En combinant (2.5)g et (2,5)s on obtient par ailleurs la majoration utile

27
(2.10) % /0 | log |f(7‘ei9)|‘ df = my oo (1) + myo(r) < 2T ,(r) + O(1).

2.11. Cas «localy. Il est intéressant de considérer aussi le cas de fonctions qui ne
sont pas définies sur toute la droite complexe, mais seulement sur un voisinage de
Iinfini C ~ D(0, R) (par changement de variable ¢ — 1/t, il reviendrait au méme
de prendre un voisinage pointé D(0,e) \ {0}). Etant donné une fonction holomorphe
f:C < D(0,R) — X, on peut étendre les notions d’indicatrice de croissance T, (r), de
fonction de proximité my () et de fonction de dénombrement Ny ,(r) pour des valeurs
assez grandes r > ro > R du rayon. Dans ce cas, on pose simplement

vaw(r):/r@/ f*CU,
ro P D(0,p)~D(0,r0)
1 27

1
myeq(r)=— lo . do,
£ (r) 27r/0 8 oo Fran

T dp
Ny o(r) 2/ ’ﬂf,a(p)?,

To

ouny, =#{t € D(0,r)\D(0,70); oo f(t) =0}. Il est facile de voir qu'un changement
du choix de 7o modifie T ,,(7) et N »(r) par des quantités C logr ot C' = Constante. On
peut encore appliquer la formule de Jensen & une fonction v sur C ~. D(0, R) quitte & la
tronquer au moyen d'une fonction plateau nulle sur un voisinage de D(0, R). Ceci n’influe
sur la croissance que par des termes en C'logr. Le premier théoreme fondamental est
donc encore valable si I'on accepte des erreurs en O(logr) plutét que O(1). La croissance
minimale T, (r) = O(logr) est réalisée si et seulement si f admet un prolongement
holomorphe & l'infini. Pour le voir, il suffit de traiter le cas X = IP’(%, et dans ce cas le
résultat provient du grand théoreme de Picard (il est & noter que la théorie de Nevanlinna
va d’ailleurs redonner une démonstration directe tres naturelle du grand théoreme de
Picard, cf. §3). Compte tenu du fait que les erreurs sont en O(logr), les estimations
de la théorie de Nevanlinna ne sont intéressantes que pour des courbes f admettant une
singularité essentielle a I'infini.
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3. Le deuxieme théoreme fondamental de Nevanlinna

Le point de départ est le “lemme de la dérivée logarithmique”, qui est véritablement
I'une des contributions essentielles de Nevanlinna. L’idée est qu'une dérivée logarith-
mique f’'/f d’une fonction méromorphe a une croissance qui est seulement logarithmique
par rapport a f, précisément parce que c’est la dérivée du logarithme de f.

3.1. Lemme de la dérivée logarithmique. Soit f : C — P{ une fonction
méromorphe et DPlog f la dérivée logarithmique p-ieme de f. Alors, pour tout € > 0, il
existe un ensemble E de mesure de Lebesgue finie dans Ry tel que

MDriog f,00(T) < (p+ 1+ ¢)(logr +log, Ty, (r)) + O(1), Vr e Ry N\ E.

Démonstration. Fixons R > r. On utilise la version suivante de la formule de Jensen:

log | f(t)] = 1/ B o (2 d0(2) + 3 ,,jlog’ig—{jﬁ

— 42 —
21 Ji2=r |z — t| 4;€D00.R) ta;

ou ) vjla;] est le diviseur des zéros et des poles de f, et ou df, d\ désignent respective-
ment la mesure angulaire sur le cercle et la mesure de Lebesgue sur le disque de rayon R.
(Preuve: si t = 0, la formule se réduit a la formule habituelle des manuels de second
cycle; en général, il suffit d’appliquer cette formule apres avoir composé f avec 'auto-

2 2 2
Li) qui envoie 0 sur t). Compte tenu de ce que 1|%t—_z‘l|1 = 2Re j*’i,

une dérivation sous le signe somme au moyen de l'opérateur 20/0t donne

f(t) 1 / 2z a; 1
== = do (mrt= - ).

70~ 3 a7 MO+ 2 (g — o

On dérive une nouvelle fois avec 'opérateur —(-2)P~1 pour obtenir
(p—1)!'\ ot

DPlog f(t) 1 2z 1
(ww!‘%ﬁﬂu 1 OB/ 46z *Z”< um‘mrwJ

Une majoration brutale de cette expression sur le cercle |t| = r fournit

morphisme z —

Dplng(t) 1 27‘ /‘
| (p—1)! | o (R—r)r | log |f(2 \|d9

(ZM)( " +max‘j%t‘p>

J

L’intégrale de |log|f|| se majore aisément a I’aide de (2.10) par un terme de la forme
2T (R) + O(1). Par ailleurs, si b € P{ est un point quelconque, la définition de la
fonction de comptage Ny ,(R) donne

/

npa(R)log o < Npy(R) < Tr(R) + 001,
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pour tout R’ > R, d’ou

2
> sl =npo(R) +npee(R) < o (Tro(R) + 0(1).
ajED(O,R)

Nous choisissons R =r+6/2, R = r+ ¢ avec § < r, de sorte que < C5 et donc

1
log R"/R

T rl
p < S\sp la; —tlP
|DP log f(t)| < C<5p+1 + 5(51’ o |aj —t|P

) (Trlr +6) + 0(1)),
» r 1
(3.2) log, |DPlog f(t)| < log, <W + - max m) +log, Ty (r+6) +O(1).
j

La fonction mpr 1og f,00 (1) que nous cherchons a majorer est 'intégrale

1 27 )
—/ log., |DPlog f(re*?)|do
2m Jo

et I'inégalité (3.2) en donne une majoration, mais il y a deux difficultés qui se présentent.
L’une réside dans le fait que le second membre contient le terme log, T, (r + §) 1a ol
nous voudrions log T} (r), I'autre est dans la présence de termes a priori non bornés
1/|aj —t|P. Les deux difficultés vont se régler de la méme maniere, en évitant les valeurs
de r trop «mauvaises». On s’appuie sur le lemme élémentaire suivant, di a Emile Borel.

3.3. Lemme (E. Borel). Soit T : Ry — ]0,+00[ une fonction continue croissante.
Alors, pour tout € > 0, l’ensemble E = E. des r € R, tels que

T(r +T(r) %) > 27(r)

est de mesure de Lebesque finie. Par conséquent, sur l’ensemble Ry ~ E qui est
asymptotiquement de densité 1 a l’infini, nous avons

T(r +T(r)F) < 2T(r).

Démonstration. Comme T est continue, E est fermé. Soit r1 = min F. On définit r; par
récurrence sur k en posant

Tk4+1 = min (E N [rk + T(rk)”°, —|—ooD

Si F ou si 'intersection ci-dessus est vide pour un certain k, alors E est borné et donc
de mesure de Lebesgue finie. Sinon, on obtient une suite infinie () de points de E tels
que

T(ri41) =2 T(re + T(ri)~%) = 2T (ry),

pour tout k, par conséquent T'(r3) = 2871T(r1) et

Z T(ry) ° < +o0.

k=1
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Comme E C Uy [rk, 76 + T(r) "] par définition des 7, le lemme est démontré. O

Nous utilisons maintenant I'inégalité (3.2) en posant T'(r) = Tt (r) et 6 = T'(r)~°.
Le lemme de Borel montre que nous pouvons remplacer T, (r + d) par T, (r) quitte a
prendre » € Ry ~ E ou E de mesure finie dans R;. L’autre difficulté vient des rayons
trop proches des valeurs r; = |a;|. Dans un intervalle [r/2,7], il y a d’apreés ce que nous
avons déja vu au plus

Nr)y= Y |yl <CE/6)Tfu(r+6) < C'rT(r)°T(r+4)
a; €D(0,r)

telles valeurs génantes, soit N(r) < 2C"'r T'(r)! ¢ si de plus r € R, \ E. Nous éliminons
autour de chacune de ces valeurs r; un intervalle [r; — n,7; + 1] avec n = 1/(2*N(r))
et k = E(log,r). La réunion de tous ces intervalles est un ensemble E’ de mesure finie
comme on le voit facilement en considérant les intervalles [r/2, 7] tels que r = 2%. Quitte
& remplacer E par E U E’, nous avons maintenant |a; —t| > 1/(2N(r)) > 1/(r*N(r)),

donc
1

|aj —t[P

< (7,5 N(,r,))p < C"(T’ T(T)>(1+E)p.
Dans ces conditions, pour [t| =7 € Ry \ (F U E'), I'inégalité (3.2) devient

log, |D?log f(t)| < log, (r T(r)=®+Y 4 rT(r)® (r T(r))(lJrE)p) +log, T(r) +O(1)
<(p+1)(1+¢e)(logr+log, T(r)) + O(1).

Quitte & remplacer ¢ par ¢/(p + 1), le lemme de la dérivée logarithmique résulte
maintenant du calcul de la valeur moyenne de cette expression sur le cercle |t| = r.
O

3.4. Cas local. Le lemme de la dérivée logarithmique s’étend tres facilement a une
fonction méromorphe f : C \ D(0,R) — P, définie seulement dans un voisinage de
I'infini. En effet, nous allons montrer qu’il existe un rayon R; > R et une fonction
holomorphe bornée u : C ~ D(0, R;) — C*, vérifiant u(co) = 1, telle que f = uf se
prolonge en une fonction méromorphe sur C. II suffit alors d’appliquer le lemme de la
dérivée logarithmique a DPlog f = DPlogu + DPlog f, en observant que DP logu est
une fonction bornée au voisinage de l'infini. Pour construire u, on choisit des rayons
Ry > Ry > R tels que la couronne R; < |t| < Ry ne contienne ni zéros ni poles
de f, ce qui est possible puisque ces points forment des ensembles localement finis.

Soit n € Z lindice de f sur un cercle [t| = r, r € |Ry, Ra[, c’est-a-dire 'intégrale
de ﬁdf /f sur ce cercle. Il existe alors une fonction holomorphe ¢ sur la couronne

R1 < |t| < Ry telle que exp(g(t)) = f(t)/t". Puisque H'(P{, O) = 0, le premier probleme
de Cousin a toujours une solution, autrement dit il existe une fonction holomorphe
g1 sur le disque C U {oo} \ D(0,R;) et une fonction holomorphe go sur le disque
D(0, Ry) telles que g = g2 — g1 sur la couronne intersection Ry < |t| < Ry. 1l
n’est pas restrictif de supposer ¢g;(co) = 0. En posant u(t) = exp(g1(t)), on voit que
u(t)f(t) = exp(g1(t))t" exp(g(t)) = t™ exp(g2(t)) se prolonge en une fonction méromorphe
sur D(0, R2) (ayant d’ailleurs au plus un pole en 0).
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Une conséquence importante du lemme de la dérivée logarithmique est ce que l'on
appelle le “Deuziéeme théoreme fondamental” de Nevanlinna. Le lecteur pourra consulter
S. Lang [Lang87] pour davantage de détails.

3.5. Deuxiéme théoréme fondamental de Nevanlinna. Soit f : C ~ D(0, R) — PL
une fonction méromorphe. On définit le diviseur de ramification Ry de f comme étant
égal a ) ejlw;] ot w; sont les points ot df s’annule et e; > 1 la multiplicité d’annulation
de df (c’est-a-dire la multiplicité de f' en un point w; ou f(w;) # oo, et celle de (1/f)
en un point w; ol f(w;) = 00). Alors, pour tout ensemble fini {a;}1<j<p C P, il existe
une partie B C Ry de mesure de Lebesgue finie telle que

p
Ng,(r) + me,aj (r) <2T¢,(r)+ O(logr +log, wa(r)), pourr € Ry N E,

ou Ng,(r) = f:o nr,(p)dp/p est la fonction de dénombrement du diviseur de ramifica-
tion.

Démonstration. On suppose dans un premier temps a; # oo pour tout j. Dans ce cas
nous posons

Fiy= [[ (f() —ay), = 2 ft)—a;
1<j<p 1sssp ’

Le lemme 1.6 (ou 'inégalité (2.9)) fournissent T, < pTf. + O(1), d'ou

Mg /p,00(r) = O(logr +log, (T,.(r)))

grace au lemme de la dérivée logarithmique. Nous affirmons par ailleurs que

(3.6) me < M@.00(r) + O(1).

En effet, soit d = minj»; |a; —ag| et E; ={t € C; |f(t) —a;| <d/(2p)}. 1l vient

,a;
=1 J 27T 0€(0,27],r e €E; * |f( ) | d

puisque [1/(f(t) — a;)
t

< 2p/d en dehors de E;. Cependant les E; sont disjoints et si
t € E; nous avons |f(t) —

|

) —ag| = d/2 pour k # j et 1/|f(t) — a;j| = 2p/d, donc
1 2p—1) 1 1

G(t)| = — >- -

R R R B A O R

et par conséquent

p

1 2m ) 2
Zmﬁa.(r) < —/ log, |G(re')| do —l—plog—p+logp,
’ 21 0 d
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ce qui implique (3.6). Par définition de G = F'/(Ff’) on a

MG 00 = MEJFfl 00 < TE [ Foo + M0 < MprjFoo + Mg o+ My /f0-

Comme le lemme de la dérivée logarithmique nous donne une estimation de my/,;
plutot que de my/ /o, nous effectuons les transformations

myo="Tfw— Nyo+O(1),
myryr0="Tr/pw—Npypo+OQ) =mysoo+ Npsygoo — Nyrypo+ O(1)

a l’aide du premier théoreme fondamental. En combinant ces trois (in)égalités avec (3.6)
il vient

g
> mypa; <mpyree + (Trw = Npo) + (mprj .00 + Npryoo = Nyrjpo) + O(1).
j=1

Si I'un des points a; est le point oo, disons a, = 0o, cette estimation vaut pour la somme
jusqu’a p—1 et il faut ajouter de plus mys o = Tr — Nt.oo. Dans tous les cas on obtient

p
me,aj < 2Tf’w — (Nﬁo + Nf’/f,O + Nf,oo — Nf’/f,oo) +mf//f’oo + ME’/F oo + O(l)
j=1

La somme (N, . + ...) des fonctions de comptage ne fait intervenir que les zéros et les
poles p; de f, ainsi que les zéros de f’ qui ne sont pas des zéros de f. Il est facile de
voir que la multiplicité totale en chacun de ces points est précisément égale a I'indice de
ramification e;, la somme (N, . +...) est donc égale & Ng,. On obtient en définitive

p
(37) NRf + me’aj < 2Tf7w + mf//f,oo + mF//F’OO + 0(1)
j=1

Le lemme de la dérivée logarithmique montre qu’il existe un ensemble £ C R, de mesure
de Lebesgue finie tel que

M) o0 + ME p00 = O(logr +1og, Ty (7))
pour r € R, ~\ E. Le deuxieme théoreme fondamental est démontré. O

En divisant I'inégalité du deuxieme théoreme fondamental par T, (r), on déduit
immédiatement pour les défauts la relation } . dq;(f) < 2, ceci & condition que
Ty, (r) > logr pour que les termes d’erreurs tendent vers O :

3.8. Corollaire (version forte du grand théoréme de Picard due 4 Nevanlinna).
Soit f : C ~D(0,R) — P& une fonction méromorphe ayant un point singulier essentiel a
linfini. Alors Zae]P’é da(f) < 2. En particulier, f omet au plus 2 valeurs et prend toutes
les autres une infinité de fois.
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4. Preuve du théoréeme d’annulation fondamental

Nous démontrons maintenant le théoreme 0.3 en suivant les arguments de Y.T. Siu
[Siu87]. Soit f : C — X une courbe entiere et P un opérateur différentiel algébrique
A valeurs dans L* ot w = ©p,(L) > 0. On suppose que P(f',..., f*)) ne s’annule pas
identiquement. Le point de départ est 'inégalité

- *
%(‘Mlog 1P fDE > frw

(en fait le membre de gauche est égal au membre de droite plus une certaine combinaison
linéaire de mesures de Dirac aux points ott P(f', ..., f(*)) g’annule). On en déduit alors

"d 7 —
Ty o(r) < / i / L 9alog |P(f,.... fO)2
ro P JD(0,p) 27

1 27 .
- %/ IOgHP(f/""vf(k))(rele)nhd@—i—Const
0

grace a la formule de Jensen. Considérons maintenant une famille finie de fonctions
méromorphes (u;) sur X telles qu’on puisse extraire des coordonnées locales holomorphes
au voisinage de tout point a partir de déterminations locales des logarithmes logu; (X
étant plongée dans un espace projectif, il suffit de prendre les fonctions induites par
les fonctions rationnelles z;/zj, sur I'espace projectif dans suffisamment de systemes de
coordonnées). On peut alors exprimer localement P(f’,..., f*)) comme un polynéme
@ dans les dérivées logarithmiques DP(logu; o f), ayant des coefficients holomorphes en
la variable f, i.e.,

P(f',.. . f%) = Q(f, D (logujo flps),  Qzvp;) =Y aa(z)v™.
Par compacité de X, il en résulte
1 27 X "
o / log [P(f,- ., f¥N)(re®)ndd < Cv > Mppoguyop).eo(r) +Ca
0 J,1<p<N

pour des constantes C7, Cy adéquates. D’apres le lemme 1.6 et le lemme de la dérivée
logarithmique, on aura

M Dp (log ujo0f),00 () < C’g(logr + Z log, Tujof,w(r)) < C4(logr +log. Tf,w(r))

en dehors d’un ensemble de mesure de Lebesgue finie dans [0, +o00[. Mettant bout a bout
ces inégalités, il vient
Ty () < C’( logr +log, T (r))

en dehors d'un ensemble de mesure de Lebesgue finie. On en déduit que T, (r)=0(log ),

par conséquent f(C) est d’aire totale finie et C' = f(C) est une courbe rationnelle. On
peut alors factoriser f = go R avec une fonction rationnelle R € C (2) et g : PL — C C X
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le morphisme de désingularisation. L’opérateur g* P induit sur P¢ est nécessairement nul
d’apres le lemme ci-dessous. Par suite g*P = 0 et

P(f,....f®y=g*P(R,...,R®) =0,
ce qu’il fallait démontrer. O

4.1. Lemme. Soit X une variété projective dont le fibré canonique Kx est a courbure
semi-négative (par exemple un espace projectif ou une hypersurface lisse de degré < n+2
dans IP’EH). Alors, pour tout fibré en droites L a courbure positive sur X et tous entiers
k,m >0, on a H*(X, Exm ® L™1) = 0.

Démonstration. Soit P(f’,..., f*) ¢ E) m. En regardant les degrés partiels par rapport
a la variable f () des monémes intervenant dans P, on obtient une filtration de Eym
dont le gradué est

@ Ek—l,m—kp & SpT;(

0<p<m/k

En effet f*) peut étre vu comme un élément de T, et un monéme (f*))* de degré
|ak| = p, comme un élément de SPT%. En filtrant de nouveau par rapport aux degrés en
les dérivées f\9), j < k, on obtient une filtration telle que

G*Epn = & SPIT, @ - @ SPRT%.
p1+2p2+...+kp=m

Pour démontrer le lemme, il suffit donc de vérifier que HO(X, (T%)®™® L~1) = 0 n’a pas
de section non triviale. C’est clair si X = P{, puisqu’alors T3, = O(—2) et L = O(=))
pour un certain A > 0. Dans le cas général (que nous ne détaillerons pas ici), on peut
s’appuyer sur la formule de Bochner et le fait que X admet une métrique kahlérienne a
courbure de Ricci semi-positive (voir par exemple [Dem95], lemme 14.2). O

5. Opérateurs wronskiens et connexions projectives partielles

Soit X une variété complexe de dimension n. FEn reprenant des idées de Y.T.
Siu [Siu87] et de A. Nadel [Nad89], nous considérerons des connezxions méromorphes
V opérant sur le fibré tangent T'x, c’est-a-dire des opérateurs de la forme

0 0
Vv = Z (wi 8% + Z Ffjwivj)g—% =dyv+T - (w,v),

1<i,k<n togign

dont les symboles de Christoffel I' = (Ffj)lgi,j,kgm calculés relativement a des systemes
de coordonnées holomorphes (z1,...,2,) quelconques, sont méromorphes. Soit B le
diviseur des poles de V (i.e. de ses coefficients I'};) et b € H°(X,0(B)) la section

canonique associée. Alors bV est un opérateur a coefficients holomorphes.

Etant donné une courbe holomorphe f : D(0,7r) — X non contenue dans le

support |B| de B, on définit inductivement les dérivées covariantes f’, fg,..., (vn) par
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(VkH) = Vi ( f(vk)). Le Wronskien de f relativement & V est la section méromorphe
de f*(A"Tx) = f*(K%) telle que Wy (f) = f'AfEA - A& En compensant les
poles du Wronskien a l’aide d'une puissance de b, on obtient une section holomorphe
b(f)"=D/2Wg(f), a valeurs dans le fibré en droite f*(K% ® Ox(in(n —1)B)). Le
point de départ est la conséquence suivante du théoreme 0.3, appliqué a 'opérateur
P = p"("=D2Wg A valeurs dans le dual L=! du fibré A = Ky ® Ox(—in(n — 1)B),
opérateur qui est d’ordre n et de degré m = n(n +1)/2.

5.1. Théoreme. Soit X une variété complexe compacte de dimension n munie d’une
connexion méromorphe ¥V de diviseur de péles B. Si Kx ® Ox(—in(n—1)B) est ample,
alors pour toute courbe entiére non constante f : C — X, on a ou bien f(C) C |B| ou

bien Wy (f) = 0.

Une observation importante est de voir que pour définir le Wronskien Wy on n’a
pas besoin de connaitre enticrement le tenseur I‘fj, mais seulement modulo des tenseurs
de la forme ;0 + B;0;x. En effet, soit V une autre connexion telle qu’il existe des
1-formes méromorphes a et 8 avec V,,v = Vv + a(w) - v+ B(v) - w pour tous champs
de vecteurs v, w. On vérifie alors facilement par récurrence sur k£ que fx’ est somme
de fék) et d’une combinaison linéaire des dérivées covariantes d’ordre inférieur, par suite
Wy = W%' Ceci permet d’étendre le théoreme d’annulation du Wronskien au cas des

“connexions projectives partielles”, définies comme suit.

5.2. Définition. Une connexion projective partielle V sur X est une section du
faisceau quotient du faisceau des connexions méromorphes modulo 'addition de tenseurs
méromorphes de la forme (w,v) — a(w)-v+ B(v)-w. En d’autres termes, V est définie
par la donnée de connexions méromorphes ;V sur les ouverts U; d’un recouvrement de X,
en sorte qu’on ait des relations de compatibilité Vv — ;V,v = oji(w) - v + Bjx(v) - w
sur U; N Uy.

Un des intéréts la notion de connexion projective partielle est sa bonne compatibilité
avec les passages au quotient. On vérifie aisément la propriété suivante.

5.3. Proposition. Soit W une variété complexe sur laquelle un groupe de Lie G agit
librement et proprement. Soit X = W/G la variété quotient et m: W — X la projection
canonique. Etant donné une connexion méromorphe vV sur W et_une section locale
o:W/G DU — W der, on peut définir une connexion ,V = m,(c*(V)) sur U telle que

0) oVt =T (Vo,w(ow))

pour tout couple de champs (w,v) sur U. Les différentes connezions ,V se recollent en
une connexion projective partielle sur W/G tout entier sous les conditions suivantes :

i) V est G-invariante.

ii) Pour tout couple de champs G-invariants v et 7 sur W tel que T soit dans le fibré
tangent relatif Ty x C Tw, il existe des 1-formes méromorphes o et (3 le long de
Ty, x telles que V v — a(T)v et V,7 — B(7)v soient tangents a Ty x .
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Démonstration. Lorsque W = X x G (ce qui n’est pas restrictif compte tenu du caractere
local de l'assertion), la vérification se fait aisément en écrivant V = dx + dg + I' ol
W > (z,9) — I'(z,g), est un tenseur a valeurs dans Ty, ® Ty, ® Ty et ol dg est

invariant a gauche. D’apres i), I'(z, g) = I'(x) ne dépend en fait que de x. On écrit alors
o(x) = (z,h(x)) ou h: U — G est une application holomorphe, d’ou

00 =0+ dh(v),  Vauw(0w) = dyv + d?h(w,v) + T(z)(w + dh(w), v + dh(v)).

La condition ii) garantit que les champs I'(z)(dh(w),v) — a(dh(w))v, I'(z)(w,dh(v)) —
B(dh(v))w, et I'(z)(dh(w),dh(v)) sont dans le noyau de .. On en déduit

oVl = dyv + T'(z)(w,v) + a(dh(w))v + S(dh(v))w,

ce qui signifie que les connexions V|7, définies par des sections o : U; — W quelconques
peuvent se recoller en une connexion projective partielle globale V sur X. O

5.4. Corollaire. (Cas de P* = C"™! < {0}/C*). Soient V = d + I une
connexion méromorphe sur C"T! ¢ = >.2j0/0z; le champ de wvecteurs d’Euler et
T C™M {0} = P™ la projection canonique. Alors V induit une connexion projective
partielle sur P™ dés que

i) les symboles de Christoffel Ffj sont des fonctions rationnelles homogenes de degré —1.

ii) il existe des fonctions méromorphes o, B et des 1-formes méromorphes v, n telles
que pour tous champs de vecteurs v, w on ait

' (e,v) =av+7(v)e, INw,e) = pw+n(w) - €.

6. Cas de certaines classes d’hypersurfaces algébriques dans P"

Soit X une variété complexe de dimension n munie d’une connexion projective
partielle V, et soit Y une hypersurface de X non contenue dans le diviseur des poles
de V. L’hypersurface Y est dite totalement géodésique par rapport a la connexion V
si Vv est un champ de vecteurs tangent a Y chaque fois que v, w sont tangents a Y,
autrement dit si la restriction V|y définit une connexion sur 7y. Un calcul classique
donne la caractérisation suivante.

6.1. Lemme. Y = {s = 0} est totalement géodésique par rapport a V si et seulement
sl existe localement au voisinage de Y des fonctions méromorphes a;, b; et c;; telles que

> o1k Os L 095 14,95 L s s 1<i,j<n
AT T i =y i = AT A SLJsSN.
t aZk 8z]~ J 821 J 821823 J

1<k<n

L’idée originale de [Nad89] est de profiter de la haute indétermination de ce systeéme

linéaire (en les inconnues I‘fj, a;, bj et ¢;j) pour trouver une connexion méromorphe de
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P™ par rapport a laquelle toute hypersurface membre d’un systéme linéaire (Y, ) assez
grand soit totalement géodésique. La définition suivante introduite dans [EG96] sera
commode.

6.2. Définition. Soient ko, ..., k, et p des entiers tel que 0 < k; < p/2 ; on note
Sp.ko....k, Lespace des polynomes homogénes s de degré p dans Clz,...,z,] tel que
chaque monome de s est multiple de zﬁ_ I pour un certain j.

Remarquons que, dans ces conditions, tout élément s € 8, ..., sécrit de fagon
unique comme s = sg + - - - + s, avec s; multiple de z;) ~¥i Considérons une telle hyper-
surface Y = {s = 0} C P, et le systeéme linéaire associé Y, = {apso + - - - + an s, = 0},
a = (ag,...,an) € C". On va construire une connexion méromorphe V sur ¢
par rapport a laquelle le cone algébrique }7& C C™™ au dessus de Y, soit totalement
géodésique pour tout a. Il suffit pour cela de résoudre le systeme d’équations du lemme

6.1 en fixant par exemple a; = b; = ¢;; = 0, ce qui conduit a résoudre le systeme linéaire

. 2
(6.3) S Ose _ st 0<i,5,¢<n.

U0z, 02;02;
o<k<n k 1955

Ce systeme admet une solution unique si on suppose d := det(0s¢/0zk)o<k t<n Z 0.

6.4. Lemme. La connezion V définie par les symboles ff"j solutions de (6.3) induit sur
P™ une connexion projective partielle V pour laquelle toute hypersurface Y, est totalement
géodésique.

Démonstration. En effet, la solution (f,’fj) est constituée de fonctions rationnelles de
degré —1, donc 5.4 i) est vérifié. Observons de plus que la connexion est symétrique (i.e.
Ffj = F;“l) Finalement, grace a l'identité d’Euler, on a :

~, 08¢ D?sy dsg
zIE = = zi——=(p—1)=—, 0</ j<n.
Z T 9z Z Z3,271-8,273- (p >8zj J
0<i,k<n o<isn
Par suite, la_condition 0 # 0 entraine (), zil:fj)j,k = (p — 1)1d, d’ou puisque V est
symétrique, I'(e,v) = ['(v,e) = (p — 1)v. La propriété 5.4 ii) est donc également vérifiée.
O

Un vérification aisée montre que les déterminants de Cramer intervenant dans la
résolution de (6.3) sont tous divisibles par [] zf _kj_z, et il en résulte par simplification
de ce facteur dans 6 que le degré du diviseur B des poles de V est au plus égal a
n+1+ Z?:o k;. Sip est assez grand, une application directe du théoreme 0.1 montre
que toute courbe entiére f tracée sur Y satisfait ou bien f(C) C |B| ou bien Wy (f) = 0.
La condition Wy (f) = 0 permet de voir que f(C) est contenu dans toute hypersurface
Y., qui contient les (n — 1) premieres dérivées covariantes de f en un point générique.
Or, par un comptage de dimension, il y a au moins une autre hypersurface Y, # Y pour
laquelle cette condition soit réalisée. On en déduit
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6.5. Théoreme. Soit s = so + -+ + Sy, € Sp k... .k, Un polynome tel que 6 =
det (({)7<Sg/8,z;€)k7Z # 0, et tel que Y := {s = 0} soit une hypersurface lisse de P™. Soient
enfin Yo = {aoso + -+ + ansn = 0} et B le diviseur des pdles de la connexion projective
partielle V donnée par (6.3). Supposons p >n+1-+ W(n + 1+ 0 ki). Alors,
toute courbe entiere non constante tracée sur'Y est algébriquement dégénérée et vérifie
ou bien f(C) C Y N|B|, ou bien f(C) C Y NY, pour une certaine hypersurface Y,
distincte de Y .

7. Exemples
7.1. Hypersurfaces de FermatY = {28 + 20 +--- + 22 = 0}.

On fait un calcul a la main pour voir que le Wronskien a pour dénominateur
(20 -+ 2,)" 2 (le théoréme 6.5 tel quel ne donne pas 'estimation optimale). Les courbes
entieres sont donc toutes algébriquement dégénérées des que p > n?. C’est un résultat
démontré originellement par M. Green [Green75] en utilisant la théorie de Nevanlinna.

7.2. Comme dans [EG96], considérons une hypersurface Y C P? de la forme
(7.3) YV = {28+ 20 + 28 4+ 28 (028 4 €127 + £922 + 22) = 0},

définie par un élément s de 8, 0,0,0,2. On peut vérifier que Y est lisse si et seulement si

_ 2 p\P/P—2
Jjed

pour chaque choix des racines complexes d’ordre p — 2, et que la condition de non
dégénérescence 9 # 0 est toujours satisfaite. Par suite, pour p > 10, le théoreme 0.3
montre que toute courbe entiere f : C — Y est contenue dans une intersection complete
Y N|B| ouYNY,. Grace a un calcul du genre des intersections (détaillé dans [EG96], §4),
ces courbes ont toute un genre géométrique > 2, du moins si on exclut les cas triviaux
ou Y contient des droites projectives, a savoir si

(7.5) (ei,65) # (0,0), Vi#j et g/e; #—0%, V0 racine de 6P = —1.

On obtient donc finalement le résultat suivant, démontré indépendamment par [DeEG97]
et [SiYe96b).

7.6. Théoréme. Sous les conditions (7.4) et (7.5), la surface algébrique lisse Y C P3
définie par (7.3) est hyperbolique au sens de Kobayashi, en tout degré p > 11.
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