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Dans tout le cours, K désignera un corps commutatif tel que @, R ou C (dans toutes les
parties purement algébriques cela pourrait étre aussi un corps commutatif quelconque dans
lequel 2 =1+ 1 # 0, mais nous n’aurons pas besoin ici de considérer ce cas plus général).



0. MOTIVATIONS

Supposons que nous soyons amenés a nous promener en montagne, en nous repérant a partir
d’une carte d’état-major.
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On effectue un petit déplacement depuis le point (z,y) jusqu’au point (z + dz,y + dy) en
supposant (dz,dy) suffissamment petit pour que la pente du terrain n’ait pas le temps de
changer sensiblement (ce n’est pas nécessairement le cas sur notre dessin, mais la fleche
n’aurait pas été visible!) Le probleme est de calculer la distance parcourue.

Sur la carte, le déplacement effectué est /dx? + dy? d’apres le théoreme de Pythagore, mais
ceci ne tient absolument pas compte du fait que I'on se déplace sur un terrain en pente. En
réalité, l'altitude z varie comme une fonction z = f(x,y) du point (z,y) repéré sur la carte,
et la longueur du déplacement effectué est donc

ds = \/dz? + dy? + dz=2,

du moins si on suppose que 1'on s’est déplacé en ligne droite (sur une distance suffisamment
faible, on peut considérer que c’est le cas). Par différentiation, on a

dz = f,dx + f, dy
ou f, f, sont les dérivées partielles au point (x,y). On trouve donc
2 _ 5.2 2 2 _ 2\ 7.2 2\ 7.2
ds® = do” 4+ dy” + (fy dx + f, dy)* = (1 + f,7)da® + (1 + f;7)dy” + 2f, f, dx dy.

Si (u,v) = (dz,dy) est le vecteur déplacement, on voit que la distance parcourue s’exprime
comme \/q(u,v) ou q(u,v) est une expression de la forme

q(u,v) = au® + bw* + cuw.

C’est ce qu’on appelle une forme quadratique de 2 variables. Plus généralement, on est amené
a considérer des espaces de dimension plus grande, par exemple en Physique on introduit
lespace-temps de dimension 4, avec ses coordonnées (z,y, z,t) ou t est le temps. Dans ce
cas, une forme quadratique jouant un role important en théorie de la relativité restreinte est
la forme quadratique de Lorentz

q(dz,dy,dz, dt) = do* + dy* + dz* — 2 dt?
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ou c est la vitesse de la lumiere. La théorie de la relativité généralisée consiste en 1’étude
de l'espace-temps courbé par la présence de la matiere ; dans ce cas, de méme que dans
I'expression de ds? pour un parcours vallonné en montagne, on peut avoir des termes da?,
drdy, ..., dxdt, ..., dt* dont les coefficients dépendent eux-meémes de (z,y, z,t)!

L’un des buts de ce cours est une étude systématique des formes quadratiques et de leurs
propriétés. Cette étude est fortement liée a celle des applications et formes linéaires, c¢’est
pourquoi nous commencerons par des rappels généraux d’algebre linéaire.

1. RAPPELS ET COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Un K-espace vectoriel est un ensemble £ muni d’une loi de composition interne notée +
ExE—E, (x,y)—xz+y,
et d’une loi de composition externe notée - (le - étant d’ailleurs trés souvent omis)
Kx E—E, (AMz)—= )Xz,
appelée ici multiplication par un scalaire, satisfaisant aux propriétés suivantes :
(1) (associativité de +) x + (y + 2) = (z + y) + z pour tous z,y €
(2) (commutativité de +) x +y = y + x pour tous z,y € £
(3) (élément neutre) il existe un élément O tel que Og+x = 2+ 0g =  pour tout = € E.
(4)

4) pour tout x € F, il existe un élément 2’ € F tel que x+ a2’ = 2’ + 2 = 0p (cet élément
x’ est alors unique, appelé opposé de z, et il est noté —x)

(5) 1.2 =x pour tout x € F
(6) (Ap) -z =A-(u-z)pour tous \,u € K, z€F
(AN (z+y)=A-x+A-ypourtousz,y € E, €K

8) AN+ p)-x=A-x+p-zpourtousz € £, A\ puekK

Exemples 1.1. 'ensemble K" des n-uplets (x1,...,z,) d’éléments de K ; 'ensemble K[X]
des polynomes a coefficients dans K ; 'ensemble M,,(K) des matrices carrées d’ordre n ;
I'ensemble C°(7,K) des fonctions continues f : I — K ; I'ensemble des suites réelles ou
complexes.

Un sous-espace vectoriel F' de F est un sous-ensemble de E non vide, stable par addition
et multiplication par un scalaire : Vo, y € Fonaz+y € F,etVAe K, Vx € F,ona \-x € F.
De fagon équivalente, c’est un sous-ensemble de E non vide et stable par combinaisons
linéaires : VA, u € Ket Vo,y € Fon A-x+ pu-y € K. Dans ce cas, F est lui méme un
K-espace vectoriel pour les lois + et - induites par E.

Remarque 1.2. Un sous-espace vectoriel F' de F contient toujours Og, car si x € F', alors
0-z=0g€F.

Exemple 1.3. Un plan d’équation az + by +cz = 0 (a, b, ¢ € R) est un sous-espace vectoriel
de R3.

Contre-exemple 1.4. L’ensemble défini par x—y+2z = 3 n’est pas un sous-espace vectoriel

de R3.

Si Fi, Fy, ..., Fiy sont des sous-espaces vectoriels de E, alors 'intersection

N
ﬂﬂzﬂﬁmﬁm
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est un sous-espace vectoriel de F, mais en général la réunion
UJE=FRuU...UFy

n’en est pas un (considérer par exemple deux droites concourantes dans un plan).

Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle famille (finie ou infinie) de vecteurs de E une
collection S = (s;);er de vecteurs de E, non nécessairement distincts, numérotés par des
indices ¢ dans un certain ensemble I (lorsque la famille est finie de cardinal m, on choisit
en général I ={1,2,...,m}). Une combinaison linéaire d’éléments de la famille S est un
vecteur de E de la forme

Z AiSis

el
ol (A;)ier est une famille de scalaires n’ayant qu'un nombre fini de coefficients \; # 0 (de
sorte que la somme se réduit en fait a une somme finie); on dit qu’une telle famille de
scalaires est presque nulle (noter que cette condition est toujours satisfaite si [ est fini).

Le sous-espace vectoriel de E engendré par S est 'ensemble Vect(S) des combinaisons
linéaires d’éléments de S. Autrement dit,

Vect(S) = { Z Aisi; A € K \; # 0 en nombre ﬁni}.
1€l

On dit qu'une famille S de vecteurs de E est génératrice (ou engendre F) si tout vecteur
v € F est une combinaison linéaire d’éléments de S (autrement dit si E = Vect(S)).

Exemples 1.5.

1) Un plan de R? est engendré par deux vecteurs non colinéaires de ce plan.
2) Les n vecteurs (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) engendrent K".
3) K[X] est engendré par la famille infinie (X™),en.

)

4) Une famille quelconque S est toujours par définition une famille génératrice de Vect(S).

On dit qu'une famille § = (s;);er de vecteurs de E est libre si pour toute famille de scalaires
(X\i)ier presque nulle on a

g Ais; =0 = \; =0 pour tout i € I.
el
Cela aussi revient a dire qu’aucun élément de § n’est combinaison linéaires des autres.

Exemples 1.6.

(1) Une famille contenant 0 n’est jamais libre.

(2) Une famille contenant deux vecteurs identiques n’est jamais libre, puisqu’on peut
écrire 1 - v+ (—1) - v =0.

(3) Si vy,ve € E, une famille (v, vy) est libre si et seulement si v; et vy sont non nuls et
non colinéaires.

(4) La famille de fonctions continues (f1, f2, f3) de R dans R telle que
A@) =1, fals) = cos(22),  fola) = cos’(x)

n’est pas libre (pourquoi?)



(5) La famille (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) de vecteurs de K" est libre.
(6) La famille (f, g) de fonctions f(z) = cos(z), g(z) = sin(x) sur R est libre.

On dit qu’une famille de vecteurs B = (¢;);cs est une base de E si elle est a la fois libre et
génératrice. Cela revient a dire que tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique comme
combinaison linéaire z = )., z;¢; d’éléments de B (la somme n’ayant qu'un nombre fini de
termes x; # 0).

Exemples 1.7.

(1) La famille de vecteurs (1,0,...,0), ..., (0,...,0,1) forme une base de K", appelée
base canonique.

(2) La famille (1, X,..., X") forme une base de I’espace vectoriel, noté K[X],, des po-
lynomes a coefficients dans K de degré au plus n. On a donc dimg K[X], =n + 1.

(3) Plus généralement, si P; € K[X]| est un polynome de degré exactement k (c’est-
a-dire de coefficient de X7 non nul), alors (P, P, ..., P,) est une base de K[X],.
On démontre en effet facilement par récurrence sur n qu’il s’agit d’une famille libre,
respectivement d’une famille génératrice.

(4) Si S est une famille libre de FE, alors c¢’est une base de Vect(S).

On dit que E est de dimension finie s’il existe une famille génératrice de cardinal fini.
Dans ce cas, E possede au moins une base, et toutes les bases sont de méme cardinal, appelé
la dimension de E sur K, notée dimg £ ; on omettra parfois I'indice K dans cette notation
s’il n’y a pas d’ambiguité. (Nous ne redémontrerons pas ici ces résultats fondamentaux qui
font 'objet du cours d’introduction a l’algebre linéaire).

Si E n’est pas de dimension finie, on peut démontrer aussi que F admet une base (la
démonstration utilise des raisonnements plus avancés de théorie des ensembles, en parti-
culier “I’axiome du choix”, et elle sera admise).

Théoréme 1.8 (autres propriétés fondamentales).

(1) Toute famille libre S de E peut se compléter en une base de E, et a donc un
nombre d’éléments inférieur ou égal a dimg E.

(2) De toute famille génératrice S de . on peut extraire une base de E, et S doit donc
avoir un nombre d’éléments supérieur ou €gal a dimg F.

(3) Si E est de dimension finie, il en est de méme pour toul sous-espace vectoriel F, et
on a
avec éqgalité si et seulement st ' = E.

(4) Sin = dimg E est finie, une famille libre ou génératrice ayant exactement n éléments
est nécessairement une base.

On suppose maintenant que F est de dimension finie n. Soit B = (ey, ..., e,) une base de E.
Alors, pour tout € E, on peut écrire
Tr=2x1e1+ ...+ Tyey, z; € K.
La matrice colonne
I
X —
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s’appelle la matrice des coordonnées de = dans la base B. Il convient de distinguer soigneu-
sement le vecteur z de la matrice X qui le représente (et qui d’ailleurs dépend de la base B
choisie).

Attention ! Une base est une famille ordonnée! Si on change ’ordre des vecteurs, on obtient
une nouvelle base, et les coordonnées x; sont permutées.

Soit B’ = (€}, ..., el,) une autre base de E. Comment calculer les coordonnés de x € E dans

ren

la base B’ lorsqu’on les connait dans la base B?

Soit P € M, (K) la matrice de passage de B a B', c’est-a-dire la matrice carrée P = (p;;)
dont les colonnes successives

b Pin
o |
nl nn
sont les matrices de coordonnées des vecteurs €, ..., e/, de B’ dans 'ancienne base B. Alors

par définition on a e = > | pye;. Si

Ty

X' =
/
xn

désignent les coordonnées du vecteur x dans B’, on a

n n n n n
=36 =3 (Some) = 30 (Somt e
7j=1 1 =1 1 =1

j= = i=

et par conséquent les anciennes coordonnées sont liées aux nouvelles par la relation
n
vi=Y pyr; < X=PX' < X =P'X
j=1

On notera que l'unicité des coordonnées entraine que l'application X' — X = PX' est
bijective, donc la matrice P doit étre inversible (sinon, il y a erreur, & moins que la famille
B’ considérée ne soit pas une base!)

Pour retenir la formule : se souvenir que si la matrice P exprime la nouvelle base B’ par
rapport a I'ancienne, alors la formule X = PX’ donne au contraire les anciennes coordonnées
par rapport aux nouvelles.

Exemple 1.9. Supposons, dans un espace vectoriel £ de dimension 3 muni d’une base
(1,7, k), que 'on effectue le changement de coordonnées

¥=2r—y+z
Y =—r+2y+4z
Z=—dr+y+z

ou (x,y, z) désignent les coordonnées dans la base (i, j, k). A quelle base correspondent ces
nouvelles coordonnées ? Pour le trouver, on résout le systeme ci-dessus de la forme X’ = AX,
ce qui donne une solution unique (vérification laissée au lecteur)

_ 1, 1,0 1.
T=—5T + 35y 3%
_ 5.1 1,/ 1.
Y= t3y — 3%
1

6

T 1,7 1
2= 1T + gy +52.
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Le changement de coordonnées est bien bijectif, les nouvelles coordonnées sont associées a
la base (', j', k') définie par la matrice de passage P = A~! :

11 1 g 1: 5., 7
9 9 3 i =—gi— 3]+ 5k
P = g 3 5 soit J= git3]+5k
71 1 r— 1y, 1,, 1
18 9 6 K =—3i—37+5k
Sommes et sommes directes de sous-espaces vectoriels. Soient Fi, ..., F,, des sous-
espaces vectoriels de F. La somme des sous-espaces F1i, ..., F), est le sous-espace vectoriel

Fy+ ...+ F,, de E défini par
Fi+.. . +F,={v=uv+...4v,; v €F}

(il est tres facile de vérifier que c’est bien un sous-espace vectoriel). Si on prend une base B;
de F; et une famille B qui est la réunion des bases B;, il est facile de voir que c’est une famille
génératrice (mais non nécessairement une base) de Fy + ...+ F,,,. On a donc en général

L’inégalité est stricte s’il on prend par exemple pour E un plan vectoriel réel, et F} = Dy,
I = Dy, F3 = D3 trois droites deux a deux distinctes de ce plan. Dans ce cas, si e; est un
vecteur directeur de D;, on voit que (e, e, e3) est un systéme générateur de £ = D1+ Do+ Ds,
mais ce n’est pas une famille libre.

On dit que Fi,..., F}, sont en somme directe si pour tout v; € FY,...,v,, € F,,,, on a
n+...+v,=0 = vy=...=v, =0.
Par différence de deux décompositions donnant le méme vecteur v
_ A / /
v=v+...+tUv, =0 +...+u, avec v, v, € Fj,

onal=(vy—vy)+...+ (v, —v),) et donc v; —v; = 0, soit v; = v; ; on voit ainsi que I'écriture
d’une somme v = v; + ... + v, avec v; € F; est unique, et cette propriété caractérise les
sommes directes (prendre v = 0 et v} = 0).

Dans cette situation, on dit que F' = F} + ...+ F}, est la somme directe des sous-espaces
Fy, ..., F,, et on écrit

F=F®...0F,.
De l'unicité de la décomposition on déduit facilement que l'on obtient une base B de F' en
prenant la réunion de bases B; des F;. On a donc bien ici

dimK(Fl D...D Fm) = dlmK F1 + dlm]K F2 + ...+ dlmK me
et en dimension finie cette propriété caractérise les sommes directes.

Sim = 2, on vérifie immédiatement que F} et F5 sont en somme directe si et seulement si
on a F; N Fy = {0} (en revanche I'exemple ci-dessus de 3 droites D; d’un plan montre que
D1 + Dy + D3 n’est pas en somme directe, bien que D1 N Dy = Dy N D3 = Dy N D3 = {0}.)
Exemple 1.10. Si ey, ..., e, est une base de F, alors

EF=Ke; & --PKe,.
Par exemple

R? = R(1,0,0) ® R(0,1,0) & R(0,0,1).

Applications linéaires. Soient E, E' deux K-espaces vectoriels. Une application K-linéaire
de E dans E' est une application [ : E — E' vérifiant les 2 propriétés :

(1) f(vr+v2) = f(v1) + f(va) pour tous vy, vy € E,



(2) f(Av) = Af(v) pour tous A € K, v € E.

Il est équivalent de vérifier (1) et (2) ou la propriété équivalente de transformation par f des
combinaisons linéaires :

(3) f(Avr + Agve) = AL f(v1) + Ao f(v2) pour tous Ay, Ay € K, vy,v9 € E.

Dans ce cas, on a nécessairement f(0) = 0 (comme on le voit en faisant A = 0 dans
l’axiome (2)).
Le noyau de f, noté Ker f, est ’ensemble

Ker f={veFE; f(v)=0} CE.
C’est un sous-espace vectoriel de F.
L’image de f, notée Im f, est 'ensemble

Imf={f(v),ve E} CE.

C’est un sous-espace vectoriel de E’.

Notation 1.11. On notera Lx(E; E') l’ensemble des applications K-linéaires de E dans E’
(et on se permettra souvent d’omettre le corps K s’il n’y a pas d’ambiguité possible).

Si B = (ey,...,ep,) est une base de E et B = (¢],...,¢}) une base de E’, toute application

linéaire f € L(F; E’) s'exprime sous la forme
r=x16y+ ... Fxpe, — 2 = f(x) =a1f(er) +...+x,f(ep)
Sil'on pose f(e;) = > i<, aije; dans la base (e;) de E, a;; € K, on a

P n n P
T = T a;e; | = a;;T; | €.
i=1

=1 i=1 N j=1
La matrice colonne des coordonnées X’ de 2’ dans B’ s’exprime donc par
p

ZL‘; = Z aijxj s soit X, = AX, ou A = (aij)lﬁiﬁp, 1<j<n = Mat&lg/(f)
j=1
est par définition la matrice de f relativement aux bases BB et 3 ; ¢’est une matrice a n lignes
et p colonnes a coefficients dans K, avec n = dimg £’ et p = dimg F.
Formule générale de changement de base. Supposons que l'on change simultanément
les bases de E et de £’ : dans E, on remplace la base B = (e;) par une base B = (¢;) définie
par la matrice de passage P, et dans E’ la base B’ = (e}) par une base B’ = (¢€;) définie par

une matrice de passage P’. Etant donné une application linéaire f € Lx(FE; E’), la question
est de trouver la nouvelle matrice

A= Matg z(f) en fonction de A = Matg s (f).
Avec des notations évidentes, on a
X' =AX, X=PX, X =PX.
Ceci donne _ N
X' =(P)Y'X'=(P)'AX = (P 'APX.
On voit donc que la nouvelle matrice de f est donnée par
Matg g (f) = A= (P)) AP,

si P et P’ sont les matrices de passage dans E et E’ respectivement.
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Théoréme 1.12 (Théoreme du rang). Soient E, E' deux K-espaces vectoriels, et soit f :
E — E' une application linéaire. Si E est de dimension finie, alors Ker f et Im f sont de
dimension finie et on a

dimg Ker f + dimg Im f = dimg E.

Démonstration. Comme Ker f est un sous-espace vectoriel de FE, il est nécessairement de
dimension finie. Soit (ey, ..., e,) une base de Ker f, avec p = dimg Ker f. On la complete en
une base (eq,...,e,) de E, oun =dimg £ > p. On a f(e;) = ... = f(e,) = 0 puisque ces
vecteurs e; sont dans Ker f. L’image Im f est par définition I’ensemble des vecteurs images
w = f(xie1 + ...+ xne,). Comme f est linéaire, il vient

w = f(rie1 + ...+ xpen) = Tpr1flep1) + -  Fxnflen) = f(@pr1epir + ..o+ Tpen),

et on voit déja que la famille G = (f(ep41),-- -, f(en)) est une famille génératrice de Im f.
Montrons que c’est une base : il reste a voir que G est libre. Pour cela, supposons w = 0.
Alors v = xpi1€p11+. .. +xpe, € Ker f, et comme (eq,. .., e,) est une base de Ker f, il existe
des scalaires vy,...,v, € K tels que

V=2Tpp1€pt1 + ...+ Tpey =v1€1 + ... + Up€y.

Maintenant, comme (es,...,e,) est une base de E, on en conclut que 2,41 = ... =z, =0
(et aussiv; = ... = v, = 0). Ceci entraine que G est bien libre. On a donc dimg Im f =n—pet

dimg Ker f + dimg Im f = p+ (n — p) = n = dimg E. 0
Remarque complémentaire. Si S = Vect(epi1,...,e,), alors on a par construction la

somme directe

E=Kerfeals,
et la restriction fig : S — Im f est une bijection (“isomorphisme” d’espaces vectoriels),
envoyant la base (epy1,...,¢€,) de S sur la base G = (f(ept1), ..., f(en)) de Im f.

Définition 1.13. Le rang d’une application linéaire f : E — E’ est par définition

rangg (f) = dimg Im f

Il existe plusieurs méthodes pour calculer le rang, I'une d’elles est de calculer Ker f et sa
dimension, puis d’appliquer le théoreme du rang. Une autre est d’observer que pour toute
base B = (e1,...,&,) de E, la famille G = (f(e1),..., f(€,)) constituée par les vecteurs
colonnes de Matg(f) est une famille génératrice de Im f. On cherche alors & éliminer les
vecteurs qui sont combinaisons linéaires des autres pour en extraire une base de Im f ;
on remarquera que ces combinaisons linéaires ) \;f(e;) = 0 s’obtiennent précisément en
cherchant les vecteurs x = \je; tels que f(z) = 0.

Formes linéaires. Une forme linéaire sur E est par définition une application linéaire de
E dans K.

Lemme 1.14. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et soit f : E — K une forme
linéaire non nulle. Alors dimg Ker f =n — 1.

Démonstration. D’apres le théoreme du rang, il suffit de montrer que dimgIm f = 1. En
fait, on va montrer que Im f = K, ce qui entrainera que dimg Im f = dimg K = 1.

Puisque f est supposée non nulle, il existe zy € F tel que f(xg) # 0. Soit maintenant A € K.

On a
A A

f(m%) = mf(xo) = A
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et donc A € Im f. Ceci étant vrai pour tout A € K, on obtient Im f = K, ce qui acheve la
démonstration. O

Remarque 1.15. Le résultat peut étre approché de maniere plus calculatoire comme suit :
soit (eq,...,e,) une base E. Posons a; = f(e;) € K. Alors pour tout © = x1e1 + ... + z,e,

flx)=z1f(er) +... +x,f(en) = a1z + ... + apoy.

On a donc
flz) =0 < az1+ ...+ apx, =0.

Puisque f est non nulle, un des a; est non nul, et donc

a a;— a; Qp,
f(x):0<:>$i:—<%$1+...+ a'1$i71+—fl$€¢+1+...+;l’n)
: : 1 : :
< ZT; =T —2_1 + ...+ x _ai;l +ZL‘Z‘+1 —% +...+x, —Z_?
: : : 1 :
Ty, 0 0 : 1

ou chaque matrice colonne du membre de droite n’a que deux coefficients non nuls au plus.
Ces (n — 1) matrices colonnes sont les coordonnées d'une base de Ker f relativement a la
base (ey,...,e,) de E.

Espace dual. 5@ E est un K-espace vectoriel, on appelle dual de E le K-espace vectoriel
E* = Lx(E;K) des formes linéaires sur E.

Suupposons que F soit de dimension finie n, muni d’une base (eq, ..., e,), et soit ¢ € E* une
forme linéaire. Alors pour = = z1e; + ...+ x,6, on a

E@) = $1£(€1) +...+ :Enf(en) =mx1+...+a,x,

avec a; = f(e;). Si on utilise comme base de K la base canonique (1), la matrice de /¢
relativement aux bases (eq,...,e,) de F et (1) de K est la matrice ligne A = (aq,...,a,).
En identifiant les scalaires aux matrices 1 x 1 on a

xq
Uz) = (a1,...,a,) | + | =AX
Tn
ou X est la matrice colonne de x dans (ey,...,e,). On introduit maintenant les formes
linéaires coordonnées, notée e, telles que
L1
e;(r)=2;=(0,...,0,1,0,...,0) | : (le 1 étant en position 7).
Tn

On voit aussitot que ces formes sont linéairement indépendantes, que e} (e;) = d;; (symbole
de Kronecker, égal a 1 sii=j et 0sii+#j), et que

Ux) = arej(z) + ...+ aze) (), soit ¢ =aje] + ...+ aye,,.
I en résulte que (e},...,e’) est une base de E*. On l'appelle la base duale de la base
(e1,...,€,). On notera que les coordonnées de ¢ dans la base (ef,...,e") sont précisément

les coefficients a; = £(e;). 1l résulte aussi de ce qui précede qu’on a toujours

dimg £* = n = dimg E.
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Endomorphismes, sous-espace stables, valeurs propres et vecteurs propres.

Un cas tres important est le cas ou £’ = E (les espaces de départ et d’arrivée coincident),
on dit alors qu'une application linéaire f € Lx(FE; E) est un endomorphisme et on note

Dans ce cas, on dit qu’'un sous-espace vectoriel S C E est stable si f(S) C S (on notera que
cette propriété n’a pas de sens si f € Lx(F; E') et que E et E’ sont sans rapport ['un avec
l’autre). On parlera de droite stable ou de plan stable si dimg S = 1, resp. dimg S = 2.

Supposons en particulier que D soit une droite stable, et soit v # 0 un vecteur directeur
de D. Comme D = {tv; t € K} et que f(tv) = tf(v), on a f(D) C D si et seulement si
f(v) € D, c’est-a-dire si

INeK tel que f(v) = Av.

Un vecteur v # 0 vérifiant cette propriété s’appelle un vecteur propre de f, et on dit que
le scalaire A € K est la valeur propre associée a v (comme f(tv) =t f(v) = A(tv), la valeur
propre associée a un vecteur colinéaire © = tv est aussi égale a \). Ne jamais oublier que
I’on doit avoir v # 0!

Recherche des valeurs propres et vecteurs propres. Soit (ej,...,e,) une base de FE,
supposé de dimension finie n, et soit A = Matg g(f). Rechercher les vecteurs propres de f
revient a résoudre I’équation

AX =AX, X#0 <= (A—ADX=0, X #0.

Autrement dit, ’endomorphisme f — A Idg de matrice A — AI doit avoir un noyau non réduit
a {0} (puisqu’il contient le vecteur v de matrice X # 0), ce qui impose que det(A — ) = 0.
Or, d’apres les propriétés du déterminant, x 4(A) = det(A — AI) est un polynome de degré n
a coefficients dans le corps K, de terme de plus haut degré (—1)"\". Le polynome y 4(\)est
appelé polynéme caractéristique de la matrice A.

On peut vérifier que ce polynome ne dépend pas de la base B dans laquelle la matrice de

f est exprimée : étant donné une nouvelle base B définie par la matrice de passage P, la
nouvelle matrice de f est donnée par A = P71AP et on a

det(A — M) = det(P'AP — X) = det(P~'(A — M) P)
= (det(P)) 'det(A — \I)det(P) = det(A — \I).

On parlera donc aussi de polynome caractéristique de I’endomorphisme f, et on notera
Xf(A) = xa(A). En développant le déterminant, on voit que

XA(N) = (=1)"A" + (=1)" L Tr(A)A™ ! + .. + det(A)

ot Tr(A) = > | a;; est la trace de A. Les coefficients Tr(A) et det(A) ne dépendent eux
aussi que de f (mais pas de la base B), on posera donc Tr(f) = Tr(A) et det(f) = det(A).

Lorsque l'on est sur le corps K = R, il peut arriver que 'équation y(A) = 0 n’ait aucune
racine, mais sur K = C on sait (théoreme de d’Alembert-Gauss) que le polynome x ()
de degré n admet exactement n racines \q, ..., \,, lorsque celles-ci sont comptées avec
multiplicités (il peut y avoir des racines multiples, et éventuellement, il peut n’y avoir qu’'une
seule racine \; de multiplicité n). Les vecteurs propres associés a la valeur propre \; se
calculent en résolvant explicitement le systeme linéaire

(A= MNI)X =0.

On obtient ainsi un sous-espace vectoriel S; formé de vecteurs v tels que f(v) = Ajv, appelé
espace propre associé¢ a la valeur propre A;. En conséquence :
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Théoréme 1.16. Si f € Lc(E; E) est un endomorphisme sur un espace vectoriel E de
dimension finie n > 1 sur le corps des complexes, alors [ posséde au moins une droite
stable D (la droite D = Cv associée a un vecteur propre).

On remarquera que ce résultat est faux sur le corps K = R, il suffit de prendre pour f une
rotation d’angle o dans un plan, avec o # 0, # modulo 27. Néanmoins, sur K = R, §’il existe
une valeur propre réelle, le résultat précédent est correct. Sinon, il existe certainement une
racine complexe A = o+ du polynome caractéristique, et la résolution du systeme linéaire
associé donne une matrice colonne complexe Z = X + Y non nulle solution de AZ = \Z,
c’est-a-dire
AX +iAY = (a+if)( X +1iY) <= AX =aX - Y, AY =X +aY.

Si A ¢ R, les vecteurs colonnes X et Y ne peuvent étre R-colinéaires sinon on aurait disons
X #0,Y =tX et Z = X +itX = (1 +it)X serait C-colinéaire a X, de sorte que
X = (1 + 4t)7'Z serait aussi vecteur propre de A pour la valeur propre A (mais c’est
contradictoire avec la relation AX = AX ou A, X sont réels et A non réel ; le raisonnement
est le méme si Y # 0 et X = tY'). Considérons alors le plan vectoriel P C E engendré par
les vecteurs u, v de coordonnées X, Y. On a les relations

fluy=au—-pve P, f(v)=pu+ave P = f(P)CP
et on voit que P est un plan stable de f. On peut énoncer :

Théoréeme 1.17. Si f € Lg(E; E) est un endomorphisme sur un espace vectoriel E de
dimension finie n > 1 sur le corps des réels, alors f posséde au moins une droite stable D
(sl y a une valeur propre réelle) ou un plan stable P (si la matrice associée posséde une
valeur propre compleze non réelle).

2. FORMES BILINEAIRES.

Soient E, E’', F' des K-espaces vectoriels, et soit
e EXE = F  (z,y)— ¢(z,y)
une application de F x E’ dans F.

Définition 2.1. On dit que ¢ est une application bilinéaire si ¢ est linéaire en chacune
des variables. Autrement dit ¢ est une application bilinéaire si pour tous xy,rs,x € F,
Y1, Y2,y € B’ et tous A\, u € K, on a

(1 + 22, y) = p(21,y) + (22, 9), @Az, y) = Ap(z,y) (linéarité en z),
o,y +y2) = o(x, 1) + (@, y2), oz, py) = pp(e,y)  (linéarité en y).

En prenant A = = 0, on voit qu’on a nécessairement
©(0,y) = ¢(x,0) = 0 pour tous z,y € E.

Une autre fagon équivalente de formuler les axiomes de la bilinéarité est de vérifier I'unique
identité de “distributivité”

O(Mx1 + Ao, iy + p2y2) = Mpp(z1, Y1) + Aipeo(21, Y2) + Aopt1 (22, Y1) + Aapiop (22, y2),

(mais cette forme plus concise n’est pas nécessairement la plus pratique).

Définition 2.2. Une forme bilinéaire est une application bilinéaire ¢ : E x E' — K,
c’est-a-dire que [’espace d’arrivée F' =K est le corps des scalaires.
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Dans la plus grande partie de ce qui suit, on ne considérera que le cas ou E = E’, ¢’est-a-dire
le cas ou les vecteurs x, y sont pris dans le méme espace vectoriel E. On dit alors que
e p: FE X E — F est symétrique si ¢(y,z) = ¢(z,y) pour tous z,y € E.
e p: E X E — F est anti-symétrique si p(y,x) = —p(z,y) pour tous z,y € E.

Exemples 2.3.
(1) L’application

e:R"xR" =R, (z,y)=((x1,22,...,20), (Y1,Y2y- -, Yn)) »—>x~y:Z:ciyl-

i=1
est une forme bilinéaire symétrique. Lorsque n = 2 ou 3, on retrouve le produit scalaire
usuel des vecteurs.

(2) Identifions ici R? aux vecteurs colonnes de dimension 3. L’application

s s s X1 n ToY3 — T3Y2
p:R*xR* =R, (z,y) = T2 ), | Y2 =T Ay = |T3y1 — T1Y3
x3 Ys T1Y2 — T2

est une application bilinéaire anti-symétrique (mais ce n’est pas une forme bilinéaire).

(3) L’application
¢ Myuxn(R) X My (R) = My (R), (M,N)+— [M,N]=MN — NM

est une application bilinéaire anti-symétrique.

(4) L’application
0:R2xR? = R, ((z1,22), (y1,92)) = 1175 + 22195

n’est pas bilinéaire. En effet, posons z = (x1,22), y = (y1,y2). On a

oAz, y) = A1) (Az) + 2(A11)ye = X221 20 + 203192 # Ap(2,y) = AM1129 + 22132)

en général (prendre par exemple 1 =23 =y; =y = 1, A = 2).

(5) Soit E = C°([a,b],R) ensemble des fonctions continues sur l'intervalle [a,b], & valeurs
dans R. Alors 'application ¢ : £ x ' — R définie par

o(fog) = / f(@)g(x) de

(6) Lorsque E = C%Ja,b],C) est lespace des fonctions continues & valeurs complexes, la
formule du (5) définit cette fois une forme C-bilinéaire ¢ : E x E — C. Rappelons
la définition de lintégrale d'une fonction f a valeurs complexes : il existe alors deux
fonctions fi, fo : [a,b] — R telles que f = f; +ify et on pose

/f dx—/fl dx+z/f2 )dz € C.

Cette intégrale jouit de propriétés similaires a celles de I'intégrale d'une fonction a valeurs

est une forme R-bilinéaire.

réelles et en particulier, il est facile de vérifier que f +— f; f(x) dx est C-linéaire et que

/abmdxzwz/abfl(:c)daz—i/abe(x)dx
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Ecriture matricielle d’une forme bilinéaire. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension
finie n, soit B = (ej,...,€,) une base de E, et soit ¢ : F X E — K une forme bilinéaire.
Etant donnés des vecteurs

n n
x:ineieE, y:ZyieiEE,
i=1 i=1

les propriétés de bilinéarité de ¢ permettent d’écrire

p(z,y) = w(inei,y) =Y weleny) =) 90(6@-, Zyjej) =D wyelee).
=1 =1 =1 7j=1

i=1 j=1
Si l'on introduit les coefficients ¢;; = p(e;, €;) € K, ceci devient simplement
oz, y) = Z CijTiYy-
1<i,j<n
Inversement, toute expression de cette forme avec des coefficients ¢;; € K quelconques définit

bien une forme bilinéaire de F x FE dans K.

Définition 2.4. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e1,...,e,) une
base de E, et p: E x E — K une forme bilinéaire, on appelle matrice représentative de
© dans la base B la matrice n x n de ses coefficients:

Matg(p) = C = (c;5) = (€ €;) )1<ij<n-
Rappelons que si M = (c¢;;) est une matrice n X p (a n lignes et p-colonnes), on appelle
transposée de M, notée M?, la matrice p x n telle que
M' = (mg), g =my
obtenue en transformant les lignes et colonnes et vice-versa. Il est évident que (M*')! = M.
Rappelons aussi que si M, N sont des matrices n X p et p X r quelconques, alors

(MN) = N'M".
Il est commode d’introduire ici les matrices colonnes
x n
X=|:1], Y=
Tn Yn

représentant les coordonnées des vecteurs z,y € E dans la base B. On constate alors que
I'on a I’égalité
€11 ... Cip Y1
o(z,y) = Z cjriy; = (w1 ... @) | : ]l =X'CY
lsi,jsn Cpl -+ Cpn Yn

si 'on identifie les scalaires et les matrices 1 X 1 (ce que nous ferons toujours désormais).
On notera que la matrice C' est uniquement déterminée par ¢ dans toute base B = (e;),
puisque I'on doit avoir C' = (¢;;) avec ¢;; = p(e;, ;).

Si ¢ : E x E — K est une forme bilinéaire, sa transposée ¢' est la forme définie par
o'(x,y) = ¢y, x), Vr,yekE;
elle est encore bilinéaire. Comme ¢'(e;, ¢;) = p(ej, €;), on voit aussitot que
Mats(p) = C = Matg(¢") = C".

L’énoncé suivant est évident.
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Théoréme 2.5. Soit ' un espace vectoriel de dimension finie n, B = (ey,...,e,) une base
de E, ¢ : Ex E — K une forme bilinéaire et C' = Matg(y) sa matrice. On a
(1) ¢ symétrique < ' = < C' = C < ¢j; = ¢;; pour tous 1 < 1,5 < n.
(2) ¢ anti-symétrique < @' = —p < C' = —C & ¢j; = —¢i5 pour tous 1 < i, < n.

Dans le cas anti-symétrique, on notera qu’on a nécessairement c¢;; = 0 sur la diagonale, tandis
) )
que dans le cas symétrique les coefficients diagonaux c;; sont quelconques.

Exemples 2.6.
(1) L’application
e:R*xR* =R, ((x1,22), (y1,42)) = T1y1 + Tayz + 3212 — Tapr

est une forme bilinéaire, et sa matrice représentative dans la base canonique de R? est

C= (_11 ?1’) |
Cette forme n’est ni symétrique ni anti-symétrique.
(2) Considérons I’application
¢ :RX]: xR[X]; =R, (P,Q)— P(1)Q(0).

On peut vérifier directement que ¢ est bilinéaire, mais un calcul explicite en coordonnées
le montrera aussi. Pour cela, considérons la base (1, X, X?) de Ry[X]. On écrit alors

P=xi 42X +23X°, Q=y+1pX +ys X"
On a alors (P, Q) = (21 + x2 + x3)y1 = T1y1 + T2y1 + 23y1. Donc ¢ est bilinéaire et sa
matrice représentative dans la base (1, X, X?) est
10
Mat(LX’XQ)(QO) = 1 0
10

Cette forme n’est ni symétrique ni anti-symétrique.

0
0
0

(3) Considérons I'application

o R[X] x R[X], 5 R, (P,Q) > /O PH)Q() dt.

On voit que (X2, X°) = fol t**tdt = —— donc

a+b+17
1 1/2 1/3
Mat(17X7x2)(Q0): 1/2 1/3 1/4
1/3 1/4 1/5

Il s’agit ici d'une forme bilinéaire symétrique.

Remarque 2.7. Si ¢ : E x ' — K est une forme bilinéaire quelconque, on peut écrire

1 1
p=5lpt ©') + P = ©'),

et on remarque que o = 3(¢ + ¢') est symétrique, tandis que o = L(p — ') est anti-
symétrique :
1 1
o' =5 Hp) =0 o' =S¢ —9)=—a
Inversement, si on a une décomposition ¢ = o + a avec o symétrique et o anti-symétrique,
alors o' = o — « et par conséquent o = (¢ + ¢') et o = L(p — ¢'), de sorte que cette
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décomposition est unique. De fagon équivalente, toute matrice C' = (¢;;) se décompose de
maniere unique en une somme C' = S 4+ A d'une matrice symétrique S = (s;;) et d'une
matrice anti-symétrique A = (a;;) par les formules

1 1 1 1
S=5(C+0Y, sy=gla+e),  A=5(C0=09, a;=35c—cp)
De facon plus abstraite, on peut dire aussi que 1'espace Bilg(E) des formes bilinéaires est
somme directe de ses sous-espaces Symy (F), Antisymg (E) des formes bilinéaires symétriques

(resp. anti-symétriques) :

Bilk(F) = Symg (E) & Antisymg (E).

L’espace Bilg(E) est isomorphe & l'espace M,,«,,(K) des matrices (¢;;) carrées n x n a coef-
ficients dans K, donc

La matrice C' = (¢;;) d'une forme ¢ € Antisymg (E) est déterminée par les coefficients situés
au dessus de la diagonale (soit j > i), ceux situés sous la diagonale étant alors donnés par
cji = —c¢;j. Une base est obtenue en prenant les matrices A;; dont tous les coeflicients sont
nuls, sauf ceux d’indices ij et ji (j > i), égaux respectivement a 1 et —1. La dimension est
donc égale au nombre d’éléments situés strictement au dessus de la diagonale, soit

n>—n nn-—1)
2 2
De méme, une base des matrices symétriques est obtenue en prenant les matrices diagonales

D; n’ayant qu'un seul coefficient non nul égal a 1 en position i, et les matrices .S;; ayant un
1 en position ij et ji (j > i), et 0 partout ailleurs. Au total

n(n —1) _n(n+1)
TJrn—T.

dimg Antisymg (F) =

dimg Symg (E) =

Formes quadratiques. Si ¢ : E x E — K est une forme bilinéaire, on appelle forme
quadratique q associée a p l'application

¢: E—=>K, zmq(z)=pz ).
[Le but des formes bilinéaires symétriques est de fournir une généralisation du produit scalaire

x -y, celui des formes quadratiques est de généraliser le carré scalaire x - x.]

On notera que pour tout scalaire A € K on a
oAz, \x) = N2p(z,2) donc q(Ax) = Nq(x)

(d’ou la terminologie de “forme quadratique”). En particulier I'application ¢ n’est pas
linéaire, et évidemment, elle n’est pas non plus bilinéaire. Si C' = (¢;;) = (@(e;, €5)) est la
matrice des coefficients de ¢ dans une base B = (¢;)1<i<, de E, on a bien str

g(x) = p(z,2) = Y cymi,
1<ij<n

q s’exprime donc comme un polynéme homogene du second degré dans les variables
X1, T9, ..., Ty. Réciproquement, par définition, une telle expression est bien une forme qua-
dratique associée a une forme bilinéaire.

Si @ est anti-symétrique, la relation ¢(y,x) = —p(x,y) donne ¢(x,x) = —p(z,z) quand
y =z, donc ¢(z) = p(z,z) = 0. Par conséquent, si I'on décompose ¢ = ¢ + « en la somme
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d’une forme bilinéaire symétrique o et d’une forme bilinéaire anti-symétrique «;, on trouve
simplement

q(z) = p(z,2) = o(z, 7).
Ceci montre que l'on peut toujours se ramener au cas ol ¢ est symétrique, quitte a la

remplacer par sa partie symétrique o = %(4p+<pt). On supposera donc la plupart du temps
que ¢ est une forme bilinéaire symétrique, c’est-a-dire que c¢;; = ¢;;.

Identité du parallélogramme et formule de polarisation. On suppose ici que

q(z) = p(z,x)
est la forme quadratique associée a une forme bilinéaire symétrique ¢ : £ x E — K. Alors
pour tous vecteurs x,y € E on trouve
gz +y) =@ +y,z+y) =@ z)+ol,y) + ey, ) + oy, y)

par bilinéarité, ce qui, compte tenu de la symétrie de , donne les formules

q(z +y) = q(x) + 20(x,y) + q(y),
gz —y) = q(x) = 2¢(z,y) + q(y),
la deuxieme ligne se déduisant de la premiere en remplacant y par —y. On en déduit alors
par addition et soustraction :
gz +y)+q(z—y) =2(q(z) + q(y)) (identité du parallélogramme),
qz+y)—qlx —y) = 4do(x,y) (formule de polarisation).
Dans le cas du produit scalaire usuel, I'identité du parallélogramme peut s’interpréter en

disant que la somme des carrés des longueurs des diagonales d'un parallélogramme est égale

a la somme des carrés des longueurs des cotés :
Y

r+y
lz +yll* + llz = ylI* = 2/}« + [y [I*)

rr —Y

L’identité de polarisation, quant a elle, peut se récrire

o(z,y) = i(q(w +y) —qlz —y)),

on dit aussi que ¢ est la forme polaire de g. On a une formule analogue permettant de
retrouver ¢ a partir de ¢, donnée par l'expression a trois termes

olr.y) = 5(ale +9) — alx) — o).

Une conséquence de ces formules est le résultat suivant.

Théoréme 2.8. Soit Quady (F) I'ensemble des formes quadratiques du K-espace vectoriel E.
C’est un K-espace vectoriel et on a une bijection linéaire

Symy (E) — Quadg(E), ¢+—q o q(x) = p(z, )

la surjectivité résulte du fait que l’on peut toujours prendre ¢ symétrique, et l'injectivité des
J q p ) p Yy q J
ormules de polarisation calculant ¢ en fonction de q). En particulier
p q p
n(n+1)

dimg Quadg (F) = dimg Symg (F) = —
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Exemple 2.9. Considérons, dans F = R? muni de sa base canonique B = (ey, e9,€3), la
forme quadratique

q(z1, 79, 13) = —27 + 32173 + 205 — Brgwz — dx3, T = (71,19, 73) € R®.

La question est de trouver la forme polaire ¢ et sa matrice dans la base B. Dans cet exemple,
en considérant un par un les termes carrés z7 et les termes x;x;, i # j, on voit que la forme
polaire ¢ est donnée par

3 5
o((z1, x2, x3), (Y1, Y2, y3)) = —x1y1 + 5(56’1193 + w3y1) + 212y — 5(3323;3 + w3y2) — 4w3Y3.

On notera le “dédoublement” des termes x;x; en %(xlyj + z;y;) pour i # j, tandis que
les carrés z? donnent des termes déja symétriques z;y;. En effet, il est évident que ¢ est
bilinéaire symétrique et que p(z,x) = ¢q(x) (et on sait par ce qui précede que la forme
polaire est unique). On en déduit
-1 0 3/2
Matg(p) = 0 2 —5/2
3/2 —=5/2 —4

On n’oubliera pas que la matrice trouvée doit étre symétrique !

Décomposition en sommes de carrés de formes linéaires. On observe d’abord que
si l1,...,0, € E* sont des formes linéaires, et ay,...,a, € K des scalaires, la “somme de

carrés”
T

g(x) =Y ajli(x)’, w€E

Jj=1
est une forme quadratique, de forme bilinéaire symétrique associée

p(r,y) =Y ail;(x)l(y), =.y€E.
j=1

Inversement, on va démontrer que toute forme quadratique peut étre mise sous cette forme,
grace a une méthode due a Gauss (Carl Friedrich Gauss, 1777-1855, l'un des tres grands
mathématiciens de cette époque, auteur de nombreux travaux d’arithmétique, de géométrie
et d’astronomie...)

Théoreme 2.10. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et ¢ une forme quadratique
sur E. Alors il existe une famille de formes linéaires indépendantes (1, ..., (., € E* et des
scalaires ai, .. .,a, € K, a; # 0 tels que

T

q(z) = Z a;l;j(z)?, Vr€E

j=1
( “décomposition en carrés de formes linéaires indépendantes”).
Avant de donner la preuve générale, nous allons donner deux exemples.
Exemple 2.11. Considérons sur E = Q? la forme quadratique
q(z,y,z) = —2® + 3wy + 2y° — bz 4+ 322 + 8yz, (x,y,2) € Q.
On commence par regrouper tous les termes contenant 1'une des variables, par exemple x :

—2% + 3y — 5z
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L’idée est d’écrire ceux-ci comme le début d'un carré, auquel on va retrancher les termes qui
ne contient pas = :
3 5 )2 9, 25, 15

—x2+3xy—5xz:—<x—§y+§z +Zy + —2z" = —yz.

En incorporant ceux-ci dans ¢(x,y, z), on obtient le carré déja trouvé et des termes qui ne
contiennent plus la variable x :
5\2 17 , 37 1

)+

( ) ( S+ +—22+
T,Y,2) = —|T— = —Z — —z" + -yz.
q(z,y, LA AR 5Y

On procede maintenant de méme avec les termes restants qui contiennent 1'une des autres
variables, par exemple y :

17 5, 1 17/ 5 2 17 1 \2 1,
—Y +—yz:—<y +—yz> :—<y+—z) - —=z".

4 2 4 17 4 17 68
En définitive, si v = (z,y, z) € Q3, on obtient
( ) — < § +§>2+£< +i)2+g2
we Y2 = =TTy T ef) T Wt 17
= alfl (’U)2 —+ UQEQ(U)Q + (lgfg(’l})Q,
avec
3 5
= -1 — _ _ _
a; , l(v) =2z 2y+ 2,2,
17 1
a2 =, ly(v) —y+1—72,
157
a3 = T l3(v) = 2.

On observera que les formes linéaires 1, {5, {3 sont forcément indépendantes car si on a
Al + Aaly + A3l3 = 0, on trouve successivement A; = 0 du fait que ¢; est la seule des trois
formes a contenir z, puis Ay = 0 car ¢, contient y mais pas /3, et enfin A3 = 0.

Exemple 2.12. Lorsque la forme quadratique ne contient aucun terme carré, on ne peut
procéder comme ci-dessus et il faut utiliser une technique différente. Considérons par exemple
la forme quadratique sur £ = R* définie par

q(z,y, 2, 1) = 3xy + dyz + Tet — 4yt + 9xt,  (z,y,2,t) € RL

Dans ce cas on choisit un “terme rectangle” formé de 2 variables, tel que 3xy, et on essaie
de regouper tous les termes contenant x ou y en un produit (z + [...])(y + [...]) ot les [...] ne
font intervenir que les autres variables, c’est-a-dire ici z et ¢. Ceci donne

5 4
3ry + 5yz — 4yt + 9xt = 3(:cy + gyz — gyt + 3:ct>

5 4 9
:3<x+§z—§t) <y+3t> — 152t + 12t°,

et donc
5 4 5
q(x,y, 2, t) = 3($ + 3% §t> (y + 3t> — 8zt + 12t°.
Les termes restants (ici —8zt + 12t?) ne doivent plus faire intervenir que les variables non
encore traitées, soient z et t. On peut ramener le premier produit AB a une différence de
deux carrés grace a l'identité de polarisation élémentaire

1

AB = i(AJr B)? 4(A — B)2.
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Il vient

) D \? ) 13 \2
Q(xvyazat):§<x+y+_z+_t> —§<$—y+—z——3t> — 8zt + 12¢2.

4 3 3 4 3 3
Il reste a transformer les derniers termes en carrés, on trouve par exemple :
9 5 2 1\2 4,
—8zt + 122 = 12(t . —zt> - 12(t - —z> -
3 3 3

En définitive on obtient la décomposition en carrés de formes linéaires
( ) 3( byl +5t>2 3( 40 13t>2+12<t 1)2 2z
r,y,z,t)=-(x —z4+-t) —=(x— —z— — ——z) — =z

DOV 2=\ T¥ T 37y \"TY 3Ry 3 3

et on peut vérifier que ces formes sont indépendantes dans (R?*)*.

Preuve et cas général de la méthode de Gauss. On travaille par récurrence sur la
dimension n (sin = 1, ¢(x) = c112? est déja un carré et il n’y a rien a faire). En général, soit
a décomposer en carrés une forme quadratique

q(z) = Z ciiTixi, T = (T1,Ta,...,T,) € K"
1<i,j<n

(%) Si la somme contient un terme carré non nul, disons ¢;;7%, ¢1; # 0, on regroupe tous les
termes contenant x, c¢’est-a-dire

C C
2 2 12 1n
11T -+ 20121’11‘2 + ..+ QClnSL’lI‘n = C11 (SL’l -+ 2—371.1’2 + ...+ 2—1’1I‘n>

C11 C11
C12 Cin 2 /
:CH<.§L’1+—.§U2+...—|——ZL’” —Q(.I‘Q,...,.I‘n)
‘1 C11
ou ¢'(xa,...,x,) ne contient plus x1. On en déduit

c Cn \? -~
Q($)2011(x1+£3:2++ixn) +q<1‘2,...,3§n).

C11 C11
Par hypothese de récurrence pour la dimension n — 1, on obtient que q(x, . . ., z,) s’exprime
comme une somme de carrés de formes linéaires indépendantes dans les variables zs , ..., x, :

G(wg, ... xn) = aoly(2)? + ...+ alp(2), o' = (z,...,20).

A cette somme, il faut encore ajouter le carré initialement trouvé

a1£1<l’>2, a; = C11, 61(1‘) = + %1’2 + ...+ Cl—nl‘n
C11 C11
On voit que les formes linéaires x — ¢1(x), l3(2'), ..., ¢.(2") sont encore indépendantes dans
(K™)* car £1(x) est la seule forme qui fasse intervenir z;, donc Ajly + Aolo + ...+ A\l =0
implique A\; = 0 et par suite \oly + ...+ N0, =0, d'ott aussi Ay = ... =\, =0.

(%) Si g(x) ne contient aucun terme carré mais contient un “terme rectangle” non nul, par
exemple 2c19x179, c19 # 0, on regroupe tous les termes contenant x; ou w9, ¢’est-a-dire

2012l‘1[L‘2 + 2013[L‘1l‘3 + ...+ 201nZL'1ZL'n + 2023l‘2l‘3 + ...+ QCZnZL‘an

C13 Cin C23 Con,
= 2¢19 (xlxg + —xi3+ ...+ —210, + —To13+ ...+ —x237,

C12 C12 C12 C12
C23 Con C13 Cin /
:2012(x1+—x3+...+—xn To+ —x3+ ...+ —x, ) — ¢ (v3,...,7,).
C12 C12 C12 C12

On en déduit

c Con c Cin -
q(x) = 2012<x1 + B4+ ixn> <x2 + B+ .+ an) + q(xs, ..., xy,).
C12 C12 C12 C12
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Le produit 2¢;5AB s’écrit comme %Clg(A + B)? — %012(14 — B)? = ayly(x)?* + agly(x)? avec
a; = %cu, Qg = —%cm, G(x) =z +x0+(...), le =21 — 23+ (...) , tandis qu'on a par
hypothese de récurrence pour la dimension n — 2 une décomposition en carrés de formes
linéaires indépendantes

Gz, ..., 1) = asls(2")* + ...+ a b ("), 2" = (z3,...,7,).

Si ANl +...+ A4, =0, alors en regardant les termes qui contiennent x; et xy, présents dans
les seules formes ¢; et f5, on voit que A\ + Aa = 0 et Ay — Ay = 0, donc \; = Ay = 0, puis
A3 = ... = A\, = 0 par hypothese de récurrence. Le théoreme est démontré. En voici une
conséquence importante.

Théoreme 2.13. Soit q¢ une forme quadratique sur un K-espace vectoriel E de dimension
finie n. Alors il existe une base (€1, ...,€,) dans laquelle q s’exprime en coordonnées comme

q(z) = 77 + ... +a,72, a; €K,
de sorte que la forme polaire associée
SO(‘T’ y) = aflflgl +...+ anfngn

admet dans cette base une matrice diagonale

ap ... 0
Mat(gj)(w) = Q5
0 ... a,
Démonstration. Supposons donnée une base (ey,...,e,) de E dans laquelle on exprime la

matrice colonne X = (z;) des coordonnées d'un vecteur x € E. On utilise une décomposition
en carrés de formes linéaires indépendantes

q(z) = arly(2)* + ...+ alo(2)?, a; €K, a; £0.

On sait qu'on peut compléter les formes indépendantes ¢; en une base ({q,...,¢,) de E*
[de maniere pratique, dans la méthode de Gauss, on se fatigue en général le moins possible
en ajoutant juste les coordonnées £;(x) = x;; qui n’ont pas encore été choisies dans les
étapes successives du processus de récurrence]. On complete aussi les coefficients a; en posant
Gpy1 = ...=a, = 0sir <n. Le changement de coordonnées

%1 = 61(1‘), Ce 75511 = €n<l’)

est alors bijectif, du type X = LX ot les lignes de L sont les matrices lignes des formes /;.
En calculant P = L™! on obtient la matrice de passage vers une base (¢;) dans laquelle les
coordonnées sont précisément les (z;). Le résultat s’ensuit. U

Formule de changement de base pour les formes bilinéaires. Soit ¢ : £ x £ — K
une forme bilinéaire, B = (ey,...,e,) une base de F (supposé de dimension finie n), et
C' = Matg(yp) la matrice de ¢ dans B. On effectue un changement de base

B=(e)— B= (€;) donné par une matrice de passage P.

Si X, Y (resp. X , }7) désignent les matrices colonnes de vecteurs x,y dans les bases respec-

tives B, B nous avons
o(z,y) = X'CY, X =PX, Y=PY.

Ceci donne N N N N
p(z,y) = (X'P)C(PY) = X (P'CP)Y,
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par conséquent la nouvelle matrice C = Matz(p) est donnée par la formule
C = P'CP.
On peut maintenant reformuler le Théoreme 2.13 comme suit.

Théoreme 2.14. Soit q une forme quadratique sur un K-espace vectoriel E de dimension

finie n, de matrice C' relativement a une base (eq,...,e,) de E. Alors il existe une base
(€1,...,€,) donnée par une matrice de passage P telle que
a ... 0
C = P'CP = matrice diagonale | ° a;
0 ... a,

Pour cela, on cherche une décomposition en carré q(x) = 3", a;l;(x)* en somme de carrés
de formes linaires indépendantes, on compléte en une base ({1,0s,...,¢,) de E* et on calcule
P =L"" ou L est la matrice dont les lignes sont les matrices des formes linaires ;.

Remarque 2.15. Lorsque le corps de base est K = Q on s’arréte en général a ce point.

Lorsque K = R, on peut écrire a; = ¢,|a;| avec €; = 1, et donc

2
aiti(@)* = & (laslti() . 1<

Les formes (\/|aj|)1 <j<r sont zncore indépendantes puisques a; # 0, donc en remplacant

{; par ZJ = /la;|¢;, 1 < j < r et en complétant en une base (Z\l, ...0,) de E* on obtient
maintenant une décomposition en carrés

g(z) = el (2)? + ...+ &0, (z)?,
ce qui donne une matrice diagonale de rang r

E1 o .. 0
6:
0O ... ... 0

n’ayant comme coefficients diagonaux que €; = £1 ou 0. Sur le corps K = C, les coefficients
a; admettent toujours des racines carrées ,/a; et on peut écrire

g2) = L2 + .+ G(2)?, G(r) = a b(a),

ce qui conduit a la matrice de rang r

C=1: 1
0 ... 0

On montre pour terminer que le rang r ne dépend pas de la décomposition en carrés (et donc
du changement de base effectué pour diagonaliser). Pour cela on utilise le lemme suivant —
en mathématiques, un lemme est un petit théoreme préparatoire.

Lemme 2.16. Soitu: F — F,v: F — G, w: G — H des applications linéaires. Si u et w
sont des isomorphismes, alors

rang(w o v o u) = rang(v).
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De maniére analogue, pour des matrices A, B, C multipliables, si A et C' sont des matrices

tnversibles, on a
rang(ABC') = rang(B).

Démonstration. 11 suffit de démontrer le résultat dans le cas des applications linéaires. Par
définition rang(v) = dimv(F') et de méme

rang(wovowu) = dimw o v o u(FE).

Or, comme u est par hypothese un isomorphisme, on a en particulier que u est surjective,
donc u(E) = F. De méme, I'hypotheése que w soit un isomorphisme implique que w est
injective, donc la restriction w : v(F) — w(v(F') est injective. Comme cette restriction est
évidemment surjective, on en déduit que w : v(F') — w(v(F) est un isomorphisme, donc

dimw ovou(F) =dimw(v(F)) = dimv(F) = rang(v).

Le lemme en résulte. On observera que le résultat est vrai en fait plus généralement si u
(resp. C) est surjective et w (resp. A) injective. O

Théoreme 2.17. Si ¢ est une forme quadratique et C' sa matrice dans une base quelconque,
alors v = rang(C) ne dépend pas de la base choisie pour calculer C. Le rang r est aussi
le nombre de carrés apparaissant dans une décomposition quelconque en carrés de formes
linéaires indépendantes.

Démonstration. Si on effectue un changement de base donné par une matrice de passage P,
la nouvelle matrice de ¢ devient C' = P*CP. Comme P et P’ sont inversibles, le lemme
implique bien que rang(C) = rang(C'). D’autre part, trouver une décomposition en somme
de carrés de formes linéaires indépendantes revient a rendre la matrice C' diagonale, et dans
ce cas le rang est bien le nombre de coefficients diagonaux non nuls. O

3. ORTHOGONALITE PAR RAPPORT A UNE FORME BILINEAIRE SYMETRIQUE

Soit ¢ : ' x E — K une forme bilinéaire symétrique et ¢(x) = p(z, x) la forme quadratique
associée.

Définition 3.1. On dit que deux vecteurs x,y € E sont (¢-)orthogonauz lorsque ¢(x,y) = 0,
et on écrit alors x Ly (oux L,y sil y a ambiguité).

Définition 3.2. Si F C E est un sous-espace vectoriel de E, on note F* (ou au besoin F1#)
l’ensemble des vecteurs y de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs x de F', c’est-a-dire

Fr={yeE;VzeF, p(xy) =0}

On écrit aussiy L F (ou F L y) pour exprimer que y est perpendiculaire a tous les éléments
de F, c’est-a-dire que y € F*-.

Il est immédiat de verifier en utilisant la bilinéarité de ¢ que F* est bien toujours un sous-
espace vectoriel de E ; en effet, si y1,y2 € F'*- et si A\, Ay € K, alors Ay, + Aoy € F*.

Remarque 3.3. Cette notion générale ne correspond pas nécessairement a l'intuition usuelle
de ce que sont les vecteurs orthogonaux. Ainsi, si on choisit ¢ = 0 (forme bilinéaire nulle),
tous les vecteurs sont orthogonaux entre eux, et on a donc F* = E pour tout sous-espace F'!
Pour sortir du cas ¢ = 0 (qui n’est a vrai dire pas tres intéressant...), on peut considérer
I'espace E = K[X] des polynomes a coefficients dans K et la forme bilinéaire symétrique non
nulle (P, Q) = P(0)Q(0). Dans ce cas, on constatera que le polynome P = X est orthogonal
a tout polynome @, c’est-a-dire que X € E+. On vérifiera facilement ici que E* consiste en
I’ensemble des polynomes P tels que P(0) = 0.
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Calcul de 'orthogonal d’un sous-espace vectoriel F. Supposons que F' soit de dimen-

sion finie p. On choisit alors une base (a4, ..., a,) de F. Nous affirmons que
Fr={ycFE;yla,. . ,yla}y={yekE; pla,y)=...=p(a,y) =0}
En effet, si y € F*-, il est clair que y est orthogonal & chacun des vecteurs ay, ..., a, € F.

Réciproquement, si y L a;, 1 < j < p, on voit facilement que y est aussi orthogonal a tout
vecteur x = A\ja; + ... + A\ya, € F, puisque

p
plajy) =0 = o.y)=> Nepla;y) =0.
=1

En pratique les conditions ¢(ay, ) = ... = ¢(ap, y) = 0 se traduisent matriciellement par le
systeme d’équations linéaires

(A)ICY =0, ..., (A)CY =0

ou C = Matg(p), Y = Matg(y), A; = Matg(a;). D’apres ce qui précede, ces équations
déterminent le sous-espace F'*.

Théoréme et définition 3.4. On note Ker o = E+ ’ensemble des vecteurs y € E orthogo-
nauz a tous les autres. Si E est de dimension finie, muni d’une base B, et si C'= Matg(p),
Ker ¢ est I’ensemble des vecteurs y de E dont la matrice colonne Y dans la base B vérifie
CY =0 (autrement dit, Ker ¢ correspond en coordonnées au noyau de la matrice C').

Démonstration. Remarquons d’abord que pour deux matrices colonnes X = (z;) et Z = (z;),
ona X'Z = E?lejzj et par suite X'Z = 0 pour tout X si et seulement si Z = 0. Par
conséquent

o(z,y) = X'CY = X'(CY)=0 pourtout r € £ <= Z=CY =0,
Cest exactement ’affirmation du théoréme. O

Définition 3.5. On dit que la forme bilinéaire p est dégénérée si Ker p # {0}, et non
dégénérée si Ker p = {0}.

En dimension finie, il suffit de calculer le déterminant det C' de la matrice dans une base.
Dire que ¢ est non dégénérée revient a dire det C' # 0 ou encore que rang ¢ = n = dim F,
ou encore que le nombre de carrés intervenant dans une décomposition en carrés de formes
linaires indépendantes est égal a la dimension de ’espace. Outre le noyau, une autre notion
utile est celle de vecteur isotrope.

Définition 3.6. On dit qu’un vecteur x est isotrope pour la forme quadratique q (ou pour
la forme bilinéaire associée ) si

q(z) = ¢(z,2) =0
autrement dit si le vecteur x est orthogonal a lui-méme. On notera Isotrope(q) (ou parfois

Isotrope(y)) l’ensemble des vecteurs isotropes de E relativement a q.

La propriété ¢(Az) = A?q(z) montre que tout multiple Az d’un vecteur isotrope est encore
isotrope. Dans un espace vectoriel un sous-ensemble invariant par multiplication par les
scalaires s’appelle un cone (de sommet 0). On parlera donc du cone des vecteurs isotropes.

Exemple 3.7. Prenons E = R? et ¢(z,y) = 2? — y*. La forme bilinéaire associée est

/ 1 0
o((@y) (")) =wz’ =gy’ etona C=Mats(p) = (O —1)
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dans la base canonique B de R%. On a detC = —1 # 0, donc ¢ est non dégénérée,
Ker ¢ = {0}. En revanche, I’ensemble des vecteurs isotropes Isotrope(q) est obtenu en écrivant
q(z,y) = 2 — y?> = 0, c’est donc la réunion des deux diagonales y = = et y = —x dans le

plan Ozy. On notera que Isotrope(q) n’est pas un sous-espace vectoriel.

Dans ce cas, il est facile de déterminer les orthogonaux des sous-espaces vectoriels F' de
E =R2 On a en effet dimg F' = 0,1 ou 2. Si dimg F' = 0 alors F' = {0} et F'* = F = R2.
Si dimg F' =2, alors F' = E =R? et X = E+ = Kerp = {0}. Il reste & traiter le cas o F'
est une droite. Or, si F' est la droite de vecteur directeur (a,b), on a

(1.y) € F* = p((a,b), (a,y)) = az — by = 0.

On voit donc que F* est la droite de vecteur directeur (b,a). On prendra garde au fait que
I'on peut tout & fait avoir F+ = F'! En fait, c’est le cas précisément si le vecteur (a,b) est
isotrope, c’est-a-dire b = +a, ce qui correspond aux deux diagonales du plan Ozxy.

Exemple 3.8. On prend ici £ = R*? (I'espace-temps d’Einstein) et on considere la forme
quadratique dite de Lorentz

q(z,y, 2,t) = 2> + y* + 22 — At

ou ¢ > 0 est la vitesse de la lumiere. 1l s’agit d’'une forme quadratique non dégénérée (la
matrice est diagonale a coefficients non nuls), c’est-a-dire que Ker p = {0}. L’ensemble des
vecteurs isotropes est constitué au temps t des vecteurs de la sphere z2 + 3% + 22 = c*?
de rayon R = clt|, autrement dit il s’agit d’'une sphére qui grossit exactement a la vitesse
de la lumiere. Dans ce cas, le cone des vecteurs isotropes est souvent appelé le “cone de
lumiere”. L’intérieur du cone de lumiere, c’est-a-dire les vecteurs tels que 22 + 3% + 22 < *t?
peut-étre interprété comme les points de 'espace-temps qui peuvent étre reliés au big-bang
(pris comme point origine) par des phénomenes se propageant a vitesse inférieure a celle
de la lumiere. Les points 22 + y? + 22 > ¢?t? de l'espace-temps sont “au deld” de 1’horizon
accessible par un lien de causalité aux phénomenes issus du big-bang (si toutefois la vitesse
limite est bien celle de la lumiere...)

Remarque 3.9. Si ¢ est une forme bilinéaire symétrique, on a toujours
Ker ¢ C Isotrope(yp),

en effet Ker ¢ est constitué des vecteurs x tels que ¢(z,y) = 0 pour tout y, on trouve donc
en particulier p(z,x) = 0 en prenant y = z. Les exemples précédents montrent que 'on n’a
pas égalité en général.

Proposition 3.10. Pour tout sous-espace vectoriel F' de E, on a (F1)t D F.

En effet, tout vecteur # de F est orthogonal & tout vecteur de F'* par définition, donc
x € (F1)*. En revanche, I’égalité n’a pas toujours lieu, comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 3.11. Prenons E = R3 > (z,y,2) et ¢(z,y,2) = 2*> — y%. La forme bilinéaire
associée est

0

SO((‘Ta Y, 2)7 ($,7y/7 Z,)) =zz’ — yyla etona C= MatB(SO) - 1

OO =
o O O

0
dans la base canonique B de R3. Le noyau (calculé en prenant le noyau de la matrice C') est
donné par les équations z = y = 0, soit

Ker p = RR(0,0,1),
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il s’agit donc d’une forme quadratique dégénérée. L’ensemble Isotrope(q) est constitué de la
réunions des deux plans x = y et x = —y. Calculons ici 'orthogonal de la droite

D =R(1,2,1).

La condition d’orthogonalité (z,y,z) L (1,2,1) s’écrit
o((x,y,2),(1,2,1) =2 -2y =0 & x=2.

Il s’agit donc d'un plan P admettant pour base les vecteurs (2,1,0) et (0,0, 1). Calculons
maintenant (D)t = PL. L’orthogonal P+ est I'ensembles des vecteurs (z,y,z) qui sont
orthogonaux a la fois a (2, 1,0) et (0,0, 1), ce qui donne les équations 2x—y = 0 et 040y = 0.
La second est toujours vérifiée, et on voit que (D*)* est en fait un plan P’, & savoir le plan
d’équation 2z —y = 0. Ce plan P’ contient la droite D, mais on a bien stir P’ = ((D*)* # D.

On va voir que cette difficulté ne se produit pas lorsque la forme bilinéaire ¢ est non
dégénérérée. Rappelons un lemme utile d’algebre linéaire.

Lemme 3.12. Soient {y,...,{, € E* des formes linéaires indépendantes sur un K-espace
vectoriel de dimension finie E. alors le sous-espace
S={ze€E; li(x)=...={(z) =0}

est de codimension p, c¢’est-a-dire que

Démonstration. Complétons (¢1,...,£,) en une base ({1,...,0,) de E*, avec n = dimg E =
dimg E*. On peut effectuer le changement de coordonnées bijectif

51 - El (:L‘)a

Ty = lp().
Soit L la matrice dont les lignes sont les coefficients des formes linéaires ¢;. Ce changement
de coordonnées X = LX correspond & une base (€1, ..., €,) donnée par la matrice de passage
P = L. Dans ces coordonnées, S est le sous-espace défini par les équations

351:...:55],:0,

c’est donc le sous-espace engendré par (€,41, .- ., €,), €t on voit que dimg S =n — p. O

Théoréme 3.13. Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace vec-
toriel E de dimension finie. Alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E on a

Démonstration. Fixons une base (by,...,b,) de F. Alors F'* est défini par I'annulation des
p formes linéaires

U(x) = o(x,b),....0(z) = ¢(x,b,).
Montrons qu’elles sont indépendantes : si Aj,..., A\, € K sont des scalaires tels que
Al + ...+ Al = 0, alors on a
0=Ml(x)+ ...+ X0(x) = Aip(x,b1) + ...+ Npp(,b,) = (2, \by + ...+ Apby)

pour tout x € E, autrement dit A\iby + ...+ A\,b, € Kerp. Or Ker ¢ = {0} par hypothese,
donc Aby + ...+ A\pb, = 0 et par suite Ay = ... = A, = 0. Le lemme précédent montre que
F* est de codimension p, c’est-a-dire que

dimg F* = dimg E — p = dimg F — dimg F. O
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Notons que ceci s’applique en particulier au produit scalaire usuel sur R™. Une conséquence
importante est la suivante.

Théoreme 3.14. Soit p une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur un espace vec-
toriel E/ de dimension finie. Alors pour tout sous-espace vectoriel F' de E on a

(FHt =F.

Démonstration. On sait déja que (F+)+ D F. De plus le théoréme précédent nous dit que
ce qui implique bien (F+)+ = F. O

Attention ! Méme si ¢ est non dégénérée, il n’est pas vrai en général que £ = F@F+. Ainsi,
si q(z,y) = 22 — y?, le vecteur (1,1) est isotrope et la droite D = R(1,1) est orthogonale &
elle méme. On a en fait D+ = D, donc D, D+ ne sont pas en somme directe.
Pour que F & F+ = E il faut et il suffit que F' N F+ = {0}, en effet on a dans ce cas
dimg F + F* = dimg F & F~ = dimg F + dimg F* = dim E.
Définition 3.15. Soit F un espace vectoriel muni d’une forme bilinéaire symétrique. On dit
qu’une base (by,...,b,) de E est
e orthogonale si b; L b; pour i # j ; ceci équivaut a dire que p(b;,b;) = 0 pour i # j, ou
encore que la matrice Matg, . 5.)(p) est diagonale.
e orthonormée si de plus q(b;) = ¢(b;, b;) = +1 ; ceci équivaut a dire que Mat, . 5.) (@) = I,
(matrice unité d’ordre n).

On notera que d’apres la méthode de Gauss, une forme bilinéaire symétrique ¢ quelconque
admet toujours des bases orthogonales. Si ¢ est non dégénérée et si K = R, on peut se
ramener a ¢(b;) = ¢(b;,b;) = 1 (en divisant si nécessaire b; par 4/|q(b;)|); en revanche
sur C, on peut toujours se ramener dans ce cas a g(b;) =1 :

Théoreme 3.16. Soit £ de dimension n sur le corps K. Si K =R, une forme bilinéaire ¢
non dégénérée admet toujours une base orthogonale (b, ..., b,) telle que q(b;) = £1. SiK = C,
une forme bilinéaire p non dégénérée admet toujours une base orthonormée (by, ..., by,).

Formes quadratiques semi-positives et définies positives. Comme la notion de posi-
tivité implique 1'utilisation d’une relation d’ordre, on supposera ici que K = R (bien que les
notions fassent sens aussi lorsque K = Q).

Définition 3.17. On dit qu’une forme quadratique q (ou la forme bilinéaire symétrique @
associée) est semi-positive sur l’espace E si pour tout v € E on a

q(z) = p(z,2) 2 0.

On peut alors associer a q la semi-norme
|zl = V() = Velz,z) € R,

On notera alors que pour tout scalaire A € R

[Az[| = v/ Aq(x) = [A] [|]].
D’autre part, on a par définition
Isotrope(q) = {x EFE; qlx)= 0} = {x el |z| = 0}.

La notion de forme quadratique semi-négative est définie de méme (mais on s’abstient alors
d’introduire la norme).
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Définition 3.18. On dit que q est définie si g ne posséde pas de vecteur isotrope x # 0.

On forme quadratique définie est nécessairement non dégénérée (puisque tout vecteur du
noyau est isotrope).

Exemples 3.19. e Sur R”, la forme quadratique q(z; ..., z,) = —(z¥+...4+22) est définie.

o Sur R3, la forme quadratique q(z,y, z) = 22+ (y+2)? est semi-positive. Le cone Isotrope(q)
est constitué des vecteurs (z,7,2) € R? tels que z = 0 et y + 2z = 0, c’est-a-dire la droite
vectorielle R(0, 1, —1). La forme ¢ est non définie.

e Sur Q?, la forme quadratique q(x,y) = 2? — 2y? est définie. En effet ¢(z,y) = 0 équivaut
A = +v/2y, ce qui est impossible avec z, y rationnels non nuls, puisque /2 est irrationnel.
Bien que ¢ soit définie, on remarquera qu’elle n’est ni semi-positive ni semi-négative.

e sur le corps K = R, une forme quadratique définie est soit définie positive, soit définie
négative : en effet, elle doit étre non dégénérée, et si elle admet apres changement de base
une décomposition en carrés de formes linéaires

q(z1,..., 1) = 1Z8 4+ ...+ e,T)2
avec €; = %1, alors tous les signes doivent étre les mémes, sinon si ¢; = 1 # ¢, = —1, on
obtient un vecteur isotrope non nul en prenant z; = x, = 1 et les autres coordonnées nulles.
Conformément aux définitions qui précedent, on utilise la terminologie suivante.
Définition 3.20. On dit qu'une forme quadratique ¢ sur un expace vectoriel réel E est
e définie positive si g(z) > 0 pour tout vecteur x € E, x # 0,
e définie négative si g(z) < 0 pour tout vecteur x € E, z # 0.

Si ¢ est définie > 0, la semi-norme ||z|| = \/q(z) est une vraie norme, c’est-a-dire que
|z] =0 <= ¢q(z)=0 <= 2=0
Si g est seulement semi-positive, on a bien sur
|z]| =0 <=z € Isotrope(q).

Définition 3.21. On appelle espace euclidien un espace vectoriel réel muni d’une forme
quadratique q définie positive, et de sa forme bilinéaire symétrique associée . On la note en
général (x,y) — (z,y) = p(z,y), et on appelle {x,y) le produit scalaire.

Exemple 3.22. Soit £ = C°([a, b], R) Pensemble des fonctions continues sur [a, b] muni de
la forme bilinéaire symétrique

b
o(f,9)=(f9) = / f(x) g(z) dz.

On vérifie facilement que (E, ¢) est un espace euclidien (de dimension infinie).

Inégalité de Cauchy-Schwarz. C’est une inégalité fondamentale qui majore le produit
scalaire en fonction de la (semi)-norme associée.

Théoréme 3.23 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit ¢ une forme quadratique semi-positive
sur un R-espace vectoriel E et ¢ la forme bilinéaire symétrique associée. Alors pour tous

vecteurs x,y € 2 on a
oz, y)| < =l vl = valz) Valy).
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Dans un espace euclidien, on écrira cette inégalité sous la forme
(2. )] < Nzl lyll-

Démonstration. On considere le polynome de degré < 2 en la variable A € R
P(A) = q(\z +y) = oAz +y, e +y) = q(2)X° + 20(z, y)A + q(y).
D’apres 'hypothese de semi-positivité de ¢, nous avons P(A) > 0 pour tout A € R.

Si q(x) = 0 (c’est-a-dire si z est isotrope), nous avons P(\) = 2¢(x,y)\ + q(y) et cette
fonction affine ne peut-étre positive pour tout A € R que si elle est constante, c’est-a-dire
@(x,y) = 0. L’inégalité est donc bien vraie dans ce cas (0 < 0).

Si g(x) > 0, il s’agit d'un vrai trinome P(\) du second degré, et son discriminant A est
nécessairement < 0, sinon A > 0 entralnerait ’existence de deux racines réelles \; < A\ et
P(X\) = q(z)(A — A1) (A — A2) serait strictement négatif sur [A;, A3[. On en déduit

A =dp(z,y) —4g(x)a(y) <0 = p(z,y)" < q(2)q(y).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz s’en déduit en prenant les racines carrées. On peut également
vérifier I'inégalité directement en développant le carré de la norme de Ax + py :

0 < q(Az+ py) = Nq(z) + 2 ez, y) + pq(y),
soit
2 \2012 201,112
0 < [|Az + pyll® = Mlzl]” + 22 e(z, y) + p*[lylI>-
Si 'on prend A = ||y|| et u = %£||z]|, on trouve

0 < flzlPliyll* = 2l lyll oz, y) + Nz llyl* = 2llz] Tyl <||93|| lyll £ (e, y))-

St lz]| # 0 et [[y]l # 0 on peut diviser par ||z [lyl|, ce qui donne [lz||[ly]| + ¢(z,y) > 0.
Si ||z|| = 0, le choix A\ = +¢&, u = 1 donne |p(z,y)| < (¢/2) ||ly||* pour tout e > 0, donc
|p(z,y)| = 0, et on raisonne de méme si ||y|| = 0 en prenant A =1 et u = +e. O

Corollaire 3.24. Si q est une forme quadratique semi-positive, on a Ker(q) = Isotrope(q).

En effet on sait déja que Ker(q) C Isotrope(q). Inversement, si x est isotrope, on a
|z|| = v/q(z) = 0, donc ¢(x,y) = 0 pour tout y € E par Cauchy-Schwarz, ce qui signi-
fie que = € Ker(q), et donc Isotrope(q) C Ker(q).

Discutons maintenant le cas d’égalité, en supposant ¢ définie positive. Le deuxieme raison-
nement direct montre que 'inégalité de Cauchy-Schwarz est une égalité lorsque

q(llyllz & [z]ly) =0,

ce qui implique ||y||z £ ||z|ly = 0 et donc z, y colinéaires si ||z|| # 0 ou ||y|| # 0 (mais si 'un
des vecteurs x,y est nul, ils forment de toute maniére une famille liée). Réciproquement, si
x, y sont colinéaires avec par exemple y = Az, A € R, on a

=yl = A2l ela,y) = Ap(z,2) = Ale|* = £ |=]* = £[|=]| [[y]
suivant le signe de A. On peut donc énoncer :

Théoréme 3.25 (Cas d’égalité de 'inégalité de Cauchy-Schwarz). Si g est une forme qua-
dratique définie positive de forme polaire associée @, U'égalité p(x,y) = +|z| ||yl (resp.
o(z,y) = —||z|| |ly|l) se produit si et seulement si x, y sont colinéaires de méme sens (resp.
colinéaires de sens opposés.)
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Produit scalaire et angles non orientés. Si E est un espace euclidien de dimension
finie n sur R, on sait qu’il existe toujours une base orthonormée (ey,...,e,), de sorte que
(€i,e;) = d;;. Dans ce cas I'application

R" = FE, (T1,...,Tp) > T =mT161 + ... + Tpey

définit un isomorphisme E ~ R" tel que

2

||:L‘||2::L‘1~|>..,+:L‘i, (x,y>:x1y1+...+xnyn

pour tous vecteurs x, y de E de coordonnées (z1,...,x,) et (y1,...,y,). Une observation
importante (méme si elle est assez évidente !) est que les coordonnées x; se calculent comme
des produits scalaires :

xj:<ej7x>7 1§j§n
D’autre part, pour deux vecteurs x, y # 0, le rapport % € [—1, 1] ne change pas lorsqu’on

multiplie z ou y par un scalaire A > 0. Par analogie avec le cas usuel du plan euclidien, on

—

définit 'angle non orienté 6 = (x,y) par

cosf = 7@’ )

/[yl
Cette relation donne un angle 6 € [0, 7] unique. On obtient alors la formule classique

{z,y) = l[z[ [ly]l cosb.

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Si F' est un sous-espace de dimen-
sion finie p d'un espace euclidien (F, ¢), la restriction ¢|pyp du produit scalaire a F' en fait
un espace euclidien (F, ¢pxr). Etant donné une base (ay,...,a,) de F, le but du procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt est de fabriquer une base orthonormée (by,...,b,)
de F. Notons Fj = Vect(ay,...,a;) 'espace vectoriel engendré par les j premiers vecteurs
de base, de sorte que dimg F; = j et [}, = F. On calcule les vecteurs b; par récurrence sur j,

en commencant par
1

= a1,
las
et on procede en sorte qu’a chaque étape 7 on ait
F; = Vect(ay,...,a;) = Vect(by,...,b;) et donc F;=F;_1®Ra; =F,;,_1 ®Rb;.

Supposons by, ..., b;_1 déja calculés. Le point est que le vecteur a; n’est pas nécessairement
orthogonal a by, ...,b;_1, on le “redresse” donc en posant

by

a; =a; — (Mbr + ...+ Aj_1bj_1), A € R
La condition d’orthogonalité a; L b, donne
(b, aj) = (bg,a;) — A\, =0 d'out Ay = (bg,a;), 1<k<j—1
Ceci conduit a la formule

(%) a; = a; — Z<bkvaj>bk-

k=1
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Le vecteur a; ne peut étre nul, sinon a; serait dans le sous-espace F;_; = Vect(by,...,bj_1) =
Vect(ay,...,aj_1) ce qui est absurde, et on peut donc rendre ce vecteur de norme 1 en posant
1 - 1 ~
(>I<>I<) bj = == aj = —— a]‘.
a; (aj, aj)

Les formules (%) et (x%) permettent le calcul des vecteurs a; et b; par récurrence (avec
a; = ap). On observera que l'on a bien par construction

Vect(bl, .. .,bj) = Fj,1 +Rb] = F}?l + ]RZZJ =rj +Raj = F}

du fait que b; est colinéaire a a; et que a; differe de a; par un vecteur de F;_;. En effectuant le
calcul de (x) et (s*) pour tous j = 1,2, ..., p, on obtient bien la base orthonormée (by,...,b,)
voulue.

Remarque 3.26. On peut combiner les formules () et (x%) pour obtenir une formule de
récurrence directe pour les vecteurs a; : on prend a; = a;, puis

(%) a; = a; — Y <: ~'> .

L’intérét de cette formule (entierement équivalente aux précédentes) est qu’elle évite tout
calcul de racines carrées. On obtient ainsi une base orthogonale (ay, ..., a,) de F. On obtient
ensuite par la formule de renormalisation (k%) une base orthonormée (by,...,b,).

Exemple 3.27. On identifie ici R® & 1'espace des matrices colonnes 3 x 1, que 'on munit
de son produit scalaire canonique, et on considere la base

1 1 0
ay = 1 s a9 = 0 s as — 1
0 1 -2

Appliquons le procédé de Gram-Schmidt a cette base afin d’obtenir une base orthonormée
(b1, ba, b3). On trouve

1 1 }
—_— O = — ,
™=\,

ay = ay, by =

puis
1 1 1 1 1
~ 1\2 2 1 1
Ao = Q9 — <b1,a2>b1 =10]| — <—> x1|1 = —1 =—-1-1 s b2 =—1 -1
1) W2 0 )2\ e V6 \ 2
(le facteur 3 se simplifie dans le calcul de by), et enfin

0

= (b1, a3)by — (ba,a3)by = | 1 <1>2><1 1 <1>2><(5) 11
as = az — (by,as)by — (ba,a = —|— ——= - —

On notera (pour éviter des calculs fastidieux) que les racines carrées prises pour calculer les

normes sont toujours élevées au carré dans les lignes de calculs ultérieures ; le facteur (—5)

qui intervient par exemple dans l’évaluation du terme (b, az)bs n’est autre que le produit
0 1

scalaire du premier vecteur az = 1 | par le vecteur | —1 | qui intervient dans by. On
-2 2
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obtient finalement

1 5 1
O0—35+5% 3 e A
~ 1 5 _ 1 _
as = — 37 % = -3 —g —1 s bg—ﬁ —1
_2_0+g _% —1 —1

Exemple 3.28. L’application
¢ :R[X]s x R[X]; = R, (P,Q) — Pt)Q(t)dt
~1

est bilinéaire symétrique. De plus, comme lintégrale sur [—1,1] d’'un monéme de degré
impair est nulle, on voit que 1 L, X et X L, X* En revanche, 1 et X? ne sont pas

2
p-orthogonaux, puisque l'on a (1, X?) = 3 la base standard (P, P, P») = (1,X, X?)

n’est donc pas p-orthogonale. Cependant, comme Fy L Pp, la méthode de Gram-Schmidt
appliquée a (Fy, Py, P;) amene a une base ¢-orthogonale (Fy, Pi, P;) avec

Ph=Py=1, P =P =X, Po=DP—APy=X?— )\,
et comme [1 By(t)Py(t)dt = [* (2 — \)dt = 2 — 2, on voit qu’il faut prendre A = 3 pour

avoir aussi Py 1, P,. Une calcul de normes fournit la base orthonormée Q; = ||P|| "' F;
correspondante :
2 8
1> =2 X2 == X2_1/312= =2
e B P VE .S
d’on

1 _ V3 _ VB
S @=Gx =2t

Calcul de la projection orthogonale sur un sous-espace [’ de E. La détermination
d’une base orthonormée (by,...,b,) de F' par la méthode de Gram-Schmidt permet aussi
d’obtenir l'expression en coordonnées de la projection orthogonale sur F. On notera que
dans un espace euclidien E on a toujours F'N F*+ = {0}, car un vecteur x € F N F* est
orthogonal a lui-méme, ce qui n’est possible par hypothese que si x = 0. Pour tout x € FE
on peut écrire

Qo =

p p
r=xa+a2"  avec x':Z(bj,:c>bj€F, x":x—x':x—Z(bj,@bjEFl

j=1 j=1
(en effet il est facile de constater que (b;,z”) = 0 de sorte que z” L F). On voit donc que
E=FgFt

ceci étant valable méme si E est de dimension infinie, a condition que F' soit de dimension
finie. Les projections orthogonales 7 (x) et mp.(x) sur F et F- sont données par
p p

mp(r) = (bja)b; €F,  mp(x)=x—) (b,z)b €F"

j=1 j=1

Remarque 3.29. On observera que le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt revient
a prendre a; = a; — mr,_,(a;) o 7p,_,(a;) est la projection orthogonale de a; sur Fj_;.
En termes des vecteurs a;, les projections s’expriment (sans racines carrées) par
p ~ P ~
a;,T) - aj,x)
mp(z) = <~]’~> a; €F, mpi(r) =2 — (4, >a» c F*.
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La symétrie orthogonale par rapport a I’ est donnée quant a elle par
op(x)=2'—2"=22"— (&' +2") =22 — 2w =2mp(2) — x
(soit encore op = 27wp — Idg), ce qui implique la formule

or(w) =2(2pj<bj,x>bj) —x:2<zp:@) B

Signature et théoreme d’inertie de Sylvester. Revenons maintenant a ’étude des
formes quadratiques réelles de signe quelconque. Soit E un espace vectoriel réel de dimen-
sion n et ¢ une forme quadratique de rang r sur E. On sait qu’on peut trouver une base
orthogonale B = (by,...,b,) pour ¢ de sorte que

a; ... ... 0
Coa, :
Matg(q) = | R q(b;)-
0O ... ... 0
Le noyau de q est Ker(q) = Vect(b,11, ..., b,), sa dimension est dimg ker(q) = n—r. On intro-

duit les sous-espaces
F, = Vect <bj; 1<j<r aj=q(b)) >O), F_ = Vect <bj; 1<j<r aj=q(b)) <0>,
et on note
r. = dimg F; = (nombre de coefficients diagonaux a; > 0),
r_ = dimg F_ = (nombre de coefficients diagonaux a; < 0).
Nous avons par construction une somme directe
E=F,®F_®Ker(g), ry +r_ =r =n— dimg Ker(q)

avec ¢ définie > 0 sur F,, ¢ définie < 0 sur F_ (et bien sur ¢ = 0 sur Ker(g)). Il n’est pas
évident a priori que les dimensions r, et r_ soient indépendantes de la base orthogonale
choisie. C’est ce qu’affirme le théoreme suivant.

Théoréme 3.30 (Théoreme d’inertie de Sylvester et définition de la signature). Soit E un
R-espace vectoriel de dimension finie n, et soit ¢ : E — R une forme quadratique. Soit
B = (bj) une base g-orthogonale et

ry =card{j; q(b;) >0} et r_ =card{j; q(b;) <0}.
Alors le couple (ry,r_) ne dépend pas de la base q-orthogonale choisie B. De plus
ry +r_ =71 =rang(q) = n — dimg Ker(q).

On dit que le couple (ry,r_) est la signature de q.

Démonstration. Soit B = (E]) une autre base g-orthogonale et soit

74 = card{j; q(b;) > 0} et r_ =card{j; ¢(b;) <0}.
Comme expliqué ci-dessus, nous avons deux décompositions en somme directe
E=F, & F ®Ker(q) = F, ® F_ ® Ker(q).
Ceci donne en particulier pour les dimensions respectives

ry4+r_=ry4+71_=r, dimg Ker(q) =n —r.
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Par construction ¢ > 0 sur F'y \ {0}, tandis que ¢ < 0 sur F ®Ker(q). Les deux sous-espaces
vectoriels F, et F @ Ker(q) ne peuvent donc se rencontrer qu’en 0, ce qui fournit une somme
directe

S=F,®F ®Ker(g) C E.

En prenant les dimensions, on en déduit
dimg S=r,+7r_+n—-r<n = 7T_<r—ryo=r_. = Ty>T4.

En échangeant les roles de B et B on obtient de méme ry >1y et r_ <7r_, parsuite ry =7,
et r_ =7_. O

Remarque 3.31. Pour calculer la signature d’'une forme quadratique g, il suffit d’utiliser
I’algorithme de Gauss pour écrire g(x) sous la forme d’'une somme de carrés

q(z) = ali(2)* + ... + al,(2)

de formes linéaires indépendantes, et de compter les nombres 7, r_ de coefficients a; qui
sont respectivement > 0 et < 0. Ainsi dans l'exemple 2.11, la signature est (1,2), dans
2.12 la signature est (2,2) et dans 3.11 la signature est (1,1). Un espace euclidien (£, q) de
dimension n est de signature (n,0). En général, la forme quadratique est non dégénérée si
et seulement si r, +r_ =n = dimg F, et dégénérée si et seulement si v +r_ < n.

2

4. FORMES SESQUILINEAIRES

Le but de la théorie des formes sesquilinéaires est principalement de généraliser le produit
scalaire, la norme et l'orthogonalité au cas des espaces vectoriels complexes. Une grande
partie de la théorie est tres similaire a celle des formes bilinéaires symétriques. Nous nous
attacherons donc surtout a expliquer les différences.

Considérons 'espace vectoriel complexe £ = C" muni de sa base canonique. On note

z2=(21,...,2,) €C" avec z; =x;+1iy; € C, zj,y; €R.
La “norme canonique” de C" est donnée par
121 = [z + .o+ |2l 2 =25 + 5,
soit encore ||z]] = \/|z1]2+ ... + |2,]%. Pour un autre vecteur w = (wy,...,w,) € C", nous

sommes amenés a poser
(z,w) =Z1wy + ...+ Z,w, € C,
ce qui donne alors ’expression attendue pour la norme :
(z,2) = ||=|*.
Si A, p sont des scalaires complexes, on voit que
Az, w) = Mz, w), (z, pw) = p(z, w).

L’application w +— (z,w) est donc C-linéaire, mais z +— (z,w) n’est pas C-linéaire, elle est
seulement anti-linéaire :

Définition 4.1. On dit qu’une forme ¢ : E x E — C sur un espace vectoriel complere E
est une forme sesquilinéaire si

o v +— p(z,y) est anti-linéaire pour y € E fizé, c’est-a-dire

p(Az,y) = Ap(z,y), @l +22,y) = p(1,y) + ¢(22,)
pour tout A € C et tous x, 21,22,y € F,
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o y— p(x,y) est C-linéaire pour x € E fizé, c’est-a-dire
oz, py) = pe(x,y), o,y +y2) =, y1) + (@, 4)
pour tout p € C et tous x,y,y1,y2 € E.

Une autre formulation équivalente de la sesquilinéarité est de vérifier I'identité de distribu-
tivité

p(Mz1 4 Ao, iy + poy2) = (1, 11) + Mpap(x1, y2) + Aot (a2, y1) + Aaptap(a, y2)
pour tous Ai, Ag, pir, pe € C et x1, 29, 91,12 € E.

Ecriture matricielle d’une forme sesquilinéaire. On suppose ici £ de dimension finie
n sur C, muni d’une base (e, ..., e,). Etant donnés des vecteurs

n n
:E:ijejEE, y:ZyjejGE,
j=1 j=1

I’hypothese de sesquilinéarité de ¢ implique

p(r,y) = SO(Z%‘GJ,?/) = ij plej,y) =
j=1 =1 j
Si l'on introduit les coeflicients c;, = ¢(e;, ex) € C, ceci devient simplement

oz, y) = Z CikTj Y-

1<j,k<n

T <ej, Z ykek> = Z Zfﬂ/k @(eja ek)-
1 k=1

i = j=1 k=1

Inversement, toute expression de cette forme avec des coefficients c;, € C quelconques définit
bien une forme sesquilinéaire ¢ : £ x £ — C.

Définition 4.2. Si E est un C-espace vectoriel de dimension finie n, B = (e1,...,e,) une
base de E, et v : B x E— C une forme sesquilinéaire, on appelle matrice représentative
de ¢ dans la base B la matrice complexe n X n de ses coefficients:

Matg(p) = C = (cjr) = (@(e), k) )1<jh<n-

Si M = (c;j) est une matrice n x p (a n lignes et p-colonnes), on appelle matrice adjointe
de M, notée M*, la matrice p X n telle que
t

M* =M = (M)
obtenue en conjuguant les coefficients et en transposant. Il est évident que (M*)* = M. On
prendra garde au fait que M +— M* est anti-linéaire (et non pas linéaire) :
M) = XM*, (M, + Moy = M; + M.
D’autre part, si M, N sont des matrices n X p et p x r quelconques, alors
(MN)* = N*M*.
Comme dans le cas des formes bilinéaires, on introduit les matrices colonnes complexes

i Y1
X=1|:], Y=
Ty Un

représentant les coordonnées des vecteurs x,y € F dans la base B. On obtient alors

Ci1 ... Cip Y1
o(z,y) = Z Cij XY = (Tl Tn) : : D = XCY

1<i,j<n Ch1 --- Cpn Yn
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La matrice C' est uniquement déterminée par les relations c;, = ¢(e;, ;). L'espace vectoriel
Sesq(E) des formes sesquilinéaires est donc un espace vectoriel complexe de dimension n?,
isomorphe a 'espace des matrices carrées complexes n X n

Sesq(E) ~ M,,5,(C).

Par exemple, si n = 2, on a un espace de dimension complexe 4 ayant pour base les formes
sesquilinéaires de matrices

o) (o) 6o) ()

Sip: Ex E — C est une forme sesquilinéaire, on définit la forme sesquilinéaire adjointe
©* comme étant la forme

v (z,y) = ¢y, x), Ya,yc k.
La forme * est encore sesquilinéaire : en effet on a

o Az, y) = oy, Ax) = Mp(y, ©) = A" (z,y),
" (z, py) = p(py, \x) = Hp(y, x) = pp*(z,y).

Comme ¢*(e;, e,) = @(ex, €;), on voit aussi que Matg(p*) = C*.

Définition 4.3. Soit £ un espace vectoriel de dimension finie n, B = (e, ..., e,) une base
de E, ¢ : E x E — C une forme sesquilinéaire et C' = Matp(p) sa matrice. On dit que

1 est hermitienne si ¢* = p & C* = C < ¢,; = ¢, pour tous 1 < j, k < n.
@ @ 2 j j J
2) p est anti-hermitienne si ¢* = —p & C* = —C & ¢; = —c;i pour tous 1 < 5, k < n.
J J

On utilise aussi la terminologie de forme sesquilinéaire “symétrique” ou “anti-symétrique”.

Exemple 4.4. Soit E = C°([a,b],C) I'espace (de dimension infinie) des fonctions continues
[a,b] — C. Prenons également une fonction continue complexe w € E. La forme

b
ulfsg) = / w(t) T(0) g(t) dt

est une forme sesquilinéaire (vérification immédiate). On a

i (frg) = pulgr ) = / w(t) g(0) f(t) di = / W) T 9(t) dt = gu( f.9).

On voit que ¢, est une forme hermitienne si et seulement si la fonction w est réelle (la
condition ¢z (f,9) = @w(f,g) entraine facilement w — w = 0 en soustrayant et en prenant
flt)=1et g =w—w).

Une caractérisation alternative (qui n’existe pas dans le cas bilinéaire) est la suivante.

Proposition 4.5. Une forme sesquilinéaire @ est hermitienne si et seulement si p(x,x) est
réel pour tout x € F.

Démonstration. En effet, si p*(z,y) = ¢(y,x) = ¢(z,y) on obtient p(z,x) = ¢(z,x) pour
y = z, donc ¢(z, ) est réel. Inversement, supposons que ¢(x, ) soit réel pour tout = € E.
Alors pour tous =,y € E

oz, y) + ey, z) =ple+y,z+y) —plr—y,z—y) €R,

ce qui entraine

p(z,y) — ¢y x) = oz, y) + oy, 2) = (o(y,2) + o(y,z)) € R.
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En remplacant y par iy on en déduit aussi

Si un nombre complexe a vérifie a la fois a € R et ia € R, alors a = 0. On en déduit que

o(x,y) — p(y,z) = 0, donc ¢ est hermitienne. O
Remarque 4.6. Comme (ip)* = —i¢*, on a de fagon évidente
© hermitienne <= iy anti-hermitienne, ¢ anti-hermitienne <= iy hermitienne,

donc ¢ est anti-hermitienne si et seulement si p(z, z) € iR (imaginaire pur) pour tout = € E.
En particulier, pour ¢ hermitienne, les coefficients diagonaux vérifient ¢;; € R, tandis que
pour ¢ anti-hermitienne on a c¢;; € iR.

Toute forme sesquilinéaire ¢ se décompose de maniere unique en une somme
p=0+aq, avec ¢ hermitienne et o anti-hermitienne,

ces composantes étant déterminées par les formules
1 * 1 *
o=5lpt¢),  a=glp—¢)

On en déduit la proposition :

Proposition 4.7. On a la décomposition en somme directe de sous-espaces vectoriels réels
Sesq(F) = Herm(F) & Antiherm(FE)
avec
dimg Herm(E) = dimg Antiherm(F) = % dimg Sesq(E) = n*.

Démonstration. On a une bijection R-linéaire
(%) Herm(FE) — Antiherm(E), @ ip.

En particulier, Herm(F) et Antiherm(FE') ne sont pas stables par multiplication par le scalaire
A =i, ce ne sont donc pas des sous-espaces vectoriels complexes; il est clair cependant que
ce sont des sous-espaces vectoriels réels. On a dimg Sesq(E) = 2dimc Sesq(E) = 2n?, et
'isomorphisme () donne bien les dimensions annoncées. O

Formule de polarisation hermitienne. Soit ¢ une forme sesquilinéaire hermitienne.
La forme quadratique hermitienne associée est par définition

q(z) = p(z, ), x e F.

On sait que ¢(x) € R, par conséquent ¢ est également associée a la forme R-bilinéaire
(z,y) = ¥(z,y) = Rep(z,y) ; on notera que celle-ci est symétrique, car

Re(y, x) = Rep(z,y) = Rep(z,y).
En particulier, ¢ est bien une forme quadratique réelle, lorsqu’on considere £ comme un
espace vectoriel sur le corps K = R. D’autre part, ¢ vérifie la propriété supplémentaire

(%) q(\z) = \)\|2q(:c), YAeC, Vx € E,

propriété qui est quant a elle spécifique des formes quadratiques hermitiennes (voir la
Proposition 4.8 ci-dessous). On notera qu'’il s’agit d’un concept différent du concept de
forme quadratique complexe associée a une forme C-bilinéaire sur F, car dans ce cas on doit
avoir q(Ar) = A2q(z) pour tout scalaire A € C (ce qui interdit entre autres que ¢ soit réelle,
si du moins g # 0).
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La formule de polarisation a ici encore pour but de calculer ¢ en fonction de ¢q. On part des
identités

gz +y)=vl@+yr+ty)=v@ )+ ey + ey z)+oY,v),
q(r —y) =@ —y,z—y) =) —py) —ey,z)+ey,v),

(q(z+y) —a(z —y)) = s (e(z,y) + ¢(y, ) = Rep(z,y),

N | —

1

4
la derniere égalité provenant de ce que p(y,z) = ¢(x,y). [Notons que la derniére ligne n’est
en fait rien d’autre que la formule de polarisation appliquée a la forme bilinéaire symétrique
(z,y) — Rep(x,y)]. En remplagant y par iy on obtient

1 : : : :
7 (a(z+iy) —a(e —iy)) = Rep(w,iy) = Re (i¢(z,y)) = —Ime(z,y),
car pour tout nombre complexe a = u+iv, on a Re(ia) = Re(iu—v) = —v = — Ima. Comme
o(x,y) = Rep(z,y) + i Im p(z,y), on obtient la formule de polarisation hermitienne
1 : : : :
(PH) (e, y) = 7 (alz+y) —glz —y) —iglz +iy) +iglz —iy)).

Proposition 4.8. Si g est une forme quadratique réelle vérifiant la propriété additionnelle
q(ix) = q(x) pour tout x € E, alors la formule (PH) définit une forme sesquilinéaire hermi-
tienne @. Par conséquent q est alors une forme quadratique hermitienne.

Démonstration. L'hypothese que ¢ soit une forme quadratique réelle implique que

Pley) = e +y) — ale —y))

4
est une forme bilinéaire symétrique réelle. On en déduit que
1 , , . . . .
plwy) = 7(ale +y) —alr —y) —igle +iy) +iglr —iy)) = ¥(@,y) —iv(z, iy)

est une forme R-bilinéaire. On trouve par ailleurs

o(r,iy) = i(q(r +iy) —qx —iy) —iqz —y) +iq(z +y)) = ip(z,y),

tandis que I'hypothese ¢(iz) = ¢(x) implique ¢(x) = gq(—x) = ¢(—ix), d’ou

p(iz,y) = i(Q(x —iy) — gz +iy) —iqlz +y) +iglx —y)) = —ip(z,y).

Il en résulte facilement que ¢ est hermitienne. U
Méthode de Gauss. On va expliquer comment fonctionne ici la méthode de Gauss dans

le cas hermitien. Les calculs sont un peu plus compliqués que dans le cas réel a cause de la
présence de complexes conjugués dont il faut impérativement tenir compte.

Exemple 4.9. Considérons dans £ = C? la forme quadratique hermitienne
q(z,w) = 32Z — 2i2W + 2iwz — bww.

(on notera que les coefficients de 2w et wZz doivent nécessairement étre conjugués, sinon ¢
n’est pas réelle et il ne s’agit pas d’une forme quadratique hermitienne...) La forme sesqui-
linéaire hermitienne associée ¢ est donnée par

o((z,w), (Z,w") =322 — 2iw 2" + 2izw — Sww'
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(seules les conjugués z et w doivent apparaitre pour qu’il s’agisse d’une forme sesquilinéaire,
et les coefficients doivent vérifier ¢;; = c¢;i). La matrice de ¢ dans la base canonique B

de C? est
3 21
Matg(p) = (—2@' _5) )

On cherche maintenant a décomposer ici ¢(z,w) en somme de carrés |¢;(z,w)|* de formes
linéaires. Lorsqu’on a un terme carré du type Z z, on regroupe tout les termes contenant la
variable z, soit ici (en remettant les conjugués en premier)

| 2

_ ._ — 21 21 4
322—22wz+222w:3<2+—w) <z+—w> — —wWw.

3 3 3
On obtient donc
21 21 19 19
q(z,w) =3 (z + —Zw> (z + —Zw> — —ww = 3|l (z,w)]* — = |[la(z,w)|?
3 3 3 3
avec
21
O(z,w) =2+ 3w l(z,w) = w.

Pour trouver une base orthogonale, on effectue le changement de coordonnées
T=z+ 2w z=2Z-2%2u
~ <~ ~
w=w w=w

X =IX — X = PX

olt L est la matrice de la famille de formes linéaires (¢, ¢5) et P = L~'. On trouve donc ici
une base (€1, €;) donnée par la matrice de passage

soit

21
—3]> e C?,
3

et les formes ¢ et ¢ s’expriment dans les nouvelles coordonnées par

s 19,
q(z,w) = 3[Z* — —|@f?

_ %
P:(é 13), soit  e; = (1,0) € C?, ’52:(—

go((z,w),(z/,w/)) = 3?};’— E&}VI7
3 0
Mat(a,ég)(@ = <0 _Q) .
3

On obtient ainsi une base orthogonale (€7,€3), et on voit que ¢ est de rang 2, de signa-
ture (1,1).

Cas général. Reprenons le cas général d'une forme quadratique hermitienne sur C”
gy, m) = ) T
1<j,k<n

On va montrer par récurrence sur n que g se décompose en une somme de carrés de modules
de formes linéaires complexes indépendantes

q:Zajij avec £; € (C")*, a; e R* et 0 <r < n.
j=1
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On suppose d’abord que ¢ comporte un “terme carré” non nul, par exemple c;; Z127. On
regroupe alors tous les termes contenant x; en factorisant le coefficient ¢;; # 0 (qui est réel).
On obtient
— Cl2_ Cin_ Co1_ Cnl_
C11 (:plxl + —T1To+ ...+ —T1Xy + —Tox1+ ...+ —T,71 ).
C11 €11 €11 C11

Compte tenu des relations de conjugaison ¢;; = c;i, ceci se factorise sous la forme

c c c c
011<I1+£I2+...+ﬂl’n> <I1+£$2—|—+ﬂl’n> —q/<.§L’2,...,.§L’n).
1 C11 1 C11
Si on introduit la forme linéaire
c c
Uz, ... ) :x1+2x2+...+ﬂxn,
C11 1
il vient
2
q(xy,...,x,) = cll}fl(xl, oo ,xn)} +q(zg,...,xp,)
ou q(xa,...,x,) est une forme quadratique hermitienne ne portant plus que sur n — 1 va-
riables. Par hypothese de récurrence ¢ = Y "_, a;|(;|* avec a; € R* et ({3, ..., (,) indépendantes
en les variables (z3, . .., x,). Ceci implique aussitot que ¢4, ..., ¢, € (C™)* sont indépendantes.

Dans le cas ou il n’y a pas de termes carrés non nuls, mais seulement des termes rectangles
non nuls, par exemple cj5 T129 + o1 Tox1, On regroupe tous les termes contenant x; ou o,
et on essaie de les factoriser en un produit ¢jo(xy +...)(x2 + ...) 4+ conjugué. Pour éviter
d’écrire 2 fois chaque terme et son conjugué, on se bornera par exemple a n’écrire que les
termes Z;x;, comportant Z; (conjugué) ou xs (non conjugué). Ceci donne

a1, .. 70)

_ C13_ Cin_ C32_ Cn2_ . ,
=cp|T1rs+ —T123+ ... + —T1x, + —T3xg + ... + —TpTa | + conjugué + [3 ... z,)
C12 C12 C12 C12

C23 Con C13 Cin . .
=cplri+ —x3+ ...+ —x, )22+ —23+ ...+ —x, ) + conjugué + [z3...1,]
Ca1 Ca1 C12 C12

ou [z3...x,| désigne des termes qui ne contiennent plus que les variables zs, ..., x, ou leurs
conjuguées. On trouve ainsi

q(ry,...,2,) =AB+BA+G(x3,...,7,)

avec
C23 Con C13 Cin
A=x1+ —=a3+ ...+ —x,, B=cplze+ —25+...+—2,]).
C21 C21 C12 C12

Pour mettre ¢ sous forme de somme ou différence de carrés, on écrit simplement

_ — 1, — — 1
AB+BA= 5((A+B)(A+B) —(A-B)(A- B)) = 5(\A+B\2 — |A—B\2).
Ceci fait apparaitre les deux formes linéaires indépendantes
C Con & Cin
O(zy,. .y my) :A+B:l’l+EIE3+...+i$n+012($2+£$3+...+Ll’n),
Co1 Co1 C12 C12

C23 Con C13 Cin
loy(z1,...,0p) =A—B=x1+ —x3+ ...+ —x, — 2|2+ —23+ ...+ —2x,
C21 C21 C12 C12

(A, B sont indépendantes du fait que ¢13 # 0, donc ¢4, £5 le sont aussi). On obtient alors
1 1 ~
q(z,...,x,) = élfl(xl, o ,xn)}Q — 5’&(:101, o ,xn)}Q +q(z3,..., 1),

et on poursuit le calcul avec ¢ qui comporte 2 variables de moins et qui, par hypothese
de récurrence, se décompose en somme ou différence de carrés g = Z;:?, a;j|¢;[* de formes
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linéaires indépendantes /3, ..., £, en les variables x3, ..., z,. Nous pouvons résumer les résul-
tats obtenus comme suit.

Théoreme 4.10. Soit E un espace vectoriel complere de dimension finie munie d’une
base (ey,...,e,). Toute forme quadratique hermitienne q sur E admet une décomposition
en somme de carrés

s
q:Zaij\Q avec l; € E*, a; e R* et 0 <r <n
j=1

ot (lq,...,4,) sont indépendantes. La forme polaire ¢ associée est la forme sesquilinéaire
hermitienne
ple,y) = Y ai (@) (y).
1<j<r
Si Uon compléte les {; en une base (¢1,...,¢,) de E* (par ezemple en introduisant les co-

ordonnées (;(x) = xy, qui n'ont pas été utilisées dans la méthode de Gauss), on obtient de

nouvelles coordonnées x; = (;(x), c’est-a-dire en écriture matricielle X=LX & X =PX

avec P = L™'. La matrice de passage P donne une base orthogonale (€1, . . .,¢,) dans laquelle
a; ... 0

Mate,, eo(@) = | : a avec ay,...,a, #0, a1 =...=a, =0, r=rang(q).
0 ... a,

Changement de base. Supposons que la forme sesquilinéaire hermitienne ¢ s’écrive
o(x,y) = X*CY dans une base B = (E1,...,e,).

Soit B = (€1, ..., €,) une nouvelle base, donnée par une matrice de passage P. Ona X = PX ,
Y = PY, dou X* = (X)*P* et

o(z,y) = (X)*P*CPY.
Ceci donne la formule N

C = Matg(yp) = P*C P.
Le Théoreme 4.10 peut alors se reformuler ainsi : pour toute matrice hermitienne C, il existe
une matrice de passage P telle que C' = P*C' P soit diagonale de coefficients a; ..., a, € R.

Le raisonnement conduisant a la preuve du théoreme d’inertie de Sylvester est inchangée par
rapport au cas réel (si ce n’est qu’on considere les dimensions sur C).

Théoréme 4.11 (Théoreme d’inertie de Sylvester, cas hermitien). Soit ¢ une forme qua-
dratique hermitienne de rang r sur un espace vectoriel complexe E de dimension n. Il existe
une décomposition en somme directe

E=F,®F_®Ker(q)

associée a toute base orthogonale (b, ...b,), ot F (resp. F_) est engendré par les vecteurs b;
tels que aj = q(b;) > 0 (resp. a; = q(b;) < 0), et ou Ker(q) est engendré par les vecteurs b;
tels que a; = q(b;) = 0. Les dimensions

ro = dimg Fl, r_ =dim¢ F_
sont indépendantes de la base orthogonale (by, ..., b,) choisie, et on a
ry +r_ =r =mn— dimc Ker(q).

On dit que le couple (ry,r_) est la signature de q.
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Définition 4.12. Si ¢ est une forme sesquilinéaire hermitienne sur £ et =, y des vecteurs
de E, on écrit x L, y (ou simplement = L y) si ¢(z,y) = 0.

On a bien z L y < y L z, du fait de la relation ¢(z,y) = ¢(y, ).

Théoreme 4.13. Pour tout sous-espace complexe F' de E, l’orthogonal
Fr={yeE;VzeF, o(x,y) =0}

de F' par rapport a une forme sesquilinéaire hermitienne ¢ est un sous-espace vectoriel
compleze de E. On a toujours F C (F+)*.

On définit ici encore
Ker(p) = B* = {y; Yz € B, p(z,y) = 0},
Ker(p) se calcule matriciellement en cherchant le noyau Ker(C) = {Y; CY = 0} de la
matrice C. L’ensemble des vecteurs isotropes de g(x) = p(z, x) est
Isotrope(q) = {z € E; q(z) = 0},

c’est ici un cone complexe, c’est-a-dire que x € Isotrope(q) implique Az € Isotrope(q) pour
tout scalaire complexe A. On a en général Ker(¢) C Isotrope(q), Iinclusion pouvant étre
stricte.

Exemple 4.14. Sur £ = C?, la forme quadratique hermitienne g(z1, z2) = |21|* — |22|* est
non dégénérée, sa forme polaire  admet pour matrice dans la base canonique B

1 0
C' = Matg(p) = (0 _1)
qui est une matrice inversible. On a donc
Ker(p) = {0} # Isotrope(q) = {(21,22) € C*; 21| = |22]}

Théoréme 4.15. Si ¢ est une forme sesquilinéaire non dégénérée (c’est-a-dire de noyau
Ker(y) = {0}) sur un espace vectoriel complexe E de dimension finie, alors
dimg F* = dim¢ E — dim¢ F et (FH)t=F
pour tout sous-espace complexe F' de . On a en particulier
E=F@F*
deés que F' N F+ = {0}, ce qui est toujours le cas si p est définie positive.

Théoréme 4.16 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Soit E un espace vectoriel complexe muni
d’une forme hermitienne @ de forme quadratique associée q semi-positive. Alors pour tous

r,y€e Eoona
(2, y)| < Nzl vl = valz) Valy).

De plus, si q est définie positive, [’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs x, y sont
C-linéairement dépendants.

Démonstration. On a déja observé que la forme quadratique hermitienne g est associée a
la forme R-bilinéaire symétrique ¢ (x,y) = Rep(z,y). Pour z,y € E (vu comme espace
vectoriel sur R), 'inégalité de Cauchy-Schwarz réelle implique donc

|Rep(x,y)| < vq(x) vValy).

Utilisons une écriture du nombre complexe z = ¢(z,y) en coordonnées polaires :

e(z,y)=re?,  r=lp(z,y)



43

Nous avons
_ i _ i0 _ i0
r=e p(z,y) = p(e’z,y) = Re (p(e”z,y))

puisque e~ = ¢ ot r € R, . On en déduit

lo(z, )| = | Re (¢(e’z,v))| < Vale?z) Valy) = Va(x) vValy)

Si g est définie positive, on sait d’apres le cas réel que 'égalité a lieu si et seulement si
e’z et y sont R-linéairement dépendants. Ceci entraine bien que z, y sont C-linéairement
dépendants. Réciproquement, si x, y sont C-linéairement dépendants, on a par exemple
y = Az avec A € C, et il vient

ple,y) = Ao(r,x) = Aq(x),  Vale) Valy) = MV a(z) vValz) = [ q(z).
Par conséquent on a bien |¢(x,y)| = \/q(x) \/q(y) dans ce cas. O

Corollaire 4.17. Si g est une forme quadratique hermitienne semi-positive, on a

Ker(q) = Isotrope(q),
et q est définie positive si et seulement si Ker(q) = 0.

Exemple 4.18. Soit F = C%[a, b], C) I'espace des fonctions continues [a,b] — C. Si w >0
est une fonction continue sur [a, b], la forme

b
oulf g) = / w(t) FD g(t) dt

est une forme sesquilinéaire hermitienne, de forme quadratique associée semi-positive

Glf) = / w(t) | F(OFdt > 0.

On en déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz

b L b b
/ w(t)f(t)g(t)dt's\/ / w(t) | f(6)2 di \/ / wit) |g(H)2 dt.

Observons que q,, est définie positive des que w > 0, ou méme des que w > 0 ne s’annule
qu’en des points isolés : I'intégrale d’une fonction continue > 0 non nulle est strictement
postive, donc ¢, (f) = 0 entraine w|f|*> = 0, et donc f(t) = 0 en tout point ¢ € [a,b] ou
w(t) # 0 ; mais si w ne s’annule qu’en des points isolés, ceci entraine f(¢) = 0 partout. Dans
ce cas, I'égalité a lieu dans (x) si et seulement si les fonctions f, g sont proportionnelles, i.e.
s'il existe A € C tel que g(t) = Af(t) pour tout ¢t € [a,b], ou f(t) = Ag(t) pour tout ¢ € [a, b].

(%)

Définition 4.19. On appelle espace hermitien un espace vectoriel complexe muni d’une
forme quadratique hermitienne q définie positive, et de sa forme sesquilinéaire hermitienne
associée . On la note en général (x,y) — (x,y) = p(z,y) et on appelle (x,y) le produit
scalaire complexe.

Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt et projections orthogonales. Si F’
est un sous-espace complexe de dimension finie d’un espace hermitien (F, ¢), le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt permet de déterminer une base orthonormée
(by,...,b,) de F a partir d’'une base quelconque (ay,...,a,) de ce sous-espace, en sorte
que

F; = Vect(ay,...,a;) = Vect(by,...,b;) pourtout j=1,...,p.
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On utilise les mémes formules que dans le cas réel : on calcule by = mal, puis de proche

en proche par récurrence sur j

j—1
~ 1 -
(%) ;= a; — Y (b, a;)bx = a; — 7p,_,(ay), (ex) by = T
k=1 J

De facon équivalente, on peut calculer directement les a; en prenant a; = a; et
j—1

(k) a; = a; — Z (@, 5) ay,.

2 (@, ar)

On a ici encore une décomposition en somme directe orthogonale
_ L
E=F®F-,

et les projections orthogonales n : E — F, mpy : E — F* (resp. les symétries orthogonales
op, op1 de E par rapport & F et F'1) se calculent par les formules

p p

ﬂp(x):Z(bj,x> b; € F, WFL(i’):[E—Z(bj,ZL'> b; € F*,
op(x) = 2np(z) —x = 2(2(@,@«) bj) —
opi(r) =2 —27mp(x) =2 — 2<Z<bj,x) bj) = —op(x).

Il faut juste prendre garde au fait de placer le vecteur x du bon coté des produits scalaires
complexes, pour tenir compte de la C-linéarité.

5. NORMES ET DISTANCES, METHODE DES MOINDRES CARRES

Soit (E,(, )) un espace euclidien ou hermitien, et ||z| = \/(x,z) la norme associée. Pour
tous x,y € E, nous avons

lz +yl* = (@ +y, 2 +y) = (@, 2) + (z,9) + (. 2) + (y,9),
et comme (y,x) = (z,y) on obtient la formule générale
(*) lz 4+ ylI* = ll2l* + 2 Re(z, y) + [ly*
(la partie réelle étant bien str sans effet dans le cas euclidien).

Théoréme 5.1 (Inégalité triangulaire). Pour tous x,y € E on a
[z +yll < llzll + lyll;
et l’égalité a lieu si et seulement si x,y sont R-colinéaires et de méme sens, c’est-a-dire s’il

eviste A € Ry tel que y = A\x ou x = \y.

Démonstration. On peut toujours se ramener au cas euclidien en remplacant au besoin le
produit scalaire hermitien complexe par le produit scalaire euclidien réel (x,y)r = Re(z,y).
Il suffit donc de raisonner dans le cas euclidien. L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique

(z,y) < [{z, 9)| < |lz]lllyll

et les égalités ont lieu si et seulement si x,y sont R-colinéaires et de méme sens. D’apres la
formule (x), on en déduit

lz+ylI* < llzl® + 20|z iyl + i,
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c’est-a-dire
lz+yl* < (=]l + llyl)*.

En prenant la racine carrée, on obtient le résultat voulu, et 1'égalité se produit si et seulement
si x,y sont R-colinéaires et de méme sens. U

Il est souvent utile également de savoir minorer la norme d’une somme de vecteurs :
Proposition 5.2. Pour tous x,y € F, on a

lz +yll = [llll = lyll]-

Démonstration. L’'inégalité triangulaire appliquée a ' = x + y et 4/ = —y donne

[zl = Itz +y) + (=y)ll < llz + yll + llyll,

donc ||z + y|| > ||z] — ||y||. En échangeant les roles de = et y on obtient de méme l'inégalité
|z + vl > |lyll = ||=||, ce qui démontre la proposition. On pourra vérifier ici que I’égalité se
produit si et seulement si x,y sont R-colinéaires et de sens contraires. 0

Une autre conséquence immédiate de la formule (x) est le “théoreme de Pythagore généralisé” :

Théoréme 5.3. Soit (E,(, )) un espace euclidien ou hermitien. Alors pour tous z,y € F,
on a

lz + 11 = ll=]I* + lly]* <= Re({z,y)) =0.

En particulier, si E est un espace euclidien on a

Iz +yll* = [l2lI* + lyll* <= = Ly.

Les deux propositions suivantes sont souvent tres utiles.

Proposition 5.4. Soit (E,(, )) un espace euclidien ou hermitien, et soient xq,..., x5 € E
une famille de vecteurs deuzx a deux orthogonauz. Alors on a

oy + o P =l + o ]
Démonstration. Supposons 1, ...,z; € E deux a deux orthogonaux. On a donc
(@i, ;) = 0 pour tout i # j.
Mais alors, on a

lzy+ ... Fap]|? = (x1+ ... F 2,2+ ) :Z@i,xj).

(¥

Mais puisque (z;,z;) = 0 pour tout i # j, on obtient

k k

oy + .+ | = Z(fb’iafﬁﬁ = Z (£

i=1 i=1
ce que 'on voulait démontrer. O
Proposition 5.5. Soit (E,( , )) un espace euclidien ou hermitien, et soient ay,...,a; € E
une famille de vecteurs non nuls deux a deuz orthogonauz. Alors (ay,. .., ax) est une famille

libre.
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Démonstration. Soient \q, ..., \; € K tels que
)\1(11 + ...+ )\kak = OE

Soit 1 <7 <k.Ona
<CL]', AMay+ ...+ )\kak> = <aj70E> = 07

k
Z >\i<(lj, ai> = 0
i=1
Puisque les a; sont deux a deux orthogonaux, cela s’écrit
)\j<aj, (Ij) =0.

Puisque par hypothese a; # 0, on a (a;, a;) > 0, et donc A\; = 0. Ceci achéve la démonstration.
O

et donc

Le théoreme suivant donne une caractérisation de la projection orthogonale comme solution
d’un probleme de minimisation, qui généralise une propriété bien connue de la projection
orthogonale d'un vecteur de R? ou R3.

Proposition 5.6. Soit (E,(, )) un espace euclidien ou hermitien, et soit F' un sous-espace
de E de dimension finie. Soit x € E. Alors la projection orthogonale v = wp(x) est 'unique
élément v € F vérifiant
|z — v|]| = min ||z — w||.
weF

Démonstration. Par définition de la projection orthogonale v = g (z), nous avons
r=v+(x—v), vEF rx—veEFt
Soit w € F. On peut écrire
r—w=(v—-w)+ (z—v), v—w€EF, v—veFt
et le théoreme de Pythagore donne
lz = wl* = llv — w|* + [|lz — v]|*.
Ceci implique bien ||z — w|| > ||z — v||, avec égalité si et seulement ||v — w|| = 0, c’est-a-dire

siw=w. ]

Ce résultat permet souvent de résoudre des problemes de minimisation — précisément ceux
qui mettent en jeu des formes quadratiques — c’est la méthode dite des “moindres carrés”.

Exemple 5.7. Considérons le probléeme suivant. On veut mesurer une donnée y (pH d’une
solution, température) en fonction d’un parametre = (concentration d’un ion, temps). Consi-
dérons les n points P, = (v1,y1),..., P, := (2n,y,) de R? représentant par exemple le
résultat de n expérimentations. Supposons que la théorie nous dise que y varie linéairement
en fonction de x. A cause des erreurs de manipulations ou de mesure, les n points Py, ..., P,
ne sont pas alignés.

Comment trouver la droite de meilleure approximation, c’est-a-dire la droite d’équation
y = ax + (3 telles que les points théoriques @ = (z1,az1 + f),...,Qn = (T,, ax, + F)
soient les plus proches possibles des points expérimentaux Py, ..., P,?

Plus précisément, comment choisir la droite y = ax + § telle que
d:=PQ}+...+PQ?

soit minimale ?
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On veut donc trouver «, 3 € R? tels que

di= (g1 — (a1 + B)) + ...+ (yo — (@, + B))°

soit minimale. Posons

L1 Y1 1
X=1:1, Y=|": et U=
On voit facilement que
y1 — (azy + )
Yn — (az, + )

et donc
d=|Y — (X + 6U)||2.

Posons F' = Vect(X,U). On veut donc minimiser ||[Y — V||, lorsque V' décrit F. D’apres les
propriétés vues ci-dessus, le minimum est obtenu pour la projection orthogonale V' = 7(Y").
Les coefficients « et 3 seront alors donnés par la relation

7TF<Y) =aX —|—ﬁU

Posons
_ 1t ...tz _ Y1t ...+t Yn
r=—"", y=—7""
n n
Appliquons l'algorithme de Gram-Schmidt a la base (a1, as) = (U, X) de F. On a by = ”—5”U
et
~ (U, X) _ 1 -
a2:a2—<b1,a2>b1:X— U:X—I‘U, b2:~—a2.
(U, U) a2 ]
Or ay = X — TU est le vecteur ayant pour composantes x; — T, et on a donc
UY as,Y) .
WF(Y) = <b1,Y>b1 + <b2,Y>b2 = < >U + <,(32 P >a2

<U> U> <a’27 a2>

Z(% —T)y;

= U+ 55— (X —7).

On remarque que
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Ainsi, la droite de meilleure approximation est donnée par y = ax + (3, soit encore
n

Z(xiyi —T7)

y =" (zx —T)+7.

> (ai—7)7

=1

Exemple 5.8. On cherche maintenant & approximer une fonction f : [a,b] — R par une
droite y = ax+ 3. Dans ce cas, la méthode précédente ne fonctionne plus telle quelle, puisque
I’on doit a priori considérer une infinité de points.

L’idée est de considérer un grand nombre de points sur le graphe de f, dont les abcisses sont
(b—a)i
—— et de

n
considérer la droite de meilleure approximation pour ces points. Bien siir, plus n est grand,
meilleure sera ’approximation. L’entier n étant fixé, on doit donc minimiser

d:= (f(1) = (azy + B)) + ...+ (f() — (awa + B))

Cecl revient aussi & minimiser

Sy = %Z(f(xz) — (ax; + B))?, avec 7; = a + M.

i=1

régulierement espacés P = (z1, f(x1)),..., Py = (xn, f(z,)), avec z; = a +

n

D’apres la théorie de l'intégrale de Riemann, la somme S,, converge vers

[ @)= @z + gy,

En particulier, S, est tres proche de cette intégrale lorsque n est suffisamment grand. Il est
alors naturel de définir la droite de meilleure approximation y = ax + [ comme celle qui
minimise I'intégrale ci-dessus. Ce genre d’intégrale s’interprete souvent comme 1’énergie d’un
systeme. Ainsi, le probléme de minimisation précédent revient a demander a minimiser cette
énergie.

Considérons par exemple le probleme de minimisation suivant : trouver «, 3 € R tel que
I'intégrale

/2 (COSZL‘ -« —Bx)Qd:E
0

soit minimale. Pour cela, on introduit 'espace vectoriel E des fonctions continues f : [0, 2] — R,
et la forme

(, )i ExE—=R, (f,g)H/OEf(x)g(x)dx.

On sait que (, ) est un produit scalaire euclidien sur E. Considérons le sous-espace F' de E
engendré par les fonctions z +— 1 et x — x, c’est-a-dire

F={x— a+pz; o,p €R}.

Le probleme de minimisation se reformule alors ainsi : trouver v € F' tel que || cos —v|| soit
minimal. D’apres la Proposition 5.6, cela revient a dire que v = mp(x +— cosx). On cherche
donc a calculer la projection orthogonale de x — cosx sur F.

Appliquons le procédé de Gram-Schmidt a la base a; = (x +— 1), a3 = (z — z) de F. On a

2 2 2 2 72
HCL1H2 = g by = \/;al = (55 = \/;)7 <b17a2>b1 = ;(CL1,CL2>CL1 = ;%al = gal
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et
T T 2 /m\3 1
~: —b’ b: _ — : — - —, ~2:—<—>’ :~—~.
a2 a2 < 1 a2) 1 a2 4CL1 X X 1 HCL2H 3\ 2 ||a2||a2
On obtient en définitive
v = mp(cos) = (by, cos)by + (b, cos)by = Mal (a2, o) Qs.

las |

Un calcul explicite donne

w/2
(ai,cos) =1, (a9, cos) = / (x —7m/4)cosxdr = Z -1,
0

d’ou 5 96
T T
=24 (5 -1) (e - T) = 1158469 - 0664439 .
v(x) i < 1 z=7 9 9z
Exemple 5.9. Dans une situation plus générale, on cherche a approximer une fonction
f : [a,b] — R par une fonction v appartenant a un sous-espace vectoriel F' = Vect(ay, ..., a,)

de C°([a, b], R), de fagon a ce que l'intégrale

b
/ (f(2) - v(x))da

soit minimale lorsque v décrit F'. Comme précédemment, le calcul consiste a utiliser la
méthode de Gram-Schmidt pour trouver une base orthogonale (ay,...,a,) (resp. une base
orthonormée (by,...,b,)) de F, et on prend

v=me(f) = 3 i =y el

i=1 = (i, @) )

6. ENDOMORPHISMES SYMETRIQUES, ANTI—SYMETRIQUES, ORTHOGONAUX ET UNITAIRES

On suppose ici que E est un espace vectoriel euclidien (K = R) ou hermitien (K = C) de
dimension finie n = dimg F, et on note (z,y) — (z,y) le produit scalaire de E. Fixons
une base orthonormée (eq,...,e,). Si X = (z;) et Y = (y;) sont les matrices colonnes des
vecteurs x,y € E dans la base (e;), on peut écrire

(x,y) = ijyj = XY
j=1

(la conjugaison étant sans effet si K = R, dans ce cas M* = M" pour toute matrice réelle).

Théoréme 6.1. Soit u € Lx(E, F) = Endg(E) un endomorphisme de matrice A dans la
base orthonormée (ey, ..., e,). Alors, il existe un endomorphisme u* € Lx(FE, E) unique tel
que

Ve,y € B, (u(z),y) = (z,u(y)).

De plus, on a

Mat(e].)(u*) = A* = (Mat(e].)(u)) .
On appelle u* 'endomorphisme adjoint de u.

Démonstration. Le vecteur u(y) admet pour matrice AY, on a donc
(x,u(y)) = X" (AY) = (XTA)Y = (A" X)"Y.

Si 'on définit u* comme étant ’endomorphisme de matrice A*, on a donc bien la relation
voulue (u*(z),y) = (z,u(y)). Il n’y a pas d’autre choix possible, car si B est la matrice
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de u*, la relation (u*(x),y) = (x,u(y)) se traduit par (BX)"Y = X*(AY), c’est-a-dire
X*(B*— A)Y = 0 pour toutes matrices colonnes X, Y. Ceci entraine B* — A = 0 lorsqu’on
considere tous les couples (z,y) = (e;, ex) de vecteurs de base, donc B = A*. O

La définition de I'adjoint implique aussitot que (u*)* = u. On prendra garde au fait que
I'adjonction est anti-linéaire : (AMuq + Aguz)* = A\ uj + Ay uj lorsque Aj, Ay € C.
Définition 6.2. On dit que

o u est un endomorphisme symétrique (K = R), resp. hermitien (K = C), si u* = u.

e u est un endomorphisme anti-symétrique, resp. anti-hermitien, si u* = —u.

On utilise aussi indifféremment la terminologie “endomorphisme symétrique” ou “endomor-
phisme anti-symétrique” dans le cas complexe.

Exemple 6.3. Soit F' un sous-espace vectoriel de E, et mp : E — F' la projection orthogonale
sur F. Si on utilise la décomposition en somme directe

E=FgoFt v=a+a", y=y+y, 2yeF 2"y ert
nous obtenons
(z,y) = (', ¢) + (",y").
Comme 7p(z) = 2’ et mp(y) =y, ceci donne en particulier
(@, mp(y)) = (@' + 2" o) = (@', y) = &y +9") = (zp(2),)

et on voit donc que mp = 7} est un endomorphisme symétrique. La symétrie orthogonale op
est donnée par op = 2mr — Idg, et comme (Idg)* = Idg, on voit que o = o} est aussi un
endomorphisme symétrique.

Le théoreme suivant relie les caractéristiques géométriques d’un endomorphisme w et celles
de son adjoint u*.

Théoréme 6.4. Soit u € Lx(FE, E) un endomorphisme d’un espace vectoriel E euclidien ou
hermitien de dimension finie. Alors

o Ker(u*) = (Im(u))L;
o Im(u*) = (Ker(u))L;
e 5i S est un sous-espace de E stable par u, i.e. u(S) C S, alors son orthogonal S* est stable

par u*, i.e. u*(St) C S*.

Démonstration. Soit x €. On a x € Ker(u*) si et seulement si u*(xz) = 0, ce qui équivaut
a (u*(x),y) = 0 pour tout y € E du fait que le produit scalaire est supposé non dégénéré.
Comme (u*(x),y) = (z,u(y)), ce terme s’annule pour tout y si et seulement x est orthogonal
a Im(u) soit € (Im(u))*. Ceci démontre la premiere égalité. En remplacant u par u* dans
celle-ci, on obtient Ker(u) = Ker(u**) = (Imu*)*, donc en passant aux orthogonaux

(Ker(u))™ = ((Im(u))*) " = Im(u”)

et la deuxieme égalité s’ensuit. Supposons maintenant que u(S) C S et soit x € S*. Alors
pour tout y € S on a u(y) € S, donc

(u*(2),y) = (z,uly)) =0
puisque x € S+. Ceci montre bien que u*(x) € S+, donc u*(S+) C S+. O
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Comme exemple, on va considérer le cas des projections et symétries obliques, relatives a
une décomposition en somme directe £ = F' @ F”, avec F' et F" non (nécessairement)
orthogonaux. Pour x € E/; on note

/ 1 / / I ! / / I
r=24+2", 2 eF, 2" eF" wpp(xr)=2, opp =1 —2a",

ou g pr est la projection sur F” parallelement a F”, et o pr = 2mps pr —Id g la symétrie par
rapport a F’ parallelement a F”. Rappelons la caractérisation des projections et symétries.

Théoréme 6.5. Soient p,s € Lx(E, E) des endomorphismes d’un espace vectoriel E de
dimension finie. Alors

e p est une projection si et seulement si pop = p. Dans ce cas, p est la projection sur
F' =1m(p) parallélement a F" = Ker(p). De plus

F'=TIm(p) =Ker(p —Idg) = {z € E; p(x) = z}.

e s est une symétrie si et seulement si sos =1dg (i.e. s est une “involution”). Dans ce cas,
s est la symétrie par rapport a F' = Ker(s—Idg) = {z € E; s(z) = x} (vecteurs invariants),
parallélement a F" = Ker(s + Idg) = {x € F; s(x) = —z}.

Démonstration. La projection p = mpr pr et la symétrie s = opr pr vérifient bien les propriétés
énoncées. Réciproquement, supposons p o p = p et soient F' = Im(p), F” = Ker(p). Alors
pour tout x € E on peut écrire

r=2a 42" ¥ =p(zx), 2" =x—px).
Nous avons p(z') = pop(z) = p(x) = 2/, tandis que p(z”) = p(x) —pop(xz) = 0. Ceci montre
bien que ' € F' = Im(p) et 2" € F” = Ker(p). Vérifions maintenant que F' N F” = {0} :
soit = p(v) € F' = Im(p). Si x € F" = Ker(p), alors x = p(v) = pop(v) = p(z)
donc z = 0. Enfin, on a bien Im(p) C Ker(p — Idg) du fait que (p—Idg)op=pop—p
et inversement il est évident que

Ker(p—Idg) ={z € E; p(x) =z} C Im(p).

Les propriétés relatives a s se démontrent en posant s = 2p — Idg, ce qui équivaut a prendre
p= %(s + Idg). La propriété d’involution s o s = Idg implique

0,
0,

1 1
pop= Z(Sos+2$+1d]g) = 5(8+IdE) =p
et on voit que F” = Ker(p) = Ker(s + Idg), F' = Ker(p — Idg) = Ker(s — Idg). O

Exemple 6.6. Considérons une projection oblique p = mps pr. Alors p o p = p implique
p*op* = p*, ce qui montre que p* est encore une projection. Or Ker(p*) = (Im(p))* = (F')*
et Im(p*) = (ker(p))* = (F”)*. Ceci implique p* = m(pnys (pryo, autremennt dit on a la
formule

(ﬂ-F’,F”)* = W(F//)L7(F/)L.
La relation s = 2p — Idg donne de méme la relation entre les symétries obliques :

(O'F/,F//)* = O-(F”)i7(F/)L-
Corollaire 6.7. Un endomorphisme p € Lx(FE,FE) est une projection orthogonale si et
seulement si pop = p et p* = p. Un endomorphisme s € Lxg(E,E) est une symétrie

orthogonale si et seulement si sos = Idg et s* = s, autrement dit le caractéere orthogonal de
ces endomorphismes est caractérisé par la condition de symétrie u* = u.

Démonstration. On sait que la condition p o p = p implique 'existence d’une somme directe
E = F' @ F" telle que p = mpr pr. Comme p* = mpny1 g1, la condition p* = p équivaut a
prendre F” = (F')*. Méme raisonnement pour s. O
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Endomorphismes orthogonaux et unitaires.

Théoréme 6.8. Soit u € Lx(F, E) un endomorphisme d’un espace euclidien ou hermitien
E de dimension finie sur K =R ou C. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) u préserve la norme : Vx € E, ||u(x)| = ||z ;

2) u préserve le produit scalaire : Vx, y € E, (u(z),u(y)) = (z,y) ;

(1)

(2)

(3) u est inversible et u* = u™! <= wou* =u*ou=1Idg;

(4) il existe une base orthonormée (b;)1<j<n telle que l'image (u(b;)) soit orthonormée ;
(

5) pour toute base orthonormée (b;)i1<j<n, l'image (u(b;)) est une base orthonormée.

On dit alors que u est un endomorphisme orthogonal (K = R), resp. un endomorphisme
unitaire (K = C) ; dans les deux cas, on dit aussi que u est une isométrie.

Démonstration. 11 est clair que (2) = (1) en prenant x = y. L’implication (1) = (2) résulte
de la formule de polarisation. Par exemple dans le cas réel, I'invariance de la norme implique

(u(z), uly)) = i(IIU(ﬂf) +u@))? = lluz) —uy)l?) = i(HU(af +y)I* = llulz - y)IIP)

1
= 7l +ul* = llz = yI*) = (z,9).
Remarquons maintenant que si 'on remplace z par u(x) dans la formule d’adjonction
(u*(@),y) = (x,u(y)) il vient
(u ou(x),y) = (u(x), u(y)).

On en déduit

(u(x), u(y)) — (z,y) = (u" ou(z) —z,y) = (v cu —1dg)(z),y).
Cette expression est nulle pour tous z,y € E si et seulement si u* ou — Idg = 0, ¢’est-a-dire
u* ou = Idg. Mais comme E est de dimension finie, ceci équivaut a dire que u est inversible
(det(u) # 0) et u=! = u*. On voit ainsi que (2) et (3) sont équivalents.

Montrons maintenant que (2) = (5) : on observe simplement que l'invariance du produit
scalaire implique
(u(by), ulby)) = (bj, br) = 05 (=1 sij=k, =0sij#k)

L’implication (5) = (4) est évidente (on utilise tout de méme l'existence de bases ortho-
normées pour tout produit scalaire positif non dégénéré !) Pour boucler la boucle, il reste
a voir par exemple que (4) = (1). Or si x = Y3, ;b;, nous avons [|z||* = >, . |;]?
puisque la base (b;) est orthonormée, et I'égalité u(z) = >, ., zju(b;) implique de méme
Ju(@)|I* = 321< <, 7;|* si la base (u(b;)) est orthonormée. Si (4) est vérifié, on voit donc
que u préserve la norme (propriété (1)). O

Corollaire 6.9. Soit (e1,...,e,) une base orthonormée de E et A = Mat(.,)(u) la matrice
d’un endomorphisme u € Lx(E, E). Alors u est orthogonal, resp. unitaire, si et seulement
si la matrice A = (a;i,) vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

(1) A est inversible et A* = A~ <= AA* = A*A = I,, (malrice unité n x n) ;

(2) les vecteurs colonnes Cy, = (aji)1<j<n forment une base orthonormée de K™ pour le pro-
duit scalaire usuel.

(3) les vecteurs lignes L; = (aji)1<k<n forment une base orthonormée de K" pour le pro-
duit scalaire usuel.

Une telle matrice A est appelée matrice orthogonale (cas réel), resp. unitaire (cas complexe).
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Démonstration. On raisonne dans le cas des matrices complexes, qui contient le cas réel.
L’équivalence de (1) et (2) résulte de I’équivalence de (3), (4) et (5) du théoreme précédent.
Maintenant, si A est unitaire, alors B = A* l'est aussi (et réciproquement) :

B—l — (A—l)t — (A*)t — (E)t — (At)* — B*.
Comme les lignes de A sont les colonnes de B, on voit que (2) et (3) sont équivalents. On
peut voir aussi que A est unitaire si et seulement si A est unitaire. U

Théoremes spectraux. En dimension finie, le spectre d’un endomorphisme est par définition
I’ensemble de ses valeurs propres. La théorie spectrale est I’étude des valeurs propres et vec-
teurs propres des endomorphismes (éventuellement généralisée & la dimension infinie, afin
de prendre en compte des opérateurs tels que l'opérateur de Schrodinger de la mécanique
quantique...). Mais il faut bien commencer par le début, et nous allons ici nous conten-
ter de la théorie spectrale des endomorphismes symétriques, anti-symétriques, unitaires et
orthogonaux en dimension finie.

Théoréme 6.10 (théoreme spectral, cas complexe). Soit E un espace hermitien de dimen-
sion finie n = dime E, et soit u € Lo(E,E).

(1) L’endomorphisme u est hermitien (u*=u) si et seulement u posséde une base orthonormée
(bj)1<j<n de vecteurs propres associés a des valeurs propres réelles \;, i.e. u(b;) = A\;b;,
Aj € R. On a alors

Ao 0
Mat(bj)(u) = )\j s )‘j € R.
0 ... A\

(2) L’endomorphisme u est unitaire (u* = u™') si et seulement u posséde une base ortho-
normée (b;)1<j<, de vecteurs propres associés a des valeurs propres A\; de module 1, i.e.
u(b;) = A\jb;, A\; € C, |\j| = 1. On a alors

Ao 0
Mat(bj)(u) = )\j 5 )\j S (C, |)\]| =1.
0 ... A\

(3) Dans les deux cas (1) et (2), les sous-espaces propres S, S’ associés a des valeurs propres
A, X distinctes sont orthogonauz entre eu.

Démonstration. Pour (1) et (2), on raisonne par récurrence sur n = dim¢ £. Sin = 1 la
matrice A de u est déja diagonale, A = () (et tout vecteur non nul est vecteur propre de

valeur propre A !). Nous avons A* = (), donc A* = A équivaut a A € R, et la condition
A*A = (1) équivaut & A\ = [A\|? = 1. Les résultats annoncés sont évidents si n = 1.

Supposons maintenant le théoreme démontré en dimension n — 1. Comme on est sur C, il
existe une valeur propre A € C (n’importe quelle racine du polynéme caractéristique) et
un vecteur propre v € E associé, soit v # 0 tel que u(v) = M. Si u* = u, nous avons
(u(v),v) = (v,u(v)), ce qui implique
M, v) = (v, W) = AP=Av|]? = A=) = XeER.
Si u est unitaire, nous avons ||u(v)|| = ||v||, donc
Aol = [[oll = Aol = llv]l = [A[=1.

On voit donc que les valeurs propres sont réelles dans le cas u hermitien, et qu’elles sont
de module 1 dans le cas u unitaire. Choisissons une telle valeur propre A = A, un vecteur
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propre associé b, = v de norme 1, et soit D = Cb; la droite engendrée par ce vecteur

[[ll
propre.

Cette droite est stable : u(D) C D. On sait alors que 'hyperplan orthogonal H = D+ est
stable par u*. Dans le cas u hermitien, nous obtenons w(H) C H, tandis que dans le cas
v unitaire nous trouvons u~!(H) C H. Cette derniere inclusion est une égalité car u=' est
bijective et donc dimu™'(H) = dim H = n— 1 ; par conséquent u(H) = u(u"'(H)) = H, de
sorte que H est stable dans tous les cas. La restriction uy est alors un endomorphisme de H.
Si w est hermitien (resp. unitaire), il est évident de vérifier que u g est encore hermitien (resp.
unitaire). D’apres ’hypothese de récurrence, 'hyperplan H, qui est de dimension n—1, admet

une base orthonormée (by, ..., b,) de vecteurs propres pour uz, avec u(b;) = uj(b;) = A;b;
pour j =2,...,net \; € R (resp. \; € C, |A\;| =1). Comme E = Cb; & H, on obtient ainsi
une base orthonormée (by,...,b,) de E formée de vecteurs propres de u, et le théoreme est

démontré par récurrence sur n, puisque les conditions énoncées en (1) et (2) sont trivialement
suffisantes.

(3) Supposons u(x) = Az et u(y) = Ny avec x,y # 0 et avec des valeurs propres A # \.
Alors si u* = u, la relation (u(x),y) = (x,u(y)) implique

(Az,y) = (2, Ny) = (A= X)(z,9) = 0= (A = X)(z,9) = 0= (2,9) = 0
(on notera que X est réel dans ce cas). Lorsque u est unitaire, la relation (u(x), u(y)) = (z,y)
implique

(du fait que |A\|*> = 1 ici). Dans les deux cas, on voit que les espaces propres S, S’ associés &
A et X sont orthogonaux. O

Remarque 6.11. Un endomorphisme wu est anti-hermitien si et seulement si ¢u est hermitien.
On déduit alors du théoreme précédent que u est anti-hermitien si et seulement si v admet
une base orthonormée (b;) de vecteurs propres correspondant a des valeurs propres A; € iR
purement imaginaires.

Nous allons maintenant étudier les analogues de ces résultats lorsque K = R. Le cas
symétrique réel est sans changement par rapport au cas hermitien.

Théoréme 6.12 (théoreme spectral, cas symétrique réel). Un endomorphismeu € Lx(E, E)
d’un espace euclidien E de dimension finie n est symétrique si et seulement si u admet

une base orthonormée de vecteurs propres (by,...,b,) correspondant & des valeurs propres
A1, ..., Ay réelles. De plus, les espaces propres associés a des valeurs propres distinctes sont
orthogonau.

Démonstration. Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E et A la matrice symétrique

réelle n x n qui représente v dans la base (e;). Comme R C C, on peut aussi considérer A
comme une matrice hermitienne n x n. On sait d’apres ce qui précede que toutes les valeurs
propres sont réelles. Il existe donc des vecteurs propres réels, et on peut faire un raisonnement
par récurrence sur la dimension, exactement comme dans le cas hermitien. O

Corollaire 6.13 (interprétation matricielle). Si A est une matrice symétrique n x n réelle,
il exziste une matrice de passage P orthogonale réelle telle que P~'AP = P*AP = D, ot D
est la matrice diagonale ayant les valeurs propres \; € R de A comme coefficients diagonauz.
Un résultat analogue est vrai pour une matrice A complexe hermitienne, avec cette fois une
matrice de passage P unitaire.
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Remarque 6.14. Pour diagonaliser une forme quadratique réelle ¢, il suffit donc de diago-
naliser la matrice symétrique A qui la représente en cherchant les valeurs propres et les
vecteurs propres. On fera attention au fait que si des vecteurs propres correspondant a
des valeurs propres différentes sont bien orthogonaux, en revanche des vecteurs propres
correspondant a une valeur propre multiple ne sont pas automatiquement orthogonaux ; si
cette derniere situation se produit, il faut rendre ces vecteurs orthogonaux par le procédé de
Gram-Schmidt pour obtenir une base orthonormée...

Ce calcul est en général beaucoup plus compliqué que la méthode de Gauss (bien sur, il peut
toujours se produire des miracles, mais en pratique ceux-ci ne sont fréquents que dans les
énoncés d’exercices et de problemes de L2 !) On notera que la méthode de Gauss, quant a
elle, ne fournit pas a priori une matrice de passage P orthonormée ; si K = Q, elle produit
une matrice de passage P dans Q, alors que la recherche des valeurs propres conduit en
général (de nouveau, sauf miracle !) a des racines irrationnelles du polynéme caractéristique.

Exemple 6.15. Considérons la forme quadratique ¢(x,y) = 32? — 2xy + 5y* sur R?. Sa
matrice dans la base canonique de R? est

3 -1
(57
Le polynome caractéristique est donné par

P()\) = det (3__1A 5__‘&) =B-Nb6-N)—-1=X-8\+14

dont les racines sont A\; = 4 + /2, Ay = 4 — /2. Un calcul de Ker(A — AI), A = A\ ou A,

montre que les vecteurs propres correspondants sont

“1:<—1i\/§)’ ”2:(—1i\/§)'

Cette base (v1,v2) est nécessairement orthogonale (ceci résulte du fait que les valeurs propres
sont distinctes, les sous-espaces propres étant alors orthogonaux), il suffit de diviser par les
normes pour obtenir une base orthonormée de vecteurs propres :

blzﬁm(—liﬂ)’ b?iﬁ(—liﬂ)'

Dans cette base, la matrice de ¢ devient

4+v2 0
Mat(bl,b2)<q> = < O 4 _ \/5) N
142

La méthode de Gauss donne quant a elle ¢(z,y) = 3(x — éy)2 + 5y, soit un changement
de coordonnées ¥ = x — %y, y=y=>x=71+ %g, et donc une matrice de passage (non

orthogonale)
y_ (1 3
P=(o ]
vers une base (€], €,) dans laquelle

3 0
Mat(e; o) () = <0 g)-
3

Théoréme 6.16. Si q, ¢’ sont deux formes quadratiques sur un espace vectoriel E de di-
mension finie, avec q définie positive, alors il existe une base orthonormée (by, ..., b,) qui
est orthonormée pour q et orthogonale pour ¢ .
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Démonstration. C’est juste une reformulation du théoreme spectral dans le cas symétrique.
On utilise ¢ pour définir une structure d’espace euclidien sur E. Soit (eq,...,e,) une base
orthonormée pour ¢, et A la matrice de ¢’ dans cette base. Il existe alors un matrice de
passage P orthogonale (resp. unitaire) qui diagonalise la matrice A de ¢’. Ceci fournit une
base orthonormée (by, ..., b,) pour ¢ qui est orthogonale pour ¢ O

Théoréme 6.17 (théoreme spectral, cas orthogonal). Un endomorphisme v € Lgx(E, E)
d’un espace euclidien E de dimension finie n est orthogonal si et seulement si l’espace E
admet une décomposition en somme directe orthogonale

E=1L1®o..elli;®dD;®...® D,

Jormée de plans Il; et de droites D; stables par u, de sorte que ujn; soit une rotation d’angle 0;
et up, = £1Idp,. Choisissons une base orthonormée (a;,b;) de II; et un vecteur directeur

unitaire v; de Dj. Alors B = (ay1,b1, ..., as,bs,v1,...,v;) est une base orthonormée de E, et
dans cette base la matrice de u est donnée par
cosf)y —sin6; 0 0 0 ... 0
sinf#)y cosf; O 0 o 0 ... 0
Z:Matg(u) — 0 0 costly —sinf, 0 ... 0| A= +1.
0 0 ... sinfy cosf, 0O ... O
0 0 .0 0 A ... O
0 0 .0 0 0 ... N\
Autrement dit, si (eq,...,e,) est une base orthonormée donnée d’avance et A = Matc;)(u)

la matrice orthogonale représentant u, il existe une matrice de passage P (orthogonale) vers
une nouwvelle base orthonormée, de sorte que A = P~YAP = P'AP soit de la forme ci-dessus.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur la dimension. Sin = 1, le résultat est évident,
les seuls endomorphismes d’un espace E de dimension 1 sont les homothéties de rapport
A € R, et il s’agit d’'un endomorphisme orthogonal si A = 41, d’'ou v = £ 1dg.

Sin = 2, soit (e, e2) une base orthonormée de E et A la matrice de u dans cette base.
Alors (u(eg), u(es)) est une base orthonormée et on peut écrire u(e;) = cos ey + sin ey pour
un certain angle § € R (qu’on peut choisir sans [0, 27[ si on veut). Le vecteur u(ey) étant
orthogonal a u(e;) et de norme 1, nous avons seulement deux possibilités, a savoir

u(eg) = —sinfe; +cosfey ou wu(ey) =sinfe; — cosbey,

A cosf) —sind o A— cosf  sinf
~ \sinf  cosé ~ \sinf —cosf)"
Dans le premier cas, il s’agit d’une rotation d’angle ¢ (les valeurs propres de A sont les
nombres complexes conjugués A = ¢, \ = ¢7%), dans le deuxiéme on vérifie facilement que

N _ [cosf/2 —sinB/2 , (1 0
A=PTAP, P_(sin9/2 cosf/2 )’ A= 0 —1)”

ce qui donne

il s’agit d’une symétrie orthogonale par rapport a la droite vectorielle Dg/, d’angle polaire
6/2, dont les valeurs propres sont +1 et —1. Dans les deux cas on se ramene a une base dans
laquelle u a une matrice A = A (resp. A = A’) du type voulu.
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Supposons maintenant que le résultat soit connu en dimension < n — 1, avec n > 3. On sait
d’apres le Théoreme 1.17 que u possede un sous-espace stable S de dimension 1 ou 2 (une
droite ou un plan). On a une décomposition orthogonale E = S & St et on sait que S*
est stable par u, de sorte que la restriction ug. est encore un endomorphisme orthogonal.
On obtient alors I'existence d’une décomposition orthogonale de S+ vérifiant les conclusions
du théoreme par I’hypothese de récurrence, tandis que sur S on applique les observations
déja faites en dimension 1 et 2. O

Corollaire 6.18. Siu € Lg(F, E) est un endomorphisme orthogonal, alors
det(u) = Ay ...\ = £1.

Définition 6.19. Si u € Lg(E, E) est un endomorphisme orthogonal, on dit que u est
une rotation (ou endomorphisme orthogonal positif) si det(u) = +1 et un anti-déplacement
(ou endomorphisme orthogonal négatif) si det(u) = —1. On note O(E) (resp. OT(E), O~ (E))
lensemble des endomorphismes orthogonauz (resp. orthogonauz positifs, négatifs).

Remarque 6.20. Les matrices

10 -1 0
0 1) resp. 0 —1)°

sont des rotation planes d’angle § = 0, resp. § = 7, donc on peut toujours ne faire apparaitre
qu’au plus une fois les valeurs propres \; = 1 et \; = —1 (de sorte qu’il y a au plus
deux droites dans la décomposition en somme directe orthogonale). Si dimg £ = 3, il existe
toujours une décomposition orthogonale £ = II @ D et une base orthonormée B = (a, b, v)
ott (a,b) une base orthonormée de II et v un vecteur directeur de D = I+ dans laquelle

cosf) —sinf 0 cosf) —sinf 0
Matpg(u) = | sinf cosf 0 ou Matg(u)= [ sind cosf 0
0 0 1 0 0 —1

suivant que u € O1(F) ou u € O~ (F). Dans le premier cas u est une rotation d’axe D et
d’angle 6, dans le second cas u est la composée de cette rotation avec la symétrie orthogonale
(x,y,z) — (z,y, —z) par rapport au plan z = 0. On observera que 1’angle 6 n’est défini qu’au
signe pres (un changement d’orientation de la base (a,b) de Il change 6 en —f). Chaque plan
IT; ot u est une rotation d’angle 6; correspond a des valeurs propres complexes conjuguées
N = €% \; = e "% de la matrice de u.

Remarque 6.21. En Physique, le mouvement d'un solide est caractérisé par la variation
dans le temps d’un repeére orthonormé (My(t); B(t)), en considérant le déplacement d'un
point fixé M, du solide et la variation d’un systeme d’axes orthonormé associé au solide.
On s’intéresse ici seulement a la variation de la base B(t) en fonction du temps.

Choisissons (e;) = B(0) comme base de référence. Alors B(t) est donnée par une matrice de
passage orthogonale P(t) telle que P(0) = [, (matrice unité n x n); le fait que la matrice
soit orthogonale résulte de I’hypothese qu’il s’agit d'un solide : les distance mutuelles de ses
points ne changent pas, donc la transformation doit préserver la norme des vecteurs.

Maintenant, pour des raisons dues a la Physique, I'application matricielle ¢t — P(t) doit étre
continue (et méme en général différentiable, la vitesse de déplacement ne peut étre infinie...).
Ceci entraine que t — det(P(t)) est continue. Comme det(P(t)) = £1 et qu’il ne peut y avoir
de saut, et on a donc det(P(t)) = +1 pour tout temps ¢, puisque det(P(0)) = det(I,) = 1.
Ceci entraine qu'un mouvement de solides ne peut se faire que par rotations (et ne peut
jamais conduire a un endomorphisme orthogonal négatif).
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Réciproquement, toute matrice de rotation A peut s’obtenir par un mouvement continu
t — P(t) sur un intervalle de temps unité [0, 1], c’est-a-dire tel que P(0) = I,, et P(1) = A (et
ceci en dimension n quelconque, & supposer que notre espace ne soit pas de dimension 3. . .).
Pour le voir, on écrit A = Q7' (Ry,._g..m)Q ol Q est orthogonale et olt (Rg,. g..m) est la
matrice formée de s blocs de rotations planes d’angles 61, ..., 60, et de m valeurs propres +1
(les valeurs propres —1 sont en nombre pair, on peut les regrouper en rotations planes
d’angle 6; = 7). On pose alors

P(t) = Q " (Rupy....100m) @,

ceci donne un mouvement continu (et méme indéfiniment différentiable) pour ¢ € [0, 1], tel

que P(0) =Q'1,Q =1, et P(1) = A.

Théoréme 6.22 (théoreme spectral, cas anti-symétrique). Un endomorphismeu € Lr(E, E)
d’un espace euclidien E de dimension finie n est anti-symétrique si et seulement si [’espace
E admet une décomposition en somme directe orthogonale

E=1L1o..0ll;o K

formée de plans I1; stables par w et du noyau K = Ker(u). Choisissons une base orthonormée
(a;,b;) dell; et une base orthonormée (vy, ..., v;) de K. Alors B = (a1, b1, ..., as,bs,v1,...,0t)
est une base orthonormée de E, et quitte a changer b; en —b;, la matrice de u se met sous
la forme

0O - 0 0 ... 0 ... 0
a; 0 o 0 ... 0 ...0
A= Matg(u)=10 0 ... 0 —ay 0 ... Of  «a;>0, r=rang(u)=2s.
0 0O ... as 0 0 ... 0
0 O 0 0 0 0
0 0O ... 0 0O 0 ... 0
Autrement dit, si (e1,...,e,) est une base orthonormée donnée d’avance et A = Mat,)(u)

la matrice anti-symétrique représentant u, il existe une matrice de passage P (orthogonale)
vers une nouvelle base orthonormée, de sorte que A= P~'AP = P'AP soit de la forme
ci-dessus.

Démonstration. Le sous-espace K = Keru étant stable, son orthogonal K+ est stable par
u* = —u, donc également par u. La restriction u g1 est encore anti-symétrique, on sait que
sa matrice n’admet que des valeurs propres purement imaginaires \; = i, a; € R, a; # 0
(on ne peut avoir A\; = 0, sinon on obtiendrait un vecteur non nul du noyau dans K+, ce qui
est impossible puisque K N K+ = {0}). Si K = E, on a u = 0 et il n’y a rien a faire. Sinon,
prenons par exemple la valeur propre A\; = iaq, on obtient un plan stable II; dans lequel
la matrice associée est antisymétrique. Ayant choisi une base orthonormée (ay,b;) de 11y, la

seule possibilité est une matrice de la forme

O _
Mat(q, 5,) (ujm,) = ( al)

a1 0

dont les valeurs propres sont précisément A\; = i, A\; = —ia; (il se peut qu’on tombe sur la
matrice opposée, mais dans ce cas il suffit de remplacer (ay, b;) par (a;, —b;) pour changer
les signes, et on peut donc se ramener a «; > 0). On raisonne maintenant par récurrence sur
la dimension de F, en considérant une décomposition orthogonale £ = 1I; & S. Le noyau K
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est nécessairement contenu dans S, et on applique I’hypothese de récurrence pour voir que
S admet une décomposition S =1I, @ ... B II; & K comme souhaité. O

7. CONIQUES ET QUADRIQUES

On va maintenant appliquer la théorie des formes quadratiques a 1’étude des coniques et des
quadriques. On se place dans I’espace R™ muni de son produit scalaire usuel, avec n = 2 ou
n = 3 (sauf dans le tout dernier paragraphe ou n sera quelconque).

Définition 7.1. Une conique C est le lieu géométrique de R? défini par une équation po-
lynomiale P(x,y) du second degré en les coordonnées (x,y), c¢’est-a-dire une équation de la
forme

P(z,y) = ax* + bry +cy* +dv +ey + f = 0.

On peut écrire une telle équation sous la forme

ot q(z,y) = ax?® + bry + cy? est une forme quadratique sur R?, {(x,y) = dz + ey une forme
linéaire et f une constante. Il est utile également de plonger le plan dans l'espace R? et
d’introduire le polynome “homogénéisé” de degré 2

Q(z,y,2) = az® + bry + cy® + dwz + eyz + f2°.

Ce polynéme est une forme quadratique sur R3, et on voit que P(x,y) = Q(x,,1). La coni-
que C est donc l'intersection du cone isotrope Q(x,y, z) = 0 avec le plan affine I1 = {z = 1}.
Or, en diagonalisant () par un calcul de valeurs propres, on trouve de nouvelles coordonnées
orthonormées (,y, z) dans lesquelles les équations deviennent

Qz,y,2) =aZ? + By* +122 =0,  Tl:uZ +vy+w? =1

Ceci permet de représenter classiquement les coniques comme des sections planes de cones ;
en fonction de la position relative du plan et du cone, on peut obtenir cercles, ellipses,
paraboles et hyperboles (cette description était déja connue des Grecs. . .) :

Cercle, Ellipse Parabole Hyperbole

Nous allons maintenant classer les coniques a isométrie pres, au moyen de diagonalisations
et de réductions successives de ’équation P(z,y) = 0.
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Classification euclidienne des coniques. On cherche pour cela une équation réduite
de la conique. On commence par diagonaliser la forme quadratique ¢(x,y) = az?® + bxy + cy?
dans un repere orthonormé ; on pourrait calculer valeurs propres et vecteurs propres, mais
en dimension 2 il est plus rapide d’effectuer directement une rotation sous la forme

<x) (u —v) (z) {x ]
et ~ P - -
) vou Y Y =T+ uy
Apres substitution dans P(z,y) = q(x,y) + dx + ey + f il vient

P(x,y) = a(uf — vg)* + b(uZ — vy) (vT + uP) + c(vT + uy)® + d(uZ — vy) + e(vT + uy) + f

= (au® + buv + cv®)2? + ((c — a)2uv + b(u? — v*))ZT 7§ + (av® — buv + cu?)y*

+ (du+ ev)Z + (—dv + euw)y + f.

On veut rendre nul le coefficient (c—a)2uv+b(u?—v?) de T y. En posant u = cosf, v = sin 6,
ceci donne la condition (¢ — a)sin(260) + bcos(26) = 0, soit tan(20) = —b/(c — a) si a # ¢, et
(par exemple) u = v = 1/4/2 si a = ¢. On est ainsi ramené & une expression de la forme
() P(w,y) = a® + By° + 7T + 6y + f.
On aici a3 = det(q) = ac—b*/4, et a, 3 sont précisément les valeurs propres de q. Si g est non
dégénérée, c’est-a-dire det(q) = aff # 0, on peut éliminer la partie linéaire ¢(z,y) = v + 0y
en observant que

~ .7\ 02 8 2 2
(%) P(:c,y)z&(:t—l—%) +ﬁ<y+%> + —B—@IQX + Y +¢
et en posant
~ ~y ~ ) - U
1’0:—%7 yoz—%a X=x—-%, Y=y—

On aboutit ainsi a I’équation réduite
aX? 4+ pY? +e=0.

La conique aX?+ Y? + ¢ = 0 admet le point w : (X,Y) = (0,0) comme centre de symétrie
et les axes X = 0, Y = 0 comme axes de symétries, on dit qu’il s’agit d’'une conique a
centre. Dans les anciennes coordonnées, le centre est donné par (7o, %) = (—55, —%), soit
(0, %0) = (uTo — VYo, VTo + uYo), est les axes sont les droites de vecteurs directeurs (—v, u)
et (u,v), soit

u(x — o) +v(y — yo) =0, —v(z — o) + u(y — yo) = 0.
Pour calculer directement le centre dans les coordonnées initiales, on peut aussi observer que
oP oP
dP = 8—daz + 8—dy = (2az 4+ by + d)dz + (bx + 2cy + e)dy = 20X dX + 20Y dY,
x Y

le centre (X,Y) = (0,0) est caractérisé par la propriété dP = 0, ce qui amene a résoudre le
systeme d’équations

oP
— =2ax+by+d=0
Ox
P
a—sz+ZCy+e:0,
dy

dont la solution fournit le centre w : (g, yo) cherché.

Maintenant, si on divise (**) par ¢ (en supposant € # 0), on est ramené a l'un des cas
sulvants.
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Cas ou ¢ est définie positive ou négative < aff = det(q) > 0, ce qui équivaut a
a, > 0 [signature (2,0)] ou «,5 < 0 [signature (0,2)]. On trouve alors une équation
de I'un des 3 types suivants.

X2 y?
(a) — + 2= 1 : c’est une ellipse de demi-axes a,b, ou un cercle si a = b.
a
Y
b

Equations paramétriques :

a X X = acos(t)
Y = bsin(t).

X2 YZ
(b) St = —1 : c’est 'ensemble vide 0.

X2 Y?
() — + i 0 : cas dégénéré d’'une ellipse réduite a son centre.
a

Cas ou ¢ est de signature (1,1). Quitte & permuter les coordonnées, on aboutit a une

équation de 'un des 2 types suivants.
X2 y?

(a) TR 1 : c’est une hyperbole de parametres a, b, équilatere si a = b.
a

Equations paramétriques :

X = acosh(t)
Y = bsinh(t).

Le changement de coordonnées (non orthonormé) U = %+%, V= %—% ramene ’hyperbole

Rty . . _ _ XY _ X_ Y

a I’équation classique UV = 1, les asymptotes sont les axes U = =+ 5 =0,V = = — 5 =
X2 Yy?

(b) Pl T 0 : cas d'une hyperbole dégénérée en ses 2 asymptotes.

Cas ou ¢ est de rang 1. Dans ce cas q(z,y) = aZ?, a # 0, et on peut éliminer le terme
linéaire yx par changement d’origine. Ceci conduit au deux cas suivants suivant que le terme
linéaire restant contient Y ou non :
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(a) aX? +~Y =0, v # 0 : il Sagit d’une parabole Y = A\ X2

(b) aX?+¢e = 0 : il s’agit de deux droites paralleles X = + yu, éventuellement confondues,
ou de ensemble vide ().

Cas ou g est de rang 0. Dans le cas dégénéré ou ¢(x,y) = 0, 'équation se réduit a
une équation affine dr + ey + f = 0. On obtient une droite si (d,e) # (0,0), et § ou R?
si (d,e) = (0,0), suivant que f # 0 ou f = 0.

Remarque 7.2. Considérons le cone de révolution o?(z? + y?) — 22 = 0, a > 0. Le lecteur
vérifiera facilement que l'intersection de ce cone avec le plan z = Sz 4 v de pente 5 > 0 est
une ellipse si § < a, une parabole si § = « et une hyperbole si 5 > « (si 7 = 0, il s’agit de
cas dégénérés, la conique se réduit a un point, une droite ou deux droites sécantes).

Description des coniques a I’aide des foyers.

Considérons deux points distincts F', F’ du plan, et notons ¢ = %d(F, F’) leur demi-distance.
Si on choisit un repere dont l'origine w est le milieu du segment [F, F’] et dont I'axe wz est
porté par la droite (F'F’), on peut supposer que ' = (0,¢) et F' = (0, —c).

Cherchons d’abord I'ensemble des points M = (x,y) € R? tels que d(M, F)+d(M, F’) = 2a,

avec a > c. La condition s’écrit

Ve =P+ 9+ V(@ +op +y =20,

ce qui implique
(w40 +y' = Qo= V=P +y?) =da’ —day/lo =P+ + (2 =0+,
ou encore (apres transposition et division par 4) :

a/(z—c)2+y?=a’—cx = a*((x—c)*+¢°) = (a* — cx)’ = a* — 2a°cx + *2*

Cette derniere équation se rameéne A celle d’une ellipse, car en posant b? = a?—c?, c’est-a-dire

b = +va? — 2, on peut la récrire
(a2 — A)2? + a%y? = a* — a2 = a*(a® — &2) _+?Z_2:1.

[On notera que cette équation entraine en fait |x| < a et |y| < b, donc a® — cx > a* —ac > 0
et \/ (x—c)2+y? < \/ (a+ )2+ b2 = /2a2 + 2ac < 2a, et les deux implications invoquées
précédemment sont alors bien des équivalences|. L’excentricité de ellipse est par définition

.
e="S= va'l - ¥ =+/1-0b%/a® €

a
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On peut démontrer que la tangente et la normale a ’ellipse au point M sont les bissectrices

des droites (M F'), (MF").

Cherchons maintenant 'ensemble des points M = (z,y) tels que |d(M, F) — d(M, F')| = 2a,
avec a < ¢ (I'inégalité triangulaire impose en fait 2a < d(F, F’) = 2¢). La condition s’écrit

Vet +y?=/(z—c)?+y*£2

ce qui implique®

(z+e)+y°=( (x—c)2+y2i2a)2 = (v —c)* +y* *4da/ (v — )2 +y2 + 4a?,
ou encore (apres transposition et division par 4) :

cx—a’ =ta/(z — )2 +y? <= d’((x—c)*+¢°) = (cx — a®)* = P2” — 2d°ca + a’.

Cette derniere équation se ramene & celle d'une hyperbole, car en posant b* = ¢ — a2,
c’est-a-dire b = v/c2 — a?, on peut la récrire

(? —a*)2® — a*y® = a®® — a* = d*(* — d®) = r_Yv

[On notera que si par exemple x > 0, cette équation entraine en fait z > a et donc
( +¢)? +y2 > atc > 2a, de sorte que la premiere implication () est bien une équivalence :

on ne peut avoir I’égalité parasite éventuelle \/(z + ¢)2 + y? = 2a — \/(z — ¢)?> + y* < 2al.
L’excentricité de 'hyperbole est par définition

/2 b2
e:E (l+ \/1+b2/a2

K]Y

Ici encore, la tangente et la normale en M a I'hyperbole sont les bissectrices des droites
(MF), (MF") (exercice!)

Définition monofocale des coniques. Etant donné une droite A (directrice), un point
F ¢ A (foyer) et un réel e > 0 (excentricité), 'ensemble des points M tels que
d(M,F)=ed(M,A)

est une conique. Pour le voir, on peut par exemple choisir un repere dans lequel F = O
est lorigine et A = {x = k}, & > 0. La condition devient /22 +y% = e|z — k|, soit
2 +y? = e?(x — k)? ou encore

(1 —e*)a? + 2e%kx + 9° = 2%
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Si e = 1, il s’agit d’une parabole 2kz + y?> = k? & 2z = g — 2—1ky2. Si e # 1, c’est une conique

de centre w = (—16_252, ), & savoir une ellipse de demi-axes a = ek/(1 — €2), b = ek//1 — €2

si e < 1, et une hyperbole de demi-axes a = ek/(e* — 1), b = ek/v/e? — 1 si e > 1. On vérifie
facilement que I’équation polaire de la conique est donnée par

p

= ) == k
" 1+ ecosf oup=e
M
Parabole
F*) I
Excentricité e =1
A ={z =k}

Description des quadriques de R3.
Une quadrique est par définition I'ensemble des points (z, v, z) € R? défini par une équation
du second degré en 3 variables, c¢’est-a-dire
P(z,y,2) =q(z,y,2) + l(z,y,2) + ¢ =0
oll q est une forme quadratique, ¢ une forme linéaire sur R? et ¢ une constante.

Comme précédemment, on va classer les quadriques a isométrie pres, et pour cela, on cherche
a obtenir une équation réduite. On commence par diagonaliser ¢ dans une base orhonormée :
cette fois, il convient de calculer les valeurs propres et a, 3,7 et les vecteurs propres par la
méthode générale. On trouve alors de nouvelle coordonnées (7, y, z) dans lesquelles

P(z,y,2) = @2 + B2+ 122 + 67 + ey + 07 + c.

Cas ou det(q) = afvy # 0 (forme quadratique ¢ non dégénérée). On peut alors éliminer
la partie linéaire et il s’agit d’'une quadrique a centre. Le centre (xg, 3o, 20) peut s’obtenir
directement en résolvant les équations linéaires
or _or _oP
oxr Oy 0z
et on introduit alors les nouvelles coordonnées
X:ff—fo, ng—go, Z:E—go

Apres division par la constante restante (si elle est non nulle), changement de signe et
permutation éventuelle des coordonnées X, Y, Z, on obtient une équation réduite d’un des
types suivants.

(1) Signature (3,0) ou (0,3). On a 3 cas :

Xz yr 7
(a) — + = + == 1 : c’est un ellipsoide (ou une sphere si a = b = ¢).
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A
c
b Y
a w
X
Xz yr 7z
(b) — + W + == —1 : c’est ensemble vide (.

Xz y? 7

(c) " + = + i 0 : cas dégénéré d’un ellipsoide réduit a son centre.
(2) Signature (2,1) ou (1,2). On a 3 cas :

X2 vy 72
(a) — + -5 — —5 = 1 : c’est un hyperboloide a une nappe

a v 2

On peut vérifier qu'un tel hyperboloide est engendré par deux familles de droites :
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X2 vz Z?
¢) — + — — — = 0 (constante nulle) : c¢’est un cone elliptique ou circulaire.
2 b2 2
a c

Cas ou la forme quadratique ¢ est de rang < 3. On distingue ces cas en fonction de
la signature de ¢ et de la présence d’une partie linéaire ¢ ou d’une constante ¢ non nulle.
Par changement d’origine, on peut éliminer dans ¢ celles des coordonnées T, 7, z qui corres-
pondent a des valeurs propres non nulles de ¢q. Apres isométrie et permutation éventuelle des
coordonnées on aboutit aux situations suivantes.

(3) Signature (2,0) ou (0,2). On a 4 cas :

(a) — + <5 = Z : c’est un paraboloide elliptique (ou de révolution si a = b).
a

X2 y?

(b) — + 2o 1 : c’est un cyclindre elliptique
X% y?

(c) = + e 0 (cas dégénéré) : c’'est 'axe OZ.
X% y?

(d) 3 + == —1 : c’est 'ensemble vide ().

(4) Signature (1,1). Il y a 3 cas :

c’est un paraboloide hyperbolique.
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X2 Y?
() — — = 1 : c’est un cyclindre hyperbolique.
a
\
\
Xy o | X Y
() — — 72 =0 il s’agit de la réunion des 2 plans verticaux sécants — =£ 7= 0.
a a

(5) Signature (1,0) ou (0,1). Nous avons deux cas :

(a) X? = 2pY : cylindre parabolique.

(b) X% = X : plan paralleles ou confondus ou 0.

(6) Signature (0,0). Dans ce cas tres dégénéré on retombe sur une équation affine
Uz,y,2)+c=0.
Il s’agit d'un plan, de R3 tout entier ou de I'ensemble vide 0.

Exemple 7.3. Soit la quadrique

x2+y2+22-|—2:vy-|—2:vz-|—2yz-|—\/§z+\/§y+2:0.

La partie quadratique de 'équation est ¢(z, y, 2) = 2% +y*+22+2xy+2r2+2y2 ; on s’apercoit
aussitot qu’il s’agit d’une forme quadratique de rang 1 donnée par ¢(z,y, 2) = (z +y + 2)2.
Pour trouver une base orthonormée de vecteurs propres il suffit de considérer le vecteur

1
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normal au plan II = {z +y + 2z = 0} et une base orthonormée (€, €3

SO N S D U U \f
1 = —— ’6:—— ’6:—
sy V2l V3

les vecteurs étant respectivement des vecteurs propres pour les valeurs propres 3, 0 et 0.
Soient , 7, z les coordonnées dans la nouvelle base. Par construction de cette base, la forme
q(x,y, z) s'écrit 372. Elle est donc de signature (1,0).

~—

de II, ce qui donne

| N[N0 [

1

Comme x = %5 + %”@]—i— %E et y = %5 — %”yﬂL %Z on vérifie que 'équation de cette
quadrique dans la nouvelle base est

3724+ 2T +V274+2=0,

soit
~1\2 5
3<x+§> +\/§z+§ = 0.
Sion pose X =7 + %, Y=2z+ 3%, Z =y, on obtient I’équation réduite

X% = —V72y,

il s’agit d'un cylindre parabolique.

Généralisation : quadriques de R”. De nouveau, on définit une quadrique de R™ comme
étant ’ensemble des points x = (21, ..., x,) satisfaisant une équation du second degré

Px) = q(x) + l(z) + ¢,

ou ¢ est une forme quadratique, ¢ une forme linéaire et ¢ une constante. Pour trouver une
équation réduite, on commence par diagonaliser ¢ en recherchant une base orthonormée
(€1,...,€,) de R™ dans laquelle les nouvelles coordonnées = = (71, ..., Z,) fournissent

q(z) =q(x) = Zaﬁ?, our =rang(q), o«; #0.
i=1

On peut décrire géométriquement cette situation a I’aide d’'une somme directe
R"=S@® K on K =Ker(q)=Vect(€rys,...,6n), S=K"=Vect(e,...,e).

Apres avoir réexprimé £(z) en termes des Z;, on voit comme précédemment que grace a une
translation X; = 7; — 2% dans S (1 <4 <), il est possible d’éliminer les variables 71, .. ., T,
de ¢(z) en les intégrant dans les carrés de q(x). Ceci fournit une forme simplifiée

Px)=qX)+1(@)+¢ avec  UF) = BrsrZri1 + - - + Bulin

dans les nouvelles coordonnées (Xi,..., X, Tri1,...,%,). On considere ici ¢ comme une
forme linéaire sur K.

Si le rang r est égal a n, on a nécessairement K = {0} et (= 0, et on obtient alors apres
division éventuelle par la constante résiduelle (si elle est non nulle) une équation réduite

(a) A XP 4. ol X2 =41 ou (b) a X;+ ... +a,X2=0.
Dans le cas (a), en fonction de la signature, il s’agit d’'une quadrique de type ellipsoide ou
hyperboloide (ou (), dans le cas (b) il s’agit d’un cone, éventuellement réduit & son sommet.

Supposons maintenant que 7 < n — 1, de sorte que K # {0}. Si 77& 0, on peut trouver une
nouvelle base orthonormée (€,41,...,¢e,) de K de sorte que (€,42,...,€,) constitue une base
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de Kerl et 8 = 1(€,41) # 0. Soient (X,41,...,X,) les coordonnées de K relatives & la base
(€41, -, 6n) (les coordonnées (X, ..., X,) de S restant inchangées). On trouve alors

g(%) - /BXT+1-
Comme [ # 0, on peut éliminer la constante résiduelle par une translation de la coordonnée
X, 41, ce qui, apres division par —f3, mene a 1’équation réduite

(c) X+ .+ XEP— X, =0.

Il s'agit d'un paraboloide si r = 5 — 1, d'un cylindre & base paraboloidale si r < n — 2
(produit d’un paraboloide de R™*! par R*"~1).

Il reste enfin le cas plus simple ou [ = 0. Dans ce cas, apres division éventuelle par la
constante résiduelle ¢ si ¢ # 0, on aboutit a I’équation réduite

(d) AXP+.. .+ XP=+1 ou (e auXi+.. . +oXP=0

Dans le cas (d), en fonction de la signature, il s’agit d'un cylindre a base ellipsoide ou
hyperboloide (éventuellement dégénéré en un sous-espace linéaire ou en (), et dans le cas (e),
il s’agit d’un cylindre a base conique (= produit d’un cone de R" par R"").

8. UN BREF APERQU DE LA VIE DE FOURIER

Singuliere destinée que celle de Jean Baptiste Joseph Fourier : né en 1768 & Auxerre dans
une famille modeste — son pere est garcon-tailleur — il est orphelin de mere a 8 ans et
orphelin de pere a 10 ans. Envoyé au pensionnat par l'organiste de la ville, il fait ses études
A I'Ecole militaire d’Auxerre alors tenue par les Bénédictins. Il étudie le latin, la rhétorique,
la théologie, mais aussi les sciences et les mathématiques, qui deviennent rapidement son
principal centre d’intérét — Fourier découvre ainsi a la bibliotheque d’Auxerre des ouvrages
écrits par quelques mathématiciens de premier plan comme Clairaut. Fourier se révele vite
étre un éleve hors norme, et il collectionne les premiers prix. Ses progres sont si rapides
que le directeur de 1’école militaire d’Auxerre lui demande bientot d’assurer la fonction de
professeur de mathématiques, bien qu’il n’ait que 16 ans et demi!

Un peu plus tard, Fourier prend une part active a la Révolution; en 1792, il devient ainsi
président de la société populaire d’Auxerre. Mais en 1794, c’est la Terreur, et Fourier est
emprisonné. Il échappe de peu a I’échafaud, grace a la la chute de Robespierre qui intervient
juste avant la date prévue pour son jugement définitif. L’ouverture sociale consécutive a la
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révolution permet au citoyen modeste qu’est Fourier d’entrer comme éleve a I’Ecole Normale
de Paris nouvellement fondée en 1795. Ses travaux sur les équations algébriques le font tres
vite remarquer par le mathématicien Gaspard Monge. En 1796, celui-ci lui confie une charge
de cours & 'Ecole Normale, et le fait également nommer professeur a I"Ecole Polytechnique :
a moins de trente ans, Fourier est déja ainsi un scientifique reconnu. En 1798, Bonaparte
organise I'expédition d’Egypte, et Fourier y est associé comme 1'un des principaux conseillers
scientifiques. Il s’occupe de travaux de topographie, puis est nommé secrétaire de I'Institut
d’Egypte au Caire, ou il effectue de nombreuses missions de nature scientifique, adminis-
trative ou diplomatique. Apres la débacle francaise en Egypte, Fourier revient en France en
1801, et Napoléon le nomme peu apres préfet de 'Isere. C’est a Grenoble, ou il restera de
1802 a 1815, que Fourier entame ses travaux fondamentaux sur la propagation de la chaleur.
Son activité est débordante — il crée 'université et le lycée de Grenoble, dirige les travaux de
drainage de la vallée, fait construire la route de Grenoble a Briangon par le col du Lautaret.
Parallelement a ses travaux sur la propagation de la chaleur qui aboutissent a la publication
d’'un mémoire de 1’Académie des Sciences en 1807, il rédige son importante “préface histo-
rique pour la description de I’Egypte”, parue en 1809. Fourier fait la connaissance des freres
Champollion, d’abord de I’ainé Jacques-Joseph puis de son frere cadet Jean-Francois; les
encouragements de Fourier et ses travaux précurseurs sur la civilisation égyptienne joueront
ainsi un role décisif dans le déchiffrage des hiéroglyphes par Jean-Frangois Champollion en
1822. Apres la chute de Napoléon en 1815, Fourier connait quelques difficultés (il avait été
nommé baron d’Empire en 1809!), mais c’est finalement la consécration avec son élection a
I’Académie des Sciences en 1817. En 1822, il publie son monumental traité sur la “Théorie
analytique de la chaleur” qui contient aussi en germe la théorie des séries et des transformées
de Fourier, et il devient secrétaire perpétuel de I’Académie des sciences. Ses talents d’écrivain
lui valent d’étre élu simultanément a 1’Académie Francaise en 1826, quelques années avant
son déces en 1830.

L’Analyse de Fourier est devenue aujourd’hui un tres vaste champ d’études. Les séries de
Fourier réelles > a,, cos nwx+b, sin nx ou complexes > ¢,e™* permettent de représenter tous
les phénomenes périodiques et sont donc fondamentales en théorie des ondes et en théorie
du signal. Mais il se trouve qu’il existe aussi un algorithme numérique rapide de calcul
des séries de Fourier, connu sous le nom de FFT ou “Fast Fourier Transform”. Celui-ci a
des applications aussi bien en arithmétique que dans de nombreux domaines technologiques.
L’algorithme de compression des images photographiques au format JPEG utilise quant a lui
une “transformée de Fourier” discrete en cosinus, portant sur un échantillonnage par carrés
de 8 x 8 pixels. C’est ainsi que Fourier est peut-étre devenu le mathématicien le plus cité
au monde, aucune branche de la science ne pouvant échapper aux séries et transformées de
Fourier. Mais, bien que cela soit nettement moins connu, Fourier a aussi été un précurseur
en statistiques; encore plus fort, il a été le premier a imaginer et décrire 'effet de serre
di a la rétention de chaleur dans I'atmosphere des planetes gazeuses, dans un mémoire
prémonitoire publié en 1824 dans les Annales de chimie et de physique. Fourier peut a bon
droit étre considéré comme le fondateur de la physique mathématique!

9. L’EQUATION DE LA CHALEUR

Nous allons ici expliquer a la lumiere des connaissances modernes le cheminement qui conduit
a ’équation de la propagation de la chaleur. Considérons un objet matériel soumis a un
échauffement initial, par exemple un barreau métallique, comme figuré ci-dessous :
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temps : t

Le probleme est de déterminer la température 8 = 6(x,y, z,t) de cet objet au point de
coordonnées (x,y,z) et au temps t. Nous savons aujourd’hui que la température mesure
I’énergie cinétique moyenne de vibration des atomes ou molécules constituant I’objet (mais
la théorie atomique de Dalton est a peine née et Fourier n'y fait pas référence). Du fait
que les particules s’entrechoquent, 1’énergie cinétique se propage, d’autant _;)Ius _V)ite que la
différence de température entre des points voisins est plus grande. Notons & = & (z,y, 2, 1)
la densité de flux de chaleur traversant l'objet : c¢’est par définition la grandeur vectorielle
dont la norme vaut ® = dQ/(dS dt), si dQ est la quantité de chaleur traversant une surface
infinitésimale dS pendant le temps dt, pour une surface dS perpendiculaire a la direction de

propagation portée par ®. Ces considérations conduisent a la loi physique

00/0x
(9.1) T = —ygradd = — | 90/0y
00/0z

oll 7y est la conductivité thermique du matériau ; la densité de flux ® s’exprime en Js im=2 =

Wm™2, et P'unité de conductivité thermique est donc le WK 'm~! (ot J = Joule, W =
Js7! = Watt, K = Kelvin). On prendra garde au signe moins devant v, qui traduit le fait

que la chaleur se déplace des points chauds vers les points froids. Si on pose dS = dS 7 ou
70 est le vecteur normal & 1'élément de surface, alors la quantité de chaleur d@ le traversant
est en général donnée par

dQ = @ - dddt,

%
et ce, quelles que soient les orientations de ® et de cﬁ )

A0/ D
1 B = —~ | 90/0y
— 00/0z

. 50°
-_60° /
/ 700 |

Considérons maintenant un petit parallélépipede [z, z + dz] X [y, y + dz] X [z, 2 4+ dz] d’arétes
paralleles aux axes, de volume dV = dxdydz. La quantité de chaleur qui entre dans ce
parallélépipede pendant le temps dt est la somme algébrique des quantités de chaleur qui
entrent ou sortent par chacune des 6 faces, soit par exemple

dQ, = 8(:p,y, z,t) - (dydz ?) dt — 8(20 +dz,y,z,t)- (dydz ?) dt
= (Pu(z,y, 2, ) — Pu(x + dz,y, 2,1))dy dz dt
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pour les faces d’abscisses x et x + dz, et en notant &, la composante de ¢ suivant Ox. Si
dx est tres petit, on trouve

T

Ox

du fait que I'on peut approximer le taux d’accroissement par la dérivée.

q)a:(xa Y, Z,t) - q)x(x + dxvyv z, t) ~ -

(:L‘7 y? Z’ t) dl’,

¢, (z + de,y, z,t)

On obtient ainsi

d
dQ, = _aﬁxx (z,y,2,t)dvdydzdt.

En prenant la somme suivant les 3 paires de faces, on obtient que le bilan des “entrées-sorties”
de chaleur est

ob, 0o, 09,
ox + y + 0z

En combinant ce résultat avec I'expression (9.1) du flux, on obtient

0?0 9% 0%
9.2 dQ) = — 4+ — + — | dedydzdt.
(9.2) Q 7<8x2+ay2+822> zdydz
Une autre loi physique fondamentale est la loi donnant la variation de température df pro-
duite par 'apport d’'une quantité de chaleur d(@) a un élément de matiere de masse m. C’est

une relation de proportionnalité, que I'on peut écrire
(9.3) dQ = mcdf

oll ¢ est une constante appelée capacité calorifique, s’exprimant en JK 'kg~! (Joules par
degré et par kg). Ici la masse du petit parallélépipede vaut m = pdx dydz ou p est la masse
volumique (en kgm™3). En comparant (9.2) et (9.3), on obtient I'égalité

2 2 2
06 | 6 +%> dx dy dz dt.

dQZde+de+sz=—( >dxdydzdt.

1

- + -

ox?  oy? 022

Apres division par pcdx dy dz dt, on trouve I’équation fondamentale

00 ~ (0% 0% 50

— =St t

ot pc\ozx?  0Oy*> 022

Cette équation ne vaut que si le solide considéré ne recoit pas de chaleur de 'extérieur —
disons, par contact ou par rayonnement — et s’il ne produit pas lui-méme de chaleur — ce
qui est le cas s’il est le siege d'une réaction chimique ou nucléaire interne. Dans ce cas plus

général, on note P = P(x,y, z,t) la production (ou l’apport) volumique de chaleur par unité
de volume et de temps & la position (x,y, z) et au temps ¢, en W m=3 ; il va alors s’ajouter

dQ = (pdrdydz) cdf = 'y(

(9.4)
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a d(@) une quantité de chaleur supplémentaire dQ)’ = P(z,y,z,t)dx dydzdt, ce qui donne
I’équation générale

(9.5)

90 @+@+820 P
ox? 0y 022

o e T

appelée équation de propagation de la chaleur. Aux notations pres, c’est exactement 1’équation
proposée par Fourier en 1807! Il est commode d’introduire la constante D = «y/pc spécifique
du matériau, qu'on appelle le coefficient de diffusivité thermique (en m?s~!). Avec cette

notation, I’équation de la chaleur prend la forme usuelle
2 2 2
P
00 D (8 6 0% 0 9)

Lien avec les séries trigonométriques. L’équation de la chaleur ne peut en général étre
résolue explicitement. Considérons le cas d'un barreau métallique de longueur L, qui a été
chauffé initialement de maniere non uniforme, et dont on étudie 1’évolution de la température.
On T'assimile a un segment [0, L] dans la direction Oz, en négligeant son épaisseur et les
variations de température en y et z, de sorte que la température est juste une fonction
O(x,t) de l'abscisse et du temps. En I’absence de production interne de chaleur, 1’équation
(9.6) prend la forme treés simplifiée

06 0%0
7 —=D—.
(5.7) ot Ox?
A cette équation, il faut ajouter le fait que le flux de chaleur ®(z,t) = —v%%(x,t) est nul
aux extrémités du barreau, donc lorsque x = 0 ou z = L, ce qui donne les conditions
supplémentaires (dites conditions auz limites)
06 06
9.8 —(0,¢) =0 —(L,t) =0.
0 Pon=0  Lwy

Ces équations sont déja bien assez difficiles a résoudre! La méthode de Fourier consiste a
rechercher des solutions sous forme de fonctions a variables séparées 6(z,t) = f(z) g(t).
L’équation (9.7) devient dans ce cas f(z)g'(t) = Df"(x)g(t), soit encore

g(t)/g(t) =D f"(x)/f(x)

si les fonctions ne s’annulent pas. On voit que ces quotients doivent étre constants, disons
f"(x)/f(x) = a et ¢(t)/g(t) = aD. La deuxieme relation donne aussitot g(t) = Ce*’?,
ce qui est physiquement inacceptable si @ > 0 (la température augmenterait de maniere
exponentielle avec le temps). La constante a est donc négative ou nulle, et on peut poser
a = —w?. Ceci fournit alors les équations différentielles bien connues

(@) =—w?f(z),  ¢(t)=—(w’D)g(t),
d’ou les solutions
f(x) = acoswr + Bsinwz, g(t) = e"Pt A constante pres,

O0(z,t) = f(z) g(t) = (acoswz + Bsinwz)e < Pt

La premiere condition (9.8) impose %(O,t) = Bwe Pt = (0, donc B = 0, et la seconde
donne alors %(L,t) = —aw sinwL e @Dt = 0, donc sinwL = 0 (on remarquera que si

w = 0, la solution est f(z) = a+ Sz qui ne permet de réaliser (9.8) que si § = 0, auquel cas
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O(x,t) = a = Cte, et sinon on peut supposer w > 0). Cette derniere condition montre que
I'on doit avoir wL = nm et donc w = nw/L, n € N. Ceci fournit la solution

O(x,t) = acos (%x) g~ (W /L)Dt

encore valable pour n = 0. Comme ’équation (9.7) est linéaire, on peut ajouter ces solutions
entre elles, ce qui donne également comme solutions toutes les sommes

O(z,t) = Z Qy, COS <n%:c) e~ (/)DL

0<n<N

et par passage a la limite quand N — +o0 toutes les séries trigonométriques convergentes

400
nim 2.-2/72
9.9 0(z,) =Y a, (—) ~(?m?/L?)Dt
(9.9) (z,t) nzooz cos(—z)e

11 faut supposer ici que les coefficients («,) soient choisis en sorte que 1’on puisse dériver terme
a terme la série deux fois par rapport a x et une fois par rapport a t, ce qui est le cas par
exemple si Z:ﬁ% n?lay,| < +oo. A ce point, la grande audace de Fourier a été de prétendre
que l'on obtenait ainsi toutes les solutions! Si I'on étudie I’évolution de la température a

partir du temps t = 0, il faudrait déja que

(9.10) 0(z,0) = i Q, COS (%x)

puisse représenter au temps initial n’importe quelle fonction température suffisamment régu-
liere sur 'intervalle [0, L], disons par exemple n’importe quelle fonction dérivable a dérivée
continue, de dérivée nulle en x = 0 et en x = L. Face aux objections de ses contemporains,
Fourier tente de se justifier, et il y parvient en partie, mais une preuve vraiment indiscutable
de cette propriété ne viendra que plus de 20 ans plus tard, avec le mathématicien allemand
Gustav Lejeune-Dirichlet (1805-1859), en 1829. Il nous reste donc encore bien du travail
a accomplir pour détailler et justifier mathématiquement tous ces résultats et toutes ces
intuitions! Ce sera I'objet des sections suivantes.

10. SERIES DE FOURIER, INTRODUCTION

Comme nous 'avons déja entrevu, I'une des idées essentielles de Fourier est I’approximation
des fonctions périodiques par des séries trigonométriques. On introduit a cet effet la définition
suivante.

Définition 10.1. On appelle polynome trigonométrique de degré < N et de pulsation w > 0
toute fonction de la forme

+N
P(z) = Z €™ ¢, € C.
n=—N

On notera Py, le C-espace vectoriel des polynomes trigonométriques de degré < N et de
pulsation w.

On voit immédiatement qu’il s’agit de fonctions périodiques de période

2m
T=—.
w
On a en effet €™ =1, d’olt
eznw(x-‘rT) — eznwm+zn~27r _ eznwx(62m)n _ eznwx’
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et donc P(z +T) = P(x) ; plus généralement, on a P(x + kT) = P(x) pour tout k € Z.

AN A by b
VRN VN I

Son de la flite Son du violon

En théorie du signal, on s’intéresse aux fonctions périodiques de période T' donnée, et la
question fondamentale est de savoir si on peut approcher tout signal périodique f par une
suite fy € Py, de polynomes trigonométriques, avec des composantes dont les fréquences
nw sont multiples de la fréquence fondamentale w = 27 /T'. Par référence aux signaux sonores,
les composantes ¢, e™* s’appellent les harmoniques de la fréquence fondamentale.
La formule d’Euler

e = cos(nwx) + i sin(nwr)
permet d’écrire alternativement tout polynome P(z) =3 -y ™% sous la forme

+N
P(z) =co+ Z a, cos(nwz) + by, sin(nwz)
n=1

avec a,, b, € C reliés aux coefficients ¢, par les relations

ap = Cp +C_

nen o pour tout n > 1.
b, = ic, —ic_,

Lorsque 'on travaille avec des fonctions réelles, il peut en effet s’avérer plus commode de

travailler avec les fonctions cos et sin (mais pas toujours!). Réciproquement, partant d’une

écriture en cos et sin, les formules

1 InwWT —inwx : 1 inwx —inwx
cos(nwz) = 5 (em* + e ), sin(nwz) = 5 (emr —e )
permettent de calculer ¢, en fonctions des coefficients a,, et b, :
1 1 1 1
Cp = —Gp + _.bna C_p = Z0Qn — _bn
2 21 2 21

Introduisons quelques définitions et notations utiles pour la suite.

Notation 10.2. Soit p > 0 un entier et I C R un intervalle. Pour K =R ou K = C, on
désignera par
(1) C?(1,K) l’ensemble des fonctions f : I — K de classe CP, c’est-a-dire [’ensemble

des fonctions f admettant des dérivées f, f', ..., f® continues sur I.

(2) CP(R/TZ,K) l’ensemble des fonctions f : R — K de classe C? qui sont en outre
périodiques de période T : f(x + kT) = f(x) pour tout k € Z.

Il arrive cependant assez fréquemment que certains signaux périodiques f utilisés en électro-
nique ou en physique ne soient pas continus ( “signal carré” par exemple). Il est donc commode
d’introduire aussi les fonctions de classe C? par morceaux.



76

Définition 10.3. Soit p > 0 un entier.

(1) Une fonction f : [a,b] — K est dite de classe C? par morceaux s’il existe une
subdivision finie

a=ag<a; <...<as;=2>

de [a,b] telle que [ soit de classe CP sur chaque intervalle |ag_1,ax[, et qu’en outre
les limites a droite et a gauche 9 (ay40) = lim, 4,40 £ (2) existent pour tout k et
tout 7 =0,1,...,p (avec la convention f°) = f: on prend seulement la limite & droite
en a et la limite a gauche en b). On notera C? ([a,b],K) Uensemble des fonctions
C? par morceaut.

(2) Onnotera de méme C? _ (R/TZ,K) l’ensemble des fonctions périodiques de période

T qui sont de classe C? par morceauz sur tout intervalle [xg, xo + T (compte tenu de
la périodicité, le choix de xo n’a pas d’importance).

'Y

S

[

O

a ay ao as b

~

Fonction de classe C” par morceaux

Sur le schéma précédent, on voit que = = ay est un point de continuité pour f, mais comme
¢’est un point anguleux du graphe, il s’agit d'un point de discontinuité pour f’, seules les
dérivées a droite et a gauche sont définies.

Définition 10.4. Si f est une fonction continue par morceaux, on définit la valeur prin-
cipale de f en tout point par

VP()(x) = 5 (Flx +0) + Fx—0)).
On a donc en particulier VP(f)(z) = f(x) en tout point ot f est continue.

Sur le schéma ci-dessus, on a par exemple f(a;) = VP(f)(a1), mais ce n’est pas le cas pour
le point a3 (dans cette définition, on ne se préoccupe pas des dérivées de f ...).

Notation 10.5. Dans l’espace C? . (R/TZ,K), on considere le sous-espace
CPVPUR/TZ, K)

morc

des fonctions périodiques de classe CP par morceaux qui coincident avec leur valeur principale
en tout point; autrement dit, on suppose que

(f(z+0)+ f(z—0))

N | —

f(x) = VP(f)(x) =

en tout point x de discontinuité. Il est immédiat que Chiwe. (R/TZ,K) est un sous-espace
vectoriel de C? (R/TZ,K).

morc
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Pour f € C°
réel > 0

R/TZ,C) et ¢ > 0, on définit la semi-norme L? de f comme étant le nombre

zo+T 1/q
= (7 [ trwpas)

Zo

orc (

L’intégrale est bien définie grace a I’hypothese que f est continue par morceaux. On notera
que l'intégrale ne dépend pas du choix du point initial xy du fait de la périodicité de f ; on
choisira souvent zo = 0 ou xy = —7/2, en fonction de la commodité des calculs a effectuer.
(Les espaces L7 ont été introduits a la suite des travaux du mathématicien francais Henri-
Léon Lebesgue (1875-1941), fondateur d'une théorie de l'intégration tres améliorée entre
1902 et 1904 ; c’est la raison pour laquelle on utilise la lettre L ...). Dans toute la suite,
on considérera surtout la norme L? (¢ = 2), car dans ce cas il s’agit d’une (semi)-norme
hermitienne associée a la forme sesquilinéaire hermitienne semi-positive

1 zo+T
(ho)=7 [ T@lg@ds,  f.g€ Cho(R/TZ.O)

Cette forme sesquilinéaire n’est pas définie positive sur C%_(R/TZ,C) car les fonctions f
nulles partout en dehors d’un ensemble fini {a;} modulo 7" sont d’intégrale nulle (et sont
bien continues par morceaux); elles constituent donc des vecteurs isotropes. Comme une
fonction continue > 0 d’intégrale nulle est nécessairement nulle, on voit que ces fonctions f
sont les seuls vecteurs isotropes présents dans C° __(R/TZ,C). Sil'on impose que f coincide
avec sa valeur principale, cet ennui disparait, car les valeurs f(ay) sont alors nécessairement

nulles elles aussi :

Corollaire 10.6. Le produit scalaire L* est défini positif sur colvel (R/TZ,C).

L’une des observations essentielles de la théorie des séries de Fourier est la suivante.

Théoreme 10.7. Pour a € R, considérons les fonctions e,, cos,, sin, telles que
ea(T) = ", cos, () = cos(ax), sing(z) = sin(azx).
Alors

(1) la famille (epy)nez est une famille de vecteurs orthonormée pour le produit scalaire
hermitien L?, c’est-a-dire que {€ny,, €mw) = Opm (indice de Kronecker).

(2) la famille (e, cOSpy, Sipy )n>1 €st une famille orthogonale pour le produit scalaire
L? (sur K=R ou C).
Les normes L? de ces fonctions sont données par
1

lenwll2 =1, | coS e H% = || siny,, ||§ =35

2

—inwx

Démonstration. Comme e, (x) = et™w? = ¢ on obtient par définition
nw bl

L (T 1T
<6nw, 6mw> = — / einwx eI o _/ el(m—n)wx do.
T Jo T J

Sin =m, on a ™™ = 1 et donc {€n,, €my) = 1. Si n # m, une primitive de e'(m-"w=

est i(ml_n) e'm=mwr et compte tenu de la périodicité on voit que l'intégrale est nulle, i.e.
€nws €mw) = 0. Ceci démontre déja le point (1). On vérifie aisément a partir de la que les
)

produits scalaires mutuels des fonctions

1 1
COSpw = 5 (enw + efnw)7 Sinmw = Z (emw - efmw)7 n,m > 17
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sont nuls, sauf les normes L? || cosp [|3 = |57 + [512 = 5 et [|singg, |3 = [5*+]5/> = 3. En
d’autres termes, on a des “valeurs moyennes quadratiques” égales a % :

1/T( )2 d 1/T(‘ )2d :
— cosnwr) dr = —= sin nwz) dr = —.
T J, T J, 2
Il est facile de voir aussi que eq L cos,,, et ey L sin,,. Le Théoreme en résulte. O

En utilisant la Proposition 5.5, on en déduit déja le corollaire suivant.

Corollaire 10.8. Les familles (enw)nez €t (€0, COSpy, Sillyy, )n>1 sont libres. En particulier,
lespace Py, des polynomes trigonométriques de degré < N est de dimension 2N +1 sur C;
il admet

(énw)-N<n<in comme base orthonormée
et

(€0, COSpw, Sillpy, )1<n<n  comme base orthogonale.

Etant donné une fonction f € C°_ .(R/TZ,C), on cherche maintenant un polynéme trigo-
nométrique fy € Py, qui approxime f le mieux possible en norme L?. D’aprés la Proposi-
tion 5.6, la fonction fy qui répond a la question est la projection orthogonale

fn =7n(f) de f sur Py,
D’apres les résultats vus a la Section 4, nous avons la formule

+N

fN = Z <€nou7f> Enw;

n=—N

soit encore
+N

@) =3 ealf) e

n=—N
avec par définition

1

xo+T A
cn(f) = (enws f) = T/ flx)e ™ dx.

Notation 10.9. Pour f € C° .(R/TZ,C), on appelle coefficients de Fourier de f les
nombres complexes f(n) = (e, f), encore notés ¢, (f), c’est-a-dire

~ zo+T ‘
foy=an=7 [ raenrds

Si 'on préfere travailler avec des fonctions réelles, on utilisera plutot la base orthogonale

(€0, COSpw, Sy, )1<n<n. Compte tenu de la norme = % de cos,,, et sin,,,, ceci conduit aux
formules alternatives

N
fN = <607 f> € + Z 2<COSnw, f> COSnw +2<Sinnw7 f) Sy,
n=1
ou encore

Ia(x) = co(f) + ) an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwz)
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avec
1 zo+T
co(f) = (eo, f) = T/ f(x) dx = valeur moyenne de f,
o
9 zo+T
an(f) = 2(cosny, f) = T/ f(z) cos(nwz) dz,
o
2 xo+T
bn(f) = 2(cospu, f) = T/ f(z) sin(nwx) de.
o
Lorsque f est paire ou impaire, on peut utiliser le choix symétrique o = —7'/2 qui conduit
a considérer des intégrales [~ 432( .), et on en déduit 'observation pratique importante :

Proposition 10.10.
(1) Si f est pcm“e alors b, (f) = 0 et la projection fxy = wn(f) est donnée par

4 [T
In(z) = co(f) + Zan cos(nwx), an(f) = T ), f(z) cos(nwzx)dz, n>1.
(2) Si f est impaire, alors a,(f) = 0 et la projection fy = wn(f) est donnée par
4 T/2
Zb ) sin(nwx), by(f) = T f(z) sin(nwz)dz, n>1.

0

En général, comme f = fy + (f — fn) avec fx € Py et (f — fn) € Py, le théoréme de
Pythagore donne la formule

A2 = 1w I3+ 1L = iz,

en particulier || fx||3 < || f]|3. Cette inégalité, attribuée au mathématicien Friedrich Wilhelm
Bessel (1784-1846) peut encore s’énoncer sous la forme suivante.

Théoréme 10.11 (Inégalité de Bessel). Pour tout f € R/Z,C) et tout entier N € N,

on a l'inégalité

morc(

1 zo+T
Zm )2 <IfI2 = = / ().

La question essentielle qui subsiste est de savoir si 'on a bien limy_,  ||f — fn]l2 = 0

(et donc limy 100 [ fn]l2 = ||f]l2)- Ce probleme est lié a I'étude de la convergence de la
série de Fourier de f, a savoir la série trigonométrique

+o0o

Z Cn(f) einwe.

n=—o0

Avant d’entamer 1’étude de la convergence d’une telle série, nous aurons besoin de quelques
résultats préliminaires généraux concernant les séries numériques (sommes infinies de nombres
réels ou complexes).

11. NOTIONS DE BASE SUR LES SERIES NUMERIQUES ET LES SERIES DE FONCTIONS

Une série numérique est une somme infinie de la forme

() Z Up, u, € Rou C.
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Dans la théorie des séries de Fourier on a plutot affaire a des sommes infinies sur Z tout

. —+00 o —+00 inwe . sz
entier, du type > ' u, =) cue ; on les regroupera en général sous la forme
“+oo
n=1

(on pourrait aussi calculer séparément les deux sommes E:j’) Up, E:j u_, et les ajouter,
mais les conditions de convergence ne sont pas exactement identiques en général car les
termes u,, et u_, peuvent se compenser entre eux). Pour donner sens a une somme infinie
telle que (x), on calcule les sommes partielles

N
SN =) Up = tpg +Ungp1 -+ Uy + ..Uy +ouy

n=ng
et on pose la définition suivante.

Définition 11.1. On dit que la série Z:jm u, est convergente si la limite S = limy_, 1o, Sy
existe dans C. Dans ce cas on écrit

+oo
Zun:S

n=ngo

et on dit que S est la somme de la série. Dans le cas contraire, on dit que la série
est divergente.

I1 est clair que toute combinaison linéaire Z::;O()\un + pv,) de séries convergentes > uy,,
> v, est convergente. Une autre observation immédiate importante est la suivante :

+00
Proposition 11.2. Pour qu’une série g u, converge, il est nécessaire que lim wu, = 0.
n——+00
n=ng

Démonstration. En effet, on a u, = S,,—95,,_1, donc 'existence d’une limite S = limy_, 1 o, Sy
implique lim,, , o u, =5 — 5 =0. O

Si la série converge, on appelle reste d’ordre N de la série la différence Ry = S — Sy
Il est évident que 'on a alors

+oo
Ry = Z U, et lim Ry =0.

N—+o0
n=N+1

Exemple 11.3. Considérons la “série géométrique de raison a”

+o0
Z a”, a € C.

n=ng
D’apres une identité remarquable bien connue on obtient
1— alenoqu qmo — aN+1

Sy =a"(1+a+a*+...+a"V" ™) =g o  ~  1-a sia# 1.

e Sia=1,on trouve Sy = N —ng+ 1, donc limy_, 1 Sy = 400, la série est divergente.

Supposons maintenant a # 1.
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e Si |a| < 1, nous avons limy_, ;. a1 = 0, donc la série géométrique est convergente et

+o0
ZCL”I lim SNI a

0

N—+o0 1— a.
n=ng
e Si |a| > 1, nous avons limy_, o [aV ] = +oo, donc limy s, |Sy| = +00 et la série
géométrique est divergente.
e Si |a| = 1, cest-a-dire a = €, le nombre complexe a™*! = NV décrit le cercle

trigonométrique sans avoir de limite si a # 1, la suite (Sy) n’a donc pas de limite et la série
est divergente. On remarquera cependant que l'on a dans ce cas
2
Syl < —,
[Snl < |1 —al
les sommes partielles sont bornées. Par exemple, dans le cas a = —1 et ng pair, on voit
aussitot que les sommes partielles S,, successives sont 1,0,1,0,1,0,....

En résumé, la série géométrique de raison a converge si et seulement si |a| < 1, et dans ce
cas le reste de la série est donné par

aN+1

+o0
RN: Z an:l—a'

n=N+1

Série a termes positifs. Les séries les plus simples a étudier sont les séries a termes réels
u, > 0. En effet les sommes partielles Sy forment alors une suite croissante > 0, puisque
Sy = Sy_1 +uny > Sy_1. On a donc deux éventualités :

e la suite (Sy) est majorée. Dans ce cas elle admet une limite S égale a sa borne supérieure,

et la série Z::;O u, converge vers S € R .

e la suite (Sy) n’est pas majorée. Dans ce cas limy_, 1o, Sy = +00 et la série est divergente.
On convient d’écrire encore

+oo

E Uy, = +00

n=ng

(cette notation étant réservée exclusivement au cas des séries a termes positifs).

Le critere de comparaison suivant est tres utile, méme s’il est quasiment évident.

Proposition 11.4 (Critére de comparaison). Soient E:ijlo uy, et Z:jlo vy, deuz séries telles
que U, > v, > 0 pour n > ny assez grand.
+o0

n=n

—+00

n=n

o Si , Un converge, alors )

n=n

0 Un CONveErge.

o Si , Un diverge, alors )

n=n

, Un diverge (vers +00).

Démonstration. Comme la nature (convergence/divergence) d’'une série ne change pas si on
change l'indice de sommation initial ny, on peut toujours supposer que n; = ng (quitte a
remplacer ng et n; par max(ng, ny)). Soit Sy (resp. Sy ) les sommes partielles de Y u,, (resp.
de > v,). L’hypothese u,, > v, > 0 entraine Sy > S% > 0. Par conséquent, si S = Z;:jm Up,
converge, la suite (S%) admet la majoration Sy < S, < S, donc Z::;O v, converge.
Si :jlo v, diverge, alors limy_, o Sl = +00, donc Z:jm Uy = limy_ oo Sy = +o00 di-

verge. 0

Remarque 11.5. Si u,, > 0 et v, > 0 sont telles que u,, ~ v, quand n — 400, on en
déduit que les séries > u, et > v, sont de méme nature, puisque pour tout € > 0 on a
0<u,<(14+¢e)v, et 0<v, <(1+¢)u, pour n > n. assez grand.
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Méthode de comparaison des séries et des intégrales. Soit f : [ng,+oo[ — R
une fonction positive décroissante. Nous allons comparer la série Z:jm f(n) et lintégrale

fntoo f(z)dx

Y
f
T —
f(nJrl):j 7777777777777777
f(n) |f(n+1) )
n—1 n n+l T

Comme f est décroissante, on a les inégalités

" ) de < Jn e
/ </

En effectuant la somme de n = ng a N, il vient

/nN+1 d:c<Zf < f(no) /f

0 n=ng

Si 'on pose par définition

" ) dr = tim / fa

no A—+oo
on obtient en définitive 'encadrement :

Théoréme 11.6. Pour toute fonction f : [ng, +oo[ — R positive décroissante on a

+oo +o0

z)dr < Z f(n) < f(no) + f(z)dx

no no

n=ngo

en particulier la série Z::;O f(n) et Uintégrale fntoo f(z)dx sont simultanément conver-
gentes ou divergentes.

Nous allons utiliser ce critere pour déterminer la nature de la série de Riemann

+00 1
((a) = — a € R,

n=1
étdiée en profondeur par le mathématicien Bernhard Riemann (1826-1866). A 'aide d’une
définition alternative, Riemann montra en fait la possibilité d’étendre (o) a tout o« € C~{1}.
“L’hypothese de Riemann” est la question de savoir si les zéros ((a) = 0 de ( vérifiant
Re(a) > 0 sont bien tous situés sur la droite Re(a) = 1. C’est une des questions majeures
non résolues des mathématiques contemporaines, qui aurait d’'importantes conséquences en
arithmétique et en cryptographie ; c’est d’ailleurs I'un des sept “problemes du millénaire”,
dont la solution est récompensée par un prix d’un million de Dollars!
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Notons que n% = n® > 1 lorsque & < 0, donc nous trouvons ((a) = +oo avec la

définition ci-dessus. Lorsque a > 0, la fonction f(z) = 2= est décroissante, et on déduit du
Théoreme 11.6 que la série ((a) est de méme nature que l'intégrale f;roo x~%dz. Or

A 1-a
1 A 1-A
/ x Ydr = [1 xl_“} = sia#1
1

— o 1 a—1

et flA x™%dxr = InA si a« = 1, de sorte que la convergence a lieu si et seulement si a > 1,
avec f1+°o r %dr = ﬁ, tandis que f1+°o r~%dx = 400 si a < 1. Par conséquent la série de
Riemann ((«) converge si et seulement si a > 1. Le Théoreme 11.6 donne I'encadrement

1 1 «
<((a) <1 = .
a—l_g()_ +a_1 a—1
On notera en particulier que la “série harmonique” 1 + % + ...+ % + ... est divergente.
D’apres ce que nous avons vu précédemment, la somme partielle Sy = 1 + % + ...+ %

satisfait I’encadrement
In(N) <In(N +1) < Sy <1+In(N),
on a donc Sy ~ In(N) quand N — +o0.

Séries absolument convergentes. Lorsque la série > u, n’est plus a termes positifs, on
Y
peut essayer de s’y ramener en étudiant la série > |u,|, qui est quant a elle a termes positifs.

Définition 11.7. On dit que la série Y u, est absolument convergente si la série des modules

> |uy| est convergente.

Considérons par exemple la série

+i(—l)"l_1 Lol L
n 2 3 4 7 2p—1 2

n=1
n—1

Comme } (=

’ = L et que la série harmonique est divergente, on en conclut que la
n n

. —1 n—1
série S+ CEU™ pest pas absolument convergente. Cependant, en regroupant les termes
n=1 n 9
consécutifs deux par deux, on observe que ces termes “se compensent presque” :

0<L—i:;r\xi quand p — +o0.
2p—1 2p 2p(2p—1) 4p?
Comme la série de Riemann ((2) = ;3 1% converge, on en déduit facilement que la série
:3 (_17):71 est en fait convergente (on peut montrer que sa somme vaut In(2)). En général,

nous avons le résultat suivant.

Théoréme 11.8. Toute série Y wu, absolument convergente est convergente.

Démonstration. L’hypothese est que Y |u,| converge. Lorsque u,, € R, on utilise la décompo-

sition d’un réel = en sa partie positive 7 = max(x,0) et sa partie négative £~ = max(—z, 0)
(de sorte que par exemple (—3)T = 0, (—3)” = 3, tandis que la partie négative d’un réel
x > 0 est nulle). Avec cette notation, on vérifie aussitot que 'on peut écrire

r=a" -1~

pour tout réel z. Comme 0 < (u,)" < |u,| et 0 < (u,)” < |uy|, Phypotheése de convergence
absolue et le principe de comparaison entrainent que les séries > (u,,)" et Y (u,)~ convergent,

mais alors
Zun = Z((un)Jr — (un)™)
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est bien convergente. Lorsque u, € C, on écrit u, = x, + 1y, avec x,,y, € R. Comme
0 < |zn| < |un| et 0 < |yn| < |uy|, on en conclut que les séries Y x, et >y, sont absolument
convergentes (et donc convergentes, puisque le cas réel est déja démontré). Par conséquent

S =Yt

est bien convergente dans C. U

Une application importante a la théorie des séries de Fourier est la suivante.

Théoréme 11.9. Si ) _, c, est une série absolument convergente de nombres complezes,
la série trigonométrique

+oo
S(z) = Z ¢, e

n=—00
: . , N ;
converge vers une fonction S : R — C continue. De plus, si Sy(x) = :sz cn€™, on a

convergence uniforme de Sy vers S, c’est-a-dire que la “norme L>°”
15 = Sl = sup 5(x) — Sn(z)]
BAS

tend vers 0 quand N tend vers 4oc0.

Démonstration. L'hypothese est que la série Y, |c,| converge. Comme |c,e™| = |c,],
il résulte du théoreme précédent que les séries Z:ﬁ C1neTT convergent en tout point. De
plus
+o0o +oo
S@) = Sx(@)] = | D2 (ene™ +cone™™ )| < Ry = Y (el + le-al)

n=N-+1 n=N+1
et le reste Ry tend bien vers 0 quand N tend vers l'infini puisqu’il s’agit du reste d’une
série convergente ; nous avons ici par définition ||S — Sy|| < Ry. Fixons maintenant un
point zp € R et ¢ > 0. Il existe alors N (dépendant de ¢) tel que 0 < Ry < e. Comme la
fonction Sy est une somme finie de fonctions trigonométriques, elle est continue au point x
et il existe § > 0 tel que |z — zo| < § implique |Sn(x) — Sy(zo)| < €. Pour |z — x9| < 0 on
obtient par conséquent

|15(2) = S(xo)| < |S(x) = S ()| +|Sn(2) = Sn (wo)| + |Sn(w0) = S(20)| < Ry +e+ Ry < 3¢.

Ceci montre que la fonction S est bien continue en ;. O

Séries alternées. Considérons une “série alternée” de terme général u,, = (—1)"¢, avec une
suite (c,) positive décroissante tendant vers 0 quand n — +oo. On symbolise souvent

cette situation en écrivant
—+o0

Z (—=1)"cp, cn N\ 0.

n=no
Si on regroupe les termes d’indices 2p et 2p+-1, on obtient ¢y, —cop11, qui vérifie 'encadrement
0 < cgp — Copt1 < Cop — Copta
du fait de la décroissance de la suite (c,). Maintenant, si l'on fait la somme de ces inégalités
a partir d'un indice initial pair ng = 2pg, on voit que
Sopt1 = (Capy — Copg1) + -+ (C2p — C2p11) < (Copy — Copgr2) + -+ + (Cop — Copra2)
= Capy — Copy2 < Copg-

Ceci entraine que (Sz,+1) est une suite croissante majorée, donc la limite S = lim,_, 1« Sopt1
existe, avec d’ailleurs 0 < .S < ¢gp,,. On notera que 'on a aussi So, = Sop—1+c2, — S, puisque
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lim,,_, 4 oo c2p = 0 par hypothese. Ceci entraine immédiatement qu’'une série alternée comme

. . “+o00 n . ,
ci-dessus est toujours convergente, et que la somme En:no(—l) ¢, est majorée en valeur
absolue par le terme initial ¢,, et du méme signe (—1)" que lui (si ng est pair, c’est ce qu’on
a vu, et si ng est impair, il suffit de changer tous les signes et de décaler les indices d’une
unité). En particulier le reste Ry =S — Sy = >,y 1(—1)"¢, est du signe de (—1)V*! et
majoré par cy.1, ce qui permet d’estimer la vitesse de convergence. On déduit par exemple
de ce qui précede que la série de Riemann alternée

+00 n—1
)=y Y

est convergente pour tout o > 0. Comme les termes d’indices pairs donnent la contribution

(—1+—1+ SR )— —1(1+—1+ Ly )— —1§()
- el ) = — e ) == «
20 4o (2p)« 2 2 P 2

et qu’il faut 'ajouter deux fois & ((«) pour obtenir ((a), on voit que

o) = ¢la) =2 x sla) = (1= 2 )la)

pour o > 1.

12. SERIES DE FOURIER, THEOREMES FONDAMENTAUX DE CONVERGENCE

Pour f € CY_ .(R/TZ,C), nous étudions ici la convergence des sommes partielles de la série
de Fourier introduite dans la Section 10 :
o ‘ 1 [rotT .
@)= 3 e o a=g [T s

Les résultats fondamentaux sont les suivants.

Théoréme 12.1 (Dirichlet, 1829). Supposons que f € CO_ (R/TZ,C) admette des dérivées
a droite et a gauche en un point x € R (il suffit pour cela que f soit de classe C' par
morceaux). Alors en ce point

+o0

lim fy(z)= Z a(f) €™ = VP(f)(z) =

N—+o0

(f(:p+0) +f(:p—0)).

| —

n=—oo

Théoréme 12.2 (Convergence L™®). Si f est de classe C' par morceaur sans discontinuités,
alors fn converge uniformément vers f (i.e. ||f — fnlleo tend vers 0 quand N — +00).

Le résultat suivant est dit & Marc-Antoine Parseval (1755-1836).

Théoréme 12.3 (Parseval). Pour toute fonction f € C° . (R/TZ,C) on a

OI'C(

—+00

zo+T
1f3=7 [ 1f@Pd= 3 lelDP

Zo n=—o00

En termes des coefficients a,(f), b,(f), ceci s’écrit

+o0

718 = leolF)P + 5 3 (an (PP +1a(1)P).

n=1
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Corollaire 12.4 (Convergence L?). Pour toute fonction f € C°
trigonométrique fn converge en norme L? vers f, c’est-a-dire

lim |[f = fxll2=0.

N—+o0

R/TZ,C), le polynome

OI'C(

Avant de passer aux démonstrations de ces résultats, donnons d’abord quelques exemples.
Lorsqu’on travaille avec des fonctions continues par morceaux, on notera que 1’on peut com-
mencer par remplacer f par VP(f) dans les calculs, car ceci ne change f qu’en un nombre
fini de points, par conséquent les coefficients de Fourier ¢,(f) ne sont pas modifiés et les
conclusions des énoncés de convergence ne sont pas affectés.

Exemple 12.5 (Signal en dent de scie discontinu). Soit f la fonction périodique de période
T = 27 (i.e. de pulsation w = 1) telle que f(z) = m — x pour z € ]0,27[. On a alors
f(O+0) =m, f(0—0) = f(2r — 0) = —m, donc on pose f(0) = f(2kw) = 0 afin que f

coincide avec sa valeur principale aux points 2k, k € Z.

§ \ N\ (@)

<Y

—27 0 T 2T

—T

La fonction f étant impaire, on est amené a calculer uniquement les coefficients b,,(f) :

4 [T 2 ™ 2 [T 2
Le théoreme de Dirichlet implique
+oo
Z —sin(nz) = VP(f)(z) = f(x) pour tout z € R.
n
n=1

En particulier, pour x = 7/2 et n = 2p pair, on a sin(nn/2) = sin(pr) = 0, tandis que
pour n = 2p + 1 impair on a sin(nn/2) = sin((2p + 1)7/2) = (—1)?. L’identité précédente
nous donne une formule déja connue du mathématicien indien Madhava de Sangamagrama
(1350-1425), et redécouverte par Gregory et Leibniz entre 1670 et 1680 :

+oo
(1) 1 1 (—1)7 T
=l-c+-+... co.=
p202p+1 515" +2p+1+ 4

L’identité de Parseval implique d’autre part

1 & ) 1824 1/~ , L 2 712
2 Im(F =32 o _ﬂ|f(:c)|da:—;/0 (r— e = T

et on en déduit une autre formule célebre :

+00 1 7T2
((2) = 2 5= (Euler 1735).
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Exemple 12.6. On considere maintenant la fonction f périodique de période 27 telle que
f(x) = € sur [—7, [, ot a est un parametre réel non nul. Elle est bien de classe C'! par
morceaux, avec des discontinuités aux points 7w + 2kn, k € Z. La fonction f n’est ni paire ni
impaire, et on s’apercoit tout de suite qu’il est beaucoup plus facile de calculer les coefficients
complexes ¢, (f). En effet, comme a%e~% = (@~ ot e*n™ — (—1)" on trouve

1 i . 1 (a—in)z 4 1 1
Cn(f) = _/ eTe "y = — [6 - :|77r — Wi.(_lyl(eaw o e—a7r>.

2 2rla —1in
einx efinz
(- .))
a—in a-+in

., 2a cos(nx) — 2n sin(nx)
a? +n? ’

On en déduit

f%mW— G
X

n=—oo

+oo

1
a

et cette série a pour somme VP(f)(z) en tout point, soit f(x) pour x # 7w + 2km, et
VP(f)(m + 2km) = (™ + e 7).

En particulier, pour x =0 et z = 7, nous obtenons les formules

— 400
—aTm 6a7l'_e aT 1 2(1] 1
— 1’ S — —_ — _( am 70,71')'
< +Z a2+n2) 27 <a+;az+n2) \@ e

ea

L’identité de Parseval donne quant a elle
+oo +oo arm —am\2 ™ 2am —2am
2 (6 — ¢ ) 1 2ax € — ¢
LA = S . de = —
n:z:w len(F)] n;w Ar2(a®? +n?) 2w /_7T © dam

Ceci fournit la formule

+o0 _
Z 1 T edm +e am
(12 + n2 a eoT — e—am
n=-—o00

(qui se trouve fortuitement étre équivalente a celle trouvée plus haut pour x = 7).

Exemple 12.7 (Signal en dent de scie continu). On considere ici la fonction périodique de
période 27 telle que f(z) =7 — |z| pour = € [—m, 7]

A

f ()

SY

-3 - 0 T 3
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Il s’agit d’une fonction continue, de classe C'! par morceaux. La fonction f est paire, on calcule
donc les coefficients a,(f). La valeur moyenne de f est ¢o(f) = m/2 (calcul immédiat), et
pour n > 1 on obtient

4 [T 2 i ™ 2 [T s
a,(f) = %/0 (m — x) cos(nz) de = - [(7? - :U)smflnx)}o - ;/0 _smiya:) dx
_2[_colna)yr_2 (0= (1y)
o n2 Jo w n? '
Seuls les coefficients a,,(f) d’indices impairs sont non nuls, et on trouve ag,1(f) = 2 (2p}r1)2
On a VP(f) = f et le théoreme de Dirichlet implique
T f a1 cos((2p + 1)z) = f(x) pour tout z € R.
2 =T
En particulier, pour x = 0 on trouve
+oo
T 4 1
=33
2w (2p+ 1)
donc
SIN
9 .
— (2p+1) 8
Ce résultat est bien cohérent avec celui déja trouvé pour (2), puisque la somme Zp : (QPL)

est égale & (1 — 1)¢(2) = %2 (les termes d’indices pairs dans la série ((2) ayant précisément
pour somme 1((2)). L’identité de Parseval donne ici

1< 2 1&=16 1

2 1 2 T2 -

lco(f)] +2n§:1 an(f)] 1 +2n:1 22+ 1)
B 1 & 2., 1 [ 9 _7T2
5 [ l@pdr =< [ —apae - T

et on en déduit

—+00 4 “+00 4
1 T 1 1
e — 1__) 4 d’ot 4) = - = .
pzo(2p+1)4 96 ( 16)¢ @) on () ;n‘l 90

Exemple 12.8. Signal carré (ou signal en créneau). Il s’agit de la fonction f de période 2w
telle que f(z) =1sixz €)0,n[, f(z)=—-1siz €] —m,0[ et f(kn)=0.

f(x)
o——o0 o——o lo—0 o——o o——o0
° ° ° —‘7'(' 0 ° ° ° o =x
o—>0 0—1 o—0 o—0

La fonction f est de classe C'! par morceaux, impaire, et

bn(f) = ;/Owsin(nx) dz = 3[_

Cos(nx)r _21- (=)™

n
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d'ott b1 (f) = 2 5 a1 €6 0n(f) = 0 si n = 2p est pair. Comme f = VP(f), on trouve

x4 1
:07r2p—|—1

sin((2p + 1)z) = f(x) pour tout = € R,

et 'identité de Parseval implique

+o0
6 1 )
—ZV’ ZWQW:”JCHQ:l
=0

(qui redonne la valeur Zp : (szlA) = %2 déja connue). Il est particulierement intéressant

dans ce cas d’observer les sommes partielles fxy(z) approchant la fonction en créneau :

A A

—<

0<p<0, N=1 0<p<2, N=5
A A
0<p<4, N=9 0<p<8 N=17

Henry Wilbraham a remarqué en 1848 que des oscillations persistent a proximité des dis-
continuités, meéme lorsque 'entier N est pris tres grand : les bosses se rapprochent de la dis-
continuité, mais la hauteur des oscillations au dela de 'intervalle de saut ne tend pas vers 0.
Cette observation resta cependant lettre morte jusqu’en 1898, année ou Albert Michelson
utilisa une table tracante pour obtenir des représentations graphiques plus précises. Il crut
d’abord que les oscillations provenaient d’imprécisions de tracé, mais Josiah Willard Gibbs
comprit en 1899 qu’il s’agissait bel et bien d’un phénomene mathématique. Celui-ci est connu
maintenant sous le nom de phénomeéne de Gibbs.

Pour expliciter le phénomene, calculons la somme partielle fy(x) pour N = 2m — 1 et
x = a/2m. On trouve

gy sin((2p + 1)x) a'e=2s Da/m)
P = S 2T = (g >_Eﬁﬁ T

On observe que l'expression de droite n’est autre qu’une somme de Riemann de la fonc-

tion continue g(z) = 2 322 intégrée sur l'intervalle [0, a], avec une subdivision en m sous-

intervalles de longueur a/m et des valeurs prises au milieu (p + 3)a/m de chaque sous-
intervalle. Comme la fonction g est continue, il en résulte que

) a @ 2 [“sinz
nﬂhﬁw4%ﬁ—49@“F;A P
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La fonction “sinus intégral” définie par

Sl(a) = 2/ TR g
0

™ i

est une fonction impaire (puisque z +— 2% est paire). Comme sin(x 4 nm) = (—1)"sinz, on
voit que

" — g /‘(n+1)7r sin x dp — (_1)n2 /ﬂ sin x dx
n 0

T Jor x T nT+x

définit une série alternée E::(’] u,, dont la valeur absolue du terme général |u,| est décroissante
et tend vers 0. On déduit du théoréme des séries alternées que la série S u,, est conver-
gente, et donc que l'intégrale % fOJrOO % dx converge elle aussi ; on montrera plus loin que
lim, 1 SI(a) = 1. La représentation graphique de SI (donnée ici seulement sur [0, 400])

fournit de fagon précise I'allure des oscillations quand N — +oo :

>
a

Un calcul numérique montre que la fonction SI passe par un maximum SI(7) = ug =
% Oﬂ 22 dr ~ 1.17898... (la encore, cela résulte du fait que le signe de u, est alterné).
En général, on peut obtenir le résultat suivant que nous démontrerons plus loin.

Théoréme 12.9 (Phénomene de Gibbs). Les sommes partielles fn(x) = 32, 1< cn(f) einw®

de la série de Fourier d’une fonction f € CL_ . (R/TZ,C) vérifient les estimations suivantes.
St xg < 11 < ...< Ty = X9+ 21 sont les points de discontinuité modulo 27, il existe des
constantes Cy, Cy, C3,Cy > 0 telles que pour tout § € 10,T/4], on ait
e convergence uniforme de fy vers f a l’écart des points de discontinuité:
C C.
‘fN(x) —f(:p)} < L= pour x € [xp + 0, x511 — 0], 0 <k <s—1,

oN N

e les “estimées de saut” suivantes au voisinage de chaque point de discontinuité xy, :

1 Cy .
]fN@k + 1) = (VP(f)(wx) + 5 (f (@ +0) = fla — 0)) SI(Nwh)’ <ot i |l <0

Il en résulte que pour tout x € R et tout a € R on a

lim fy(z+a/N)=VP(f)(z)+ %(f(x +0) — f(z = 0)) SI(wa).

N—+o00

Cette valeur tend vers f(x £ 0) quand a — £oo et se réduit simplement a f(x) si x est un
point de continuité de f.
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Preuve des résultats de convergence fondamentaux. Pour f € C? (R/TZ,C), on
. ;. +o00 2 . , 2

sait que la série Y > |c,(f)|® est convergente et que sa somme est majorée par | fl|3

(inégalité de Bessel). La Proposition 11.2 entraine déja le résultat important suivant.

Théoréme 12.10 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Pour tout f € C°_ (R/TZ,C) on a

lim ¢,(f) = lim a,(f)= lim b,(f)=0.

n—+oo n—+oo n—+oo

orc (

Démonstration. En effet, la convergence de la série Y72 _|c,(f)[? exige que

Les relations entre les coefficients a,,(f), bn(f), cn(f) impliquent que a,(f), b,(f) tendent
également vers 0 quand n — +o00 ou n — —oo. O

On cherche maintenant une expression intégrale explicite pour le polynome trigonométrique

+N
fu(x)= > ealf)em™.
n=—N
Comme
1 zo+T )
Wl =g [ ey,
x0
nous obtenons
N _ 1 [eotT LE ‘
fula) = 3 ealf)eme =1 [ pw) Y e enay,
n=—N zo n=—N

soit encore

oo = [ " ) Dala - y) dy

0

avec une fonction Dy appelée “noyau de Dirichlet” :

1 +N
Dy (y) = T Z ey,
n=—N

N » . .
Comme Y 7% eV = 7Ny (1 ey 4 2NV on trouve

1 - 6(2N+1)iwy -1 1 )
_ — —iNwy _ — —iNwy
DN(ZJ) o Te eiwy — 1 o Te eiwy/2 eiwy/2 _ p—iwy/2 ’

e(N—i—l/Z)iwy e(N—i—l/Z)iwy - e—(N+1/2)iwy

soit encore plus simplement

_ 1sin((N +1/2)wy)
T  sin(wy/2)

Nous aurons besoin des propriétés suivantes du noyau de Dirichlet :

Dn(y)

(1) Dy est une fonction paire, périodique de période T', réelle, et de classe C°.
T/2 T/2 1

(2) Dy(y)dy =1, Dn(y) = 5
—~T/2 0

Cette deuxieme propriété résulte immédiatement de la définition initiale de Dy, car seul le
terme constant ep(y) = 1 contribue a l'intégrale par périodicité. Sil’on effectue le changement
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de variable t » y =2+t <t =y — x (et donc dy = dt) dans la formule donnant fy(z) on
aboutit, par utilisation de la parité et de la périodicité, a

xo—x+T T/2

fu(z) = / fa+0Dy(—tydt= | f(z+y)Dxly)dy

oz —T/2

T/2
- /0 (f(z+y)+ f(z —y))Dn(y) dy.

Si I'on retranche VP(f)(z) = 3(f(z + 0) + f(z — 0)), il vient

T/2
fw(z) = VP(f)(x) = / (P&t )+ f(z—y)— (f(z +0) + f(z — 0))) Dy(y) dy

grace a la propriété (2).

Supposons maintenant que f admette des dérivées a droite et a gauche au point x. Alors la
fonction g définie sur [-7/2,T/2] ~ {0} par

Sty f—y) — (a4 0) + (s =)
9(y) = ”
fle+y) - fle+0) flz—y) - flz—0)
= - 9 Yy # 0
Y -y

admet une limite a droite en y = 0, égale a la différence des dérivées a droite et a gauche
de f en x. Puisque g est impaire, elle admet aussi une limite a gauche en 0, et il est clair
qu’elle est (comme f) continue par morceaux partout ailleurs qu’en 0. On en conclut que g
se prolonge en une fonction continue par morceaux sur [—7'/2,T/2]. D’apres ce qui précede,

nous avons

T/2
fla) =VPU)@) = 5 [ 9w uDx(w) dy

~T/2
(on a de nouveau utilisé la parité). Or
1
- Tsinwy/2

- % sin gy/_Q ( sin(wy/2) cos(Nwy) + cos(wy/2) sin(wa)) ,

yDn(y) sin((NV +1/2)wy)

On observe ici que m se prolonge par continuité en y = 0 (puisque sin(wy/2) ~ wy/2, la
limite vaut 2/w) ; comme sin(wy/2) s’annule seulement aux points y = 2kw/w = kT, on voit
que y — m se prolonge en une fonction continue sur [—7/2,7/2]. On en déduit qu’on
peut écrire

T/2

o) VP = [ (uly)cos(Ne) 43 sin(Neoy)) dy
~T/2

avec des fonctions u,v continues par morceaux sur [—7/2,7/2]. Le lemme de Riemann-

Lebesgue implique alors que ces coefficients de Fourier tendent vers 0. On a donc bien

limy 100 fn(2) = VP(f)(2) et le théoréme de Dirichlet 12.1 est démontré. En définitive, la

preuve est extréemement subtile, on peut excuser Fourier que celle-ci lui ait échappé !

Etude de la convergence L*. On suppose ici que f € CL_ (R/TZ,C) est de classe C"
par morceaux et sans discontinuités. Alors la dérivée [’ est bien définie sauf peut-étre en
un nombre fini de points anguleux ay, ; si on pose arbitrairement f’(ay) = 0 en ces points,
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on obtient une fonction continue par morceaux. Grace a une intégration par parties, les
coefficients de Fourier de f’ s’expriment par

R xo+T ) ) 0 zo+T .
f/(n) — %/ f,(l‘) eI J0. %([f(l‘) e—znwm:| xOJrT_%/ f(ZL‘) (_an) e~ thwT d[L‘) .

(Pour justifier cette formule, on peut intégrer sur chaque intervalle [z, xx 1] ot f est vrai-

ment C1, et on applique la formule de Chasles pour les intégrales pour faire la somme). En

] zo+T
x

utilisant la continuité de f et la périodicité, on voit que le terme [ e est nul, donc

Théoreme 12.11. Si f €
a la formule

Cl o e(R/TZ,C) est de classe C* par morceauz et continue, on

f/(n) = inw f(n).
Sous ces hypotheses, on obtient par conséquent
~ 1~
=—\f i 0.
Fo) = — P sin#

(a* + b*) pour tous a,b > 0. Il vient

Sl

On utilise maintenant 1'inégalité élémentaire ab <

} 1

<1
2
} 1

T 2w n2
et comme la série ), ‘f’(n)‘ est convergente d’apres I'inégalité de Bessel, on en déduit que

la série ) ., }f(n)} est convergente. D’apres le Théoreme 11.9, la suite des sommes partielles
fn(z) =22 <y f(n) e converge uniformément vers sa somme S(z), qui coincide avec f(z)

par le théoreme de Dirichlet, i.e. | f — fn]loo = 0 quand N — +00, et le Théoreme 12.2 est
démontré. Mais on a de fagon évidente

zo+T

£ =il =7 [ 5@~ fa@P do < suplf(o) ~ @) = [ =
x0 r€ER

donc || f — fn|l2 — 0. En utilisant Iégalité de Pythagore ||f]|3 = ||/~]% + |If — fnll3, ce

dernier résultat montre le Théoreme 12.3 et le Corollaire 12.4 lorsque f est de classe C! par

morceaux et continue. Pour généraliser ces résultats a des fonctions f seulement continues

par morceaux, on peut utiliser un procédé de moyennisation.

Un procédé de moyennisation. Etant donné une fonction f intégrable et périodique de
période T', on lui associe la fonction

o [ iwa=g [ e,

—&
a savoir la valeur moyenne de f sur 'intervalle [3: — e,z +¢|. Il est clair que p.f est conti-
nue, et elle est encore périodique de période T'. Lorsque ¢ — 0, p.f(z) — f(x) en tout
point z ou f est continue. Si f est seulement continue par morceaux, on voit aisément que
lim, o pe f(z) = VP(f)(z) en tout point. De plus p. f est C! par morceaux puisqu’elle a en
tout point des dérivées a droite et a gauche

(e Y (£.0) = oo (f(a + £ £0) = f(z — = £0)

qui sont C? par morceaux. D’apres ce qui précede, la formule de Parseval s’applique & p. f ;
on va en déduire qu’elle s’applique aussi a f par passage a la limite. Des résultats standards
de théorie de 'intégration permettent de démontrer que lim. ¢ ||uef — f||2 = 0 du fait que
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ief — f presque partout; nous admettrons ici ce résultat dit a Lebesgue. Le théoreme de
Fubini pour les intégrales doubles donne quant a lui les coefficients de Fourier de pu.f :

pof =1 [ wp@e = o [ teryerrdndy
c T ‘ 2T zo<lzlxo+T J —e<y<le

zo

Iy )
= _ ey f(z+y) e @ty dx) dy
26T ) ecy<e wo<w<wo+T e y)
11 ~ i ST
= —— ey f(x)e "™ dx | dy (par périodicité)
26T J c<y<e 0<o<T

1~ , sin(nwe) ~
= — mYdy = ——= )
2€f(n) /€§y§€ ‘ J nWe f(n)

Puisque \sin x| < z pour tout x > 0, on en déduit de fagon quelque peu miraculeuse que
’ e f } <If ( )| pour tout n € Z. Par conséquent, comme ’égalité de Parseval est connue
pour e f qui est continue et C! par morceaux, on obtient

e fl3 =" [ fm)|* < 31 )|

nez neL

Par passage & la limite quand ¢ — 0, on voit que ||f[|3 < >, | (n)}2 et les théoremes
fondamentaux 12.3 et 12.4 en résultent.

Preuve du Théoréme 12.9 (phénoméne de Gibbs). Quitte a changer I'unité de temps,
il n’est pas restrictif de supposer T'= 27 et w = 1. L’étape principale est de vérifier explici-
tement les inégalités voulues dans le cas de la fonction en dent de scie
glx)y=mn—2x x€]0,2n[, g(2km)=0.
D’apres les calculs de I'exemple 12.5, nous avons b,(g) = 2 pour n > 1 et a,(g) = 0. Pour
x €10, 2x[, ceci implique
N . N @ i (2N+1
2 sin(=5=y)

gn(z) —g(z) = ; - sin(nx) — (r —x) = /7r (1 +2 ;cos(ny»dy = /ﬂ W dy,

car la somme entre parentheses n’est autre que le noyau de Dirichlet.

N\ gx, N =4,8,16

=Y

On effectue maintenant une intégration par parties pour obtenir

cos(2t y)qa = 1 cos( 2L y) cos(¥)
gn(z) —g(x) = _2N2+1 ([ Sin(%)?/ ]W+/ﬂ % sin (%) dy).
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(2% y)| < 1, une majoration brutale des différents termes donne

low(@) = glo)l < 2N2+ 1 (Sm ‘/ ;sclis D N 2N2+ 1 (sin2(§) - 1)

(la fonction y + cos(%) ne change pas de signe sur [7T ZL‘]) Comme siny > 2y sur [0, Z] par

Comme | cos

concavité de la fonction sin, et comme § < % = 7, ceci montre déja que
2 2 1 2 2w
su x < = E—
xE[&,ZE—(S} lon(@) = g(@)] < 2N +1 sm( ) T N 25 N6

Pour f = g et w =1, on veut maintenant estimer les quantités

(a4 B) = (V) (i) + 5 (£ +0) — Flai — 0)) ST(Nwh)

aux points de discontinuité x;. Modulo 27, la fonction g admet seulement le point de discon-
tinuité x = 0, avec g(zx +0) — g(zr —0) = 27 et VP(g)(x) = 0. Il nous faut donc estimer

N

gn(h) —m SI(Nh) = Z 2 sin(nh) — 2/0

N sin y
Y

/ZZCosny)dy 2/ Smydy
Y

IN+1 (N+1/2)h _: (N+1/2)h _:
:/ (<7 Tyy)_l)dy_g/ W gyz [T,
0 s1n(§) 0 Y Nh Y

h (N+1/2)h _:
2N +1 1 1
:/sin< + y)( 7 —g)dy—Q/ Smydy—h
0 2 s1n(§) 5 Nh Y

2N+1

dy

ol la derniere ligne s’obtient a la suite du changement de variable y —
f(N+1/2)
0

=2y dans lintégrale
" Si%dy. Comme |siny| < y, la derniere intégrale est majorée par 2(h/2) = h.
On obtient donc

2N +1 1
sin(¥)
On peut vérifier au moyen d’un développement limité que la fonction u se prolonge en une
fonction de classe C! (et méme de classe C*) sur | — 27, 27|, en posant u(O) = 0. En utilisant

}gN(h)—ﬂSI(Nh)} §2|h|+‘/0hsin< y) u(y)dy‘ ot u(y)= _

1
E.
2

une intégration par parties on voit alors que ’ foh sin (2]\72“ ) dy} < 2N+1 < %, donc
C
() Jox(h) — 7 SIVR)| < 2Jh] + 5

Le cas de la fonction f = g est établi. Dans le cas ou la fonction f est de classe C! par
morceaux et continue, on sait qu'il y a convergence uniforme sur tout intervalle [zq, 2o+ 27].
Une majoration a 'aide des coefficients de Fourier de f et f’ donne

@)~ f@l<| X Fmew| < S 1fml= Y (Fm)

In|>N+1 \n|>N+1 In|>N+1
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ol la deuxieme ligne résulte de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et la derniere de 1'estimation
du reste de la série de Riemann par Uintégrale [ AJ,F > # dx combinée avec I'inégalité de Bessel

pour f’. On a donc bien ’ fn(z) — f (x)’ < ﬁ et les estimations voulues sont vérifiées
pour f.

Dans le cas général, lorsque f € CL_ (R/TZ,C) présente des points de discontinuités zy,
elle admet des “sauts” d’amplitude f(x;+0)— f(zr—0), et on peut lui retrancher la fonction
en dent de scie x — 5= (f(zx + 0) — f(z — 0)) g(x — 1) pour faire disparaitre ces sauts,

2
puisque ceux de z +— g(x — x;) sont d’amplitude 27 en x = ;. Ceci montre que

Fla) = £@) = 32 5= (flan+0) = flan = 0)) gl — )

n’a plus de sauts, et donc que f est continue (quitte a la redéfinir convenablement en xy).
La fonction f est aussi clairement de classe C'! par morceaux. Si 'on écrit

Fla) = Fla)+ 32 o (o +0) = Flai — 0)) gl — i),
k

les estimations de Gibbs sont vérifiées pour fet pour chaque terme de la sommation, il ne
reste plus qu’a en faire la somme pour obtenir le résultat désiré : méme si x, n’est pas un
point de discontinuité de f ou de g(z — x¢), £ # k, il faut quand méme s’assurer que fy et
les gn(x — xy) vérifient les estimées de saut en xy ; cela résulte de l'estimée uniforme prise
au point zx + h et du fait qu'on a

|f (o + h) = flzx)] < C”|h]
d’apres le théoreme des accroissements finis. 0

Remarque 12.12. Posons SI(400) = lim,_, 4 SI(z). Comme
lim gy(h)=g(h)=7—h  pour h €]0,27],
N—+o00

I'estimation (%) implique |7 — h — 7 SI(+00)| < 2h, donc |1 — SI(+o00)| < 3h/7 et puisque
ceci est vrai pour tout A > 0 on en déduit que SI(+OO) = 1. Ce résultat n’est pas du tout
évident & trouver directement, car la fonction x — B2 n’a pas de primitive explicitable!

Remarque 12.13. Lorsque la fonction f est de classe CP~! et de classe CP par morceaux

—

avec p > 2, un raisonnement par récurrence montre que f®(n) = (in)? f(n), de sorte qu’on
a la majoration d’erreur améliorée

~ 1 —
[fv(@) = £( D fmer < Y 1fm)l= Y 1P m)
[n|>N+1 |n\>N+1 [n|>N+1
5 Z f(p
\n|>N+1 In|>N+1

/ C,
- D)
= 2 — 1 ng 1 ||f ||2 = Np- Np—1/2°

On voit que la convergence est d’autant plus rapide que f est réguliere, autrement dit les
harmoniques tendent vers 0 d’autant plus vite que p est grand.

Ceci a également pour conséquence que 'on peut améliorer les termes C,/v/ N en C, /N dans
les estimées de Gibbs lorsque la fonction f est de classe C? par morceaux. Pour le prouver,
il convient d’éliminer également les points anguleux, ce qu’on peut faire en soustrayant a f

des translatées de fonctions du type h(x) = x? sur [—n, 7], pour lesquelles on a convergence
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uniforme en |hy — h| < C/N (exercice !); la fonction restante f(jvevieng alors de classe C!
et C? par morceaux, et on a donc d’aprés ce qu’on vient de voir |fy — f| < C'/N3/2,

Séries de Fourier des fonctions L2 Nous indiquons ici brievement des développements
plus modernes de la théorie des séries de Fourier, postérieurs aux années 1900. Mathémati-
quement, il n’est en effet pas tres naturel de supposer que les fonctions sont continues par
morceaux, puisque les coefficients de Fourier d’une fonction f se calculent des lors que la
fonction f est intégrable. L’intégrale de Riemann n’est cependant pas satisfaisante dans ce
cadre ; pour obtenir des résultats complets on doit s’appuyer sur I'intégrale de Lebesgue. Ala
fin des années 1950, Jaroslav Kurzweil et Ralph Henstock ont montré qu’il suffisait d’une
tres petite amélioration de la définition de I'intégrale de Riemann pour y parvenir. C’est celle
que nous donnerons ici (afin de rester parfaitement rigoureux et de ne pas donner d’énoncés
mathématiquement incorrects, mais nous ne développerons pas vraiment la théorie. . .).

Définition 12.14 (Intégrale de Kurzweil-Henstock). Soit f : [a,b] — C une fonction quel-
conque. Etant donné une subdvision pointée D = {([a;, aj1+1], 7;) }o<j<m de [a,b], c’est-a-
dire des sous-intervalles [a;, ;1)

a=ay<a <ay<...<ap1<ay=0>b,
et des points intermédiaires x; € [a;,a;i1], on introduit la somme de Riemann

m—1

Sp(f) =Y (a1 — a)) f(z;)

J=0

qui représente la somme des aires algébriques des rectangles s’appuyant sur le graphe :

Y Qi1 — Q5 S 5(1’])
o
i
Al
f(@j)re };
(II, ll‘j 0 xXr

On dit que f est intégrable au sens de Kurzweil-Henstock (ou KH-intégrable) s’il existe un réel
A (qui va représenter laire algébrique exacte située sous le graphe de f), tel que pour toute
marge d’erreur € > 0 donnée a priori, on peut trouver une fonction positive ¢ : [a,b] — R
en sorte que pour toute subdivision pointée D de [a,b] on ait

(D est 0-fine, i.e. Vj, aj41 —a; < 5(:L’j)> = |Sp(f)—Al<Le

Le nombre réel A de la définition précédente est appelé intégrale de f sur [a,b], on écrit

b m—1
A= [ rte)de = Jim So(h) = Jim, > (0o = )10

et on dit que fabf(x) dx est la limite (au sens de Kurzweil-Henstock) des sommes de Rie-
mann, lorsque la subdivision D devient de plus en plus fine.
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La différence avec la définition usuelle de l'intégrale de Riemann est que l'on s’autorise a
prendre des pas a;1 — a; variables, controlés par une fonction §(x) > 0 quelconque, que I'on
peut prendre tres petite aux endroits ou la fonction f est “mauvaise” (fortes oscillations).
En fait rien n’interdit non plus de prendre f non bornée, par exemple 'intégrale fcl xr~%x
converge quand ¢ — 04 et o < 1; il suffira de prendre des pas a;41 — a; de plus en plus
petits quand on se rapproche de 0 (et donc une fonction de controle des pas d telle que
lim, 0 0(x) = 0 tres vite, choisie pour avoir une précision ¢ suffisante).

On peut maintenant introduire les espaces LP de Lebesgue pour tout p > 1.

Définition 12.15. On dit qu’une fonction f : [a,b] — C est L? (au sens de Lebesque) si f
est KH-intégrable et si |f|P est également KH-intégrable. On définit la semi-norme LP de f

" i = ( [ b @) "

et on note LP([a,b],C) Uensemble des fonctions LP ¢ valeurs complezes sur [a, b).

L’espace L*([a, b], C) se trouve étre muni d’une forme sesquilinéaire hermitienne semi-positive

(f.g) = / F@gle)de,  foge (ab),C),

Vintégrabilité de fg étant garantie par le fait que | fg | < 1(] f|*+|g|?). Une petite difficulté est
qu’il y a beaucoup de vecteurs isotropes ; on dit qu'un ensemble E C [a, b] est négligeable
si sa fonction caractéristique 1E (telle que 1g(z) =1siz € Eet 1g(x) =0six ¢ F) est

KH-intégrable et vérifie f 1p(z)dz = 0. Alors :

Théoréme 12.16 (Admis). Une fonction f dans LP est de semi-norme I fll, = 0 si et
seulement si il existe un ensemble négligeable E telle que f(x) = 0 pour tout x € [a,b]
(f pouvant prendre des valeurs quelconques sur E du fait que E est “trés petit”).

On notera quun ensemble négligeable peut tout de méme avoir une infinité de points,
par exemple on peut montrer que [a,b] N Q est négligeable (et méme que tout ensemble
dénombrable est négligeable). Un autre exemple classique d’ensemble négligeable infini est
I’ensemble triadique de Cantor E C [0, 1], défini comme I’ensemble des nombres réels
de 'intervalle [0, 1] pouvant s’écrire en base 3 sous la forme

“+o0o

:E:Zan?)_", a, = 0oua, =2,

n=1
autrement dit 'ensemble des réels de [0, 1] n’ayant en base 3 que les chiffres 0 ou 2. Il est clair
par définition que E = (| Ey olt Ey est la réunion des 2% intervalles de la forme [r, r +37V],
r = 25:1 a,3~" décrivant l’ensemble des nombres triadiques a N chiffres ne s’écrivant
qu’avec des chiffres 0 et 2. Les ensembles En s’obtiennent itérativement en partant de I'in-
tervalle £y = [0, 1] et en otant le tiers médian de chacun des intervalles constituant Ex_;. La
longueur totale des intervalles constituant Ey est 2V .37V = (2/ 3) — 0 quand N — +o0,

ce qui implique que E est négligeable (on a 0 < fo 1p(z)dx < fo 1, () dz = (2/3)").

Les ensembles triadiques Ey, 0 < N < 6.
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Pour éviter d’avoir a considérer des vecteurs isotropes, on convient d’identifier deux fonctions
f et g des lors qu’il existe un ensemble négligeable E , (dépendant de f et g) tel que f et g
ne different que sur Ey,, et coincident sur [a,b] \ Ef4. On note LP([a,b],C) (sans tilda)
I’espace obtenu apres avoir fait cette identification des fonctions. D’apres ce que nous avons
expliqué plus haut, les éléments isotropes sont maintenant identifiés a la fonction 0. On en
déduit :

Théoréme 12.17. La forme sesquilinéaire ci-dessus est définie positive sur L*([a,b],C), par
conséquent (L*([a,b],C), (, )) est un espace hermitien.

On introduit de méme 'espace hermitien (L*(R/TZ,C), ( , }) des fonctions L? périodiques
de période T, identifiées modulo les ensemble négligeables, avec

Go)=7 [ T@eds  fgePRITZO).

On calcule comme précédemment les coefficients de Fourier ¢, (f) (et de méme les coefficients

an(f), b,(f)) d’une fonction f € L*(R/TZ,C).

Théoréme 12.18 (Identité de Parseval, version L?). Pour toute fonction f € L*(R/TZ,C),
on a

2 __ 2 1+Oo 2 2\ __ 2 __ 1 ot 2
S lenlDE = oD + 5D (anl P+ 1l NP) = IS =3 [ 170

nel n=1 o

Démonstration. La preuve est essentiellement la méme que celle que nous avons déja vue :
la projection orthogonale fy de f sur Py, satisfait I'inégalité

NI = D leal NI < (1F113-

In|<N

En effet, ceci résulte du théoreme de Pythagore, qui implique || fx |3+l = fx]2 = || f]|3. On a
donc alalimite >, |, (f)|* < || f]13- Pour vérifier I'inégalité opposée || f|I3 < 3,z len(F)I?,
on effectue une moyennisation pu.f, et on utilise le résultat de théorie de 'intégrale de Le-
besgue qui dit que [[u.f — f|l2 — 0. Mais on démontre aussi dans cette théorie que p.f
est une fonction continue, et I'identité de Parseval déja connue dans ce cas (Théoreme 12.3)
implique

i f 13 =D lenlue )P < D leal NP car fen(pef)] =

nez ne”L

sin(nwe)

nwe

A la limite il vient ||f2 < > nez len(f)]?. On notera que ce raisonnement fournit dans tous
les cas I'inégalité intéressante || fll2 < || f]l2- O

Un autre espace hermitien qui intervient naturellement dans la théorie L? est espace
noté ¢*(Z,C) des suites de carré sommable. C’est par définition 'ensemble des suites
s = (Sp)nez & valeurs complexes telles que

2 2 —
)5 := E |sn|® < 400, avec (s, t):= E S tn.-
nel ne”
La convergence du produit scalaire est assurée par le fait que |5, ¢, | < 5(|s,|* + [ta]?), et il
est clair que I’on obtient ainsi un espace hermitien. Une autre facon de formuler la théorie L?
des séries de Fourier est de dire que I'on a un isomorphisme isométrique d’espaces hermitiens

2 2 \ I
L*(R/TZ,C) — (*(Z,C), fr— (cn)nez, ou ¢, = f(n)= T/ F(z) e dy

zo
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qui préserve les normes L? et donc aussi les produits scalaires hermitiens : c’est le théoréme
de Riesz-Fischer (1907), qui affirme entre autres la “complétude” de L*(R/TZ,C) et la
surjectivité de I'isométrie précédente. L’isomorphisme inverse est donné par

(*(Z,C) — L*(R/TZ,C),  (ca)nez > f, obt f(z) = cpe™".
neZ
En fait, le théoreme de Riesz-Fischer est impliqué par le résultat tres profond suivant di a

Lennart Carleson (mathématicien suédois né en 1928) — la démonstration est beaucoup trop
difficile pour pouvoir étre donnée ici.

Théoréme 12.19 (Carleson, 1966). Pour toute suite de carré sommable (c,) € (*(Z,C),
la série trigonométrique

f($’) _ cheinwm
neL

converge presque partout, c’est-a-dire qu’elle converge sur tout intervalle [zg,xo + T] de
longueur T', sauf éventuellement sur un ensemble négligeable Ey C [xg,xo + 1. La limite f
ainsi définie est dans L*(R/TZ,C), et ses coefficients de Fourier sont les (cy).

On notera que les polynémes trigonométriques fy(z) = E\nl <n Cn€™" convergent vers f
pour la norme L?, puisque le théoréme de Parseval implique

If = fallz = leal®

[n|>N

ce résultat de convergence L? est beaucoup plus simple & justifier que le théoréme de conver-
g J
gence ponctuelle de Carleson!) Il s’agit 1a des premieres bribes de la théorie des espaces de
Hilbert, qui jouent un role important en théorie des opérateurs et en mécanique quantique.
J

Solution de I’équation de la chaleur. Revenons maintenant a I’équation de la chaleur
discutée a la section 9 :
00 00
— =D,
ot Ox?
Comme on I'a vu, le flux de chaleur est nul aux extrémités du barreau [0, L], ce qui conduit
a imposer les conditions au bord

a0 a0
3_x(0’t) = %(L,t) =0 pour tous x € [0, L] et t € [0, +o0.

On cherche une solution (z,t) telle que 0(x,0) soit une distribution de température f(x)
donnée a priori au temps ¢ = 0, définie pour x € [0, L.

x€[0,L], te]0,4o0].

I1 est naturel (ne serait-ce que pour pouvoir écrire 1’équation de la chaleur) de supposer que
O(x,t) est deux fois dérivable par rapport a x et une fois dérivable par rapport au temps ¢. En
particulier f(x) = 6(z,0) doit étre supposée deux fois dérivable sur [0, L]. Cette hypothese
implique a fortiori que f et f’ sont continues (puisque dérivables), donc que f est de classe
C! sur [0, L] ; en fait, il nous suffira ici de supposer que f est continue et de classe C' par
morceaux.

A la section 9, nous avons trouvé des solutions de la forme

+oo
(%) O(x,t) = ZO Qi COS (%x) e (W /L)Dt.
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Pour que cela soit une solution de notre probleme, il faut déja que pour ¢ = 0 on ait

+o0
flx) = nz:%ozn oS (%x) .

Le membre de droite est une fonction paire en x. Si I'on prolonge artificiellement f en une
fonction paire f sur [~L,0] en posant f(—z) = f(z) pour & € [0, L], on obtient une fonction
continue et de classe C* par morceaux sur [—L, L]. Comme f(—L) = f(L), on peut méme
prolonger fen une fonction périodique de période T' = 2L sur R tout entier de sorte que f
soit continue et de classe C ! par morceaux. Dans ces conditions, le Théoréme 12.2 montre que

la fonction paire f s’écrit comme une série absolument convergente en cosinus, de pulsation
w=2n/T=21/2L=7/L :

_ +oo ni +o0o
f(z) = Zan cos <T:c) , Z lan| < 4o0.
n=0 n=0
On est donc amené a choisir «,, = a,, dans (). Nous allons en déduire le magnifique

Théoréme 12.20 (Fourier, 1807 ... et successeurs). Soit f : [0,L] — R wune fonction
continue et de classe C* par morceaux sur [0, L], et soient a, = a,(f) les coefficients de
Fourier définis par

ap = co = %/OL f(z) dz, a, = %/OL f(z) cos(nmx/L)dx, n > 1.

Alors ’équation de la chaleur

00 00
—=D— L te |0
admet une unique solution continue 6 : [0, L] x [0,400] — R telle que %, % existent et

soient continues sur [0, L] x ]0, +o00[, vérifiant les conditions au bord

?(O,t) = %(L,t) =0, et 6(z,0)= f(z) pourtoutx € |0,L] et tout t € |0, +o0].
T T

Elle est donnée par
+o0
nm 2,.2/72
0 ) = . (_ ) —(nﬂ/L)Dt.
(x,1) ga cos (e
Démonstration. Posons
+oo
nm 2.2/72
x,t) =Y a,cos (—x) e~ (W /L7)Dt
(. t) ; 7

Nous savons que A = S |a, | < +00, donc la série donnant t(z, ) est absolument conver-
gente pour tout (z,t) € [0,L] x [0,4+00[. On en déduit comme pour la démonstration du
Théoreme 11.9 que 1) est bien continue sur [0, L] x [0, +o00[, avec ¥(z,0) = f(z) grace au
choix a, = a,(f). Comme

AnP

—(n?72/L?)Dt
— e(n?r?/L2%)Dt

nfa, e

et que I'exponentielle I'emporte sur tout polynome, on voit que
Cte

n2

~(n2n?/L?)Dt|

nfa, e pour t € [tg, +00[, to > 0.
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Ceci entraine facilement que l'on obtient des séries absolument et uniformémement conver-
gentes sur [0, L] x [to, +oo[, apres avoir pris autant de dérivées que I'on veut en x ou en ¢ de

2’7T2/L2)

chacun des termes a, cos <%x> e~ Dt Par des théoremes standards (admis ici) sur

les séries de fonctions différentiables, on en déduit que ¥ admet en fait des dérivées partielles
continues en (z,t) sur [0, L] x |0, +oo[, & tout ordre. En particulier

8_@/)@ t) = f ( - E) ay, sin (Ex) g~ (n*m*/L*)Dt
ox L) ™" L

s’annule bien pour x =0 et z = L, et
ag +oo 9
1) 5 () e ()

n=0
1 oy
id — —(z,1).
coincide avec 5 615( ,t)

Ceci montre que ¥ (x,t) est une solution du probleme, et il reste a voir que c’est la seule.
Si 0(x,t) est une autre solution, Posons u(z,t) = 6(x,t) — ¢ (x,t). La linéarité de I’équation
de la chaleur entraine

() gﬁ@ £) = gQZ(@« t)  sur [0, L] x ]0, +0],

tandis que ‘9”(0 t) = a“(L t) = 0 pour tout t > 0 et u(z,0) = f(z) — f(z) = 0. Introduisons
maintenant la norme L2

J(t) = /OLu(a:,t)2 dx, t € [0, 400

Nous allons montrer que J est identiquement nulle, ce qui entrainera que u(x,t) = 0 pour
tout (x,t) € [0, L] x [0, +oo[ d’apres 'hypothese de continuité de u. Notons déja que J(0) =0
par construction.

Les théoremes usuels de “continuité et dérivabilité sous le signe somme” (admis ici) im-
pliquent que t — J(t) est continue pour ¢t € [0, +oo[ (du fait que u(z,t) est continue sur
[0, L] x [0, +00[), et que J(t) admet une dérivée J'(t) obtenue en prenant la dérivée partielle
de l'intégrande par rapport a ¢ :

J'(t):/o %(u(:p,t)Q) dx:/o 2u(x,t)g—1;(x,t)dx.

Compte tenu de I’équation (xx), on peut écrire
2

, L 0°u
J'(t) = D/o 2u(x,t)@(x,t) dz.

En intégrant par parties par rapport a la variable x, il vient, en tenant compte des conditions

au bord 2%(0,t) = 9*(L,t) =0 :
:—ZD/ (3u:€t) dz.

Par conséquent J'(t) < 0 pour tout ¢t > 0. Ainsi J est décroissante, et on a
J(t) < J(0)=0 pour tout ¢t > 0.

Mais J(t) est I'intégrale d'une fonction positive ou nulle, et on a donc aussi J(¢) > 0 pour
tout t > 0. On en déduit que J(t) = 0, par suite u(z,t) = 0 et 0(x,t) = ¢(x,t) pour tout
x € [0, L] et tout ¢ € [0, +o0l. O
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Remarque 12.21. Lorsque le temps ¢ tend vers +o0o, on peut facilement vérifier que la
solution satisfait lim; ,, 0(z,t) = ag, car toutes les exponentielles tendent rapidement
vers 0 a 'exception du terme constant n = 0. On a donc une température qui atteint a
la limite une température d’équilibre, laquelle se calcule comme étant la valeur moyenne

L
aozcoz%/o f(x)dx

de la température du barreau au temps ¢t = 0. Ce résultat se fonde bien entendu sur 1’hy-
pothese que la déperdition d’énergie du barreau vers 'extérieur est négligeable (d’ou en
particulier les hypotheses de flux 22(0,¢) = 22(L,t) = 0 aux extrémités). En premitre ap-
proximation, cette hypothese est réaliste dans la mesure ou la conductivité thermique d'un
métal est élevée, bien plus élevée que celle de I’atmosphere. Les exponentielles e~ (n*n*/L*)Di
décroissent donc suffisamment vite pour que la dissipation de chaleur vers ’atmosphere n’ait
pas le temps de jouer un role. En pratique, la dispersion de température max |0(x,t) — ao|
au temps ¢ est principalement controlée par le terme n = 1, on voit qu’elle est majorée par
C e~ (™ /L)Dt o3 C' > () est une constante.



